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INTRODUCTION ()

Ce travail concerne la construction des solutions élémentaires scalaires,
tensorielles et spinorielles, au sens de L. SCHWARTZ [1] et A. LICHNEROWICZ
[1], du laplacien (ou dalembertien généralisé) d’une varité V,, riemannienne,
analytique, de type hyperbolique et orientée. Ce probléme, déjd résolu
par Mme CHOQUET-BRUHAT [1] est étudié ici par la méhode des séries de
HADAMARD [1] et des fonctions holomorphes 4 valeurs distributions de
GUELFAND et CHILOV [1].

Le chapitre I rappelle quelques résultats de géométrie riemannienne et
certaines propriétés des distributions (P + i 0)* d’un espace plat ainsi que
leur extension & V.

Le chapitre II est consacré au cas hyperbolique de signature (p +, g —)
oupetq > 1(ultra-hyperbolique). La généralisation de la méthode 2 4 + Cte
et & 4 + B?d, + Cte est immédiate. Sur les espaces harmoniques, le pro-
bléme se rameéne 4 la résolution d’équations différentielles du type de Fuchs,
comme dans le cas plat.

Dans le chapitre III, nous envisageons le cas hyperbolique normal ou
apparaissent les propriétés de support bien connues.

Le chapitre IV généralise ces résultats aux cas tensoriels et spinoriel
(sur V,). Le bi-tenseur de transport de la connexion correspondante joue
un rdle fondamental.

Le chapitre V concerne d’abord I’invariance par isométrie des noyaux
élémentaires déduits des solutions élémentaires, puis la construction de ces
noyaux quand V,, est C* : nous retrouvons ici la méthode utilisée par Mme
CHOQUET-BRUHAT ; nous achevons enfin sur le cas hyperbolique normal.

A Monsieur LICHNEROWICZ et & Madame CHOQUET-BRUHAT, j’exprime ma
profonde gratitude pour leurs conseils, leurs encouragements et 'intérét
qu’ils ont bien voulu accorder A ce travail. Je remercie également Monsieur
LERAY pour ses conseils et ses remarques.

(') Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie.






CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1 Tenseurs-distributions sur une variété riemannienne.

a) Soit V,, une variété riemannienne, orientée, de classe C®, d’élément
de volume 7, de métrique g,5, ol V désigne les dérivations covariantes pour
cette métrique.

Nous désignons par Do(® p) I'espace des p-tenseurs de classe C®, 2
valeurs complexes, & support compact sur 'ouvert Q de ¥V, et par Do(® p)
P’espace des p-tenseurs-distributions au sens de A. Lichnérowicz [1]. Si T
est un p-tenseur localement sommable sur 2, on a T € Do(® p) en posant,
dans un systéme de coordonnées locales quelconques sur Q :

(LU= | T 0 U 13

pour tout U € Do(® p).

b) Dans le cas scalaire, ces espaces sont désignés par Dq et Dy,. Les déri-
vations covariantes sont des applications continues Do(® p) —» Do(@ p + 1):
Pour T e Dy, nous avons :

<V¢’Ta U¢>= —<T;V¢Ua>=<aaT; Ua)

pour tout U € Do(® 1). Avec le laplacien scalaire (dalembertien généralisé)
défini par

A= —-V0,=-g"%V,0,
il vient :

CAT, 0> =<(T, A¢p)

pour toute ¢ € Dy,

Les espaces D, et Dg peuvent encore étre définis d’une fagon purement
scalaire & condition de définir spécialement les effets des changements de
coordonnées locales et des dérivations (M™ Choquet-Bruhat [2]).
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¢) La mesure 6, de Dirac relative au point x’ € 2 est définie par
{(8:,0)>=¢(x') pourtoute p €Dy

et une solution élémentaire de A pour le point x’ est une distribution E € Do
solution de

AT =3,..

Sur un espace plat, ce probléme peut é&tre résolu par la méthode de Guel-
fand et Chilov [1] des fonctions holomorphes & valeurs distributions que
I’on prolonge analytiquement. Ce sont ces résultats que nous commence-
rons par rappeler.

2 Distributions de Guelfand et Chilov sur R™, pour Re 4 > — m[2 — 1/2.

Dans ce paragraphe, les nombres réels x/ (j = 1, ..., m) sont les coordon-
nées d’un point quelconque de R™ ol nous considérons les distributions
g% (P+ i0)* et 68)(P) de Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2) en donnant
exactement leurs définitions et leurs résultats pour Re 4 > — m/2 — 3.

a) Distributions 7% :
Soit sur R™ la forme quadratique § & coefficients complexes g, :

F=g,xx*=P+iP

ou P est une forme quadratique réelle quelconque non dégénérée et P’
une forme quadratique définie positive. Pour 4 € C, posons

F* = exp[A(Log |T| +iArgd)] o0 O0<Arg¥<m.
Pour Re 4 > 0, et ¢ € D, 'intégrale
(Fo>=| oo
nm

converge et est une fonction analytique des coefficients de et de A. La
distribution 9% e D’ ainsi définie est donc univoquement déterminée par
ses valeurs sur I’ensemble des § = i P’ pour lesquelles P = 0.

Pour § =i P =ia,x"x% il vient :

(o> =" [ (a,¥ 5 pax.
Rm
On peut trouver un systéme de coordonnées x'* ol

P = (xrl)z 4 4 (xlm)z - ’.2;
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alors :

eiu)./Z ) eiullZ )
(ﬂ“,(p):—_—j r‘(pdx'=—“~ r*tedx’,
R™ R™

Ja V(=g

ol a=dét(a,) et g = dét(g,,).

Passons aux coordonnées polaires x'¢ = ro; :

j rZA. ) dxl — j. r21+m—! lﬁ(r) dr
0
ol
Y(r) = f o(ro)dS, S, = sphére unité de R™
sm
On peut écrire

j. rtodx = jil r2Am=Ly(r) — Y(0)) dr +
0

® 2i4m- 1 ¥(0)
+ j1 r2 1|/1(r)dr+§ T+mp

oll le second membre est analytique en A dans le domaine
RelA>—-—m2 -4 A1%# —mf2

On peut ainsi définir le prolongement analytique de 9* dans ce domaine,

A = — m/2 étant un pdle simple avec :
e—inm/d- e—iﬁ:m/4
A= =m2 2V(-i"g 2(-img T Uem
m/2 e—iuml4
=T ¢ @ — 0(0) .
V(= )" g F(mf2)
Finalement :
nmlz e—izm/4
résidu ¥4 = 6 (6 = distribution de Dirac 3 Porigine).

i=-mj2 I(mj2)v/ (-)"¢g

Dans le cas général ol T = P + i P/, la distribution $* admet dans le
domaine Re 4 > — m/2 — % le seul pdle (il est simple) A = — m/2 ol
le résidu s’obtient en prolongeant analytiquement 1’expression précédente.
Prenons en particulier :
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P= (x1)? 4+« + (x)%* — (x**1? — - — (x™? = forme quadratique
ultra-hyperbolique de signature (» + , g—) et P’ = g[(x")* + - + (¥™?]
ou ¢ est réel positif, on obtient alors

V=g =(e=i)%.(e— D)% (e + )% ... (e + D%

D termes q termes

avec z% = |z|%el®82  _po<cargz<nm.
Avec ces expressions de P et P’, Guelfand et Chilov posent :

(P +i0)* = lim9*.

Ead ]

Cette distribution (P + i 0)* est réguliére pour Re 4 > — m/2 — }

sauf au point A = — m/2 (pble simple) oli ’on a :
m/2 _—inqg/2
résidu (P +i0y = 25 ___ 5,
A=—mj2 ( ) I'(m/2)

En raisonnant de la méme fagon sur les formes quadratiques 3 partie
imaginaire définie négative, on obtient (P — i 0)* et :

X 7,l:m/Z e+i1zq/2 5
résidu (P —i0)" = —————39§.
A=-m/2 ( ) I'(m[2)
b) Distributions Pi et 5(1'f)2(P) :
On suppose toujours que
P 3 m=p+ty
P=3 6 - %
i=1 Jj=p+1

est ultra-hyperbolique. Pour Re 4 > 0, considérons les distributions
(Pi,o>= j Plodx et (PLo)= I (- P odx.
P>0 P<0
Passons aux coordonnées bipolaires x' = pw; et x/ = ow; :

(P o) = J (0* = 6 p(poy, aw)) p*~1 6%~ ! dp do dSP dSW

p>

® rp
= -[o jo(pz - ) Y(p,0) p* 16" L dp do
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avec

Y(p,0) = j o(pw;, 6w;) dSP dS@ .

Sp%Sq

Posons ensuite ¥ = p%, v =02, Y,(u, v) = Y(p, 6) et enfin v = ut :
0 1
(PA oS = H uhtmiz=1 gy j (1 = O (D2 y (4 1) dt .
0 0

1 en résulte que { P}, @ > a la premiére série de pdles
A=—-k (k=1,2,.)

qui sont ceux de

D4, u) = r (1 = @Dy (u, tu) dt
(4]

B -

avee

(_ l)k—l ak—l
résidu &(4, u) = = [197272 y (u, tu)]

ek 4k — 1)1 ot

t=1

Ainsi, pour k > m/2 :

(o 2 (=D 28 a2
paine SECL S Aty Io pami L )]

(_ l)k—l J‘eo ak—l
Tk - 1)1 o a1

u —k+m/2—ldu

t=1

ul?~ D24y

[0 "2 Yy (u, )]

v=u

Ce résidu introduit la distribution 6‘1"'”(P) portée par le cone P = 0,
d’un type primitivement considéré par J. Leray :

uP=D12 4y

v=u

® _1(*d o
< 61 (P)s (4 > a4J)o 60" [1) l/’l(“, U)]

Ainsi :
. - l)k—l _
résidu PA =(——6(" ).
e Bt @

Dans les mémes conditions, on trouve :

1
7 . YR (k—=1)
Mt e TR
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®, _ (=D e : (a-2)/2
(6P, o) = Y. [u ¥y(u, v)] v dv .

De I’expression primitive de ¢ Pi, @ » il découle que le point A = — m/2
est aussi un pdle pour P (nous nous bornons toujours a

Re 1> —m/2 — }).
Nous donnerons plus loin ’expression de ces résidus, que I’on trouvera

dans I’ouvrage cité de Guelfand et Chilov.

Pour Re A > 0, on a les relations :
(P +i0)* = P4 + e*i" p*

qui se prolongent analytiquement pour Rel > —mf2 — 3, A1 # — m/2.
Ces relations, jointes aux expressions des résidus de (P + i 0)* et de P
permettent d’obtenir :

8{(P) — 69(P) = 0 pour k < mj2 -1
§M2=D(P) — 872~ D(P) =
(- DP2gm2 5 pour p et g pairs
iz maes [P (q)2 .
(— 1P~12 gmiz=1 [I‘((pp//Z)) - I“((qq//Z))] 5 pour p et g impairs .

Nous nous proposons d’étendre ces distributions & une variété V,,. Pour
cela, nous utiliserons les coordonnées normales et, pour éviter d’introduire
sur V,, une métrique 2 coefficients complexes, nous partirons des définitions
ci-dessus des’ distributions P} et 6(1'?2(P), nous calculerons les différences
5P(P) — 65°(P) et nous en déduirons les propriétés des

(P +i0)* = P} + etimd p2 |

Pour plus de simplicité, nous commengons par le cas plat.

3 Les distributions 5{*,(P) sur un espace plat.

Nous gardons les mémes notations qu’au n° 2 : M, est un espace plat,
muni d’une métrique

P= Zp (xi)z - p+i=m (xj)z
i=1 j=p+1
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de signature ultra-hyperbolique (p +, ¢ —). Pour ¢ € D, on passe aux
coordonnées bipolaires x* = pw;, x' = ow ;5 On pose :

¥(p, 0) = j @(pw;, 00)) dSP dS@
SpXxSq
puis, en prenant u = p et v = 62, on définit Y,(4, v) = Y(p, o).

a) Pour tout entier £ > 0, Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2) définis-

sent les distributions 6(1",’2(P) par les formules :

0

® Ak
@omLe> =3[ 20 g )

— k roo k
( 41) j‘o ;7‘(“(,;—2)/2 Wi(u, v))

Pour k < mf2 — 1, ces intégrales convergent et on a :

8(P) = 5(P) .

u®=242 4y

PP, 9> = @™y .

Pour k > m/2 — 1, on pose :

= u(q-Z)IZ—k T(u);

v=u

k
g—vk (092 (u, )

= P2k ) .

ak (p—-2)/2
a? (u 'Ill(ua U))

ou ¥ et @ e Dy. Il vient alors :

{ 8P(P), ¢ > = valeur régularisée % j. u* Y(u) du
A=m/2-2-k V]

- k o
{8P(P), ¢ ) = valeur régu]arisée( b j. v () dv;
A=mj2~2—k 4 0

ces régularisations étant faites au sens de Guelfand et Chilov ([1],Ch. 1, § 3).
b) Proposition.
Quand m est pair :

oM~ I(P) — 82" D(P) = (- 1)P* a™? 5 si p et q sont pairs

- - - m2-1 |L'(p/2) TI'(q/2)
6("!/2 1)P_5(m/2 1)P= __](p 1)/271,/2 1[ - 5
si p et ¢ sont impairs (}).
'« _
I(ki2)

1 1
- C—2Lo 2+2(1+—+---+—).
& 3 k— 2

(!) On sait que
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Démonstration.

Lorsque p et ¢ sont pairs, les intégrales qui définissent 8,2~ )(P) conver-
gent régulierement. Nous pouvons supposer que ¥,(u, v) = f(u).g(v) ol
fet ge Dy,

Intégrons m/2 — 1 fois par parties :

w amf2-—1
GG PR B

= 0(P), 0 ) -

5 3 (v(q—Z)IZ g(v)) f(u) u(p—l)/2 du
0 OV v=u

1 m/2-2

1 _el & w-272y
1Y o S @,

dm/2-—2—n —212
W,(g(“) ule=2/ )u=0 }

ol la derniére somme ne comporte que le terme en (p — 2)/2:

— 1\p/2
(o) — s 0p, 0y = SV (2 1) 1 (22 1)1 5050

S0P (4 (2 1) v,

avec
¥1(0,0) = (0, 0) = go(o)[ dS® gs@
SpXSq

m/2
- 00,2, = 90

D@2 =DV

Lorsque p et g sont impairs, il faut régulariser ces intégrales, ce qui donne :

(82 IPY, @) -1 Ul u () — P(0))du + r u™! Y(u) du]
4 0 1

(" I(P), @y =

- (—_1):’_2'_1 U: o™ 1(6(0) — B(0)) do + 'f

Posons encore Y,(u, v) = f (u) g(v) ol fet g€ Dy :

P(u) = u”? f(u)dpz-1 (“qlz ~! g(u))

@

v~ B(v) dv] .

1

donc
¥Y(0) = “plzf(o) dm/z— 1 u?/?-1 2(0)
D(u) = u?? g(u) dm/z— 1 (up/2— ! f(“))
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donc
?(0) = u?? g(0) dm/2—1 “plquf(o) .

Nous pouvons écrire :

4¢B0PB), 9 ) =
1
= [ 500 (71 60) = 2 £ O 7 g0
+ Im u” U f (u) dpyya -y (W9 Yg(u))] du
1

et intégrer m/2 — 1 fois par parties :

4COETP), @) = 4SO, 9> +

mi2—-2
+ ;0 (= D'[d ("7 f () dpyp— g (u¥? 1 g(w)) —
- dn(uplz—if(o)) dm/2—2—n(uq/2_1 g(o))](l) +
m/{2—-2
+ ;0 (_ l)n[dn(up/z—lf(u)) dm/2—2—n(uq/2_1 g(“))]in'
Donc :
4 80P) — S IP), ) =
m/i2—-2
= — f(0) g(0) ;o (= D" [y w7 dpyypyu?71],, .

En développant cette derni¢re somme, on trouve :

m/2—2
(= D)'[d,u”? " dy o gu?* ey =
=0 /
—1y2 I(p[2) T (q/2)( 2 2 2 2 )
—_ (p—1)/2 ol = _) e D et =
=(=1) =245 + 3 2-3 73

(= DP-D2 I(p/2) I'(q/2) [F’(q/Z) _ F'(P/2)]
n g2y I(p2]-
Ainsi :
<5(1m/2—1)(P) _ 6;'"/2_1)(1)), (,0) —
¥1(0,0) (= D21 (p/2) I(q/2) (F'(P/Z) _ T'(q/Z))
4 n I'(p/2)  I'(q/2)

potvz w1 (LG [af2)
= (= DPTHEam 1(r(plz) = T6p

) ¢(0) .
C.Q.F.D.
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4 Les distributions P et (P + i 0)* sur un espace plat.

a) Considérons les distributions P’ définies par Guelfand et Chilov sur

un espace plat (voir le n° 2, b de ce chapitre). Ils partent, pour Re > 0,
des intégrales

(Phoy=| Poar, <PLory=| (-Prod
P>0 P<0
Dans le domaine Re A > — m/2 — } auquel nous nous bornons tou-
jours, ces intégrales peuvent étre prolongées analytiquement pour :
A#—-—m2,-1 ot 1=1,2,..,(m—1)2 lorsque m est impair
A#—-m/2,—1 o I=1,2,.,m2—1 lorsque mest pair.

Dans le domaine considéré, les points A = — m/2 et A = — I sont des
poles. Voici les résultats de Guelfand et Chilov ([1], Ch.1IL, § 2, 2) :

Pour m impair :

Tous les pdles sont simples et, en utilisant la proposition dun°3:

résidu P} = (;_1),__15“_”(?)_
ikl (e ERCI
fes PR S I3 _ b cu-nypy.
e (= A = A

résidu P4 = { ~ I(m/2) 8  (p impair, q pair)
A=—-m/2

{ (_ l)qlz nm/l

0 (p pair, q impair)
0 (p impair, g pair)

résidu P2 = { (= D)P/* 2" 5  (p pair, g impair)

A2 Tmi2) p pair, ¢ 1mpair) .

Pour m pair :

Les pdles A = — [ sont simples avec les mémes résidus que dans le cas
ol m est impair.

Le pdle A = — m/2 est simple si p et g sont pairs :

L. - 1)»1/2—-1 B (_ l)qll 7"_m/Z
résidu P* = (_____5('"/2 ypy4 2 %
sidy P = Fmmy 2t Ot T

. 1 - (= 12 gmi? 1 -
résidu P = Simi2=1)py = — Smi2=1)p
im—m2 I(m2) () I(m[2) I(m2)"* (P)

(voir proposition du n° 3).
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Le pole A = — m/2 est double si p et g sont impairs ; au voisinage de
A= —mf2ona:
+ +
4 Cs € + partie réguliére

TG+ m2: A+ m2
avece .

. (=D (= D@2 21 [P )  (g)2)
Cs =Ty B+ ey [r(p/z) - r(q/z)] 8
(_ 1)(q—1)/2 1'["'/2—1

I(mf2)

Ll a2 DR IRy )]
Cio=Fmp®% O —rmp [r(q/z) r(p/z)] %
(_ 1)(p—1)/2 nm/z—l

I(m|2)

Ctz =

o

C:2= 5,

et ’on déduit, de la proposition dun° 3 :

- __1 (m/2—1) (= D@2 gm271 TT(p[2) _I'"(m/2)
C =ty O ) [r(p/z) r(m/z)] 5

b) Dans le domaine Re A > — m/2 — %, nous posons par définition :

(P +i0) = P + e*i* pt

lorsque A £ — mf2 et A # — L

Proposition :

Le point A = — m/2 est, dans ce domaine Re A > — m/2 — 1, le seul
pdle de (P + i 0)*. C’est un pdle simple et, quelle que soit la parité de m :
Firg/2 _m/2
résidu(P +i0) =2 — 2= 5
x=—m/2( £10) I(m(2)

Démonstration.

Les poles éventuels de (P + i 0)* sont ceux de P: avec un ordre au plus
égal.

lercas : pOles A = — lavec/ =1,2,3,... <mf2:
résidu (P + io)l = (— 1)1—1 5(1—1)(1)) + eiin(—l)_l—a(l—l)(P) =0
a=-l ¢-nr g-nr '

2
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2¢ cas : pole A = — m/2.
o) m est impair :

(__. 1)4/2 nml2 _ e:Finqlz a2 . . .
Ton2) ~° = " Tmppy 0 (7 impair, ¢ pain

résidu (P + i 0)* =< &> "= 1)?? gmi?

A=-m/2 I'(m/2)

Fing/2 _m/2
=2 _2 5 (p pair, q impair)
I(mp) ° ‘PPAG ’

B) m est pair :

Si p et g sont pairs, la proposition se vérifie immédiatement. Pour pet g

impairs, on a, au voisinage de A = — m/2,
+ tinm/2 ~—
@+iop=C27%¢ , €y
(4 + m/2)
+ Finm/2 C-. +i Fiam/2 ~—
4 Eaate 7 +_:n/_2 1ze Coay partie réguliére,

oulona:

Ci,+e*™2C, =0 e C! +e*™2¢co, =0

ce pdle A = — m/2 est donc simple, et il vient :

+in e:FinMIZ(_ l)(p-l)/Z nm/2—1 e:Fin:qIZ nm/2—1
résidu (P + i 0)* = = 6= J.
fedn (P +10) T(mp2) T(mJ2)

C.Q.F.D.

A la suite de ces n° 3 et 4, nous avons défini et obtenu, pour
Re A > — mj2 — % les propriétés de (P + i0)* sans passer par une métri-
que complexe : nous pouvons revenir maintenant 3 une variété ¥,.

5 Coordonnées normales sur V,, :

Vo €5t une variété riemannienne, orientée, de classe C*®.
a) Soit x’ un point fixé de ¥,,, 2 un vmsmage de x’ dont chaque point x

peut Etre Jomt 4 x’ par un arc géodésique o unique, A tout vecteur u,- tan-
-~

gent en x’ 3 % x correspond sur x’ x un paramétre géodésique affine s uni-
que tel que s,- = 0. Si T (espace tangent en x’ & V,,) est rapporté & un repére
R* arbitrairement choisi, les m nombres

x* = sul
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sont bien déterminés et définissent sur 2 les coordonnées normales d’origine
x' et relatives 3 R* (A. Lichnérowicz [2], n° 26, p. 39).

Deux systémes de coordonnées normales issues de x’ sont liés par des
relations :

x¥ = A% %P 5 =Cte;  dét(4%) #£0.

Dans la suite nous rapportons 2 a I'un quelconque de ces systémes ; en
repéres naturels pour ces coordonnées, le vecteur tangent en x a la géodési-
que x’ x est u = u} et I'on a g,s(x) u:ul = g,5(x") u% 4. dont on déduit
immédiatement :

8ap(x) x* xP = 5% g g(x) uS ul = g,4(x") x* x* .
De plus (A. Lichnérowicz, [3], p. 6) :
(8)) 8ap(x) X = g,p(x) x° .
En effet : le long d’une ;géodésique non isotrope,

Zap(x) dx* dx” = d5 gop(x) uZ ul = ds? g,p(x") ul 1l 5

ainsi :
8ap(x) u% uf ds = g,(x) uf dx”
et:
ds ,
— * g(x) ul ub = g (x) ul.
ox*
11 vient :

0 ,
pwr (8s(x) sul sul) = 2 sg,4(x) uf. ,

soit encore :
’ a r
2 g4(x") % = Py (26 () X7 xP) = 2 g,o(x) x*

et cette relation se prolonge par continuité aux géodésiques isotropes.

b) Nous pouvons poser
.2 P(x) = g,5(%) x* ¥ = gop(x') x* %7 .

En particulier, si R* est orthonormé et si ¥, est de signature hyperbolique
(p +s q _);

13) P(x) = é;l x)? - ':pf;: (x7)2.
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Le conoide caractéristique I'y- du laplacien A a pour équation
P(x) =0

et cette fonction P(x) permet de définir les distributions de Guelfand et
Chilov sur cette variété V,.

6 Les distributions 5.°,(P), P4 et (P + i 0)* sur V,,.

V,. est supposée de type ultra-hyperbolique, de signature (p +, g —),
pet g > 1. x"est un point fixé de V,,. Nous rapportons un voisinage 2 de x’
aux coordonnées normales relatives 3 un repére orthonormé R* de T,..
Dans ces coordonnées (x%), la m forme élément de volume s’écrit :

n(x) = igx)[dx' A= Adx™ ob  g(x) = dét (g,4(»)).
a) Passons aux coordonnées bipolaires :
X=po;, 1<i<p) et ¥=00; p+1<j<m=p+9g).
Pour ¢ € Dy nous pouvons prendre Pintégrale
¥(p, 0) = j @(pa, 60;) /| g(pw, 0w;) | dSP dS@
SpxSq

puis poser u = p?, v = a2, Y;(u, v) = Y(p, 6) pour définir, comme au n° 3
les distributions 5(1",)2(P). Les résultats de ce n° 3 s’étendent ici, puisque

Vige) = +1.
b) Prenons maintenant la fonction
P 2 m=p+q s
(L3)  P(x).= gup(x) x* x* = gp(x) x* x* = 21 CH D) ) (x)
i= j=p+

définie et étudiée au n° 5. Nous pouvons aussi introduire sur V,, les distri-
butions P} étudiées au n° 4 dans le cas plat (!). Les résultats restent les
mémes. Nous pouvons poser finalement, dans le domaine Re A > 0

s A _ ph +izd pa
- + -
(P+i0)y* =P, +e¢ P

et ces distributions ont les mémes propriétés de poles et résidus que dans le
cas plat (en remplagant partout é par J,-) quand on les prolonge dans le
domaine Re A > — m/2 — 1 .Nous retiendrons donc les résultats suivants :

(*) Pour Re 4 > 0, ce sont les fonctions :

0 pour P=0

P’-‘{ P% pour P> 0
+ (— P)* pour P< 0.

. A
0 pour P<0 ° P-‘{
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Pour les distributions P%, les poles A= —1-—2,..., > — m/2 sont
simples et :
(1) résidu P} = 0500y resiqu P = L gum i)
e T a=-ntt ’ N (S L '

Le point A = — m/2 est le seul pdle (il est simple) de (P + i 0)* dans le

domaine Re A > — m/2 — 1,
i d P . X 2:Fi1:q/2 7':m/2 6

(135) ;Ss_lm]/‘lz( i 1 0) I—(m/2) X’ ¢

¢) Rappelons quelques propriétés de la méthode du prolongement ana-
lytique des distributions : Soit D, un domaine connexe du plan complexe C.
Une application A € Dy —» T, € Dy, est analytique (ou holomorphe) si,
pour chaque ¢ € D,, la fonction numérique Ae Dy - { T;, ¢ > € C est
analytique sur D,. Si, pour chaque ¢ € Dy, cette fonction se prolonge ana-
lytiquement sur un domaine D (le méme pour toutes les ¢) contenant Dy,
Papplication A — T, € D’ se prolonge analytiquement sur D (L. Schwartz [1]
Ch. III) et Pon peut étendre & T, les résultats classiques concernant les
poles, résidus... (Guelfand et Chilov, Ch. I, app. 2).

Si T, est invariante pour une isométrie L opérant sur V,, quand 4 € D,,
T, est invariante pour tout A € D. Si pour 1€ Dy, ona

AT;_= Ul

ol U, se prolonge analytiquement sur D, on a cette relation pour tout
A€ D. Chacune de ces propriétés découle de I'unicité du prolongement
analytique.

d) Sur le domaine ReA > —m/2 -}, A # —mf2, A # -1, -2, ..,
nous sommes en présence d’une définition précise du prolongement analyti-
que des distributions P% et (P + i0)* pour lesquelles nous avons

(aT;,, 9> ={T,ap)  pour « fonction C® .
PP = Pi*" P"P* = (—1)'PX*" et PP Li0)=(P i

pour tout entier n = 0.
Enfin, si F(x) est une somme du type considéré par Hadamard
















