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INTRODUCTION (1) 

Ce travail concerne la construction des solutions élémentaires scalaires» 
tensorielles et spinorielles, au sens de L. SCHWARTZ [1] et A. LICHNÉROWICZ 

[1], du laplacien (ou dalembertien généralisé) d'une varité Vm riemannienne, 
analytique, de type hyperbolique et orientée. Ce problème, déjà résolu 
par Mme CHOQUET-BRUHAT [1] est étudié ici par la méhode des séries de 
HADAMARD [1] et des fonctions holomorphes à valeurs distributions de 
GUELFAND et CHILOV [1]. 

Le chapitre I rappelle quelques résultats de géométrie riemannienne et 
certaines propriétés des distributions (P ± i 0)A d'un espace plat ainsi que 
leur extension à Vm. 

Le chapitre II est consacré au cas hyperbolique de signature (p + , q — ) 
oxxpstq > 1 (ultra-hyperbolique). La généralisation de la méthode h A + Cte 
et à A + Bp dp 4- Cte est immédiate. Sur les espaces harmoniques, le pro
blème se ramène à la résolution d'équations différentielles du type de Fuchs, 
comme dans le cas plat. 

Dans le chapitre III, nous envisageons le cas hyperbolique normal où 
apparaissent les propriétés de support bien connues. 

Le chapitre IV généralise ces résultats aux cas tensoriels et spinoriel 
(sur K4). Le bi-tenseur de transport de la connexion correspondante joue 
un rôle fondamental. 

Le chapitre V concerne d'abord l'invariance par isométrie des noyaux 
élémentaires déduits des solutions élémentaires, puis la construction de ces 
noyaux quand Vm est C00 : nous retrouvons ici la méthode utilisée par Mme 

CHOQUET-BRUHAT ; nous achevons enfin sur le cas hyperbolique normal. 

A Monsieur LICHNÉROWICZ et à Madame CHOQUET-BRUHAT, j'exprime ma 
profonde gratitude pour leurs conseils, leurs encouragements et l'intérêt 
qu'ils ont bien voulu accorder à ce travail. Je remercie également Monsieur 
LERAY pour ses conseils et ses remarques. 

(1) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie. 





CHAPITRE I 

PRÉLIMINAIRES 

1 Tenseurs-distributions sur une variété riemannienne. 

à) Soit Vm une variété riemannienne, orientée, de classe C00, d'élément 
de volume rç, de métrique gaP, où V désigne les dérivations covariantes pour 
cette métrique. 

Nous désignons par 3)fl(® p) l'espace des /Censeurs de classe C00, à 
valeurs complexes, à support compact sur l'ouvert Q de Vm et par Dfl(<g> p) 
l'espace des /7-tenseurs-distributions au sens de A. Lichnérowicz [1]. Si T 
est un /̂ -tenseur localement sommable sur t o n a l e 2>n(<g) p) en posant, 
dans un système de coordonnées locales quelconques sur Q : 

<T, t / > = f Tai^ap(x)U^'^x)ri(x) 

pour tout U e 3)fî(® p). 

b) Dans le cas scalaire, ces espaces sont désignés par 3)« et 1%. Les déri
vations covariantes sont des applications continues %(®/?) -* 3)fl(®/? + 1) : 

Pour Te 1%, nous avons : 

<VaT, l /*>= - < T , Val/a> = <5aT, (/*> 

pour tout U e 2>fl(® 1). Avec le laplacien scalaire (dalembertien généralisé) 
défini par 

A s - V ' 3 , 3 - g * V , 3 , 

il vient : 

< AT, <p > = < T, Aç> > 

pour toute q> e 3)fl. 
Les espaces Œ)fl et 2½ peuvent encore être définis d'une façon purement 

scalaire à condition de définir spécialement les effets des changements de 
coordonnées locales et des dérivations (Mme Choquet-Bruhat [2]). 
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c) La mesure àx> de Dirac relative au point x' eQ est définie par 

< 8X., <p > = q>(x') pour toute q> e 3)fl 

et une solution élémentaire de A pour le point x est une distribution E e % 
solution de 

AT = «,.. 

Sur un espace plat, ce problème peut être résolu par la méthode de Guel-
fand et Chilov [1] des fonctions holomorphes à valeurs distributions que 
l'on prolonge analytiquement. Ce sont ces résultats que nous commence
rons par rappeler. 

2 Distributions de Guelfand et Chilov sur Rm, pour Re k > - m/2 - 1/2. 

Dans ce paragraphe, les nombres réels x3 (J = 1,..., m) sont les coordon
nées d'un point quelconque de Rm où nous considérons les distributions 
$\ (P± i 0)A et ô[%(P) de Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2) en donnant 
exactement leurs définitions et leurs résultats pour Re A > — m/2 — £. 

a) Distributions (TA : 
Soit sur Rm la forme quadratique (T à coefficients complexes grs : 

$ = grs x
r xs = P + i P' 

où P est une forme quadratique réelle quelconque non dégénérée et P' 
une forme quadratique définie positive. Pour X e C, posons 

<TA = exp[A(Log 14J | + i Argï)] où 0 < ArglT < n . 

Pour Re X > 0, et q> e Œ>, l'intégrale 

< <T\ cp > = f 1TA <p dx 
J Rm 

converge et est une fonction analytique des coefficients de ff et de L La 
distribution (TA e 3)' ainsi définie est donc univoquement déterminée par 
ses valeurs sur l'ensemble des (T = i P' pour lesquelles P = 0. 

Pour (T = i P ' = i ars x
r x5, il vient : 

< (TA, <p > = eircA/2 f (ars jc
r xs)A p dx . 

On peut trouver un système de coordonnées x'1 où 

p = (x'1)2 + - + (x'TO)2 = r2 ; 
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alors: 
JnXI2 r ^iirÂ/2 r 

<ffA,<p>==e_- r2*<pdx' = -L==\ r2A<pd;c', 
Va JRW V ( - i)mgJ*m 

où tf = dét(a„) et g = dét(#rs). 

Passons aux coordonnées polaires xfi = ra)f : 

[ r2A <p dx' = f °° r2^™-1 ^(r) dr 

ou 

$(r) = <p(™i) dS , Sm = sphère unité de Rm. 

On peut écrire 

J r2A <p dx' = J r2A+m-1(^(r) - tfr(O)) dr + 

2 X + m/2 

où le second membre est analytique en X dans le domaine 

Re X > - m/2 - i, X # - m/2. 

On peut ainsi définir le prolongement analytique de (TA dans ce domaine, 
X = — m/2 étant un pôle simple avec : 

- i«m/4 - mm/4- /• 

résidu < <TA, <p > = y ^(0) = t <p(0) dS 

^m/2 e - i « m / 4 

V ( - i ) m g r ( m / 2 ) 

Finalement : 

«KO). 

^m/2 -iitm/4 

résidu (TA = 5 (5 = distribution de Dirac à l'origine). 
'—m/2 r ( m / 2 ) V ( - i ) m g 

Dans le cas général où S = P + i J?', la distribution (TA admet dans le 
domaine Re X > - m/2 - i le seul pôle (il est simple) X = - m/2 où 
le résidu s'obtient en prolongeant analytiquement l'expression précédente. 
Prenons en particulier : 
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p = (je1)2 + - + (x
p)2 - (xp+i)2 - — - (xM)2 = forme quadratique 

ultra-hyperbolique de signature (p + , q-) et Pf = «[(x1)2 + - + (x1")2] 
où e est réel positif, on obtient alors 

V ( - i)" g = (a - i) , /2... (e - i)V2 (s + i),/2 ... (e + i)* 
p termes q termes 

avec z* = | z |,/2 ei(arg z)/2 , - TT < arg z < n . 
Avec ces expressions de P et P'9 Guelfand et Chilov posent : 

(P + i 0)A = lim 1TA . 
« -0 

Cette distribution (P + i 0)A est régulière pour Re X > - m/2 - \ 
sauf au point X = — m/2 (pôle simple) où l'on a : 

m/2 -inq/2 

résidu (P + i 0)A = , ô . 
A=-«/2 W 2 ) 

En raisonnant de la même façon sur les formes quadratiques à partie 
imaginaire définie négative, on obtient (P — i 0)A et : 

m/2 e + inq/2 

résidu (P - iO)A = — — — - S . 
A=-m/2 r(m/2) 

b) Distributions P± et ô[k
t2(P) : 

On suppose toujours que 

p m = p+iï 

i» = Z (**)a - Z (*')2 

est ultra-hyperbolique. Pour Re X > 0, considérons les distributions 

< P A
+ , ç > > = f PA<pdx et < P i , p > = ( ( - P ) A ç > d x . 

J P>0 J p<0 

Passons aux coordonnées bipolaires JC' = p©, et xJ* = ffcty : 

< PA
+, <p > = f (p2 - a2f <p(pœi9 (TCOJ) p * ' 1 a*'1 dp du- dS(p)dS(«> 

= T \\p2- a2f il>{p, a) p""1 «r»"1 dp d<7 
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avec 

*KP, °) = f (Pipa» GCOJ) dS(p) dS ( 4 ) . 
* Sp X Sq 

Posons ensuite u = p2, t; = <j2, ^(w, t?) = ij/fj), G) et enfin t; = ut 

< PA ,<?>> = I J" M
A +- /2- i du J 1 (1 - 0A ^" 2 ) / 2 ^I(M, fti) df. 

Il en résulte que < P i , <p > a la première série de pôles 

X = - k (k = 1, 2,...) 

qui sont ceux de 

<*>(A, M) = I f (1 - 0^ ( , " 2 ) / Vi(« , <")<*' 
4 J 0 

avec 

résidu 0(>l, M) = ( ~ 1)fc 1 • ^ 4 U«-2)l2 ilft(u, tu)] 
-a—* 4(fc- 1)! S^"1 L J 4(fe - 1) 

Ainsi, pour k > m/2 : 

4(fe-l) 

f = l 

résidu< P\, <py = LJ1 f" d [f(«-2)/2 ^ (IJ , M ) ] 
*=-* + ^ ' 4(fe- 1)! Jo 5f*- l L J 

( ~ ^ P ^ [P
(«-2)/2 ^ ( H , v)] 

4(fe- 1)! Jo a»* - l L J 

t = i 

-t + » / 2 - l d M 

u ( P - 2 ) / 2 d H 

Ce résidu introduit la distribution <5i* 1}(P) portée par le cône P = 0, 
d'un type primitivement considéré par J. Leray : 

< <5<*>(P), cp > = I f °° ^ [ ^ " 2 ) / 2 ^ ( I I , t;)] 
4 ^ 0 dvk 

u«"2»2du. 

Ainsi : 

résidu P\ = v„ \ x i 5?"U(P) . 
A=-fc>-m/2 (^ ~~ 1) f-

Dans les mêmes conditions, on trouve : 

résidu P i = r — 
A=-fc>-m/2 (fc - 1 ) ! 

<5r1}(p) 
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OÙ : 

v(q-2)lz Av . < ôf\P), 9 > = < ^ - r d~ &>-»* uu, v)] 
4 J o du 

De l'expression primitive de < P+, <p > il découle que le point X = — m/2 
est aussi un pôle pour P± (nous nous bornons toujours à 

Re X > - m/2 - i). 

Nous donnerons plus loin l'expression de ces résidus, que l'on trouvera 
dans l'ouvrage cité de Guelfand et Chilov. 

Pour Re X > 0, on a les relations : 

(P±iO)A = P i + e±î,lAPA 

qui se prolongent analytiquement pour Re X > — m/2 — £, X ^ — m/2. 
Ces relations, jointes aux expressions des résidus de (P ± i 0)A et de P± 
permettent d'obtenir : 

<5ifc)(P) - ô2
k\P) = 0 pour k < m/2 - 1 

$<«/*-i>(p) -5(
2

m/2_1)(P) = 

( - l)p/2
 TTW/2 5 pour p et q pairs 

l (_ iy,-lv, ̂  [rg| _ « ] 5 pour, et, impairs. 
Nous nous proposons d'étendre ces distributions à une variété Vm. Pour 

cela, nous utiliserons les coordonnées normales et, pour éviter d'introduire 
sur Vm une métrique à coefficients complexes, nous partirons des définitions 
ci-dessus des distributions P± et <5i*2(P), nous calculerons les différences 
S(i\p) — ô2

k\P) et nous en déduirons les propriétés des 

(P±iO)A = P+ +e±inXPi . 

Pour plus de simplicité, nous commençons par le cas plat. 

3 Les distributions 4%(P) sur un espace plat. 

Nous gardons les mêmes notations qu'au n° 2 : Mm est un espace plat, 
muni d'une métrique 

P p+q=m 

1=1 j=p+l 
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de signature ultra-hyperbolique (p + , q - ) . Pour <pe», on passe aux 
coordonnées bipolaires x1 = pœi9 xj = aœj ; on pose : 

i//(p, a) = f <p(pœi9 acoj) dS(p) dS<*> 
J SpXSq 

puis, en prenant u = p2 et v = ex2, on définit ^(w, y) = ^(p, (7). 

a) Pour tout entier k > 0, Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2) définis
sent les distributions <5(ikt2(P) par les formules : 

0 dit 

\k foo afc 

< 5 f (P), 9 > - J J J ^ (^-avi w „ f p)) 

< 52*\P), <?> > = ^ f" f-k («(p-2)/2 *,(«, r)) 
4 J 0 du 

(p-2)/2 du 

V1 iq-2)/2 dv. 

Pour k < m/2 — 1, ces intégrales convergent et on a : 

<5f(P) = ô2
k\P). 

Pour A: ^ m/2 - 1, on pose : 

A* 
3i/ 

. (^-^Vidi .r ) ) _ u(q-2)/2-k 

ek 

du 
-k{u^2"2^x{u9v)) _ v(p-2)/2-k <Kv); 

où Y et # e BR. Il vient alors : 

< 5(
t
k)(P), ç> > = valeur régularisée \ f wA »P(M) du 

X = m/2-2-k 4 J 0 

< 5(
2
fc)(P), <p > = valeur régularisée t J 2 - f °° t;A <P(t?) dt; ; 

A = m/2-2-fc 4 J 0 

ces régularisations étant faites au sens de Guelfand et Chilov ([1], Ch. I, § 3). 

b) Proposition. 

Quand m est pair : 

SW2-l)(p) _ 5 ( m / 2 - l ) ( p ) = ( _ xyl2 ^ / 2 ô s i p e t q s Q n t p a . r s 

s(m/2-l ) r px _ . s ( m / 2 - l W _ (_ i \ (p - l ) /2 _m/2- l f^ ' (p /2 ) / ^ / 2 ) ] 

«i C) *2 W - ( D « L/XW2) " 7W2)J ô 

si p et q sont impairs (1). 

(1) On sait que ^ ^ = - C - 2 Log 2 + 2 fl + - + • + -±—\ . 
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Démonstration. 

Lorsque p et q sont pairs, les intégrales qui définissent 5 ¾ 2 - 1 ^ ) conver
gent régulièrement. Nous pouvons supposer que ^i(u9v) =f(u).g(v) où 
/ e t g 6 ¾ . 

Intégrons m/2 — 1 fois par parties : 

i roo ; s m / 2 - l 

< ô^-'XP), P > = M f - ^ (»(«-2>'2 g(iO) /(«) «('-2)/2 du 
4 ^ 0 CV v = u 

= <ÔTI2-1\P),<P>-

i m / 2 - 2 / J H J M / 2 - 2 - B \ 

où la dernière somme ne comporte que le terme en (p — 2)/2 : 

< iT"-"m - sf"-'\P),vy - < ^ - (f - i) ! (f - i)• /<0)8<0) 

avec 

^(0,0) = ^(0, 0) = <p(0) f dS(p) dS(q 

- ^ ° ^ - ^ 0 , / 2 - 0 ^ / 2 - 1 ) 1 -
Lorsque/? et 9 sont impairs, il faut régulariser ces intégrales, ce qui donne : 

< <5(r/2_1)(P), <p > = i [J u _ 1 ( n " ) - f(0)) du + J" M - 1 !F(u) du] 

<tirtl-1XP),<P>-

= (~ ^ U p-»(#(») - ¢(0)) dt; + P u-1 (&(p)dul . 

Posons encore ^(u, p) =f(u) g(v) où/et # e 3)R : 

n«) = «p/2/(")dM/2_1(««/2-1g(«)) 
donc 

«f(0) = «' ,/2/(0)dM/2_1u«/2-1g(0) 
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donc 

0(O) = M^2g(O)d l w / 2 . l M
p /2-1 / (O). 

Nous pouvons écrire : 

4 < ô<r/2-l\p),<py = 

= J o «-V / a / (« )^2^(^- 1 ^)) - «^/Wd^.^u^^g^jdu 

•J 1 

et intégrer m/2 - 1 fois par parties : 

4 < Ô™2-»{P)9 cp > = 4 < ^ - " ( P ) , «, > + 
m / 2 - 2 

+ z ( - imK- ' /w^-^ .K- 1 ^) ) -
n = 0 

- ^(u^-V^d^., . , ,^^-^^))]^ + 

+ j f (- 1^^-7(^))^. , - , (^-1^)] .^. 
Donc: 

4 < ô(rl2-%\p) - s?'2-^), 9 > = 

= -/(o)g(o),"ï2(- î r td , / 2 - 1 ^. , .^^- ' ] ,^ . 
ii = 0 

En développant cette dernière somme, on trouve : 
m / 2 - 2 

E ( - i m u ^ d ^ . , . , , » * / 2 - 1 ] , , ^ 
ii = 0 

= ( _ nc,- D/2 r(pl2) /fr/2) / 2 ... _ ^ _ _ _ 2 2 _ \ 
T \ 3 g - 2 3 p - 2 / 

= , (p_1) /2 r(pl2) r(q!2) \r'(ql2) _ r'(pl2)] 
n Yr{ql2) r(p/2)\ • 

Ainsi : 

(ôT^-'XP) - è^l2-l\P),q>) = 

= M » Q). (-i)(p-1)/2r(p/2)r(g/2) (r'(pi2) _ r(g/2)\ 

4 n \r(pl2) r(ql2)J 

= (- DO"1"2 a»'*-1 fr(p/2) r ( g / 2 ) ^ mrm 

C.Q.F.D. 
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4 Les distributions P± et (P ± i 0)A sur un espace plat. 

a) Considérons les distributions P± définies par Guelfand et Chilov sur 
un espace plat (voir le n° 2, b de ce chapitre). Ils partent, pour Re X > 0, 
des intégrales 

< P A , ç > > = f Px<pdx9 < P i , < p > = f (-P)Aç> 
J p > 0 J P < O 

dx 

Dans le domaine Re X > - m/2 - \ auquel nous nous bornons tou
jours, ces intégrales peuvent être prolongées analytiquement pour : 

X # - m/2 , - / où / = 1, 2,..., (m - 1)/2 lorsque m est impair 

X # - m/2 , - / où / = 1, 2,..., m/2 - 1 lorsque m est pair. 

Dans le domaine considéré, les points X = - m/2 et X = - / sont des 
pôles. Voici les résultats de Guelfand et Chilov ([1], Ch. III, § 2, 2) : 

Pour m impair : 
Tous les pôles sont simples et, en utilisant la proposition du n° 3 : 

résidu P i = ^ i ) ^ 5 ( ' - i ) ( P ) ; 

résidu Pi = —J--$"\P) = __L_5<'-»(P); 

résidu P+ = 
A=-m/2 

résidu P i = 
A=-m/2 

1
/ i \q /2 m/2 
V J m — à (p impair, q pair) 

T(m/2) 
0 (p pair, q impair) 

[ 0 (p impair, q pair) 

T(m/2) 
(p pair, g impair) 

Pour m pair : 
Les pôles X = - / sont simples avec les mêmes résidus que dans le cas 

où m est impair. 
Le pôle X = - m/2 est simple si p et q sont pairs : 

(voir proposition du n° 3). 
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Le pôle A = — m/2 est double si p et q sont impairs ; au voisinage de 
A = — m/2 on a : 

P± = —- H h partie régulière 
(A + m/2)2 A + m/2 

avec: 

( _ i r / 2 - i ( .pte+D/i ^ /2 -1 r r ( p / 2 ) r(g/2)1 

^-1 T(m/2) °* W + T(m/2) L/tp/2) r(€/2)Jd ' 

c-2 7x^21 ô 

r - - _JL_«wi-ivw + ( - D ^ 1 ^ ^ - 1 rr(g/2) _ r'(P/2)] . 
1 "/Im/2) , > 2 W + T(m/2) [^4/2) /ÏJ»/2)J** 

_ ( - l ) ( P - l ) / 2 ^ / 2 - l s 

et l'on déduit, de la proposition du n° 3 : 

c- - _I_*w*-«rm + ( - D ^ 1 " 2 ^ 2 - 1 [HP/a) _ r(m/2)] 
^-1 Am/2) ' l ' A«/2) L /Xp/2) r(m/2)J ° ' 

b) Dans le domaine Re X > — m/2 — \9 nous posons par définition : 

(P±iO)A = Pi + e±iwAPA_ 

lorsque X # — m/2 et A ^ — /. 

Proposition : 

Le point A = — m/2 est, dans ce domaine Re X > — m/2 — \9 le seul 
pôle de (P ± i 0)A. C'est un pôle simple et, quelle que soit la parité de m : 

Tiïi«/2 m/2 

Démonstration. 

Les pôles éventuels de (P ± i 0)A sont ceux de P± avec un ordre au plus 
égal. 

1er cas : pôles X = - / avec / = 1, 2, 3,... < m/2 : 

résidu (P ± iO)A = ^Jï—S^ÇP) + e± i*<-' )
7 7-!— Ô^'^P) = 0. 

A=-J l* ~ -U ! V* "" A) ! 
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2e cas : pôle X = - m/2. 

a) m est impair : 

(— 1)«/2
 n

ml2
 t*inq/2 nm}2 

r(m/2) Ô= /Xm/2) * (^ i m P a i r ^ P ^ ) 

résidu(P ± iO)A = \ c ^ 2 M ) ^ V 2 _ 
*—•»/* i r (m/2) 

QT\nq/2 %m/2 

r(m/2) 

P) m est pair : 

S (p pair, 4 impair) . 

Si p et £ sont pairs, la proposition se vérifie immédiatement. Pour p et q 
impairs, on a, au voisinage de X = — m/2, 

( p ± i 0 ) ' = c - 2 + e
 2

 c - 2 + 
(A + m/2)2 

C! t + e*'*™/2 CZt ± i * eTi,,m/2 CI , 
+ A + m^2 + P a r t i e régulière, 

où l'on a : 

C + 2 + e ± i « m / 2 c - 2 = : 0 e t Ct1+9±lm/iCIi"0 

ce pôle A = — m/2 est donc simple, et il vient : 

+ iltéri*m,2(- 1 ^ - 1 ) / 2 ^ / 2 - 1 -Ti ««/2 m/2-1 
résidu(P + iO)* = ± 1 ^ £-% * ô = e * ô. 
A = - m/2 i (m/2) r(m/2) 

C.Q.F.D. 
A la suite de ces no s 3 et 4, nous avons défini et obtenu, pour 

Re X > - m/2 - | les propriétés de (P ± i 0)A sans passer par une métri
que complexe : nous pouvons revenir maintenant à une variété Vm. 

5 Coordonnées normales sur Vm : 

Vm est une variété riemannienne, orientée, de classe C00. 
a) Soit x' un point fixé de Vm9 Q un voisinage de x' dont chaque point x 

peut être joint à x' par un arc géodésique x' x unique. A tout vecteur uX' tan
gent en x' h x' x correspond sur x' x un paramètre géodésique affine s uni
que tel que sx> = 0. Si TV (espace tangent en x' à Vm) est rapporté à un repère 
Rx' arbitrairement choisi, les m nombres 
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sont bien déterminés et définissent sur Q les coordonnées normales d'origine 
x' et relatives à R*' (A. Lichnérowicz [2], n° 26, p. 39). 

Deux systèmes de coordonnées normales issues de x' sont liés par des 
relations : 

x*' = A{ xp ; A% = Cte ; dét (A*p) * 0 . 

Dans la suite nous rapportons Q à l'un quelconque de ces systèmes ; en 
repères naturels pour ces coordonnées, le vecteur tangent en x à la géodési
que x' x est ux = i£ et l'on a gaP(x) i£ u* = gafi(x') u*x. i& dont on déduit 
immédiatement : 

gafi(x) x* xfi = s2 gafi(x) ul u* = gafi(x') x* xfi . 

De plus (A. Lichnérowicz, [3], p. 6) : 

(U) t&)3* = gJLx)j*. 

En effet : le long d'une géodésique non isotrope, 

gafi(x) dx* dxfi = ds2 gafi(x) ul ux = ds2 g^x') u%. ut, ; 
ainsi : 

g*PWux.ux'.ds = g0lP(x)ux'dx* 
et: 

ds 
^ gyfi(x')ul>Ux. = gap(x)ux. 

Il vient : 

d 
dx* M * ' ) sul' sux) = 2 sgaP(x) u*x., 

soit encore 

2 ge,(x') x" = ~ (gy/t(x') x> x') = 2 ga,(x) x* 

et cette relation se prolonge par continuité aux géodésiques isotropes. 

b) Nous pouvons poser 

(1.2) P(x) = gaP(x) x* x' = gaP{x') x* xfi . 

En particulier, si R*' est orthonormé et si Vm est de signature hyperbolique 
(P +,q-)> 

p m—p+q 

(1.3) P(x) = £ (x')2 - £ (x')2. 
»=i ; = P + I 
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Le conoïde caractéristique JV du laplacien A a pour équation 

P(x) = 0 

et cette fonction P(x) permet de définir les distributions de Guelfand et 
Chilov sur cette variété Vm. 

6 Les distributions ^ ( P ) , P± et (P ± i 0)A sur Vm. 

Vm est supposée de type ultra-hyperbolique, de signature (p +, q —), 
p et q > 1. x' est un point fixé de Vm. Nous rapportons un voisinage Q de x' 
aux coordonnées normales relatives à un repère orthonormé R*' de Tx>. 
Dans ces coordonnées (x*)9 la m forme élément de volume s'écrit : 

fl(*) = V i g(*) I dx1 A •« A dxm où g(x) = dét (ga,(x)) . 

Û) Passons aux coordonnées bipolaires : 

x1 = p(Oi (1 < i < p) et x7 = (Ta),- (p + 1 < j < m = p + #) . 

Pour q> e Œ)0 nous pouvons prendre l'intégrale 

^(p, (7) = f <p(PCOi9 GCOj) y/\g(pcoi9<rcDj)\ dS(p) dS(q) 

J SpxSq 

puis poser u = p2, t; = a2, ^(w, t?) = i/r(p, a) pour définir, comme au n° 3 
les distributions <5(ifc/2(P). Les résultats de ce n° 3 s'étendent ici, puisque 

V|g(x ' ) | = + 1. 

b) Prenons maintenant la fonction 

(1,3) P(x).= g^x1) x* xp = gafi(x) x*x'=t &f - " f ^ (*')2 

i= i j=p+i 

définie et étudiée au n° 5. Nous pouvons aussi introduire sur Vm les distri
butions P± étudiées au n° 4 dans le cas plat (1). Les résultats restent les 
mêmes. Nous pouvons poser finalement, dans le domaine Re X > 0 

(P±iO)A = P i +e± î w APA . 

et ces distributions ont les mêmes propriétés de pôles et résidus que dans le 
cas plat (en remplaçant partout ô par ôx>) quand on les prolonge dans le 
domaine Re X > — m/2 — i .Nous retiendrons donc les résultats suivants : 

(!) Pour Re A > 0, ce sont les fonctions : 

Px\\ n Pour P 2* 0 . pA _ j 0 pour P> 0 
+ \ 0 pour P ^ 0 ' r- * \ ( - PY pour P < 0. 
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Pour les distributions P±9 les pôles X = - 1 - 2, . . . , > — m/2 sont 
simples et : 

(1.4) résidu PA = £ = - ^ *?" 1}(P) ; résidu P i = — L — tf" "(u) . 
A = - l M "" L) ' X=-l V* "~ L) ' 

Le point A = — m/2 est le seul pôle (il est simple) de (P ± i 0)A dans le 
domaine Re X > — m/2 — \9 

yç.\nq/2 m/2 

(1.5) résidu (P ± i 0)A = ^ . 
A=-m/2 I\m/L) 

c) Rappelons quelques propriétés de la méthode du prolongement ana
lytique des distributions : Soit D0 un domaine connexe du plan complexe C. 
Une application X e D0 -> Tk e 3½ est analytique (ou holomorphe) si, 
pour chaque cp e 3)fl, la fonction numérique X e D0 -»• < TX9 cp > e C est 
analytique sur D0. Si, pour chaque cp e tDfî, cette fonction se prolonge ana-
lytiquement sur un domaine D (le même pour toutes les q>) contenant D09 

l'application X -* Txe 3)'se prolonge analytiquement sur D (L. Schwartz [1] 
Ch. III) et l'on peut étendre à Tk les résultats classiques concernant les 
pôles, résidus... (Guelfand et Chilov, Ch. I, app. 2). 

Si Tx est invariante pour une isométrie L opérant sur Vm quand X e D09 

Tx est invariante pour tout X s D. Si pour X e DQ9 on a 

ArA = Ux 

où Ux se prolonge analytiquement sur D9 on a cette relation pour tout 
XeD. Chacune de ces propriétés découle de l'unicité du prolongement 
analytique. 

d) Sur le domaine Re X > - m/2 - \9 X # - m/2, X # - 1, - 2, ..., 
nous sommes en présence d'une définition précise du prolongement analyti
que des distributions P± et (P ± i 0)A pour lesquelles nous avons 

< OLTX9 cp} = < Tk9 <x.<p > pour a fonction C0 0 . 

pn pA = pX++n ^ pn pX_ = ( _ JJ. pA + » ^. p n ( p ± j Q)A = ( p ± j , M | [ W f J \ 

pour tout entier w > 0. / ^ / ^ ^ \ ^ 
Enfin, si F(x) est une somme du type considéré par Hadamarc^^ y S( 

N / * f '%« C ôf \ 2 
*(*) = S *".(*) H*) (avec des P„(x) qui sont et% l p

 4 % / A i S 
\ </ \ CS 

nous avons, au sens des distributions : 

F(x)P± = S (±iyFJix)Pi+m et P(x)(P±iO)* = £ FB(x)(P±i0r 
n=0 n=0 










