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A LA MÉMOIRE 

DE MON FRÈRE INOUBLIARLE THALÉS 





D É F I N I T I O N 

DES FONCTIONS EULÉRIENNES 
PAR DES 

ÉQUATIONS FONCTIONNELLES 

Par M. Jean ANASTASSIADIS. 
Professeur à la Faculté des Sciences de l'Université de Thessaloniki. 

CHAPITRE 1. 

FONCTIONS CONVEXES, SEMI-MONOTONES ET SEMI-CONVEXES. 

1. Fonctions convexes et concaves d'une variable. 

l . i . Soit f(x) une. fonction réelle et finie d'une variable réelle, 
définie dans l'intervalle ouvert 3 = (a, b). On dit que f(x) est convexe 
(resp. concave) dans cet intervalle i° si elle est bornée supérieurement 
(resp. inférieurement) dans un seul intervalle partiel J t c ^ et 2° si, xu 

x-2 étant deux points de îf9 on a 

( l . i ) f(Xx"*~x*\ ^ / ( ^ ) - + - / ( ^ ) 

I resp. 

(4.2) f(Xx~*~œ*\ ^ / ( ^ ) ^ / ( ^ ) ] 

Il est évident que si f(x) est convexe dans J, —f(x) est concave 
dans cet intervalle. 
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1.2. On reconnaît qu'une condition nécessaire et suffisante pour 
que f(x) soit convexe dans J = (a, b) est 

(1.3) (i - 3 ) / (*0 +• 3/(*2) ;^/((i -? 2F)*, •+- &*•), 

pour chaque 2r tel que 
o < 3 < r , 

où as, as sont deux points quelconques de J. 
Supposons que (1.3) soit remplie; si pour un seul couple de as, as € 3 

l'égalité a lieu dans (1.3) au moins pour un 5e(o, i), l'égalité existe 
pour chaque ^€(o, i), c'est-à-dire pour tout xe[xl9 as], on a 

(i.4) f^)=n^^^-^)fu^~f^\ 
**2— «+1 

/"(a;) est donc une fonction linéaire. 
En langage géométrique, cela veut dire que, si l'arc de la courbe 

y = f{x) (xe J) est convexe, l'arc de la courbe entre les deux points P,, 
P> n'a jamais de points au-dessus du segment PiP?; la condition 
nécessaire et suffisante afin que l'arc Pi P, de la courbe ait avec 
le segment Pi P* un point intérieur commun (c'est-à-dire un point 
commun qui se trouve entre P,, P.) est que l'arc de la courbe Py P, 
s'identifie avec le segment Pi P,. 

1.3. Il résulte aisément que la condition nécessaire et suffisante 
pour que f(x) soit convexe dans J est que la fonction 

(1.5) y(y)=-n U. l^J. (J^O) 

soit croissante dans J, quand les points x, x + y sont dans J. 

l./J. Une autre condition nécessaire et suffisante pour que f(x) 
soit convexe dans J est la condition 

(1.6) 
Xi / ( * ? , ) i 

x2 / (a? , ) i 
xô f(xâ) i 

où as, as, Xi (as < as < X]) sont trois points de J. 

1.5. Il résulte de ( l . i ) en posant as = x — h, as = x + h, 

(1.7) 2/(#) ^f(x-h) -h f(x-h h) (x — h,x + he3), 

ou bien 

(1.8) A'/==/(*? -+- h) -H/(a?— h) - 2/(a?) ^ o (x - h, a 4- he. J ) . 
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D'autre part on reconnaît sans peine que la condition (I.7) ou 
la condition (1.8) est suffisante pour que f(x) soit convexe dans «7. 

1.6. On peut démontrer facilement que, si f(x) est convexe dans J, 
pour tout groupe as, as, . . . , Xn de / c ^ 2 points distincts de 3 
et tout groupe X,, X*, . . . , X* de k nombres réels tels que X/ > o 
(t = 1, 2, . . . , k) e t 

X l H _X,- f - . . . -+-X A =i , 

on a 

(1 .9 ) /(Xiflfi-4- Xsa:.-*-.. . H - X*a*) ^ ^if{^i) -+-• • •-*- X*/ (#*)-

Cette condition est évidemment suffisante. 

1.7. On peut prouver maintenant la proposition suivante : 
Si f(x) est convexe dans J = (a, b), elle admet à chaque point x0G& 

des dérivées à droite f'd (xQ) et à gauche f'g (x0) finies et Von a toujours 

(l.io) /^0*o)^/K*o). 

Si, en effet, #€ 3 et x > x09 d'après 1.3 la fonction 

( i .n) «,(*) = £ f W ( £ L > 

^ 7 a: — a * 0 

est croissante. D'autre part si \ € #, \ < x0, on a 

( 1 I 2 ) / ( S ) - / ( ^ o ) ^ / ( * ) - / ( * o ) . 
? — #0 a? — a?0 ' 

donc o- (a:) est bornée inférieurement et admet une limite finie à droite; 
par conséquent, il existe fd(x0) et elle est finie. Il résulte de (1.12) que 

ç — ^ 0 

On démontre de même qu'il existe la dérivée à gauche f'g (x0) et 
elle est finie. Enfin on reconnaît aisément qu'on a 

/ i ( * o ) ^ / i ( * o ) . 

1.8. On sait que l'existence des dérivées finies à droite et à gauche 
au point x0 a comme conséquence la continuité de la fonction convexe f(x) 
à ce point; donc, de (1.3) résulte la continuité de f(x) dans J, tandis 
que seulement de (1.1) elle ne résulte pas. 
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I.9. On tire de (1.8), grâce à la continuité de f(x), l'inégalité 

( (ht, kj > O, X -h Âo, X — A t € J ) . 

On peut conclure sans peine de ( l . i3 ) l'inégalité 

( 1 . l 4 ) / ( * * ) - / ( * 0 ^ / ( * » ) - / ( • * • ) ( ^ ^ ^ ) . 
v 7 a? 4 —a: } ~~ a?>—a?! 

Enfin on peut démontrer aisément l'inégalité intégrale 

(1.15) l-[f(xt) +f{x,)}^—}—JX*fit) 

l . i o . Puisqu'une fonction convexe f(x) a des dérivées à droite 
et à gauche finies à chaque point de «?, il résulte de la proposition 
bien connue de Denjoy [15] (l), que f(x) est dérivable dans J , excepté 
aux points d'un ensemble dénombrable au plus Ç). 

De cette proposition résulte le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction finie f(x) 
soit convexe dans J est que : 

i° f(x) soit continue dans J et admette une dérivée en tout point de 
Vensemble E = J — A, où A est un ensemble dénombrable au plus et 

20 f (x) soit croissante dans E. 

Réciproquement, si cp (x) est croissante dans J = (a, b), donc inté-
grable au sens de Riemann dans cet intervalle, la fonction 

(I.16) f(x) = f y(t)dt 

est convexe dans J. 
On a, en effet, 

f(x + h)+f(x-h)-2f(x) 

J
~x+h ~x—h ^ ~x 

( i(t)dt+f y(t)dt — i \ 9(t)dt) 
ç (0 dt-¥- f i(t)dt= j [cp(a?-f-'0 — ?(* — O ] * ^ o -

^x ^0 

(1) Les numéros dans les crochets renvoient à la bibliographie, qui se trouve 
à la fin du volume. 

(2) Pour une démonstration directe de ce théorème, voir par exemple : 
P. MONTEL[30]. 
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L u . Soit f(x) une fonction continue dans 3, qui admet une 
dérivée finie à droite en chaque point de 3 excepté aux points 
d'un ensemble A dénombrable au plus; on sait que la condition néces­
saire et suffisante pour qu'une telle fonction soit croissante dans 3 
est que fd(x)^o dans 3—A. Il résulte de cette propriété que la 
condition nécessaire et suffisante, afin qu'une fonction f(x) continue 
et deux fois dérivable dans 3 soit convexe dans 3, est que 

( I . 1 7 ) f(x)^o 

pour tout point x&3. 

I.12. Si f(x) est convexe dans 3, cf(x) est convexe dans cet intervalle 
quand c > o et concave dans 3 quand c < o. 

Il résulte aussi de la définition de la convexité d'une fonction 
que, si /\ (x), f* (x) sont deux fonctions convexes dans 3, /"i (x) + f> (x) 
est aussi convexe dans 3. 

Si f (x) est concave et positive dans 3, ~ est convexe dans cet intervalle. 

On a, en effet, 

ij(x) ^f{x -+• h) -+• f{x — h) ^ 2 \/f(x -+- h)f(x — h) (x — h, x H- h € J); 

donc 

1 ^ 1 =s/Ax+à)A*-à) ^1 f(x + h)+f(x-h) 
A*) ~ s/f(x-±-h)f(x — h) f{x + h)f(x — h) — 2 f(x + h)f(x — h)' 

On en tire 
2 1 1 

7W) ~ / ( * -H h) "*" /(x - /l) ' 

ce qui démontre la convexité dans 3 de 
/(*) 

On peut démontrer sans peine les propositions suivantes : 

a. Soit f(x) une fonction convexe et strictement monotone dans l'in­
tervalle ouvert J = (a, b), et f-1 (x) la fonction inverse de f(x), qui est 
définie dans Vintervalle f(3). Si f(x) est décroissante (resp. croissante) 
dans J, f~l (x) est convexe (resp. concave) dans f(3). 

b. Soit 3 = (a, b) où a > o; si f[~) est convexe dans 3, il en est 

de même de xf(x) et réciproquement. 
c. Soient f(x) et g(x) deux fonctions positives convexes dans V in­

tervalle 3 = (a, b); s'il existe un nombre CG.3 tel que dans chacun 
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des intervalles (a, c] et [c, b), f(x) et g (x) sont toutes les deux ou bien 
croissantes ou bien décroissantes, le produit f(x) g(x) est convexe dans 3. 

d. Si f(x) est une fonction convexe dans 3, g (x) une fonction convexe 
(resp. concave) et croissante (resp. décroissante) dans un intervalle 
contenant f(3), la fonction composée g(f(x)) est convexe (resp. concave) 
dans 3. 

I . i 3 . Soit 
/ i(*)> M*)> •••> /»(*)> •••• 

une suite de fonctions définies dans le même intervalle 3, conver­
gente vers une fonction f(x). Si fn(x)(n= i, 2, . . . ) sont toutes 
convexes dans 3, f(x) est aussi convexe dans 3. 

On tire, en effet, de l'inégalité 

(l-fyfniXi) + 2F/„(*,) ^ / „ ( (1 - 3) *i-•-&*), 

la relation 
(1 - » ) / (* , ) + 3 / (* i ) ^ / ( ( 1 - S) *i -4- »*«), 

ce qui démontre la convexité de f(x) dans 3. 

Soit { fa (x)} une famille de fonctions définies et convexes dans 
le même intervalle, bornées dans leur ensemble, en nombre fini ou 
infini. 

La fonction 
f(x) =sup/ f l(ar), 

égale à la borne supérieure des valeurs des fonctions pour chaque 
valeur de x, est une fonction convexe. 

Puisqu'une fonction convexe dans 3 est continue dans 3, il 
résulte de ce qui précède que, la limite d'une suite convergente de 
fonctions convexes dans 3 est une fonction continue dans cet intervalle; 
aussi, la borne supérieure d'une famille de fonctions convexes dans J , 
bornées dans leur ensemble, est une fonction continue dans cet 
intervalle. 

2. Fonctions logarithmiquement convexes. 

2 . i . Soit f(x) une fonction réelle d'une variable réelle définie, 
finie et positive dans l'intervalle 3 = (a, b). On dit que f(x) est loga­
rithmiquement convexe dans 39 si la fonction \ogf(x) est convexe 
dans cet intervalle; si logf(x) est concave dans 39 on dit que f (x) 
est logarithmiquement concave dans cet intervalle. 
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Il résulte aussitôt de la définition qu'une fonction logarithmi­
quement convexe dans 3 est convexe dans 3; on a, en effet, de la 
convexité logarithmique 

(2.i) 2 i o g / ( £ i ± £ î ) ^ l o g / ^ O + log / to ) (x,,x2e3) 

ou bien 

ce qui démontre la convexité de f(x) dans 3. 
Il résulte aussi de la définition qu'une fonction concave dans 3 est 

logarithmiquement concave dans cet intervalle. On tire, en effet, de 

./a?i-+-a?>\ f(Xi)-hf(X->)^ ,-p- r-rr;—-

f[—— ) ^ J
 2 • ^ t//(*i)/(*0 (*i, ^ € J), 

l'inégaUté 

2 l 0 g / ( ^ ^ - 2 ) ^ l û g / ^ O H - l o g / ^ , ) . 

2.2. OÏI doit à P. Montel [30] la proposition remarquable suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit logarithmi­
quement convexe dans 3 est que eav f(x) soit convexe dans 3 quelle que 
soit la valeur de la constante a. 

Il est presque évident que la condition est nécessaire, parce que si 
log f (x) est convexe dans J, log f(x) + ax est aussi convexe dans cet 
intervalle, quelle que soit la valeur de la constante a; donc \og[eaxf(x)] 
et, par conséquent, d'après 2.i, eavf(x) est convexe dans J. 

La condition est suffisante. On a, en effet, de la convexité de eav f(x) 
dans 39 

2 eaxf(x) ^ ea (*+*)/( a? -h h) + ea (*-*)/(.* — h) (x •+- h, x — he3) 

ou 

(2.2) c'«*/(a? -+-k) — 2 e**f(x) +f(x — h)^o 

quelle que soit la valeur de la constante a. 
Mais, puisque f(x) est une fonction positive, quand Z est négatif 

ou nul, le trinôme 

(2.3) Z* / (* + à) - 2 Z/(a?) -*-/(a? — h) 
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est positif. D'autre part, grâce à (2.2), quand Z est positif, le trinôme 
est positif ou nul. Donc, le trinôme (2.3) est positif ou nul pour 
chaque valeur de Z et, par conséquent, 

/ ' W - / ( ' + * ) / ( * - * ) ^ o 
ou bien 

2log/(a?) ^ log/(a?-+- h ) -f- log/(a? — h), 

ce qui démontre que f(x) est logarithmiquement convexe dans 3 (l). 

2.3. On doit aussi à P. Montel [30] la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante, afin que f(x) soit logarithmi­
quement convexe dans 39 est que [f(x)]m soit convexe dans 3, quel que 
soit le nombre m positif et voisin de zéro. 

Si, en effet, logf(x) est une fonction convexe dans 39 mlogf(x) 
est convexe dans cet intervalle quand m > o; donc, log[f(x)]'n et, 
par conséquent, d'après 2 . i , [f(x)]m est convexe dans 3. 

Réciproquement, si [f(x)]m est convexe dans 3, 

[ / W - i 
m 

est aussi convexe dans cet intervalle, donc, sa limite, quand m->o9 

logf(x) est convexe dans 3. 

2.4. Une condition suffisante, pour que f(x) soit logarithmiquement 

convexe dans 39 est que -7— soit concave dans cet intervalle. 
* A*) 

Si, en effet, -77— est concave dans 3, d'après 2 . i , log-r^-r V est 
J(x) r & / ( # ) J 

concave; c'est-à-dire que —logf(x) est concave dans cet intervalle, 
log f(x) est donc convexe dans J . 

2.5. Le produit d'un nombre fini de fonctions logarithmiquement 
convexes dans un intervalle est une fonction logarithmiquement convexe 
dans cet intervalle. 

Soient /*, (x), f, (x), . . . , fk (X), k fonctions logarithmiquement 
convexes dans 3; on a 

2\ogfl(x)^=\ogfl(x — h)-h\ogfl(^-+-h) ( « = i , 2, ..., k] x—h,x-+-he3); 

(3) Cette démonstration ne suppose rien sur la dérivabilité de la fonction f(x); 
mais on peut obtenir aussitôt cette condition en supposant que f(x) est deux fois 
dérivable et en utilisant le théorème l . n . 
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en ajoutant ces relations (i = i, 2, . . . , /c), on trouve 

2 2 l o g / i ( ^ ) = 2 l o g J J [ / i ^ ) ^ 2 [ log / / (a? —A)-4-log//(j?-+-A)] 

= logJJ/ , (a? — A;H-logJJ/,(ar-4-A), 
/ = 1 / = 1 

ce qui démontre la proposition. 

2.6. On peut aussi démontrer que la somme d'un nombre fini de 
fonctions logarithmiquement convexes dans 3 est aussi une fonction 
logarithmiquement convexe dans cet intervalle. 

Soient, en effet, fi(x), f>(x),..., fk(x), k fonctions logarithmiquement 
convexes dans 3; d'après 2.2, 

c«-l/i(ar), e«*A(*h •••* e"*fk(x) 

sont convexes dans cet intervalle quelle que soit la valeur de la cons­
tante a; mais, d'après I.12, leur somme 

c«*[/i (x) -h/, (x) •+-.. -H-/A(a?)] 

y est une fonction convexe quelle que soit la valeur de la constante a; 
donc, d'après 2.2, 

/ i ( ^ ) -+-/>(.r)-t-. ..-hfk(x) 

est logarithmiquement convexe dans 3 (4). 

2.7. Il est évident que, si f(x) est logarithmiquement convexe dans 3 
et si c est un nombre réel ±̂ o, les fonctions f(x + c) et f(cx) sont loga­
rithmiquement convexes dans les intervalles correspondants. 

2.8. Il résulte des propositions 1. i3, grâce à la proposition 2.2, que, 
la limite d'une suite convergente des fonctions logarithmiquement Convexes 
dans 3, est aussi une fonction logarithmiquement convexe dans cet 
intervalle, si cette fonction est positive; de même, la plus grande limite 
d'une famille de fonctions logarithmiquement convexes dans a, en nombre 
fini ou infini, est aussi une fonction logarithmiquement convexe dans 
cet intervalle. 

2.9. On doit à E. Artin [9] la remarque intéressante suivante : 
Soit f(t, x) une fonction définie et positive quand te [a, b] et xe [I, rj]; 

(4) Dans cette démonstration nous n'avons rien supposé sur la dérivabilité de f,(x). 
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supposons que, pour chaque valeur de /, la fonction f(t, x) soit loga­
rithmiquement convexe en x dans [:, ri], Oi\ forme la fonction 

( Fn(x) = h[f(a, x) +f(a -+- h, x) + . . . + / ( a •+• (n - i)A, *)] 

(2.4) ( * = I , 2 j . . . ; * = * _ £ ) . 

F„ (a;), étant la somme d'un nombre fini de fonctions logarithmi­
quement convexes dans [H, yj], est une fonction logarithmiquement 
convexe dans cet intervalle, d'après 2.6; donc, grâce à 2.8, 

Jim ¥n(x)= / / C , x)d* 

est une fonction logarithmiquement convexe dans [;, rt]. 
Si la limite b de l'intégrale augmente indéfiniment et s'il existe 

l'intégrale 

(2.5) f"f(t,x)df, 

cette intégrale est aussi logarithmiquement convexe dans [;, Y}]. 
En effet, l'intégrale (2.5) est la limite d'intégrales dont la limite 
supérieure est finie; mais chacune d'elles est logarithmiquement 
convexe, comme nous venons de le voir; donc, d'après 2.8, la limite, 
c'est-à-dire l'intégrale (2.5), est une fonction de x logarithmiquement 
convexe dans [£, YJ]. 

En particulier, si l'on considère l'intégrale 

(2.6) f y(t)tx~ldt (?(*;> o, quand te[a, b]), 
Ja 

on parvient au théorème suivant : 

Si cp (/) est une fonction continue et positive dans [a, b], l'intégrale (2*6) 
est une fonction de x logarithmiquement convexe dans chaque intervalle 
où l'intégrale (2.6) existe; b peut être fini ou infini. 

3. Fonctions semi-monotones. 

3 . i . On dit [2] que l'ensemble linéaire D est de différence co (w > o) si, 
quand x e D , ou bien x + coeD ou bien x — w€D. Ainsi l'intervalle 

fermé 3 = [a, b] est un ensemble de différence co, pour chaque co ^ " a ; 

de même, l'ensemble de deux nombres a9 a + w est un ensemble de 
différence w. 
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3.2. Une fonction réelle f(x), définie dans l'ensemble D de diffé­
rence co, est dite semi-croissante co dans D [2], si 

(3. i ) f(x -+- w) ^.f(x) (x, x -+- w e D ) . 

On définit de même une fonction semi-décroissante <o dans D. 
Pour une fonction f (x) semi-croissante co (resp. semi-décroissante co) 

dans D, le quotient 

(3.2) A/(ar) = ^ ^ ^ — (ar,arH-w€D) 

est ^ o (resp. ^ o). 

3.3. Il est évident, si l'ensemble D est l'intervalle J, qu'une fonc­
tion croissante dans J est aussi semi-croissante co dans 39 pour 

chaque co ^ ~~a ; la réciproque n'a pas lieu en général. Une fonction 

semi-croissante co a seulement « une tension générale croissante ». Mais, 
si la fonction f(x) est semi-croissante co pour chaque o>^6 (o très 
petit, mais fixe), elle est croissante. On peut donc déduire les propriétés 
des fonctions croissantes de celles des fonctions semi-croissantes co, 
en supposant co -> o. 

Mêmes remarques pour les fonctions semi-décroissantes co. 

3.4- On peut démontrer aisément les théorèmes suivants : 

a. La somtne d'un nombre fini de fonctions semi-croissantes co (resp. 
semi-décroissantes co) dans D est une fonction semi-croissante co (resp. 

semi-décroissante co) dans cet ensemble. 

On tire, en effet, de 

/i(*-+- *»)^fi(x) (1 = 1, 2, . . . , A; ar, a?-+-w€D) 

l'inégalité 
/ , ( x -+- w) -+-.. .-H/A(a? -4- w) ^ / 1 (*)-*-.. .-+-/U*0. 

6. Le produit d'un nombre fini de fonctions semi-croissantes co (resp. 
semi-décroissantes co) e/ positives dans D es/ une fonction semi-crois­
sante o (resp. semi-décroissante co) dans ce/ ensemble. 

La démonstration est immédiate. 

c. Si les fonctions fn (x) (n = 1, 2, . . . ) son/ semi-croissantes &> 
(resp. semi-décroissantes co) dans D e/ sî 

lim /„(ar) = / ( # ) , 

/a fonction f(x) est aussi semi-croissante co (resp. semi-décroissante co) 
dans D. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 6 6 . * 
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On a, en effet, 
fn (x -+- to ) — / „ (a?) ^ o 

pour chaque x€D fixe (x + coeD) et pour n naturel quelconque; ddnc 

f(x-+- w) — f(x)^o. 

Cette inégalité, étant valable pour a; € D quelconque (x + co € D), 
démontre le théorème. 

3.5. Soit f(x) une fonction quelconque définie dans l'ensemble D 
de différence co; on appelle semi-dérivée co de f(x) au point x0 le quotient 

(3.3) £/(*.;= £l^±JihzIi£2l. 

si X 0 GD, mais x0 + co n'appartient pas à D, on dit que f(x) n'a pas 
de semi-dérivée co au point x0. 

Il résulte immédiatement de cette définition que la condition néces­
saire et suffisante pour que f(x) soit semi-croissante co (resp. semi-
décroissante co) dans D, est que la semi-dérivée co soit ^ o (resp. ̂  o) 
dans D (c'est-à-dire à chaque point x€D pour qui x + co€D). 

Pour que f(x) soit strictement semi-croissante co (resp. semi-décrois­
sante co) dans D, il faut et il suffit que A f(x) soit > o (resp. < o) 
dans D. 

3.6. La semi-dérivée co de f(x) d'ordre n se définit par la relation 

(3-4) J/<*) = A ( V / ( * ) ) . 

Ainsi la semi-dérivée co seconde est 

/o rx l /fa? H - 2 w ) — 2/(a? n-u>) H-/(a?) . ^ 
( 3 . 5 ) \=J- 1 ^ -' 1 i (x, x + to, ar + 2a>€D) . 

4. Fonctions semi-convexes. 

4.i . On dit [2] qu'une fonction réelle f(x), définie dans l'intervalle 
3 = [a, b], est semi-convexe co dans 3 (co > o fixe), si 

(4 . i ) f(x -h w) ^ - [/(a?) + / ( . r + 2w)] ( i , x + 2(«)€J). 

Il est évident qu'une fonction convexe dans 3 est aussi semi-

convexe co dans J, pour chaque co ^ —-— ; la réciproque n'a pas 
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lieu en général. Mais, si f(x) est semi-convexe co dans 39 pour 

chaque co ^ ~ ? elle est convexe dans cet intervalle. On peut donc 

déduire les propriétés des fonctions convexes de celles des fonctions 
semi-convexes. 

On dit qu'une fonction réelle f(x), définie dans l'intervalle 3 = [a, b], 
est semi-concave co dans 3 (co > o fixe), si 

(4.2) f{x -+- w) ^ - [/(x) -h/(a? H- 20))] (a?, x +2W€ J ). 

Puisque, /"(x) étant semi-concave co dans 39 —f(x) est semi-
convexe co dans cet intervalle, à chaque propriété concernant les 
fonctions semi-convexes co dans un intervalle correspond une propriété 
concernant les fonctions semi-concaves co dans cet intervalle. Il suffit, 
donc, d'examiner les fonctions semi-convexes co dans un intervalle. 

4.2. On peut démontrer sans peine les propositions suivantes : 

a. La somme d'un nombre fini de fonctions semi-convexes co dans 3 
est aussi une fonction semi-convexe co dans 3. 

La démonstration est immédiate. 

b. Soient /\ (x) et /\ (x) deux fonctions semi-convexes co et positives 
dans 3 = [a, b]; s'il existe un nombre ce3 tel que, dans chacun des 
intervalles [a, c] et [c, b], fL (x) et f» (x) sont toutes les deux ou bien semi-
croissantes co ou bien semi-décroissantes co, le produit fl (x) /"> (x) est 
semi-convexe dans 3. 

Démontrons le.théorème dans le cas où c = b; dans le cas où a^c < b 
il en résulte immédiatement. 

On a 

/^arn-o))^ I [/iW+/i(af + 2 w ) ] 

(a?, x -h 2(0€ J ) ; 

/ , (ar -* -co)^ [/2(a:)-h/9(a?-4-2w)] 

donc, fi (x) et /\» (x) étant positives dans 39 

(4.3) / i (* + «)/1(a? + w)^7[/i(ar)/,(jr)H-/,(ar)/s(arH-2w) 
4 

-t-/2(a?)/1(a? -f- 2to) -+-fx{x -+- 2 0))/»(a: -+- 2w)]. 

Les fonctions /\ (a:), /"<> (#) étant toutes les deux semi-croissantes co 
ou semi-décroissantes co dans 3, on a 

[/l ( ¢ + 2 1 0 ) — fi(œ)] [ / 2 ( # H- 20)) - . / 2 (37) ] ^ o, 
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ou bien 

4 LA (X)A(x) H-/i (*?)/• (^ + 2to) -h / , (a?)/i (a? H- 2 o)) -h/j (ar -+- 2 w) / , (a? -+- 2 w)] 

^ - [/1 (*)A(x) + / 1 (-c + 20)) / , (a? -+-20))]; 

on a, donc, grâce à (4.3) 

/1 («? H- w)/2(a? + w ) ^ j [/1 (a?)/* (a?) -h / 4 (a? -+- 2 w ) / t (a: + aw)]. 

c. Sî /es fonctions fn(x)(n = i9i9...) sont semi-convexes co dfans J 
e/ si 

lim fn{œ)=f(x), 

/a fonction f(x) est aussi semi-convexe co dans J . 

On a, en effet, pour chaque xe 3 (x + 2 u € J) et pour n naturel 
quelconque, 

/«(a? -+- o)) — I [/«(a?) -+•/„( a? -+- 20))] ^ o; 

donc, 

/ ( * H- W) ^ I [/(a-) -+-/(* +20)) ] . 

Puisque a; € J est quelconque (a; + 2 co e 3)9 le théorème est démontré. 

d. La condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit semi-
convexe co dans J, est que la semi-dérivée co de f(x) dans 3 soit semi-
croissante co dans 3. 

La condition est nécessaire. Soit, en effet, f(x) une fonction semi-
convexe co dans 3; on a, pour x9 x + 2co€ 39 

f(x + o)) ^ I [/(a?) n-/(a? + 20))] 

OU 
/ (a?-no)—/(a?) ^ /(ar -+-20)) — /(a? -+• oQ 

O) ~ O) ' 

donc, 

(4.4) A/(a;)^A/(a;-+-0)) . 

La condition est suffisante, puisque, de (4.4), il résulte immédia­
tement la semi-convexité co de f(x) dans 3. 
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e. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f(x) 
soit semi-convexe co dans 39 est que la semi-dérivée co seconde de f(x) 
soit ^ o . 

Le fait que cette condition soit suffisante résulte immédiatement 
de (3.5). La condition est aussi nécessaire parce que de 

f(x -f- o)) ^ i [/(a?) -+-f(x •+• 20))], 

résulte 
/ ( # • 4 - 2 0 ) ) — 2 / ( X -+- O)) -+-/( X) l *, .^ 
<L± L ±1 i -7 v ' = A f(x) >̂ o. 

o)2 MJ K ' — 

4,3. On dit qu'une fonction réelle f(x)9 définie dans l'inter­
valle 3 = [a, b], est semi-bornée inférieurement co dans 39 s'il y a 
un sous-intervalle 3X = [x0, #o + co]cJ, tel que, pour xe3y quel­
conque, on ait 

(4.5) /(a?)Z/(a?±(o) (a?±o)€J); 

on dirait alors que f(x) prend son semi-minimum w à Jj, 
Si 3i = [a, a + co] ou [b — co, b]9 l'inégalité (4.5) est remplacée par 

f(x)^f(x-+- co) ou f(x)^f(x—u). 

On définit, de même, une fonction semi-bornée supérieurement co 
dans 3. 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Une fonction f(x) semi-convexe co et semi-bornée inférieurement co 
dans 39 ou bien est semi-monotone co dans 3, ou bien elle se compose de 
deux branches de la façon suivante : si elle prend son semi-minimum co à 
l'intervalle [x0, x0 + co], elle est semi-décroissante co dans l'inter­
valle [a, x0 + co] et semi-croissante co dans l'intervalle [x0, b]. 

i° Si f(x) prend son semi-minimum co dans l'intervalle 3'=[a9 a +co], 
on a pour xe3' quelconque (x + co€ J») 

(4.6) f(x) ^f(x-+- o)) (x, x-4-2o>é3). 

Mais, f(x) étant semi-cônvexe co dans J, on a 

(^•7) Ax "*" w) — -\AX) -+-/(^-+-210)] (a?, a?H-2C0€tf) 

et, compte tenu de (4.6), 




