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PREFACE.

La portée de la présente synthése ne peut échapper au candidat
a une licence d’enseignement, dans 'ordre des mathématiques. En
effet, le remarquable exposé que son Auteur, M. René Saint-Guilhem,
en donne ici fait découvrir des relations imprévues entre deux
champs de pensée, bien différents par leurs méthodes :

1° La Physique, en bloc; en effet, 'expression mathématique des
lois naturelles doit rester invariante dans certains changements des
unités. D’ou caractére homogene des formules, lesquelles comportent
méme une invariance plus large, de nature affine.

2° Les fondements topologiques sur lesquels repose la théorie des
groupes d’affinités. De fait, dans le cas trés général, ou s'inscrit
notamment 1'électro-magnétisme, il faut écrire l'invariance d’une
relation vectorielle en faisant intervenir le groupe additif d’un
espace vectoriel avec ses sous-groupes laissant fixe une variété
linéaire du dit espace; élant bien entendu qu’il s’agit de sous-groupes
JSermés.

Voila une modalité topologique fidéle, en définitive, aux principes
que les physiciens avaient entrevus. Ils ne pouvaient faire mieux,
devant une précaution subtile, qu’il faut d’ailleurs compléter par la
notion, topologique elle aussi, de sous-groupe connexe par arcs et
par un théoréme d’aprés lequel, dans l'espace euclidien R* a n
dimensions, toute surface & homéomorphe au lieu A des points dont
la distance & un point fixe est constante, sépare R” en deux régions
ou mieux, en deux connexes dont la partie commune se réduit a ¢
(propriété de Jordan-Brouwer).



PREFACE.

Comme en toute recherche vraiment objective, des rencontres ont
marqué cette étude ardue. Dés 1945, le probléme préalable dont
’énoncé requiert les éléments topologiques cités aux fins du théoréme
de Vaschy, but ultime, avait déja suscité une Note de M. Jean
Dicudonné aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences [ 4],
donnant un contre-exemple remarquable; puis en 1948-1949 un
ensemble de travaux japonais aboulissant & un important M¢moire
de M. Yamab¢ [18]. Indépendamment, ces temps derniers, M. Saint-
Guilhem a repris [14], [15] le théme dans toute son ampleur, pour
aboutir 4 la forme synthétique atteinte ici méme.

A la suite de ce rapprochement Physique-Topologie, on verra
bientdt paraitre des développements déstinés aux physiciens rendant
les relations de situation plus accessibles : comme il parait des
exposés sur la logique, groupant calcul des propositions, réseaux
électriques et machines a calculer. Pareilles rencontres témoignent
au mieux de I'actuelle vitalité scientifique.

G. BOULIGAND.



RESUME.

Toute loi physique s’exprime par une relation mathématique entre un
nombre fini p de variables x, dont chacune est un élément d’un certain
espace vectoriel E, (qui peut étre de dimension infinie). Les propriétés de
« similitude physique » consistent en Pinvariance d’une telle relation dans un
groupe de transformations définies par I'application a4 chaque vecteur z, d'un
multiplicateur positif 2,.

On est ainsi conduit a étudier les sous-groupes du groupe additif R? et
notamment a établir les trois théorémes suivants :

1. Tout sous groupe connexe par arcs de RP est isomorphe a R" (n £ p).

2. Lorsque les E, sont normés, toute relation entre les x, d<finie par un
sous ensemble fermé (ou bien ouvert) de l'espace vectoriel E produit des E,
définit par son invariance un sous groupe fermé de Rr. Ce sous groupe
est discret, ou bien contient un sous groupe isomorphe & R (n £ p).

3. St une relation entre p variables réelles x, est invariante dans un
groupe isomorphe a R (n £ p), elle est équivalente a une relation entre
un nombre fini £ p — n de formes linéaires des .

Ces trois théorémes permettent de résoudre toutes les questions que pose
la notion de systémes ou phénoménes semblables, celle de changement
d’unités, etc. En effet, Phypothése « connexe par arcs » du théoréme 1 est la
traduction mathématique précise de I'idée « une unité au moins est susceptible
de variations continues ». L’hypothése « fermé ou ouvert » du théoréme 2 est
satisfaite par toutes les relations usuelles en physique (y compris les relations
de quanta). Le théoréme 3 est une extension aux relations quelconques du
théoréme donné par Vaschy pour les équations; il rectifie certains énoncés
usuels de ce dernier.

L’analyse dimensionnelle consiste essentiellement en Iapplication du
théoréme 3 3 une équation inconnue dont on sait quelle se dédwit dun

systtme de conditions entre vecteurs, invariant dans un groupe d’affinités
connu.
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L’ANALYSE DIMENSIONNELLE

INVARIANCE DES RELATIONS VECTORIELLES
DANS CERTAINS GROUPES D’AFFINITES

Par M. René SAINT-GUILHEM.
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INTRODUCTION.

1. Dans les sciences physiques et les techniques qui en font
application, on utilise fréquemment, surtout depuis une quarantaine
d’années, les propriétés d’homogénéité des relations mathématiques
représentant les lois naturelles. Dans la littérature ces considérations
figurent le plus souvent sous deux formes distinctes :

~— Similitude des systemes et des phénomenes, c’est-a-dire passage
des observations faites sur un systdme aux lois régissant un autre
systéme dit « semblable »;

— Analyse dimensionnelle, ¢’est-a-dire prévision de la forme des
lois grace a des changements systématiques d’unités (cette dénomi-
nation parait due & Bridgman).

Dans le premier cas, I'unité de mesure U de chaque espéce de
grandeurs étant inchangée, on remplace la grandeur A par AA,
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A étant un nombre positif; la mesure a@ de A est alors remplacée
par Aa. Dans le deuxiéme cas, A n’est pas changé, mais U est

U .
remplacé par 5 de sorte que la mesure a devient 2a comme dans

le cas précédent.
Du point de vue mathématique, on applique donc, dans les deux
cas, un facteur positif aux mesures des grandeurs de chaque espece.
Nous désignerons par « analyse dimensionnelle » la recherche de
la forme d'une relation inconnue au moyen de considérations
d’homogénéité.

2. Les raisonnements de cet ordre peuvent étre en apparence trés
variés, et plus ou moins systématisés en méthodes générales. Ceux
qu’on rencontre en fait dans de nombreuses publications sont souvent
peu satisfaisants. Nous avons présenté autrefois [12] une critique
détaillée de certains d’entre cux; ici nous nous contenterons de
remarquer que les exemples les plus simples donnent lieu a des
observations qui font apparaitre I'insuffisance des exposés usuels.

A. Tous les Cours de mécanique donnent un exemple élémentaire
d’analyse dimensionnelle : celui du pendule simple, constitué par
un point matériel de masse p suspendu & une distance ! du “point
fixe; soit g D'accélération de la pesanteur, a I'élongation initiale
(c’est un angle), 8 la durée des oscillations (c’est I'inconnue du
probléme).

Si Pon adopte le type le plus usuel de changements d’unités, celui
qui a pour fondamentales la longueur, la masse et le temps, les cing
grandeurs énumérées ont les dimensions respectives M, L, LT, 1,
T. On admet que ce sont les seules grandeurs qui interviennent dans
le phénomeéne et I'on en déduit que la loi de celui-ci est constituée

par une relation entre deux monomes de dimensions nulles, pour

lesquels on peut prendre « et 5-?—'; elle est donc de la forme

6=/ Ly,

ol f désigne une fonction inconnue d’une variable.

On remarque que la masse . ne figure pas dans cette équation; de
nombreux auteurs en concluent que P’analyse dimensionnelle permet
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d’établir la loi « la période des oscillations est indépendante de la
masse ».
Cette affirmation appelle quelques commentaires :

a. Si nous regardons de plus prés comment la loi énoncée a été
obtenue, nous voyons immédiatement qu’elle résulte de ce que la
masse o est la seule grandeur du probléme qui conlienne dans ses
dimensions la grandeur fondamentale M; 1. ne peut donc figurer
dans aucun monome de dimensions nulles. Si, au contraire, dans
Pénumération initiale, on avait retenu, en plus de p, une autre
grandeur ayant une dimension non nulle en M, la proposition
n’aurait pas été obtenue.

b. On a évidemmenl posé a priori que le mouvement était
périodique.

c¢. Si I'on adopte le type de changements d’unités a quatre fonda-
mentales : longueur, temps, masse, angle (convention aussi légitime
que la précédente, nous y reviendrons) on trouve par le méme
raisonnement que ci-dessus la loi

0=C\/—l-
g

(c étant une constante indépendante de «), qui est fausse.

Pour ces motifs, le raisonnement classique ici rappelé, quelle que
soit la forme exacte qu’on lui donne, ne constitue pas une démons-
tration valable :.il lui manque une justification substantielle.

B. Proposons-nous, en électrostatique, de déterminer la capacité G
d’un condensateur constitué par deux armatures sphériques concen-
triques de rayons ry et ra, plongées dans le vide. Dans la loi du
phénomene, il n’intervient pas d’autre grandeur que ces trois-la.

Adoptons en premier lieu le type de changements d’unités le plus
naturel pour ce probleme : il comporte deux fondamentales, la
longueur L et la capacité C; ry et ry sont del'espece L. En raisonnant
comme pour le pendule, on trouve que la loi cherchée s’exprime au
moyen de 3 — 2 = 1 monome de dimensions nulles.

Celui-ci est nécessalrement ; la relation cherchée est donc

r
2 = Cte,
1
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résultat dont l'absurdité rend tout commentaire inutile quant a la
valeur de la démonstration.
Si lon utilise le type « électromagnétique », dans lequel on
a C =LT?2, on trouve la méme relation.
"Mais si l'on utilise le type défini par la formule de dimen-
sions C = L#, a étant un nombre quelconque, on trouve

ors(3)

En particulier, le type « électrostatique » G =L conduit au
résultat correct
= Iz).
C=r f("l)

Pourquoi donne-t-il et donne-t-il seul la loi exacte?

C. 1l se présente des difficultés analogues dans les problemes plus
compliqués qu’on rencontre effectivement en pratique (alors que les
deux précédents n’ont évidemment qu'un intérét théorique). Nous
en donnons ici un exemple célebre et trés instructif, sur lequel ont
écrit de nombreux physiciens (1) et que nous avons traité ailleurs de
fagcon complate (2).

Il s’agit de convection forcée : soit un solide défini par une
longueur caractéristique ! dans une famille de corps semblables
géométriquement : il est supposé maintenu a une température
constante 9, et plongé dans un fluide animé d’une vitesse uniforme w
a grande distance du solide, et de température 0, =06, — 0. Soit y le
coefficient de conductibilité du fluide, G sa chaleur spécifique. On
admet que le débit D de chaleur entre solide et fluide est une fonction
de ces cinq grandeurs

D=f(w ¢ C,6)

et I'on applique I'analyse dimensionnelle a la maniére usuelle.

a. En adoptant trois fondamentales longueur, temps, masse, en
donnant & la température les dimensions du carré d’une vitesse (ce
qui est assez naturel quand on connait la théorie cinétique des gaz,

(*) Entre autres : Lord Rayleigh, Boussinesq, Riabouchinsky, Bridgman.
(?) Voir les références [11] et [12] de la bibliographie.
Voir également chap. II ci dessous, § 43.
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et en tout cas légitime), on peut former trois monomes indépendants
de dimensions nulles, d’ou la loi

0 Clw
p=uos (0 57)-
b. En adoptant, au contraire, quatre fondamentales, longueur,
temps, quantité de chaleur, température (convention aussi naturelle

et aussi légitime que la précédente), on obtient de méme la loi
d =yl f(C_:(E) :

Ces deux résultats ne sont pas contradictoires, mais le second est
infiniment plus précis que le premier (il est d’ailleurs confirmé par
la théorie de Boussinesq).

Cette différence entre les résultats fournis par deux raisonnements
différents est paradoxale d’autant plus que la premitre convention
touchant les changements d’unités semble tenir compte de la « réalité
des choses » en se rattachant a la théorie moléculaire, si bien qu’on
peut dire qu’en feignant d’ignorer ce que nous savons de la nature
de la chaleur et de la température, nous avons fait un grand pas dans
la connaissance du phénoméne.

3. Un grand nombre de problémes conduisent a des difficultés
analogues, se rattachant a la question de principe : comment peut-on
donner a priori, méme partiellement, la forme de la loi d’un phéno-
meéne, sans en faire au préalable une étude expérimentale?.

A cette question, qui concerne les fondements de I'analyse dimen-
sionnelle, s’en rattachent un grand nombre d’autres d’une portée
trés générale, concernant les systémes d’unités, ’homogénéité des
équations et la similitude physique.

On peut retenir, par exemple, les suivantes :

— Pourquoi utilise-t-on, parmi les changements d’unités possibles,
exclusivement ceux qui sont définis par des lois dimensionnelles?.

— Existe-t-il des changements d’une autre forme mathématique
qui « conservent » les équations?

— Quelle est la signification des formules de dimensions?

— Quel est le sens de linvariance dont jouissent les grandeurs
sans dimensions ?
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— Quelle est:la nature des « constanies dimensionnées » qui
figurent dans I’expression de certaines lois physiques?

— Dans une telle expression, quel rdle peuvent avoir les fonctions
transcendantes lelles que sinus, logarithmes, etc.?

On ne peut répondre correctement aux questions de ce genre que
dans le cadre d’une théorie générale de l'invariarce des relations
exprimant une loi physique, qui fait Pobjet du chapitre I ci-apres.

4. Les tentatives faites pour I'application de considérations
d’homogénéité sont fort anciennes; mais c’est seulement 'depuis le
début du siecle qu’on a essayé de les constituer en une doctrine. Les
publications sur ce sujet ont été d’une abondance excessive, sans
doute en raison du trés vaste domaine qui s’offre aux applications,
mais aussi parce que les problémes qui se posent n’ont pas été
jusqu’ici tous résolus, ce qui a incité de nombreux auteurs & les
reprendre. Bien des obscurités et des erreurs ont été ainsi accumulées.
A ce qui a éLé dit plus haut & ce sujet (§2) nous n’ajoulons ici que
le rappel des discussions prolongées concernant les « sysiémes
cohérents d’unités », les développements injustifiés sur les « équations
universelles », etc. L’erreur de principe la plus caractéristique
consiste & attribuer un « sens profond » aux formules de dimensions,
alors que celles-ci changent bien ¢videmment avec les conventlions
qu'on adopte pour les changements d’unités.

La question qui se pose est de délimiter exactement les possibilités
de l'analyse dimensionnelle et donc d’examiner sur quelles bases
on peut la fonder rigoureusement. En examinant ce probléme on
constate aisément qu’il porte exclusivement sur la forme des relations
exprimant les lois de la physique. L’analyse dimensionnelle verra
ses possibilités réclles déterminées par une étude purement mathé-
matique.

5. La plupart des auteurs qui ont cherché a édifier une théorie
systématique ont vu seulement le théoréme en vertu duquel une
équation entre p variables réelles, si elle satisfait a certaines condi-
tions d’homogénéité « physique » peut s’écrire au moyen d'un
nombre moindre de variables réduites, qui sont des produits de
puissances des précédentes. Ce théoreme est di a Vaschy (18go).

Il est d’un usage constant : c’est lui qu’on applique directement,
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consciemment ou non, quand on traite un probléme particulier par
’analyse dimensionnelle.

Mais le théoréme de Vaschy n’a d’intérét, c’est-a-dire que ses
fréquentes applications ne sont justifiées, que grice a un théoréme
préalable, d’une portée trds générale, dont nous avons donné
un énoncé en 1959 [13], [14]; nous en donnerons ci-aprés la
démonstration dans un cas particulier et nous en préciserons la
portée.

Ce théoreme, pressenli antérieurement par plusieurs auteurs, n’a
pas été énoncé avant 1959 sous sa forme générale; nous donnons en
Annexe (Note IlI) quelques indications historiques a ce sujet. Ici
nous nous contentons de signaler une raison profonde des échecs de
nombreux auteurs, parce qu’elle importe & la compréhension de ce
qui suit.

Une équation entre p variables réelles peut éire transformée par
les méthodes habituelles du calcul; par cxemple, on peut la résoudre
(sous certaines conditions) par rapport & 'une des variables réduites
conformément au théoreme de Vaschy. Mais faire cette transformation
ne constitue pas un probléme d’analyse dimensionnelle. Le théoréme
de Vaschy n’apporte quelque chose d’intéressant que sion 'applique
4 unc relation inconnue, en fait celle qui est conséquence d’une
équation connue ou d’un systéme connu d’équations plus compliqué,
constituant une relation fonctionnelle (c’est-a-dire contenant des
fonctions inconnues); il s’agit le plus souvent d’équations aux
dérivées partielles.

C’est dans ce passage de relations fonctionnelles données a des
relations inconnues entre variables réelles qu'est la radson d’étre
de I'analyse dimensionnelle.

6. L'objet du présent Ouvrage est de donner une théorie de
Iinvariance des relations entre éléments d’espaces vectoriels dans
certains groupes d’affinités (chap. I) et d’en déduire une méthode
générale d’analyse dimensionnelle, fondée rigoureusement et four-
nissant le maximum de résultats qu’on puisse tirer de considérations
d’homogénéité (chap. II).

Ainsi se trouveront définies les possibilités de I'analyse dimen-
sionnelle, qui apparaitra comme constituant une technique de calcul
faisant partie des « mathématiques appliquées ».
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Nous souhaitons que cet exposé permette une révision de leur
position aux mathématiciens qui ont a I'égard de I'analyse dimen-
sionnelle une méfiance justifiée par 'exemple de démonstrations
fantaisistes et d’erreurs graves, et que d’autre part il inspire aux
physiciens et aux ingénieurs toute la prudence nécessaire dans
Pemploi de méthodes dont la simplicité apparente est évidemment
séduisante.

Remarque. — Nous avons exposé la méthode générale d’analyse
dimensionnelle, ainsi que divers exemples et compléments, dans des
publications antérieures [14], [15]. Mais celles-ci ne contiennent
pas les développements mathématiques qui justifient la méthode, en
particulier la démonstration des théorémes fondamentaux, que nous
publions ici pour la premiere fois (chap. I).

Les éléments de topologie et d’algebre auxquels cette théorie fait
appel sont aujourd’hui enseignés dans les Universités au niveau de
la licence (Certificat de Mathématiques I).

CHAPITRE 1.

THEORIE DE L’INVARIANCE DES RELATIONS VECTORIELLES
DANS CERTAINS GROUPES D’AFFINITES.

A. — Enoncé du probléme.

7. Nous considérons, dans ce qui suit, les relations mathématiques
propres a traduire les lois de la physique ou de toute autre science.

Dans ces relations figurent les mesures de certaines grandeurs :
il n’y a de science que du mesurable. La distinction faite souvent (*)
entre grandeurs mesurables et grandeurs seulement repérables doit
¢tre abandonnée. Nous donnerons le nom « espéce de grandeurs
mesurables ordinaires » & tout ensemble de grandeurs qui peut
étre mis en correspondance biunivoque avec I'ensemble des nombres
réels. Chaque grandeur de cet ensemble est alors mesurée par un
nombre réel.

(1) Entre autres par Pauteur lui méme autrefois [12].
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En vue de fonder correctement I'analyse dimensionnelle, et pour
une raison succinctement indiquée au paragraphe B, il est indispen-
sable d’introduire une notion beaucoup plus large : nous appellerons
« espéce de grandeurs mesurables au sens général » tout ensemble
de grandeurs qui peut étre mis en correspondance biunivoque
avec un espace vectoriel (*). Ceci revient a dire qu’on peut définir
la somme de deux grandeurs de méme espece et le produit de 'une
d’elles par un nombre réel. Chaque grandeur de cet ensemble est
alors mesurée par un « vecteur » (2). En général, I'espace vectoriel
en cause est de dimension infinie (dans le cas particulier ou il est de
dimension finie, on se rameéne immédiatement au cas des grandeurs
ordinaires par la considération des composantes).

En pratique, ces vecteurs sont le plus souvent les éléments d’un
certain ensemble de fonctions d’un certain nombre de variables
réelles. On considére, par exemple, la fonction de trois variables
réelles représentant la distribution d’une grandeur « ordinaire »
dans I'espace usuel a trois dimensions.

Cette notion étendue de grandeur couvre tous les besoins de la
physique et des autres sciences dans leur état actuel. Malgré sa tres
grande généralité, elle permet, nous allons le voir, de fonder
Panalyse dimensionnelle; celle-ci pourra donc s’appliquer a un
champ tres vaste.

8. Nous considérons maintenant une relation quelconque entre
un nombre fini p de vecteurs z,, c’est-a-dire d’éléments appartenant
respectivement a4 p espaces vectoriels E,. On peut considérer qu’une
telle relation contient un seul vecteur z = (x4, Z3, ..., =) appar-
tenant & I'espace vectoriel E produit des E;

E=E; X Eyx...x Ep,

(') Nous utilisons la dénomination d’espace vectoriel dans son sens aujourd’hui
classique, concernant une certaine structure algébrique. Il vaudrait mieux la remplacer
par celle d’ensemble vectoriel, le mot espace étant alors réservé aux ensembles
munis d’une structure topologique.

Dans tout ce qui suit, il s'agit d’espaces vectoriels construits sur le corps des
nombres réels.

(*) Dans la suite nous désignerons donc par le mot vecteur to
espace vectoriel quelconque.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N. 152,
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La relation la plus générale est définie alors par

reF,

F étant un sous-ensemble quelconque de E.

9. A chaque variable z, nous appliquons alors une homothétie de
coefficient positif 2,, ¢’est-a-dire qu’a chaque z, nous faisons corres-
pondre dans E, le vecteur A,z,=x,. La variable z subit alors
dans E une affinité d’un type particulier L; 'ensemble £ des L
correspond biunivoquement au sous-ensemble R” de R# défini (1)
par les p conditions 4, >0, >0, ..., 2> 0. Clest un ensemble
ouvert dans R».

Chaque opération L admet évidemment un inverse L~ défini par
les multiplicateurs ){— Il en résulte immédiatement que £ est un
groupe.

Nous nous proposons d’étudier le sous-ensemble de £ conslitué
parles L qui conservent une relation F, c’est-a-dire qui transforment
I'ensemble F de E en lui-méme. D'apres le paragraphe T c'est le
probléeme de l'invariance des relations physiques dans une simili-
tude ou dans un changement d'unités, posé dans toute sa géné-
ralité. Cette extréme généralité ne nous empéchera pas d’obtenir
des conclusions trés précises.

Remarque. — Si 'on admeltait dans I'ensemble X2 les transfor-
mations dont l'un des 2, est nul, cet ensemble ne serait plus un
groupe. Cetle remarque évidente ne doit pas étre perdue de vue pour
la suite (théorémes II et III).

B. — Théoréme préliminaire.

10. Les affinités L conservant une relation F forment un groupe.

— Cet énoncé constitue un cas particulier d’un théoré¢me classique
presque évident.

Démonstration. — Soil L une affinité du type précédent trans-
formant F en luisméme : tout élément z de F est transformé
en 3=LxeF et tout élément = de F est le transformé d’un autre
élément y € F, c'est-a-dire que z = Ly

(') Conformément a la notation aujourd’hui classique, R» désigne dans tout ce qui
suit 'espace numérique & p dimensions réelles ou le groupe additif correspondant
et R désigne I'ensemble des nombres réels, ou le groupe additif correspondant.






