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INTRODUCTION

Dans les premiéres années de ce siécle, le programme de la composi-
tion d’Analyse a 1’Agrégation des Sciences mathématiques portait
sur les fonctions elliptiques et leurs applications. La théorie de ces
fonctions n’étant pas enseignée dans le cours de Calcul différentiel et
intégral que professait Goursat a la Sorbonne, un Maitre de conférences
de I’Ecole Normale Supérieure ’exposait aux éléves de 1’Ecole. C’est
ainsi que P. Painlevé professa ce cours pendant 1’anhée scolaire 1902-1903
aux éléves de deuxiéme année.

Les fonctions elliptiques furent introduites comme fonctions analy-
tiques doublement périodiques d’une variable, procédé classique, exposé
en particulier dans le Traité de Tannery et Molk. Un prolongement
naturel conduisit Painleyé 2 traiter des fonctions analytiques de deux
variables 4 quatre paires de périodes (fonctions abéliennes). C’est d’aprés
Pexposé de Painlevé que sont donnés, dans les pages qui suivent, le
théoréme fondamental sur la représentation d’une fonction abélienne
par le quotient de deux fonctions théta avec I’introduction du diviseur M
de la premitre période et les premiéres propriétés de I'inversion des
radicaux portant sur un polyndme du 5¢ degré.

Ces développements n’étaient connus que par une Note aux Compte-
Rendus de I’ Académie des Sciences. Leur rédaction a été préparée en
partie depuis longtemps; la parution a été retardée par des événements
divers. Je 1’ai reprise sur les conseils de M. Garnier qui m’a assuré de
son intérét actuel. Je me suis efforcé, en revoyant mes notes, de respecter
la suite des raisonnements de Painlevé; mais rien ne peut rendre I’im-
pression de lumineuse intelligence, de pensée créactrice que donnait
la parole du Maitre.






CHAPITRE I

DEFINITIONS. PERIODES

Cette étude des fonctions abéliennes (fonctions méromorphes quadru-
plement périodiques de deux variables) utilisera les principes de la théorie
des fonctions analytiques de deux variables.

1. Définitions, Périodes. Fonction réductible. — Une fonction f(u, v)
dé deux variables complexes est dite analytique par rapport aux deux
variables si elle est analytique par rapport 4 chacune d’elles, I’autre
étant constante. Elle admet la période complexe «, § si I’on a la relation

S+ o, v+ B) = f(u, ).

En posant
U=au-+bv+e, V=au-+bv+c, ab’ — ba’ # 0,

la fonction f(u, v) est transformée dans la fonction F(U, V) qui admet
la période
A = ao + bB B =a’« + b'p.

Si, ala suite d’une telle transformation, la fonction F ne dépend que
d’une variable, U par exemple, on dit que f(, v) est réductible; 1a condition
nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi, est qu’il existe une rela-.
tion linéaire entre les dérivées partielles du premier ordre de f(u, v).

Soit, en effet, f(u, v) = F(U), on en déduit
? ?
Yoar, Y_pw, b{; Y

W w T

=
La condition est donc nécessaire.
Supposons maintenant qu’on ait

f
)\a+us-;-0

et posons

u=U+ AV, v = uV,
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il en résulte que

oF df f : -
—av=)\5'&+51-3;—0 ’ j(u’v)‘_F(U)'

La condition est donc suffisante.

Mettant -maintenant en évidence les parties réelle et imaginaire des
variables et de la fonction, nous posons

u=x+iy, v=z+it, fluv)="Pxyz0)+iQxyz21).

Les conditions d’analyticité sont
P QP QP Q P 2Q

WXy dy x T ¥z a7 ¥z
Si f(u, v) admet la période
o = q -+ ib, B =c+id,

chacune des fonctions P et Q admet la période réelle (a, b, c, d).
Si f(u, v) est réductible, P et Q le sont certainement aussi. Suppo-
sons maintenant que P soit réductible : nous avons la relation

, P ,, 0P , oP ,, DP
)\T_‘—)\T-*—“T_I-“ _t_-——o,
q'l.li entraine
, 9Q ,) 2Q , 9Q ,, 9Q
A >y —N'—4u ——t — v =0.

Faisons la substitution

x=X+NZ— T,
[e=U+@+), )y=Y+NZ+2T,

L= +i)V; z=p'Z— T,
t=up" "L+ p'T,
P et Q deviennent & et Q et nous avons
W P 3P , P P
2N PNt e =0
W@ ,2Q ., Q  , Q , Q.
T M S TN 5y TRt =0

Par conséquent,

F 2 f
W T T ST
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? . . . ..
Or b—f/— est une fonction analytique imaginaire pure, ce ne peut
étre qu’une constante ik; la fonction F est donc de la forme

o(U) + ikV.

On ne peut donc dire que f(u, v) est réductible en méme temps que
P et Q; mais, au point de vue qui nous occupe, celui des fonctions pério-
diques, il résulte de cette forme que F est périodique de seconde espéce
et les conséquences a en déduire pour le nombre des périodes sont les
mémes que si k était nul.

2. Nombre de périodes. — Nous allons démontrer que la fonction
f(u, v) irréductible de deux variables complexes ne peut avoir plus de
quatre périodes; pour cela, nous démontrerons que les fonctions réelles P
et Q de quatre variables réelles ne peuvent avoir plus de quatre périodes
réelles.

La démonstration sera faite dans le cas de trois variables pour utiliser
le support de la géométrie; 1’extension ne souffre aucune difficulté.

Les périodes seront représentées par des vecteurs; 1’ensemble des
extrémités de ces vecteurs est appelé ensemble de points-périodes; cet
ensemble est symétrique par rapport a ’origine; la somme géométrique
de deux périodes en est une autre. Cet ensemble, qui est composé d’un
nombre infini de points et qui s’étend & I’infini, a ou n’a pas de point-
limite.

Premiére hypothése. — L’ensemble n’a pas de point-limite; les modu-
les des périodes ont un minimum p;; ce minimum est effectivement .
atteint, car s’il n’en était pas ainsi, il y aurait des périodes de module
infiniment petit, ce qui est contraire & 1’hypothése. Il y a donc une
période OP; de longueur p;. Enlevons de 1’ensemble tous les points,
situés sur la droite OP;, congrus 3 Py; s’il ne reste aucun point en dehors
de ceux-ci, I’ensemble se déduit d’une seule période.

S’il reste d’autres points, la borne inférieure p2 des modules des pério-
des restantes conduit de méme & un point Pz non situé sur OP;; pg est
supérieur & p;, exceptionnellement égal; les deux points Py et Pp définis-
sent.un ensemble de points-périodes situés dans le plan OP;Py; il peut
se confondre avec le preposé. Dans le cas contraire, on retranche cet
ensemble plan du proposé et ’ensemble restant conduit de la méme
fagon a un point P3 non situé dans le plan OP;P;. Les points Py, P, Ps
donnent un ensemble de parallélépipédes dont les sommets sont tous
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les points de I’ensemble donné; en effet, si un point-période se trouve
A Pintérieur d’un de ces parallélépipédes, il y a au moins un des vec-
teurs obtenus en le joignant aux sommets qui est inférieur a la plus petite
des arétes; la période correspondante aurait dd étre obtenue au lieu'de
celles qui ont été déterminées.

Deuxiéme hypothése. — L’ensemble a un point-limite qu;on peut
toujours supposer a ’origine;il ya donc des périodes qui tendent vers
zéro; les traces de ces périodes sur une sphére de rayon e trés petit
forment un ensemble qui a au moins un point-limite; exceptionnelle-
ment, cet ensemble est fini; il y a alors une infinité de périodes tendant
vers zéro qui sont portées par la méme droite; dans le cas général, il
y a une infinité de périodes tendant vers zéro dont les directions ont une
direction limite. Dans les deux cas, prenons cette direction pour Oz
et sur une droite paralléle marquons deux points A et B tels que
f(A) 5 f(B); en vertu de la continuité de f, & I’intérieur d’une sphére
de centre A, on a f(x, y, z) # f(A); oril existe uné direction suffisamment
voisine de Oz pour que la période correspondante soit inférieure a ¢;
on trouve ainsi des points ou f(A) = f(B); il y a contradiction et la
fonction f est indépendante de z; autrement dit, elle est réductible.

Conclusion. — Une fonction réelle de n variables ne peut admettre
plus de n périodes réelles; chacune de ces périodes est constituée par
un groupe de n nombres réels.

Appliquant ce résultat & la fonction irréductible

S, v) =P(x,y,2,0) +iQx,y, 2,0,
on a démontré qu’elle admet au plus quatre périodes
oax = o + iof Br =Pt +iBf (k=1,23,4).
avec la condition
ok ouif B Bi| # O.
Les périodes peuvent étre simplifiées par le changement de variables

_ Bou — agv P —aqv

w = R
o1Be — oofiy Brap — Bac

qui donne pour les deux premiéres 1,0 et 0,1; les deux autres seront
désignées par A, B et B/, C.
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11 faut pour cela que I'une des quantités a;fr — axfy soit différente
de zéro; or, si nous commengons par le changement

u
w = o v = o1y — By,

qui est toujours possible puisque une des ai est différente de zéro, la
premiére période devient 1,0 et les suivantes

oax
— , o — oxPi,
o]

il est donc certain que I'une des quantités a1z — axP1 n’est pas nulle.
Nous considérerons désormais des fonctions méromorphes de deux
variables complexes admettant les périodes

1,0 0,1 A,B B’,C.

Pour la commodité de I’écriture, on emploiera aussi le tableau de
périodes

2ir,0 0,2ir A,B B,C

qu’on appellera la forme réduite.



CHAPITRE 1I

DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL

1. Enoncé du théoréme. — On.va démontrer que toute fonction abé-
lienne f(u,v) est le quotient de deux fonctions entiéres en u et v.

Nous nous appuierons sur les théorémes de Weierstrass et de Mittag-
Leffler.

Nous établirons d’abord cértaines propriétés des fonctions v == h(u)
définies par I’équation f(u, v) = 0.

10 Les fonctions h(u) ne présentent d’autres singularités que des
points critiques.

20 la série Z h—;(zj est absolument convergente sauf pour h(u) = 0,

c’est-a-dire pour u solution de f(u, 0) = 0; a étant une des solutions de.
cette équation, a est un pdle de la série.

2. Premiére propriété de v = h(u). — Supposons f(ue, vo) = 0; la
fonction f est holomorphe au voisinage de uo, vo; par conséquent, d’aprés
le théoréme général sur les fonctions implicites, 1’équation f(u, v) = 0
définit une ou plusieurs fonctions v == A(u) réguliéres au voisinage de
up, vo ou I’'admettant pour point critique; mais, comme f a des pdles,
il est nécessaire de démontrer que, quel que soit le chemin suivi pour le
prolongement analytique de h(u), on ne rencontre que des points régu-
liers ou des points critiques.

Construisons, dans 1’espace Ea(x, y, z, f), un parallélépipéde P de
périodes ayant un sommet a 1’origine et soit U, V le point dans P con-
gruent A wuo, vo; si a est un point non régulier de v = h(u), lorsque u
tend vers a, les points congruents U, V ont un point-limite «, § que nous
pouvons supposer a I’origine; ayant f(u, v) =0, nous avons aussi
Sf(U, V) = 0 dans le voisinage de I’origine, par conséquent f est nulle
a P’origine et l¢ théoréme des fonctions implicites est applicable en ce
point; c’est-a-dire que, si nous décrivons dans le plan des U un cercle
de centre O et de rayon p, et si la variable U reste dans ce cercle, 1’équa-
tion f(U, V) = 0 admet un certain nombre de racines V = h(U) voi-
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sines de zéro et qui n’ont dans C d’autre singularité possible que le
point critique U = 0.
Revenons maintenant a # qui tend vers a sur le chemin L; prenons
assez voisin de a sur L pour que toute la portion de L qui va de w, d a
0.
5
tel que la racine v; = k(1) définisse un pofnt congruent Uj, Vi dont la

soit dans un cercle de centre a et de rayon ; nous pouvons choisir u;

©

distance a I’origine soit inférieure a 3; les équations de correspondance

N

sont

=Ui1+ A, n = Vi + B,
A, B étant une période. La distance entre les points uy, v1 et A, B est
mféneure a 7; a fortiori la distance, dans le plan des u, entre les points u;

2

et A est inférieure & ;—; tragons le cercle C de centre A et de rayon p,

il contient une portion de L sur laquelle se trouve le point a; nous con-
sidérons spécialement cette portion.

L’équation f(u: v) = 0, satisfaite pour u = A, v = B définit un ‘cer-
tain nombre de fonctions v = A(u) qui restent voisines de B quand u
est dans le cercle C et qui n’admettent d’autre singularité que u = A;
la racine v1 = h(u1) se confond avec ’une d’clles et ne peut admettre a
comme point singulier que s’il se confond avec A. D’ailleurs, ce point
singulier ne peut étre qu’un point critique algébrique.

Nous allons compléter la démonstration précédente en montrant.
que, siu prend la valeur o satisfaisant a |up|<< p, I’équation ¢(u, v) = 0
n’a qu’un nombre fini de racines a I’intérieur d’un cercle y de centre O
‘et de rayon r.

Supposons en effet qu’il en soit autrement et que le nombre n de
racines soit sans limite supérieure quand up varie dans le cercle C de
rayon p; ndus pouvons alors trouver une suite de valeurs de ug :
u1, ug, L.... ug ... telles que I’entier n correspondant croisse indéfiniment;
ces valeurs de up ont un point-limite a situé dans ou sur C; considérons
toutes les racines de f(a, v) = O situées & l’intérieur d’un cercle y’
de rayon r + h; ces racines vy, vz, ..., sont en nombre fini, car, s’il n’en
¢tait pas ainsi, elles auraient un point-limite qui serait pour les fonctions
v = h(u) une smgulanté non algébrique. Décrivons avec chacun de ces
points comme centre des cercles de rayons trés petlts tous intérieurs a Y’
pour u voisin de a, f(u, v) ne s’annule pas 3 ’extérieur du domaine
constitué par I’ensemble de ces cercles et, par conséqient, pour u voisin
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de a, f(u, v) = 0 n’admet que les k racines voisines de vi, va, ... vx et
I’entier n a toujours une limite supérieure.

3. Seconde propriété de v = h(u). — Passons maintenant a la
seconde proposition. ‘
Dans la fonction

f(u, v) = P(x’ y’ z, t) + i Q(x’ y’ z’ t)’

faisons une substitution linéaire sur les variables réelles de fagon que
les périodes de P et Q soient portées par les quatre axes et aient pour
longueur commune 27; les nouvelles variables sont xi, 1, 21, 1. Nous

\ . . 1
donnons alors a a une valeur uo et nous étudions la fonctlonz F"_(_—i :
0

autrement dit, nous posons x = xg, y = yo et nous étudions une cer-
taine fonction des racines en z et ¢ des équations P =0,Q = 0.
Les équations de la substitution étant

=ax1 +bn +ea +du
=ax1 +by +cz +dn,
=a’x1 +b'n +c’'a +d'n,
=a"'x1+ by + ¢’z +d''h;

-~ N < =

les deux premiéres, ol nous posons x = xp, y = yo représentent un
plan P2 3 deux dimensions de I’espace E4; dans cet espace, les équations
P; = 0, Q1 = 0, transformées de P = 0, Q = 0, représentent une mul-
- tiplicité Cz & deux dimensions; nous allons étudier I’intersection de P
et de Cs.

Le nombre de points d’intersection situés dans le cube fondamental
de périodes est fini; en effet, si x1, y1, z1, i1 reste dans ce cube, le poini:
correspondant x, y, z, f reste & distance finie de I’origine; par conséquent,
quels que soient xo, yo, le module de up est inférieur 4 une quantité
fixe et il en est de méme pour le module des valeurs de v déterminées
par Pintersection de Pz et Ca; on vient de voir que le nombre de ces
points d’intersection admet une limite supérieure n.

Supposons maintenant cd’ — ¢’d # 0 (un des six déterminants de
cette forme est certainement différent de zéro). Alors, pour

0<sxi<2rn, O0<yy<2n;

les équations du plan Pa(xp, yo) nous donnent

A<z, Nsns<sypl
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Considérons alors 1’espace (x1, y1, z1,¢1) décomposé en cubes de pério-
des; chaque cube appartient 3 un ensemble déduit d’un carré du plan
x10y1; dans chacun de ces cubes, il y a un nombre fini de points d’inter-
section dont nous pouvons prendre les points congruents dans le cube
fondamental : C; ne change pas et xo, yo sont remplacés par d’autres
valeurs; d’autre part, le plan P; ne traverse qu’un nombre fini de cubes :
soit / et m deux entiers tels qu’on ait
‘L —_— x El.l —_— )\I

m > " 1> 2
P, traverse au plus /m cubes de I’ensemble; en tout, I’ensemble con-
tient donc au plus /mn points d’intersection. Or si 2pm, 2g7 sont les coor-
données du sommet du carré le plus éloigné de I’origine, les modules
des valeurs de v correspondant a ces points d’intersection sont inférieurs
4 2nk +/p2 + g2, k désignant le facteur fini introduit par l¢ ¢hangement
de coordonnées. Nous obtenons ainsi 1’inégalité

I—1="

|1 | Imn
Z |'13(u)| < Z @rk)p® (7 + g

La série Z 775%[)— est donc absolument et uniformément convergente;

autrement dit, la suite des A(u) est de genre 2.

4.-Démonstration du théoréme. — Les propositions préliminaires
étant ainsi démontrées, nous abordons la démonstration du théoréme
fondamental.

Formons d’abord une fonction entiére en v admettant les zéros
v = hy(u) dont la suite est de genre 2; cette fonction est de la forme

vy v2
1) o(u, v)=II{(1 —hl)e;:;;f}.

Si les périodes de f(u, v) ont été ramenées a la forme réduite, la série
des ha(u) admet la période 2im et chacune des fonctions hn(x) admet
aussi cette période. La fonction ¢(x, v) admet donc la période 2ir en u;
c’est aussi une fonction uniforme de u; en effet, pour les points critiques
algébriques des h(u), un certain nombre de ces fonctions se permutent,
le produit reste uniforme.

Mais nous avons en u, pour la fonction ¢(u, v), des singularités ame-
nées par les zéros des ha(u) qui sont des points singuliers essentiels.
Soit # = g un zéro de hp, hq, ...; c’est un point régulier ou un pdle
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pour les fonctions symétriques de ces quantités : c’est un zéro d’un
certain ordre pour leur produit; et c’est un pdle pour la somme des
inverses et pour la somme des carrés des inverses, avec des développe-
ments polaires connus. Nous pouvons consttuire une fonction entiére
H(u) et des fonctions méromorphes K(u), L(#) admettant respectivement
ces zéros et ces poles; comme ils admettent la période 2im, ces fonctions
I’admettent aussi.

La fonction )

v

@ U, v) = o, v Haye T2
n’a plus de singularités pour les zéros des hy(4); c’est donc une fonction
entiére en u et v, de période 2im par rapport i u et admettant les zéros
v = hylu).

Voyons maintenant ce qui se passe pour la période 2ix par rapport
aw. .

A un zéro hu(u) correspond linfinité hn(u) + 2ikr; groupons les
termes formés avec eux en un produit

2
v LA d
1 — ——— | o hp+2ikre 2(hp+2ikm)? }
n{< hn+2ik7c)e

k

Or nous avons

v

ev—ehn = (] —eghn) gl —#Pn { v h,,+2ik‘rc}
. (I—et)e H(l ot 27 ) €

le groupe considéré peut donc s’écrire

2
ev — ehn ! 4

T —ehn ee"n—1 | I @2lhn+2ckm)? (ev — ehn) My’ +idny,
k

Les fonctions ¢ et { prennent ainsi la forme

o(u, V) = 1_-[ [(ev — ehn) ern 2+U-nv]’

b(u,v) = I—[ [(e” — ehn) (exnv*+Bnv+vn],

En outre, f(u, v) = 0 peut avoir certains zéros indépendants de v;
ils admettent la période 2ir et nous pouvons former une fonction entiére
M(u) qui les admet; la fonction

(3) X(u, V) = M(u) n[( er — e"n) ednv2+ﬁnv+_vn]
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a les mémes zéros que f(u,v) et il en est dc méme de la fonction
X(u, v + 2iw)
X(u, v)
tion entiére non nulle, c’est-i-dire une exponenticlle e®® ”, G(u, )

étant une fonction entiére. Or la forme méme de X(u, vy donne

X(u, v + 2ir); par conséquent le quotient est une fonc-

4 X(u, v + 2im) = X(u, v) eA@+B®
Afu) et B(u) sont donc des fonctions entitres.

D’autre part, la relation (4) est encore vraie si I’on remplace u par
u 4 2im, et comme X(u, v) admet la période 2ir, 0, on a

A(u + 2im)v + B(u + 2in) = A(u)v + B(u) + 2inm (n entier).

En posant B; = B — nu, les fonctions A et B; admettent la période
2ir.
Multiplions

2
2T A+ A __Elﬂ)

X(u,v) par e #m 2 T2im

ce multiplicateur admet la période 2im en u et se reproduit, quand on
augmente v de 2ix, multiplié par

e—A(u)v —A@)irt+A@)in—By(u) __ e—-—A(u)v—-B(u) +nu

Le produit est donc une fonction p(u, v), €ntiére en u et v, ayant tous
les zéros de f(u, v) et satisfaisant aux relations

5) plu + 2im, V) = p(y, V), p(u, v + 2ir) = p(u,v) e (n entier).

Le quotient';((::’ :)) ne peut devenir infimi; d’ailleurs le ~numérateur

est holomorphe et le dénominateur méromorphe; c’est donc une fonc-
tion entiére pi(u, v) qui satisfait aux mémes relations que p(u, v).

THEOREME. — Toute fonction f(u, v) est le quotient de deux fonctions
entiéres p(u, v) et p1(u, v).

Nous allons maintenant nous occuper des deux autres couples de
périodes : A, B et B". C.

Effectuons la substitution

AU BU
6) u —-21.—1.:, v=V 4 27:'
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construire R(U, V) analogue a p(u, v), admettant la période 2im par
rapport & U et satisfaisant a

R(U, V + 2ir) = R(U, V) e™1V (m; entier),

R(U, V) admet les zéros de F(U, V), c’est-a-dire ceux de Sf(u, v); il en
R(U, V)
F(U,V)
ni pdles : c’est une exponentielle dont ’exposant est une fonction entiére.

Comparons d’autre part les expressions de R et de p; il y figure d’abord
des produits infinis dont les termes correspondants sont

résulte que le quotient est une fonction entiére sans zéros

v V+V2 v+f_
Y VeHn 282 (1 V) o 22
N (I

n n

Or, nous avons

+
2 — —
(AR S TR E
— ——]e"n n 1 — e
" h —Eu
"TA

2

JA v

= ( 1— ."_)ei. * 282 #nY2+Br(@y+Yn()
n

Ces produits infinis sont multipliés par des exponentielles dont les
exposants sont des trindmes du second degré en V et v. Nous avons
donc

R(U, V) — BV |
e, v) '

les fonctions a(u), B(x), y(u) étant entiéres; augmentons en méme temps,
ce qui est compatible avec la substitution (6), Vet v de 2ix, nous avons

R(U, V + 2in)

R(U’ V) — eaﬁ(u)[4irrv+(2iﬁ')2]+ﬁ(u)2in
P(u9 v+ 2”:) ‘ 2myin
p(u, v) = e—mU—nu _ e—u[n+ A ]

D’oli, par comparaison,

) =0, PBu) = _T ————k (k entier).






