
MÉMORIAL DES SCIENCES MATHÉMATIQUES

C. E. TRAYNARD

PAUL PAINLEVÉ
Fonctions abéliennes et fonctions thêta de deux variables
Mémorial des sciences mathématiques, fascicule 151 (1962)
<http://www.numdam.org/item?id=MSM_1962__151__3_0>

© Gauthier-Villars, 1962, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Mémorial des sciences mathé-
matiques » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSM_1962__151__3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


FONCTIONS ABEL1ENN|ES 

ET 

FONCTIONS THETA DE DEUX VARIABLES 

£^E?fcfc^&P3Sc^fe^fc£4&^^ 

par 

C. E. TRAYNARD 
Professeur honoraire à la Faculté des Sciences de Marseille 

d'après un cours de 
PaulPABNUEVÉ 

Directeur : H. VILLAT 

FASCICULE CLI 

PARIS 

GAUTfflER-VILLARS, ÉDITEUR-IMPRIMEUR-LEBRAIRE 
55, Quai des Grands-Augustins, 55 

1962 

^^^g^^^s^a^sa^gg^ 



OUVRAGE DE L'AUTEUR 

RISSER R., Professeur au Conservatoire National des Arts et Métiers, 
et TRAYNARD C.-E., Professeur à la Faculté des Sciences de Marseille. 

Les Principes de la Statistique mathématique. (Traité du calcul des 
Probabilités et de ses applications, Tome I, Fasc. IV) 2e édition 
revue et augmentée. In-8 (16 25). 

Livre I. Séries Statistiques : xvi-195 pages, 2 figures; 1957. 
Livre II. Corrélations. Séries Chronologiques : xi-418 pages, 

2 figures; 1958. 

© 1962 by Gauthier-Villars 

Tous droits de traduction, de reproduction et d'adaptation réservés 
pour tous pays. 



INTRODUCTION 

Dans les premières années de ce siècle, le programme de la composi­
tion d'Analyse à l'Agrégation des Sciences mathématiques portait 
sur les fonctions elliptiques et leurs applications. La théorie de ces 
fonctions n'étant pas enseignée dans le cours de Calcul différentiel et 
intégral que professait Goursat à la Sorbonne, un Maître de conférences 
de l'École Normale Supérieure l'exposait aux élèves de l'École. C'est 
ainsi que P. Painlevé professa ce cours pendant l'année scolaire 1902-1903 
aux élèves de deuxième année. 

Les fonctions elliptiques furent introduites comme fonctions analy­
tiques doublement périodiques d'une variable, procédé classique, exposé 
en particulier dans le Traité de Tannery et Molk. Un prolongement 
naturel conduisit Painlevé à traiter des fonctions analytiques de deux 
variables à quatre paires de périodes (fonctions abéliennes). C'est d'après 
l'exposé de Painlevé que sont donnés, dans les pages qui suivent, le 
théorème fondamental sur la représentation d'une fonction abélienne 
par le quotient de deux fonctions thêta avec l'introduction du diviseur M 
de la première période et les premières propriétés de l'inversion des 
radicaux portant sur un polynôme du 5e degré. 

Ces développements n'étaient connus que par une Note aux Compte-
Rendus de VAcadémie des Sciences. Leur rédaction a été préparée en 
partie depuis longtemps; la parution a été retardée par des événements 
divers. Je l'ai reprise sur les conseils de M. Garnier qui m'a assuré de 
son intérêt actuel. Je me suis efforcé, en revoyant mes notes, de respecter 
la suite des raisonnements de Painlevé; mais rien ne peut rendre l'im­
pression de lumineuse intelligence, de pensée créactrice que donnait 
la parole du Maître. 





CHAPITRE I 

DÉFINITIONS. PÉRIODES 

Cette étude des fonctions àbéliennes (fonctions méromorphes quadru-
plement périodiques de deux variables) utilisera les principes de la théorie 
des fonctions analytiques de deux variables. 

1. Définitions, Périodes. Fonction réductible. — Une fonction/(n, v) 
dé deux variables complexes est dite analytique par rapport aux deux 
variables si elle est analytique par rapport à chacune d'elles, l'autre 
étant constanter Elle admet la période complexe a, (3 si l 'on a la relation 

fiu + a, v + P) =/(11, v). 

En posant 

U = au + bv + c, V = a'u + b'v + c\ ah' - ba' =£ 0, 

la fonction /(w, v) est transformée dans la fonction F(U, V) qui admet 
la période 

A = a*. + 6p B = a'a + b'% 

Si, à la suite d'une telle transformation, la fonction F ne dépend que 
d'une variable, U par exemple, on dit que/(w, v) est réductible;la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi, est qu'il existe une rela-. 
tion linéaire entre les dérivées partielles du premier ordre de / (M, V). 

Soit, en effet, /(w, v) == F(U), on en déduit 

— = a r , — = bb, b- a— = 0. 
OU OV ÏU <>V 

La condition est donc nécessaire. 
Supposons maintenant qu'on ait 

ïu T>v 

et posons 

u = U + XV, v = fxV, 
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il en résulte que 

La condition est donc suffisante. 
Mettant ^maintenant en évidence les parties réelle et imaginaire des 

variables et de la fonction, nous posons 

u = x + iy9 v = z + it, f(u,v) = V(xy9z9t) + i Q(x,y9z9t). 

Les conditions d'analyticité sont 

_ôP _ ^ Q <>P _ dQ dP dQ dP __ dQ 

a * "" <>>> ' T y ~~ â * ' ~âz ~~ ~â7 ' ~W ~ âz~" 

Si /(M, V) admet la période 

a = a + ib9 (3 = c + /rf, 
chacune des fonctions P et Q admet la période réelle ia9 b, c, d). 

Si /(M, V) est réductible, P et Q le sont certainement aussi. Suppo­
sons maintenant que P soit réductible : nous avons la relation 

qui entraîne 

, , <>P dP <>P dP 
< > * <>)> <>Z n d/ 

3j> S x ' <>f r dz 

Faisons la substitution 

!

x = X + X'Z - X"T, 
y = Y + X"Z + XT, 
z = [x'Z - ji'T, 
> = ti"Z + [n'T, 

P et Q deviennent IT et Q et nous avons 

^ •>, 5 P , . „ î>P ^P ^P 
• 5 z - x ta+x -ÏÏ + * •*+*"*• = * 

» -X»>-S + X' ^ - , ^ + , ^ = 0. <>T ïx ïy n dz <>f 

Par conséquent, 

3F . 3Q _ . M1 
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dF 
Or --37- est une fonction analytique imaginaire pure, ce ne peut 

oV 
être qu'une constante ik; la fonction F est donc de la forme 

9(U) + ikV. 

On ne peut donc dire que /(w, v) est réductible en même temps que 
P et Q; mais, au point de vue qui nous occupe, celui des fonctions pério­
diques, il résulte de cette forme que F est périodique de seconde espèce 
et les conséquences à en déduire pour le nombre des périodes sont les 
mêmes que si k était nul. 

2. Nombre de périodes. — Nous allons démontrer que la fonction 
/(M, V) irréductible de deux variables complexes ne peut avoir plus de 
quatre périodes ; pour cela, nous démontrerons que les fonctions réelles P 
et Q de quatre variables réelles ne peuvent avoir plus de quatre périodes 
réelles. 

La démonstration sera faite dans le cas de trois variables pour utiliser 
le support de la géométrie; l'extension ne souffre aucune difficulté. 

Les périodes seront représentées par des vecteurs; l'ensemble des 
extrémités de ces vecteurs est appelé ensemble de points-périodes; cet 
ensemble est. symétrique par rapport à l'origine; la somme géométrique 
de deux périodes en est une autre. Cet ensemble, qui est composé d'un 
nombre infini de points et qui s'étend à l'infini, a ou n'a pas de point-
limite. 

Première hypothèse. — L'ensemble n'a pas de point-limite ; les modu­
les des périodes ont un minimum pi; ce minimum est effectivement 
atteint, car s'il n'en était pas ainsi, il y aurait des périodes de module 
infiniment petit, ce qui est contraire à l'hypothèse. Il y a donc une 
période OPi de longueur pi. Enlevons de l'ensemble tous les points, 
situés sur la droite OPi, congrus à Pi; s'il ne reste aucun point en dehors 
de ceux-ci, l'ensemble se déduit d'une seule période. 

S'il reste d'autres points, la borne inférieure p2 des modules des pério­
des restantes conduit de même à un point P2 non situé sur OPi; p2est 
supérieur à pi, exceptionnellement égal; les deux points Pi et P2 définis­
sent un ensemble de points-périodes situés dans le plan OP1P2; il peut 
se confondre avec le proposé. Dans le cas contraire, on retranche cet 
ensemble plan du proposé et l'ensemble restant conduit de la même 
façon à un point P3 non situé dans le plan OP1P2. Les points Pi, P2, P3 
donnent un ensemble de parallélépipèdes dont les sommets sont tous 
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les points de l'ensemble donné; en effet, si un point-période se trouve 
à l'intérieur d'un de ces parallélépipèdes, il y a au moins un des vec­
teurs obtenus en le joignant aux sommets qui est inférieur à la plus petite 
des arêtes; la période correspondante aurait dû être obtenue au heu*de 
celles qui ont été déterminées. 

Deuxième hypothèse. — L'ensemble a un point-limite qu'on peut 
toujours supposer à l'origine; il y a donc des périodes qui tendent vers 
zéro; les traces de ces périodes sur une sphère de rayon s très petit 
forment un ensemble qui a au moins un point-limite; exceptionnelle­
ment, cet ensemble est fini; il y a alors une infinité de périodes tendant 
vers zéro qui sont portées par la même droite; dans le cas général, il 
y a une infinité de périodes tendant vers zéro dont les directions ont une 
direction limite. Dans les deux cas, prenons cette direction pour Oz 
et sur une droite parallèle marquons deux points A et B tels que 
/(A) 9*= /(B); en vertu de la continuité de/ , à l'intérieur d'une sphère 
de centre A, on a/(x, y9 z) ^ /(A) ; or il existe une direction suffisamment 
voisine de Oz pour que la période correspondante soit inférieure à s; 
on trouve ainsi des points où/(A) =/(B); il y a contradiction et la 
fonction / est indépendante de z; autrement dit, elle est réductible. 

Conclusion. — Une fonction réelle de n variables ne peut admettre 
plus de n périodes réelles; chacune de ces périodes est constituée par 
un groupe de n nombres réels. 

Appliquant ce résultat à la fonction irréductible 

/(w, v) = P(x, y, z, z) + i Q(x, y, z91), 

on a démontré qu'elle admet au plus quatre périodes 

a* = ai + Uti P» = (S* + /(3* (fc = 1, 2, 3, 4). 

avec la condition 

| a£a /P*PÏ | *0 . 

Les périodes peuvent être simplifiées par le changement de variables 

S2W — 0C2V Siw — aiv 
"1 = -½ s-. vi — aifc — a2Pi pia2 — ffeai 

qui donne pour les deux premières 1,0 et 0,1; les deux autres seront 
désignées par A, B et B', C. 
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Il faut pour cela que l'une des quantités <xi$k — a^i soit différente 
de zéro; or, si nous commençons par le changement 

W = —, v' = aiv — (3iw, 
ai 

qui est toujours possible puisque une des a* est différente de zéro, la 
première période devient 1,0 et les suivantes 

ajt 
— , ai(3fc — a*Pi, 
ai 

il est donc certain que l'une des quantités ai(3* — a*Pi n'est pas nulle. 
Nous considérerons désormais des fonctions méromorphes de deux 

variables complexes admettant les périodes 

1,0 0,1 A, B B',C. 

Pour la commodité de l'écriture, on emploiera aussi le tableau de 
périodes 

2ITU,0 0,2/TT A, B B', C 

qu'on appellera la forme réduite. 



CHAPITRE II 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL 

1. Énoncé du théorème. — On .va démontrer que toute fonction abé-
lienne f(u9v) est le quotient de deux fonctions entières en u et v. 

Nous nous appuierons sur les théorèmes de Weierstrass et de Mittag-
Leffler. 

Nous établirons d'abord certaines propriétés des fonctions v = h(u) 
définies par l'équation f(u, v) = 0. 

1° Les fonctions h(u) ne présentent d'autres singularités que des 
points critiques. 

2° la série y^ est absolument convergente sauf pour h(u) = 0, 

c'est-à-dire pour u solution de/(w, 0) = 0; a étant une des solutions de. 
cette équation, a est un pôle de la série. 

2. Première propriété de v = h(u). — Supposons /(w0, v0) = 0; la 
fonction/est holomorphe au voisinage de uo9 vo; par conséquent, d'après 
le théorème général sur les fonctions implicites, l'équation /(w, v) = 0 
définit une ou plusieurs fonctions v = h(u) régulières au voisinage de 
wo, vo ou l'admettant pour point critique; mais, comme/ a des pôles, 
il est nécessaire de démontrer que, quel que soit le chemin suivi pour le 
prolongement analytique de h(u)9 On ne rencontre que des points régu­
liers ou dés points critiques. 

Construisons, dans l'espace E^(x, y9 z, t), un parallélépipède P de 
périodes ayant un sommet à l'origine et soit U, V le point dans P con-
gruent à wo, vo; si a est un point non régulier de v=? h(u)9 lorsque u 
tend vers a9 les points congruents U, V ont un point-limite a, (¾ que nous 
pouvons supposer à l'origine; ayant/(w, v) = 0, nous avons aussi 
/(U, V) = 0 dans le voisinage de l'origine, par conséquent / est nulle 
à l'origine et lé théorème des fonctions implicites est applicable en ce 
point; c'est-à-dire que, si nous décrivons dans le plan des U un cercle 
de centre O et de rayon p, et si la variable U reste dans ce cercle, l'équa­
tion /(U, V) = 0 admet un certain nombre de racines V = A(U) voi-
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sines de zéro et qui n'ont dans C d'autre singularité possible que le 
point critique U = 0. 

Revenons maintenant à u qui tend vers a sur le chemin L; prenons ui 
assez voisin de a sur L pour que toute la portion de L qui va de u\ à a 

soit dans un cercle de centre a et de rayon -\ nous pouvons choisir u\ 

tel que la racine vi = /z(wi) définisse un point congruent Ui, Vi dont la 

distance à l'origine soit inférieure à *-\ les équations de correspondance 

«i = Ui + A, vi = Vi + B, 

A, B étant une période. La distance entre les points m, vi et A, B est 

inférieure à - ; a fortiori la distance, dans le plan des u, entre les points u\ 

et A est inférieure à ?-\ traçons le cercle C de centre A et de rayon p, 

il contient une portion de L sur laquelle se trouve le point a; nous con­
sidérons spécialement cette portion. 

L'équation f(u9 v) = 0, satisfaite pour u = A, v = B définit Un cer­
tain nombre de fonctions v = h(uj qui restent voisines de B quand u 
est dans le cercle C et qui n'admettent d'autre singularité que u = A; 
la racine vi = h(in) se confond avec l'une d'elles et ne peut admettre a 
comme point singulier que s'il se confond avec A. D'ailleurs, ce point 
singulier ne peut être qu'un point critique algébrique. 

Nous allons compléter la démonstration précédente en montrant, 
que, si u prend la valeur w0 satisfaisant à |w0|< p, l'équation <p(w0,. v) = 0 
n'a qu'un nombre fini de racines à l'intérieur d'un cercle y de centre O 
et de rayon r. 

Supposons en effet qu'il en soit autrement et que le nombre n de 
racines soit sans limite supérieure quand wo varie dans le cercle C de 
rayon p; nous pouvons alors trouver une suite de valeurs de m '• 
wi, U2, .L... n* ... telles que l'entier n correspondant croisse indéfiniment; 
ces valeurs de w0 ont un point-limite a situé dans ou sur C; considérons 
toutes les racines de f(a9 v) = 0 situées à l'intérieur d'un cercle y' 
de rayon r + h; ces racines vi, V2, ..., sont en nombre fini, car, s'il n'en 
était pas ainsi, elles auraiçnt un point-limite qui serait pour les fonctions 
v = h(u) une singularité non algébrique. Décrivons avec chacun de ces 
points comme centre des cercles de rayons très petits tous intérieurs à y'; 
pour u voisin de a9 f(u9 v) ne s'annule pas à l'extérieur du domaine 
constitué par l'ensemble de ces cercles et, par conséquent, pour u voisin 
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de «,/(«, v) = 0 n'admet que les k racines voisines de vi, V2, ... v* et 
l'entier n a toujours une limite supérieure. 

3. Seconde propriété de v = h(u). — Passons maintenant à la 
seconde proposition. 

Dans la fonction 

f{u9 v) = P(x, y9 z, t) + î Q(x, y, z, t), 

faisons une substitution linéaire sur les variables réelles de façon que 
les périodes de P et Q soient portées par les quatre axes et aient pour 
longueur commune 2TZ9 les nouvelles variables sont xu yu zi> h. Nous 

donnons alors à a une valeur uo et nous étudions la fonction V ; 

autrement dit, nous posons x = XQ9 y = yo et nous étudions une cer­
taine fonction des racines en z et t des équations P = 0, Q = 0. 

Les équations de la substitution étant 

x = axi + by± + czi + dt\ 
y = a'xi + b'yi + c'zx + d'tu 
z = a"Xl + b"yx + c"zi + d"h> 
t = a"'x1 + b'"yi + c'"zi + d'"h\ 

les deux premières, où nous posons x = xo9y = yo représentent un 
plan P2 à deux dimensions de l'espace E4; dans cet espace, les équations 
px = 0, Qi = 0, transformées de P = 0, Q = 0, représentent une mul­
tiplicité C2 à deux dimensions; nous allons étudier l'intersection de P2 
et de C2. 

Le nombre de points d'intersection situés dans le cube fondamental 
de périodes est fini; en effet, si xi, y±, zi, t\ reste dans ce cube, le point 
correspondant x9 y9 z, t reste à distance finie de l'origine; par conséquent, 
quels que soient xo, yo, le module de wo est inférieur à une quantité 
fixe et il en est de même pour le module des valeurs de v déterminées 
par l'intersection de P2 et C2; on vient de voir que le nombre de ces 
points d'intersection admet une limite supérieure n. 

Supposons maintenant cd' — c'd ^=- 0 (un des six déterminants de 
cette forme est certainement différent de zéro). Alors, pour 

0 < xi ** 2n9 0 3¾ yi ^ 2TC; 

les équations du plan P2(*o, ̂ 0) nous donnent 

X ^ Zl < (JL, X' < t\ < [//. 
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Considérons alors l'espace (x±, y\9 z\9t{) décomposé en cubes de pério­
des; chaque cube appartient à un ensemble déduit d'un carré du plan 
x\Oy\\ dans chacun de ces cubes, il y a un nombre fini de points d'inter­
section dont nous pouvons prendre les points congruents dans le cube 
fondamental : C2 ne change pas et xo, y0 sont remplacés par d'autres 
valeurs; d'autre part, le plan P2 ne traverse qu'un nombre fini de cubes : 
soit / et m deux entiers tels qu'on ait 

P2 traverse au plus Im cubes de l'ensemble; en tout, l'ensemble con­
tient donc au plus Imn points d'intersection. Or si 2p7u, 2qn sont les coor­
données du sommet du carré le plus éloigné de l'origine, les modules 
des valeurs de v correspondant à ces points d'intersection sont inférieurs 
à 2nk y>2 + q29 k désignant le facteur fini introduit par le changement 
de coordonnées. Nous obtenons ainsi l'inégalité 

Vl 1 1 < V bm 
Z, I h*(u) | " Z, (27TA:)3 (/>2 + ^)3/2 

La série >̂ , 3 est donc absolument et uniformément convergente; 

autrement dit, la suite des h(u) est de genre 2. 

4. Démonstration du théorème. — Les propositions préliminaires 
étant ainsi démontrées, nous abordons la démonstration du théorème 
fondamental. 

Formons d'abord une fonction entière en v admettant les zéros 
v = hn(u) dont la suite est de genre 2; cette fonction est de la forme 

0) ?(H,v) = n ( ( l -l\eh+i# 
n n 

Si les périodes de/(M, V) ont été ramenées à la forme réduite, la série 
des hn(u) admet la période 2/TT et chacune des fonctions hn(u) admet 
aussi cette période. La fonction 9(1«, v) admet donc la période 2m en u; 
c'est aussi une fonction uniforme de u; en effet, pour les points critiques 
algébriques des h(u)9 un certain nombre de ces fonctions se permutent, 
le produit reste uniforme. 

Mais nous avons en M, pour la fonction 9(1/, v), des singularités ame­
nées par les zéros des hn(u) qui sont des points singuliers essentiels. 
Soit u = a un zéro de hV9 hq9 ...; c'est un point régulier ou un pôle 
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pour les fonctions symétriques de ces quantités : c'est un zéro d'un 
certain ordre pour leur produit; et c'est un pôle pour la somme des 
inverses et pour la somme des carrés des inverses, avec des développe­
ments polaires connus. Nous pouvons construire une fonction entière 
H(w) et des fonctions méromorphes K(w), L(w) admettant respectivement 
ces zéros et ces pôles; comme ils admettent la période 2/TC, ces fonctions 
l'admettent aussi. 

La fonction 
v2 

(2) tyu, v) = <?(u9 v) H(M) e " ( v K + 7 L ) 

n'a plus de singularités pour les zéros des hn(u)\ c'est donc une fonction 
entière en u et v, de période 2/W par rapport à u et admettant les zéros 
v = K(u). 

Voyons maintenant ce qui se passe pour la période 2m par rapport 
à v. 

A un zéro hn(u) correspond l'infinité hn(u) + 2ikiz\ groupons les 
termes formés avec eux en un produit 

2 

k 

Or nous avons 

n i ( 1 — T ,?• )e^n+2ikrz + 2{hn+2ikn)* / ' 

k l \ hn + 2ikizl ' 

v v 
ev — ehn=(l—e*n)el-<>hn TT{[ 1 U ) ehn+2ikÀ 

y \ \ hn + 2ikiz)e f 
le groupe considéré peut donc s'écrire 

ev — e""1 ~r,— T—r ~— 
_ hn eehn~l I j e2^+2ck^2 = (gv _ ehn) ehnv2+ilnv, 

k 

Les fonctions 9 et ^ prennent ainsi la forme 

9(w, v) = ] T [(ev — ehn) e*« 2+tx»v]s 

n 

<Kw, V) = T~T [(̂ v _ ehn) (^anv
2+env+Yn], 

n 

En outre, f(u9 v) = 0 peut avoir certains zéros indépendants de v; 
ils admettent la période 2m et nous pouvons former une fonction entière 
M(w) qui les admet; la fonction 

(3) X(W, V) = M(w) TTlfe17 — e*n) ea«v2+3nv+Yn] 
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a les mêmes zéros que /(w, v) et il en est de même de la fonction 

X(«, v + 2m); par conséquent le quot ient—^—r est une fonc-
v X(w, v) 

tion entière non nulle, c'est-à-dire une exponentielle eG(l/'v), G(w, v) 
étant une fonction entière. Or la forme même de X(u, v} donne 

(4) X(H, V + 2m) = X(w, v) e
Mu)v+B(u) 

A(u) et B(w) sont donc des fonctions entières. 
D'autre part, la relation (4) est encore vraie si l'on remplace u par 

u -f 2m, et comme X(w, v) admet la période 2m, 0, on a 

A(M + 2m)v + B(w + 2m) = A(w)v + B(w) + 2î>i7u (n entier). 

En posant Bi = B — nu9 les fonctions A et Bi admettent la période 
2m. 

Multiplions 

X(w, v) par e «*» , + n 2 2<* ' 

ce multiplicateur admet la période 2m en u et se reproduit, quand on 
augmente v de 2m, multiplié par 

e-A(M)v>-A(«)m+A(«)/7r-Bi(«) = e-A(«)v-B(«)-f-»« 

Le produit est donc une fonction p(w, v), entière en u et v, ayant tous 
les zéros de /(w, v) et satisfaisant aux relations 

(5) ,p(w + 2m, v) = p(w, v), p(w, v + lin) = p(w,v) enw (n entier). 

Le quotient'Vy ' ; ne peut devenir infini; d'ailleurs le numérateur 

est holomorphe et le dénominateur méromorphe; c'est donc une fonc­
tion entière pi(w, v) qui satisfait aux mêmes relations que p(w, v). 

THÉORÈME. — Toute fonction f(u9 v) est le quotient de deux fonctions 
entières p(w, v) et pi(w, v). 

Nous allons maintenant nous occuper des deux autres couples de 
périodes : A, B et B'. C. 

Effectuons la substitution 

( 6 ) W = 2 ^ ' V = = V + 2^ . 

qui remplace la période A, B par 2m, 0, tout en conservant 
0,2m; la fonction f(u9 v) devient F(U, V) et celle-ci bous 
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construire R(U, V) analogue à p(w, v), admettant la période 2m par 
rapport à U et satisfaisant à 

R(U, V + 2m) = R(U, V) e~m^ (mx entier), 

R(U, V) admet les zéros de F(U, V), c'est-à-dire ceux de/(M, v); il en 

résulte que le quotient ^ ' v est une fonction entière sans zéros 
r (u , V) 

ni pôles : c'est une exponentielle dont l'exposant est une fonction entière. 
Comparons d'autre part les expressions de R et de p ; il y figure d'abord 

des produits infinis dont les termes correspondants sont 
va __4 

4 2*2 

('--E)"-*2"8 •(»-£)•"" 
Or, nous avons 

B + 
V 2 r- V U _ , B. f B xo 

hn = —u 2(hn~ «)2 

e A ( - ¾ ^ - [ - r 1 ^ ] hn -r-W 
A 

1 -)e^n + 2h% g«n(")v2+3n(«)v+Yn(«) 
hn) 

Ces produits infinis sont multipliés par des exponentielles dont les 
exposants sont des trinômes du second degré en V et v. Nous avons 
donc 

R ( U > V) __ ga(«)v2+&(M)v+Y(i/) , 
p(w, v) 

les fonctions a(w), p(w), y(w) étant entières; augmentons en même temps, 
ce qui est compatible avec la substitution (6), V et v de 2m, nous avons 

R(U, V + 2m) 
R ^ ? ^' _ e<x(u)[4mv+(2m)2]+Mu)2m 

p(u, v + 2m) 2imftr 
p(«, V) = ^-'«îu- 'w = 

r , ^"im_ 

D'où, par comparaison, 

of«) = 0, 0(«) = = ^ L - ^ - k (k entier). 
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Augmentons maintenant u et v de A et B, ce qui revient à augmenter 
U de 2m et par conséquent ne change pas R(U, V), nous avons 

r«(v+A) #«i(v + A) , 

p(u + A, v + B) = R(U, V) e 2m A 

/ ^ < -^ + ™i)+ F i (" ) = p(w,v> e 2m 

La fonction Fi est entière; nous allons la simplifier. 

Remarquons d'abord que le quotient — y^—r admet la pé-
p(w, v) 

riode 2m par rapport à u9 ce qui donne 

Fi(w + 2m) = Fi(«) + 2i7i7u (h entier). 

La fonction F(u) = ku — Fi(w) est donc entière et admet la période 
2m. On sait qu'on peut trouver une fonction entière G(w) admettant 
la période 2m et telle que 

G(w -f A) - G(M) = — F(M) - Ci (Ci constant). 

Multiplions alors p(w, v) par eG{U) et gardons le même nom pour le 
produit; la nouvelle fonction p(w, v) est entière, admet tous les zéros 
de /(w, v) et satisfait aux équations 

p(w + 2m, v) = p(w, V), 

(6) ( pf w, v + 2m) = p(«, v) enu 

i P H A , v + B) = p ( M ) e < + W l ) v + C l , 

En traitant maintenant le couple B', C comme on vient de traiter 
le couple A, B, on obtient la relation 

/ . r», . m ' / \ /2«+(-^+m2)v+F(p) 
p(M + B', v + C) = p(w,v) e 2m 

F(w) étant une certaine fonction entière de période 2m qui se réduit 
à une constante comme on va le voir. 

Calculons en effet de deux manières p(« + A + B', v + B + C) en 
fonction de p(w, v) ; par la comparaison des exponentielles, nous obtenons 

/iB' + ^ + iiftC = /2A + m2B + ^ ? . + F(M + A)-F(u) +2pin 

(p entier). 

Ainsi la différence F(w + A) — F(w) est une constante; la dérivée 
F'(«) admet donc les périodes 2m et A; c'est donc une constante 


