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THÉORIE GÉNÉRALE 

DES 

JEUX A n PERSONNES 

Par Claude BERGE. 
(Maître de recherches au C N R. S ) 

INTRODUCTION. 

Si Ton met a part les travaux précurseurs de Zermelo [45] et de 
Borel [8] , la théorie générale des jeux est de création assez récente; 
la première étude systématique, due à J. von Neumann et 
O. Morgenstern, remonte à ig44- Depuis la parution de cet Ouvrage 
fondamental [27], les résultats ont été constamment améliorés et 
généralisés. 

Notre but est ici d'exposer certains développements théoriques 
récents sous une forme très générale, t e s principales restrictions que 
nous nous sommes efforcé de lever le plus souvent possible sont les 
suivantes : 

a. A tout moment de la partie, le joueur se trouve devant un 
nombre fini d'alternatives; 

b. La durée de la partie est finie et bornée par un nombre fixé à 
l'avance ; 

c. On ne peut aller d'une position de jeu à une autre que par un 
chemin unique et bien défini. 

J. Ville [42], le premier, a étudié des jeux ne vérifiant pas a, et 
l'on a pu constater que la plupart des résultats sur les jeux « finis » 
s'étendent sans peine par continuité aux jeux « infinis ». Signalons 
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seulement que la plupart des théoriciens des jeux infinis supposent 
que l'ensemble dans lequel le joueur fait son choix doit être repéré 
numériquement (hypothèse d'énumérabilité); cette restriction, bien 
entendu, est superflue avec la définition ensembliste. On connaît 
d'ailleurs des jeux pour lesquels l'ensemble des alternatives a une 
puissance supérieure à celle du continu. 

L'élimination de l'hypothèse 6, tout d'abord, a laissé apparaître des 
phénomènes étranges; c'est ainsi, notamment, que Gale et Stewart [13] 
trouvèrent que le théorème fondamental de Zermelo-von Neumann 
pouvait être mis en défaut. Comme il importe que de telles anomalies 
soient évitées ici, nous définirons le but du joueur au moyen de rela
tions de préférence sur toutes les positions rencontrées. Ceci nous 
permettra, notamment, d'obtenir des résultats analogues pour les 
jeux de durée bornée et ceux de durée non bornée. 

En écartant l'hypothèse c, nous avons eu primitivement pour but 
d'appliquer à la théorie des jeux certains résultats élégants de l'algèbre 
des applications multivoques [2 ] . La théorie classique, en ramenant 
tout jeu à une forme ordonnée, est à ce point de vue moins souple, et, 
dans le cas où tous les antécédents d'une position n'interviennent pas 
dans le paiement final, elle alourdit la donnée d'une « position » 
d'éléments étrangers au problème. Enfin, un autre avantage de la 
formulation non-ordonnée est qu'elle contient naturellement les 
concepts de programmes dynamiques (*), de machines (2) , de 
missions ( l) (en tant que jeux à une personne). 

Un jeu sur un espace abstrait X étant considéré comme une 
« structure », définie par un ensemble de règles et de préférences, il 
sera naturel d'étudier, aux chapitres II et IV, le cas où X est un 
espace topologique. La notion intuitive de « voisinage » d'une posi
tion apparaît dans de nombreux jeux connus, comme par exemple les 
jeux de poursuite; si, en outre, les règles et les préférences sont 
continues, on pourra parler de «jeu topologique », au même titre, 
par exemple, que de « groupes topologiques ». Les possibilités de 
cette nouvelle incidence sont encore insuffisamment explorées. 

Au chapitre V, nous analyserons la structure algébrique des coali-

(1) R. BELLMAN, Proc. Nat. Acad. S e , t. 38, 1962, p. 716. 
(2) J. RIGUET, C. JR. Acad. Se, t. 242, ig56, p. 4$5. 
(a) Bf. VERHULST, Naval Research logistic quaterly, t. 3, 1956. p. ¢5. 
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Lions ; l'économiste verra là non pas les problèmes q.ml le préoccupent, 
mais seulement certains outils généraux. En ce qui concerne les 
méthodes particulières aux jeux à 3 personnes, par exemple, nous 
lui conseillons de se référer à [27] , 

Nous avons pris soin de n'exiger du lecteur que les connaissance* 
élémentaires d'algèbre et de théorie des ensembles, quitte à faire 
parfois de brefs rappels ; aux chapitres II et IV, on supposera connues 
exceptionnellement des notions d'ailleurs très simple de topologie 
ensembliste. Chaque chapitre pourrait être 1« séparément. 

CHAPITRE I. 

JEUX AVEC INFORMATION COMPLÈTE. 

1. Rappels algébriques. — Soient X et Y deux ensembles; une 
application multicoque (ou, plus simplement, application) de X 
dans Y est une loi T qui fait correspondre à tout élément x de X un 
sous-ensemble Tx de Y, bien déterminé, et ne dépendant que de x. 
On dit que T est une application définie dans X si, quel que soit x 
dans X, l'ensemble Tx comporte au moins un élément; autrement 
dit, si l'on désigne par 0 l'ensemble vide (qui ne comporte aucun 
élément), on a 

Si Tx comporte un et un seul élément (pour tout x dans X) , on dit 
que T est une application univoque. Si A est un sous-ensemble de X, 
on appelle image de A l'ensemble 

TA = l J r . r . 
•r€A 

Si TX = Y, on dit que T est une application de X sur Y. 
Si 1\ et T2 sont deux applications de X dans X, on désigne 

par F i U r 2 , T± n T 2 , r 4 . r a , I, O, les applications de Xdans Xdéfinies 
par les égalités suivantes : 

(r!nr2)a? = r ,^nr2 jc, 
( r 1 . r 2 ) ^ = r , ( r 2x), 

Oar = 0. 
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Si T est une application de X dans X, le couple (X, T) constitue par 
définition un graphe) un graphe se représente sur le papier par un 
ensemble de points (que l'on suppose en correspondance biunivoque 
avec X) ; en outre, si y € Tx, on joindra le point x au point y par un 
segment orienté de x à y. Si y € Tx, on dit aussi que y est lié à x par 
la relation binaire (T). (Pour l'étude directe des graphes, c/. [48]). 

Un ensemble I, et une application qui fait correspondre à tout i 
dans I un sous-ensemble A,- de X, constituent par définition une 
famille d' ensembles dans X ; cette famille se note (X = (A,- / i € I), et 
se désigne par une lettre ronde. I s'appelle Y ensemble des indices de 
la famille 0i. 

Une collection {A, B, C, ... } d'ensembles distincts peut toujours 
être considérée comme une famille d'ensembles : on prendra pour 
indice i de l'ensemble A, l'ensemble A lui-même. On dit que l'on a 
alors une famille collective d'ensembles. Dans une famille collective, 
tous les ensembles A/ sont différents ; au contraire, dans une 
famille (A, / ici) quelconque, il peut se trouver deux ensembles A. 
et Aj égaux, avec i^J. 

Une famille d'ensembles (9L = (A I - / /€ l ) est une partition d'un 
ensemble X si : 

i° A , c X , A,-7^0 (pour tout i); 

2° i ^éj entraîne A,- n Aj = 0 ; 

3° U A = X 

(X est un treillis (par rapport aux opérations u et n ) si pour 
tout ensemble J c I, on a 

i° ^ J A / € C X ; 

En particulier, la famille collective constituée par tous les sous-
ensembles de X est un treillis, que l'on désigne par # ( X ) ; on dit 
aussi que c'est Vensemble des parties de X. 

Si l'on désigne par —A,- le complémentaire de A,, on appelle 
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complémentation de (Si la famille 

- a = ( - A f / * € i ) . 

Une famille (fl = (A/ / i € I) est dite complémentée si 

Af€CX entraîne — A*=Ay€CX. 

^ ( X ) est évidemment une famille d'ensembles complémentée 
dans X. 

Considérons une famille finie (9L = (Ai, A2, . . ., A„); on dit aussi 
que c'est un n-tuple d'ensembles. On appelle produit (topo
logique) des A/ l'ensemble des rc-tuples a = (fl4, a2, . . . , f l n ) , 

n 

avec a 4 € A i , a 2 € A 2 , . . . ; cet ensemble se désigne par I I A,-; la 

n 

projection sur Aj est une application univoque de I I A/ dans Aj qui 

fait correspondre à a = (a4 , a2, ..., an) l'élément 

a y = p r o j A y a . 

On appelle somme topologique des A/ l'ensemble constitué par les 
couples de la forme (i, ai), avec a(-€A(-; cet ensemble se désigne 

n. 

par 2 J ^ ' - ^ n désignera encore (abusivement) par Ay l'ensemble 

j # / j ? € ^ A f , œ = (j,aj), ay-€Ay>. 
( / = i ) 

J^ A; est ainsi un ensemble qui admet pour partition la 
l = \ 

famille 0i = (A l 5 A2, ..., An). 

Une relation binaire (&, définie dans un espace X, est un quasi-
ordre si elle est : 

i° réflexive : x<Kx\ 
2° transitive : x(Ky etyûlz entraînent xûiz; 
3° totale : si x, y € X, on a soit xdiy, soit y (Rx. 

On désigne en général une telle relation par le signe ^ , et la rela
tion symétrique par le signe ^ . On a donc par définition 

x^y équivaut à y ^ x. 
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Si x^y, on dira que x est plus favorable que y ; si l'on a x^^y et 
non x ^y, on dira que x est strictement plus favorable que y , et 
l'on écrira x>y\ si l'on a x^y et x^y, on dira que x est 
équivalent à y, et l'on écrira x ^y-

On vérifie immédiatement que la relation = est une équivalence 
algébrique, c'est-à-dire qu'elle est 

i° réflexive : x = x\ 

2a symétrique : x = y entraîne y = x ; 

3° transitive : x = y et y = 5 entraînent a? = £. 

2. Définition générale d'un jeu avec information complète. — 
Considérons une partition (Xd , X2 , . . . , X,i) d'un ensemble 
abstrait X, et n personnages appelés joueurs que l'on désignera par 
( i ) , (2), . . ., (n)) on posera N = { 1, 2, . . ., n ) , et l'on distinguera 
deux catégories de joueurs, ceux qui sont actifs dont l'ensemble 
sera N+ , ceux qui sont passif s dont l'ensemble sera N - . 

Pour ces joueurs, on dit qu'on a un jeu sur la partition considérée 
si Fon a 

i° une application multixoque T de X dans lui-même, appelée 
la règle du jeu ; 

20 n relations de quasi-ordre <RL, (R2, . . . , (Rn sur X; la rela-
i 

lion (Ri, plus souvent désignée par ^ , est la relation de préférence 
du joueur (i). 

Les éléments de X sont appelés positions de jeu. Si une position x 
appartient à X/, on dira que le trait (droit de jouer) appartient au 
personnage (i) dans la position x. 

Une partie s'effectue, à partir d'une position initiale x0 de la 
façon suivante : si Xi Gx0, le joueur ( 1 ), qui a le trait, choisira une 
position de jeu Xi dans l'ensemble Tx0. Si X / B # i , le joueur (i) 
aura à son tour à choisir une position x% dans Tensemble Txi, et 
ainsi de suite. Si un joueur choisit une position x telle que Tx = 0 , 
la partie s'arrête. 

On pose X0 = { x \ Tx = 0 }, et, quitte à modifier T, on 
suppose r X / f t X ; = 0 . 

Le plus souvent, la relation (Ri est définie à l'aide d'une fonction 
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numérique bornée / , ( x ) de la façon suivante : 
z 

x^y équivaut à fiW^fi(y)> 

On dit alors que f est une fonction de préférence pour ( / ) ; si 
tout joueur admet une fonction de préférence, le jeu est par défi
nition un jeu de paiement (*), et est désigné par (F, / ) , 
où f= ( / i , / 2 , . . ., f n ) . De même, si chaque fonction / / est la 
fonction caractéristique d'un ensemble K,, on dira que K; est un 
ensemble de préférence pour (i), et l'on a par définition un jeu de 
mat (T, K), où K = (Ki, K2, ..., K„). 

Lorsque x^y, on dit que la position x est plus favorable à {/) 

que y ; le but de («) est différent suivant que «€N + ou que i^N . 

I. Si i € N , le joueur (i) cherche à obtenir tôt ou tard, au cours 
1 

de la partie, une position très favorable au sens de la relation ^ . 

Dans un jeu de paiement, on considère l'ensemble S des positions 
rencontrées au cours de la partie, et l'on appelle gain de (i) le 
nombre f (S) = s u p / ; ( # ) . Le but de (i) est d'obtenir pour gain un 

nombre aussi grand que possible. On peut ainsi assimiler le gain 
de (i) à une somme d'argent que reçoit (i) à l'issue de la partie; 
si/?"(S) est négatif, cela signifiera que (i) doit payer | /T (S) |. 

(1) On peut facilement vérifier que tout jeu ne peut pas se ramener à MI 
jeu de paiement. Considérons pour X l'ensemble des points (x, y) du plan, et 
posons (x, y ) > (x', y' ) si x > x', ou si x = x', y > y' ; on a bien ainsi défini une 
relation de quasi-ordre, qui peut représenter la préférence d'un joueur. Supposons 
•qu'ii existe une fonction de préférence /(x, y) correspondante à cette relation ^ , 
et considérons deux nombres jKi et j ^ 2 , avecyl<y2. 

A tout nombre x, on peut faire correspondre un intervalle fermé véritable 

i , = [ / ( * , ^ i ) , / ( * , . r . ) ] ; 

si x' est distinct de x, l'intervalle Ix, est disjoint de lx, car si x > x', par exemple, 
on a 

f{x,yl)>f(x',yJ) (* = 1, a ; / = i, 2). 

La famille des lx est dénombrante, car on peut dénombrer successivement les 
intervalles contenant chaque nombre rationnel; il existe donc une correspondance 
biunivoque entre les nombres x, qui ne sont pas dénombrables, et les intervalles de 
la forme I,, qui sont dénombrabks, d'où la contradiction. 
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IL Si j ' e N , le joueur (i) cherche à ne jamais obtenir posi-
* m t 

tions de ^eu favorables au sens de la relation ^ . 

Dans tin jeu de paiement, le gain de (i) sera alors défini par le 
nombre ft (S) = inf/,•(#); le but de (i) est d'obtenir pour gain un 

arGS 

nombre aussi grand que possible. 

EXEMPLE 1. — Jeu des échecs. — Considérons une partie d'échecs 
où le but exclusif de chaque joueur serait de donner le mat à son 
adversaire. Soit /na la position sur l'échiquier M d'une pièce du 
jeu ( a ) ; à tout diagramme (ma / a ) , on associera un entier i de 
l'ensemble N== { i, 2 }, et l'on prendra i= 1 si c'est aux Blancs de 
jouer, i = 2 si, au contraire, c'est aux Noirs. On pourra définir une 
position du jeu par un élément x = (mx / a) x i de l'espace 
p r o d u i t T l M a x N. 

a 

On a ici un jeu de mat, où les deux joueurs sont actifs, et où K4 

et R2 sont deux sous-ensembles bien définis de X2 et de Xi ; on a de 
plus 

K! u K2 c X'o, Ki n K2 = 0. 

EXEMPLE 2. — Jeu des poursuites. — Dans un espace métrique M 
(« la mer »), deux points mobiles mt etm2 (« bateaux poursuivants ») 
essaient d'atteindre un point mobile m3 (« bateau poursuivi »). Cette 
situation est la limite d'un jeu de paiement dans lequel trois 
joueurs (1 ), (2), (3), dirigeant respectivement les bateaux m±, m2, ra3, 
joueraient à tour de rôle, toutes les secondes, par exemple. A tout 
diagramme m t , m2, m.s, on associera un entier de N = j 1, 2, 3}, 
que l'on prendra égal à i quand le trait appartiendra au 
joueur ( /) . Une position du jeu pourra être définie par un élé
ment x = (wi, m2, mz, i) de l'espace produit M x M x M x N. 

La règle T sera définie de la façon suivante : Soit BPi(m) la boule 
de centre m, et dont le rayon vi est la plus grande distance que (i) 
peut parcourir en une seconde; si nii ^é. /n3 et m 2 ^ m . j , on posera 

r(/H,, 7?iç>, ?nz, 1) = Bri(/?i,) x 7>i2x W3X 2, 
r(/?il7 //1-2, >H3j 2) = nii x B,,9(ra2) x m5x 3, 
Y (mi, nu, m3, 3 ) = W [ X rn2 X Bn,( /? i 3 ) X 1. 

Si, au contraire, mt= mz ou m2= mz, on posera 

r(mi, m2, m3, i) = 0. 
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Définissons maintenant les préférences des joueurs. Le but de ( i ) 

étant la capture de (3), on posera, avec i € N , 

f\(mu m%, m3, i) = o si m 3 ^ mx, mz^£ m2, 

= i si m 3 = / n 2 ou mz= m^. 

Le seul but du fuyard étant de n'être pas rattrapé, on posera, 

avec 3 € N , 

/3(//11, m2, rriz, i) = o si /n3 = mY ou mz= m2, 

= 1 si m ^ ^ m ] et m 3 ^ £ m 2 . 

Supposons enfin que (2), à défaut de pouvoir rattraper le fuyard, 
cherche à s'approcher le plus possible du bateau (3) . Si d{jn2, m^) 

est la distance de m2 à ra3, on posera, avec 2 ^ N , 

/2(011, m1, m3, i) = — d(m2, m 3 ) . 

Remarquons que le jeu ainsi défini est tel que 3 €N , et qu'il ne 
peut en être autrement; on a un jeu de mat pour (1) et (3), et un 
jeu de paiement pour (2). En outre, le jeu est alternatif, c'est-à-
dire que 

r x , c x 2 j r x 2 c x , , r X j c X i . 

EXEMPLE 3. — Jeu ordonné à m mouvements. — On dit qu'un jeu 
est ordonné si x^é-y entraîne Txr\Ty = 0; si, en outre, sa 
durée est limitée par un nombre m, ou peut représenter le 

' K*0 

X 

<m=3) /-V—' '/-\>^ j J 
\ * i 

/ 
X ' V ! é \ 1 

ZM
 3 V - V J i X, XS 

couple (X, T) par un- arbre descendant, dont chaque branche 
comporte au plus m sommets à partir du sommet supérieur x0] 
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l'ensemble Z des sommets terminaux est value par des fonc
tions h(z), ^2(z), ...,ln{z). 
En partant de x0, le joueur ( 1 ) choisit un sommet Xi en descendant 
une branche, puis le joueur Ç%) désigné par Xi choisit à son tour un 
sommet x* de la même façon, etc. 

En considérant chaque sommet x comme une position distincte, et 
en posant at= inf ^i(z). on a un jeu de paiement, avec 

ze î \ + ; ft(x) = at (.r^Z), 
/ ( . r ) = )>,(» (xeZ). 

Remarquons que ce jeu, comme celui des échecs, est monotone, 
c'est-à-dire que l'on a 

1 

yeVx entraîne y^x (i = 1, 2, . . . , n). 

3. Stratégie et équilibre. — Dans un espace X, un opérateur de 
domaine D ( C X) est une application univoque de D dans X. Un 
jeu (T, (R) dans (X4, X2 , ..., X„) étant donné, on appelle stratégie 
de ( 1 ) tout opérateur a± de domaine X4 — X0 , tel que 

(SiXSYx (xeXi—X0). 

Par définition, le joueur ( 1 ) adopte une stratégie ai s'il décide 
a priori de choisir, dans toute position x de X4 — X0 , la posi
tion xf=(JiX] adopter une stratégie, c'est donc pour le joueur (/) 
arrêter a priori sa méthode de jeu. L'espace des stratégies de ( 1 ) 
sera désigné par lv. 

Considérons maintenant un rc-tuple 0-=(0-1,0-0, . . ., <7n) formé de 
stratégies des différents joueurs; si x^Xt — X0 , on posera 

(SX = GtX. ' 

Ainsi, a est un opérateur de domaine X — X 0 . 
Soit P = {/1, i2, . . . , ik ) un sous-ensemble de N = j 1, 2, ..., n\. 

On désigne par 0^=(0^ , o-/a, . . . , crlk) le /V-tuple correspondant à P , 
et par 2 P l'ensemble des o>. On écrit indifféremment 

* = ^ = = ( 0 ^ *N-p)« 

Si la position initiale xQ est fixée une fois pour toutes, et si chaque 
joueur (i) adopte la stratégie 07, le rc-tuple 0- = (0-1, ov --,071) 
détermine complètement la partie, et l'ensemble des positions 
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rencontrées sera désigné par 

<<j> = <<j l5 or2, . . . , vny. . 

Pour les /Muples o, il est facile de définir la préférence du 
joueur( / ) par une relation de quasi-ordre, que l'on désignera encore 

i + 

par ^ . Supposons pour fixer les idées que «€N ; pour deux/i-tuples 
i 

o et T, on pose O ^ T (o est préférable pour (i) à T) si 
i 

zeX, z ^ x ( > € < < J > ) 

entraîne 

*^y ( ^ € < T > ) 

il est immédiate que ^ est bien un quasi-ordre. 
Dans un jeu de paiement, on posera de même 

/i(ff) = bilp [f(x)lxe < a>} si *€=N+, 

/f(<r) = inf { / , ( * ) / * € <<r > } si *€N~. 

i 

Dans ce cas, J ^ : équivaut bien à 

/ , < » ^ / , ( T ) . 

Par définition, un/7-tuple o est un point d'équilibre, si l'on a 

(*«, t ^ k * ( * € N ; T € E ) . 

En d'autres termes, cela signifie qu'un joueur (*) n'aurait rien à 
gagner à modifier isolément sa stratégie. 

4. Les inverses d'une application. — Si X et Y sont deux 
ensembles, si T est une application de X dans Y, et si B est un 
ensemble non vide de Y, on pose 

r " B = \x ITXCK; Tx^0), 

r~B= {x/Txn B ^ 0 } -
Si B = 0 , on pose 

r+0 = r~0 = 0. 

T et T~ sont deux applications définies dans le treillis ®(Y) des 
sous-ensembles de Y, appelées respectivement Y inverse supérieur et 
Y inverse inférieur de T; on a toujours r + B c r ~ B . 
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A l'encontre de l'inverse supérieur T+, introduit d'abord pour les 
besoins de la théorie des jeux, l'inverse inférieur T est une applica
tion de Y dans X (c'est l'inverse, au sens usuel, de la théorie des 
relations). 

Dans les propositions suivantes, on supposera que T est une appli
cations définies sur X, c'est-à-dire que { x / Tx = 0 } = 0 . 

PROPOSITION 1. — On a 

r + r \ D A , I T A D A ( A c X ) , 
Ï T + B c B , r r ' B D B n T X (BcY) , 
— r+B = r~(— B), — r"B = r+(— B), 
r ^ B ^ B ^ D r ^ B t u r ^ B s , r"(B!uBs) r s f B t u i ^ B , . 

La vérification est immédiate. 

PROPOSITION 2. — Les ensembles PdeY tels que T P = T~P sont 
dits purs; ils forment un treillis complémenté & sur Y. 

En effet, si P € # , on a — P e S , car 

r+(— P) = — r~p = — r + p = r~(— P). 

D'autre part, si j P/ / i e I} C # , on a 

r(Up<)=Ur-p<=Ur+p<cr+(Up<)-
Comme on a aussi l'inclusion inverse, on a l i P,- e # . 

On a aussi f \ P,- € ¢ , car 

- fV i = U ( - P i ) € * -
PROPOSITION 3. — Les ensembles S de H tels que T~TS = S sont 

dits T- stables; ils forment un treillis complémenté S sur X. 

En effet, on a l J S / € e > , car 

r" r(Us ')=U r rs '=US(-
On a aussi — S e S et, par conséquent, f \ S/ e S , puisque 
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PROPOSITION ht. — Les ensembles F c X tels que T TY =.Y sont 

dits T- fermés; T T est une fermeture topologique. 

En effet, la correspondance qui fait correspondre à A l'ensemble 
r + rA est 

i° extensive : r+TAD A; 

2° croissante : A D B entraîne r ' T A D l ^ T B ; 

3° idempotente : T + r ( r + rA) = r T A . 

COROLLAIRE. — Si | F / / i e I} est une famille d'ensembles T-fermés, 

son intersection F = f \ F , - est un ensemble T-fermé. 

En effet, on a d'après la croissance 

r + r F c r + r F f = Fl7 

d'où 

r + r F c ^ F , = F. 

Comme la relation T T est extensive, on peut aussi écrire l'inclusion 
inverse et, par conséquent, on a bien 

r+TF = F. 

Remarquons en outre que T TA est un ensemble T-fermé, et que 
c'est l'intersection de tous les ensembles T-fermés contenant A. 

5. Positions et gains garantis par un joueur. — On suppose main
tenant que i € N ; on dira que dans la position initiale XQ, le 
joueur (i) garantit fortement la position y lorsque pour un 
entier m fixé par lui il peut obtenir une position de jeu plus favo
rable que y avant le miémG mouvement, quoi que fassent les autres 
joueurs. Autrement dit, le joueur (i) peut se fixer une durée 
limite m pour amener la position de jeu dans la section supé-

rieure &y=\x j x^y ) . L'ensemble des positions initiales x dans 

lesquelles ( i) peut garantir fortement y est désigné par G r . 
Dans le cas où (i) prétend obtenir une position plus favorable 

que y sans pouvoir fixer de durée limite, on dira qu'il garantit la 
position y\ l'ensemble des positions initiales x dans lesquelles (i) 
peut garantir y sera désigné par Gy. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N* 138 . 2 
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Dans le cas d'un jeu de paiement, on dit que ( i ) garantit le gain y 
s'il peut amener la position du jeu dans la section AY = j x / / i ( # ) ^ y } 
quoi que fassent les autres joueurs; l'ensemble des positions initiales x 

dans lesquelles ( i ) peut garantir y sera de même désigné par GY. 
Posons enfin 

?!(.*) = sup { 7 / G Y 3 J F } . 

La position du jeu étant x, le joueur ( i ) pourra garantir tout gain 
inférieur à cp4(#), et ne pourra pas garantir de gains supérieurs 
à cpi(#). Pour cette raison, cpi(#) est appelé le meilleur gain de ( i ) , 
et cp4 est sa fonction de meilleur gain. 

On définira de même la fonction cp1 de meilleur gain fort de ( i ) . 
Bien entendu, si la durée du jeu est limitée, ces deux fonctions 
coïncident. 

Remarque. — Il est important de constater que, dans l'étude des 
stratégies, on suppose la position initiale XQ fixée une fois pour toutes. 
Dans ce qui va suivre, au contraire, on étudie le jeu pour l'ensemble 
des positions x0 possibles. Il s'agit donc, d'une part, d'un point de 
vue « local » et, d'autre part, d'un point de vue « global ». 

THÉORÈME 1 ( [ 2 ] ) . — Dans un jeu à n personnes, l'ensemble Gr 

des positions dans lesquelles ( i ) peut garantir fortement y est 
donné, après réduction modulo (i),par la formule 

G} = Lim ( i u ^ B . u r B , ) ' " ^ . 

La réduction modulo ( i ) d'un jeu est définie de la façon suivante : 
si les joueurs ( 2 ) , ( 3 ) , . . . , (/1) se coalisent et jouent comme un seul 
personnage, on peut remplacer le jeu initial par un jeu à deux 
personnes ( + ) et ( — ) , en considérant les ensembles X + = X i , 

Posons 

B+A = AnX + J B_A = A n X _ ; 

le transformateur T du jeu réduit est défini par 

fx — Tx (#eX+.), 
rjj = B + r ^ u B + r ( B _ r ^ ) u B + r ( B _ r ) ^ u . . . ( # e X _ ) . 
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Supposons donc que l'on ait réduit le jeu modulo ( i ) , ce qui ne 
change rien à l'ensemble G r ; les joueurs ( i ) et (—) joueront alterna
tivement. Désignons par Gr(m) l'ensemble des positions dans 
lesquelles il est possible au joueur ( i ) d'obtenir une position de la 

section supérieure A^.= { x j x^y j en m mouvements au plus. On 
vérifie immédiatement les relations 

B+G)(m) = r~B_G)(m — i)vB+Gy(m — i): 

B_Gr(m) = r^B+G^ (m — i )v B_Gy(#* — i). 

En additionnant membre à membre, il vient 

Gr(m) = ( iur + B + ur"B_)G r ( / / i —i). 

On obtient ainsi la relation 

Gr( m) = ( i u T+B+u r~B_)MAy. 

G» est l'ensemble des éléments qui appartiennent à Gy(m) pour au 
moins une valeur de l'entier m; on a donc, d'après la définition 
même de la limite supérieure d'une suite d'ensembles, 

G v = Lim ( iur + B 1 ur~B, ) m A > . 

THÉORÈME 2. — Dans un jeu à n personnes, après réduction 
modulo ( i ) , l'ensemble Gy des positions dans lequel ( i ) peut 
garantir y est donné par la formule 

Gy = sup(iur+B1ur~B.2)ocA>, 
a 

où a désigne un nombre ordinal transfini quelconque. 

On pose, suivant l'usage dans la théorie des nombres transfinîs, 

G,(o) = A,, 

Gv(/yi + i) = ( i u r + B + u r ' B _ ) G ) ( m ) 5 

Gj(*>) = G , , 
Gr(w + i) = ( i u r + B + u r B _ ) G r ( w ) , 

Si, pour un nombre ordinal transfini a, la position initiale appar
tient à G r ( a ) , on dira que la position y est garantie avec l'ordre a. 
Si par exemple ( i ) garantit y avec l'ordre 2&), cela signifiera qu'il 
existe un nombre m tel que si ( i ) joue bien, il pourra calculer avant 
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le /ttfeme mouvement un nombre m! pour obtenir alors une position 
plus favorable que y en m! mouvements au plus. G r est la réunion 
des ensembles de la forme G r ( a ) quand a parcourt 1' « ensemble » 
des nombres ordinaux, et l'on a bien la formule annoncée. 

COROLLAIRE. — On a 

G r =( iu r + B + ur"B_)G r . 

En effet, il suffit de montrer que 

•rer+B+G rur~B_G r entraîne xeGy, 

Si x € P B4 G}. on a 
YxcGynX+; 

il existe, d'après le théorème du choix, un nombre ordinal trans
fini <x tel que 

r^cG r (a)nX + , 

D'où 
^reG^a -hi)cG r . 

Si XGT B_G r, un raisonnement analogue aboutirait au même 
résultat; on a donc bien la formule annoncée. 

THÉORÈME 3 (Zermelo généralisé). — Dans un jeu de paiement 
(T, f, g) à deux joueurs on a les énoncés suivants équivalents . 

(A) Pour un nombre y, et si petit que soit le nombre e positif, 
il existe une stratégie <r\ permettant à (i) de garantir y — £, et 
une stratégie e\ permettant à (2) d'obtenir que le gain de (1) ne 
soit pas supérieur à y 4- £• 

(B) Quel que soit le nombre £ positif, il existe pour (1) et (2) 
deux stratégies u\ et <7°2 telles que 

/(*!, a?) - s ^ / ( a ï , a $ ) ^ / ( * ï , *,)-»"• ( a € S) . 

(C) Les deux quantités 

V = sup inf/(<rl5 cr2) et W = inf sup/(<Ji, <r2) 
O1! CT. <T3 (Tj 

sont égales. 


