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UN ASPECT DU CALCUL TENSORIEL

Par M. H. PAILLOUX.

INTRODUCTION.

L’introduction du Calcul fonctionnel en Mécanique permet I'emploi
de procédés systématiques. Il est possible de trouver un moyen régulier
et général pour la mise en équations de problemes pour lesquels,
pratiquement, on utilise actuellement une méthode pour chaque cas
particulier : systémes de Lagrange, fils, membranes, fluides, systémes
¢lastiques, assemblages divers de poutres, etc. L’emploi du Calcul
fonctionnel pour les systémes matériels dont la position dépend de
fonctions arbitraires, ainsi que I'exposé de la méthode, sont facilités
par P'utilisation des notations du Calcul tensoriel convenablement
adaptées, et par 'emploi de ses conventions d’écriture ; cet essai vise
4 montrer I'intéret et la pratique de telles méthodes. Nous avons été
conduit & introduire des indices muets qui correspondent i une
somme intégrale et non a la somme d’un nombre fini de termes.

Dans une premiére partie nous montrons que le Calcul tensoriel
classique, valable pour les espaces a r dimensions, peut étre étendu a
certains espaces fonctionnels &, en conservant formellement les
mémes relations. La différence profonde tient au rdle particulier des
indices muets. L’exposé, cependant, ne peut étre calqué exactement
sur celui du Calcul tensoriel classique, car on se heurte a une difficulté
essentielle, celle de la résolution de certaines équations intégrales. Ne
sachant les résoudre en général, c’est grice & un postulat que nous
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poursuivons I’étude. Ce postulat correspondrait a I’hypothese suivante
dans le cas d’un systéme de n équations linéaires a n inconnues : il
existe une solution ct une seule. Ce n’est pas le cas général, qui peut
comporter impossibilité ou indétermination, mais c’est le cas inté-
ressant en pratique. Il semble d’ailleurs que la nature de l'intégrale
et celle des fontions utilisées doivent étre congues trés largement,
pour retrouver le cas élémentaire du Calcul tensoriel classique. Il
semblerait nécessaire d’utiliser les distributions de L. Schwartz.

La notion de dérivée fonctionnelle et celle de gradient fonctionnel
s'introduisent immédiatement. Le déplacement parallele permet de
définir une dérivation covariante, et ces deux notions fondamentales
sont complétées par I'introduction d’une distance riemannienne.

Dans un deuxiéme chapitre on étudie les propriétés géométriques
des variétés de I'espace & considéré plus haut. Pour ses courbes on
définit les courbures et les vecteurs unitaires successifs. Pour ses
variétés a 2, 3, ... dimensions on définit le scalaire élément d’aire,
de volume, etc., ce qui donne lieu a quelques identités intéressantes.

L’intégration est abordée au troisidme chapitre par I'étude de la
circulation. La transformation d’intégrale curviligne en intégrale
double nécessite la définition assez délicate de Dorientation des
variétés. On peut passer de méme d’une intégrale double & une inté-
grale triple ; comme application, est introduit le tenseur de Riemann-
Christoffel.

La notion de géodésique au chapitre IV conduit & des équations
qui s’écrivent comme en Calcul tensoriel classique, mais il s'agit ici
ici d’équations fonctionnelles. En dehors des variétés a 1, 2, 3, ...
dimensions, l'espace & renferme des « surfaces » & 1, 2, 3,
dimensions représentatives de fonctionnelles constantes, et des
variétés W, intermédiaires, qui peuvent, par exemple, servir a se
représenter géométriquement I’ensemble des solutions d’une équation
aux dérivées partielles. Il s’introduit encore des variétés W repré-
sentant des fonctions vérifiant certaines conditions aux limites.
L’intersection d’'une W et d'une W représente la, ou les solutions de
Péquation aux dérivées partielles vérifiant les conditions aux limites.

Dans le chapitre V nous rétablissons assez succinctement les bases
classiques de la Mécanique analytique pour montrer1'usage et I'utilité
des considérations précédentes. La théorie de 'intégrale d’Hamilton
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est présentéc de maniére & pouvoir écrire des équations analogues a
celles de Lagrange (identiques comme écriture), et valables pour des
systémes dont la position dépend, avant toute considération dyna-
mique, d’un certain nombre de fonctions arbitraires que nous appelons
fonctions-paramétres. Des applications et développements de cette
partie ont été publiées aux Annales de I'Ecole Normale supérieure
(1952, fasc. IlI, p. 213-256) : Quelques applications du Calcul
fonctionnel a la Mécanique rationnelle.

C’est la diversité apparente de ces probleme de Mécanique qui nous
a conduit & essayer 'étude systématique des espaces &. En Mécanique,
se présentent en réalité, des espaces &,, produits de n espaces &. Ces
espaces correspondent & des systémes matériels dont la position
dépend de » fonctions-parametres. Il ne se présente pas de difficultés
supplémentaires pour leur étude, sauf celles qui proviennent de
Iécriture des indices. Le développement des équations de Lagrange
conduit & introduire un déplacement parallele dans I'espace &, ot il
convient de choisir une distance riemannienne. On trouve encore que
la dérivée covariante de la vitesse, par rapport au temps, de la quantité
de mouvement du systéme, est égale a la force, aprés avoir défini
convenablement chacun de ces termes, dans le cas d’un systéme
‘matériel holonome.

Le dernier chapitre contient quelques remarques dispersées au
sujet de 'équation intégrale qui domine cette étude.

Cet essai, présenté sans doute trop intuitivement, en fournissant
des exemples de problemes de Calcul fonctionnel, simples en théorie
mais alourdis par les détails de calcul, vise surtout & montrer I'intérét
de cette partic des Mathématiques pour le développement de certains
chapitres de Mécanique, et méme dc Physique mathématique.

Nous supposons du lecteur une connaissance suffisante du
Calcul tensoriel, telle qu'on peut I'avoir aprés lecture des premiers
chapitres des Ouvrage de L. Brillouin, les tenseurs en Mécanique et
élasticité (Masson) et A. Lichnerowicz, Algebre et Analyse linéaires
(Masson).

Dans un autrec Mémoire paru aux Annales de I'Ecole Normale
supérieure, (1953, fasc. I, p. 1-49) : Nouvelles applications du
Calcul fonctionnel a la Mécanique, nous donnons des exemples
d’applications du Calcul fonctionnel & de nombreux chapitres de la
Mécanique rationnelle ou appliquée.



4 H. PAILLOUX.

CHAPITRE 1.

CALCUL TENSORIEL ET CALCUL FONCTIONNEL.

Une des idées essentielles du Calcul tensoriel est de mettre en
évidence des grandeurs physiques dont la définition se conserve malgré
un changement de coordonnées. Par une précision du raisonnement,
on transforme la notion d’homogénéité qui, d’un pointde vue élémen-
taire, conduit aux équations de dimensions. Dans bien des problémes
de Physique, I'état d’un systéme ne peut étre décrit par un nombre
fini de termes, il est alors nécessaire d’introduire des fonctions en
nombre suffisant pour le caractériser. Il convient donc d’étudier le
Calcul tensoriel de ce nouveau point de vue ; I'introduction du Calcul
fonctionnel est alors indispensable.

Plus particuliérement, en ce qui nous concerne, nous avons été
amené a constater que lintroduction du Calcul fonctionnel en
Mécanique permettait de regrouper des méthodes disparates. On sait
que la méthode de Lagrange en Mécanique analytique permet déja un
pareil regroupement pour une certaine catégorie de systémes matériels,
ceux qui peuvent étre définis au moyen de parametres de Lagrange.
Grice au Calcul fonctionnel, on peut aborder des problémes nouveaux
concernant des systémes matériels dont la position dépend de fonctions
arbitraires. Ayant étudié des problemes variés de cette derniére
catégorie, nous avons constaté que dans certains cas les notations
tensorielles étaient trés pratiques, a condition de remplacer I'indice
entier de sommation par un indice continu. Nous nous proposons ici
d’exposer ces aspects du Calcul fonctionnel et du Calcul tensoriel,
indépendamment de toute considération mécanique, car ils nous ont
paru déborder le cadre de la Mécanique rationnelle et étre valables
pour d’autres chapitres dela Physique, tels que la Thermodynamique.

Nous serons amenés a ¢onstater, chemin faisant, que la plupart des
formules du Calcul tensoriel classique sont conservées formellement;
la différence, peu apparente, provenant du role joué par l'indice de
sommation. Il nous a paru plus profitable de conserver les notations
usuelles pour les variables, fonctions et sommations, d’o un
maniement aisé et des formules claires, que d’utiliser des notations
nouvelles et rébarbatives pour insister sur la nature de 1'élément
variable.
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Nous allons reprendre I'une aprés 'autres les différentes notions
introduites en Calcul tensoriel, dans ’ordre oi elles sont généralement
exposées, mais en y apportant les modifications nécessaires de présen-
tation. Nous constaterons que le développement de cette théorie est
constamment parallele a celui du Calcul tensoriel classique, dont nous
supposons que le lecteur connait les bases essentielles.

1. Notions fondamentales.

Domaine D. — Nous allons introduire constamment des points P,
Q,R,...,P, Py, ..., variant dans un méme domaine domaine D,
que nous noterons aussi Dp, Dg, Dy, ..., Dy, Dp, ..., suivant les
cas, ou Dy, Dy, ... si aucune confusion n’est possible.

Espace vectoriel affine. — Cet espace & est défini a 'aide d’un
certain nombre de postulats. Nous le définissons comme ensemble
ponctuel, lieu d’extrémités de vecteurs dont I'origine est a I'origine de
I'espace. A un point de vue que nous utiliserons aussi, cet espace est
un ensemble dont les éléments sont des fonctions définies dans le
domaine D. Disons dés maintenant qu’il ne s’agit pas forcément de
Pensemble de toutes ces fonctions.

Postulat fondamental. — Il existe des vecteurs de base dépendant

. . >
du point P variant dans D, tel que tout vecteur z appartenant a ’espace
affine & se metle d’une maniére et d'une seule sous la forme suivante :

> >
z = | xPep dr.
D

dr est 'élément de mesure du domaine D autour de P. Comme il est
inutile de supposer I'existence de longueurs, aires ou volumes dans
Pespace ou est plongé D, il est commode de dire que dr est une masse

élémentaire. On dit que z* est une composante du vecteur z. En fait,
c¢’est une fonction du point P, définie dans D, ¢’est-a-dire une fonction
des coordonnées de P dans D. Nous constaterons le gros avantage
qu’il y a 2 mettre le point P, dont dépend cette fonction, en indice.
Le postulat précédent est suggéré par les propriétés bien connues
des espaces vectoriels & 4 r dimensions, r étant un entier fini, fixé
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. . > .
une fois pour toutes. On sait que pour tout vecteur appartenant a
I'espace &, on peut trouver des composantes z* en nombre égalar,
d’une maniere unique, telles que

les &, 6tant par définition les vecteurs de base. On sait qu’il peut exister
des vecteurs que I'on ne peut pas mettre sous cette forme, on dit qu’ils
ne sont pas contenus dans &.. Comme nous n’avons pas ici la
possibilité de faire la réduction d’un vecteur donné pour savoir s'il
appartient ou non a4 &, nons prenons comme postulat unicité des
composantes, et nous nous bornons a I'étude des vecteurs qui sont
bien de cette forme.

Remarques. — 1. Nous n’avons pas précisé la nature de l'intégrale
ni celle des fonctions 2", Il faut admettre une représentation trés
souple, car si I'on veut représenter 'un des vecteurs de base 3,,, il est
nécessaire d’introduire une distribution de L. Schwartz pour y
parvenir. ’

II. Comme cas particulier du postulat fondamental, la relation

fszp dt=o0
D

entraine y*= o, identiquement. C’est une condition nécessaire et
suffisante que nous utiliserons a diverses reprises.

Changement du systéme de référence. — Proposons-nous de prendre
+ . .
de nouveaux vecteurs de base Eg, le point Q variant encore dans le

domaine D. Par hypothese, les Eg sont des vecteurs de notre espace
vectoriel. Ils possédent donc des composantes «f telles que I'on ait

- > >
EQ =f aa éep d‘tp.
Dy

Nous admettons qu’un tel changement de vecteurs de base est pos-
sible, c’est-d-dire que I'on peut représenter d'une maniére et d’'une

>
seule tout vecteur de 'espace affine a I'aide des E,, ct en particulier
tout vecteur de la premiére base :

>
gP =f pg EQ er.
DQ
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Une question importante est de rechercher les # connaissant les o.
Ne sachant résoudre ce probléme, nous admettons qu’il existe une
solution et une seule (définition d’un changement correct du systéme
de référence). Nous laissons entierement de c6té les cas d’impossibilité
ou d’indétermination. L’analogie avec le Calcul tensoriel ordinaire,
ou l'on dispose d’'un nombre fini de vecteurs de base, laisse supposer

. .. > >
que la résolution de I'équation intégrale en ep, ot les E, sont donnés,
est en général possible, sauf si une certaine relation fonctionnelle en «
est réalisée.

>
Si nous éliminons les E, entre les deux relations ci-dessus, nous
parvenons a l'identité suivante, valable pour chaque vecteur de base

- f f o8 9 By drqdrn.
/b,

On pourrait étre tenté d’effectuer d’abord l'intégration relative au
point Q, mais il se présente des difficultés dont nous indiquons la
nature au chapitre VI (§ 12).

Indices muets. — En Calcul tensoriel ordinaire, chaque vecteur
peut s’exprimer a 'aide de ses composantes de la maniére suivante

>
=k ey;

la sommation par rapport a I'indice &, dit muet, est sous-entendue.
Nous écrivons de méme ici, par analogie, et pour simplifier I'écriture
et les formules

> > = > > >
z = zPep, Eo= as ep, ep= BY Ey,

en sous-cntendant les sommations dans P'espace D quand elles se
présentent, une ou plusieurs fois. Grice a cette convention, presque
toutes les formules du Calcul tensoriel classique conservent leur
aspect. Le seul changement porte sur la nature de I'indice. Dans la
derniére relation du paragraphe précédent, on pourrait étre tenté
d’écrire bk
o s1
agﬁﬁ=8§= % 1 si PiR:

ce qui est incorrect. Il n’existe pas dé nombre df lorsque Q = R. On
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rencontre une entité analogue a la dérivée de I'échelon d’Heaviside.
Cependant cette relation conserve un sens symbolique qui peut rendre
service.

Nouvelles composante d’un vecteur i la suite d’'un changement de
vecteurs de base. — Soient z* les composantes d’un vecteur donné

. >
par rapport & un premier systéme de vecteurs de base e, et X2 par

>
rapport au nouveau systéme E? :

>
x =‘/‘.’L‘P—e>p d‘l’.’p:f XQ EQd‘EQ.
D, D,

. et . >
Dans le dernier membre, remplacons les E, en fonction des ep,

f xP 31. dtp =f f Xe aa _e>p drp drq.
D, n, D,

On peut encore écrire cette relation de la maniére snivante :

f (ml’— [ ala Xe d':Q> Zp drp= 0.
Dp

- IIQ

Une telle relation n’est possible, d’aprés les postulats, que si le

. > . .
coefficient de ep est identiquement nul :
.’tp=f aa Xe d‘CQ.
DQ

Ecrivons cette méme relation a I'aide d’indices muets, ainsi que la
formule donnant les X? en fonctions des 2®, relation que I'on obtien-
drait d’'une maniére entidrement analogue :

zP = as Xe, X0= figxp.

Ce sont bien les formules habituelles du Calcul tensoriel classique,
mais 'indice muet posséde un sens différent.
Eliminons X© entre ces deux relations :

zP =ff ap B 2R drg dry.
Dy Dp

Telle est I'identité valable pour toute fonction 2* permise. Elle montre
pourquoi, en un sens, 3} joue le role du symbole de Kronecker.
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A partir de maintenant nous écrirons fréquemment des relations

telles que celle qui précede, sous la forme suivante qui abrége le
symbolisme :

P =£ a§ B 2R drgu.

QR

C’est une écriture moins abrégée que la sommation par indices muets,
mais qui attire néanmoins I’attention sur les sommations a effectuer.

Tenseurs. — Un tenseur et son mode de variance peuvent main-
tenant se définir comme en Calcul tensoriel ordinaire, et par les
memes régles. Ainsi un vecteur covariant a ses composantes qui, par
définition, se modifient de la maniére suivante lors d’un changement
de base :

Ugp= OLB up=foc5 up dvp.
DP

De méme, pour le tenseur mixte du troisi¢me ordre :
R P P P B C TA
Thc=Ppofal thn,  %Gn= 1ok BQ BR The-

Algébre des tenseurs. — On établit, suivant les méthodes classiques
que la somme, le produit et le produit contracté définisscnt de
nouveaux tenseurs. Il s’introduit naturellement autant d’intégrations
dans le domaine D qu’il y a d’indices muets. Vérifions a titre d’exemple
qu’une contraction Q = P surle tenseur du troisiéme ordre ¢gy fournit
bien un vecteur ¢y covariant, En effet, soit vy = ¢} la grandeur définie
par contraction sur b, et V= T} l'autre grandeur définie d’une
maniére analogue sur le méme tenseur, aprés changement de base
vectorielle. Nous avons successivement :

A A QR A __(pA R,p _ R, __ R
Tnc=pp°‘3“3 7 Ve=The=(Bp of) of tfr = ot thg = o§ vr,

c’est-a-dire en définitive :

V(, = a% CR.

Ceci démontre que v¢ est bien un vecteur, tenseur covariant, puisque
C’est ainsi que doivent se modifier ses composantes lors d’'un chan-
gement de base.
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Produit scalaire. — Comme application de la multiplication
contractée, définissons le produit scalaire de deux vecteurs u®, ¢, de
variances opposées, comme étant le scalaire

s = uPop =fup vp dtp.
D

Vérifions a titre d’exercice qu'un changement de vecteurs de base
conserve la valeur de ce nombre. Les anciennes composantes des
vecteurs sont données en fonction des nouvelles par les formules
suivantes :
1P = fag UR drp, up=f{3,s, Vsdrs.
by

“'Dp

On en déduit la valeur du produit scalaire avec les nouvelles
composantes :
s= [ ok B3 UMVS dops.

b DPna

Or on a identiquement pour toute fonction permise

f of B8 UR drpp = US,

Dpr

Il en résulte que

s= [ US Vs des = US Vs = uP op,
v Ds -
ce qui prouve bien que le produil scalaire est un invariant.

2. La dérivation.

Dérivée fonctionnelle. — Jusqu’ici nous avons parlé du vecteur z,
fréquemment nous parlerons du point x. Cela revient toujours a
considérer I'ensemble des valeurs de la fonction z(P) dans le
domaine D. Ce dernier point de vue introduit un espace fonctionnel,
mais du point de vue Calcul tensoriel il vaut mieux considérer un
espace ponctuel dont les points ont une existence intangible. Ces points
ont une représentation analytique grice a leurs coordonnées z*. Mais
ces fonctions varient suivant le systéme de vecteurs de base adopté

. > . .
pour définir les vecteurs z. Il existe donc une différence entre
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I'espace &etles espaces fonctionnels que I'on considere habituellement
en Calcul fonctionnel.

Si a chaque point 2 on attache un nombre, ce nombre est dit unc
JSonctionnelle de z ou 2(P). Nous le notons f(z®) par analogie avec
les fonctions d’une variable.

Donnons maintenant la définition de la dérivée fonctionnelle. Dans
un petit domaine de masse At entourant le point P donné, modifions
la fonction 2* donnée d’une quantité constante Az?, 2* étant inchangée
dans D — Az. Soit Af l'accroissement de la fonctionnelle.

g . _ Af
8§l existe une limite pour le rapport z—— lorsque Az® tend

vers zéro, et qu'indépendamment, At tend aussi vers zéro dans
toutes ses dimensions, et si la limite est unique, nous dirons que
la limite est la dérivée fonctionnelle de f par rapport & la fonc-

. . 9
tion z, au point P. Nous la notons ()—xf;-

Différentielle d’une fonctionnelle. — Le point z étant fixe dans
I'espace &, ou ce quirevient au méme, la fonction 2* restant inchangée,
donnons-lui un accroissement Az® qui varie avec chaque point P.
Marquons différents points P dans D, suffisamment rapprochés. Par-
tageons le domaine D en petits domaines Az entourant chaque point
P, la réunion de ces domaines partiels représentant D. Remplagons
la variation vraie de 2 en un point quelconque de D par la va-
riation de z® au point P attaché au petit domaine qui contient
le point actuellement considéré. (Il y a ambiguité pour les points
frontiéres des domaines Ar; mais ils n’interviennent pas dans la valeur
del'intégrale que nous allons définir. On pourrait d’ailleurs les ranger
arbitrairement parmi les points qui appartiennent a un seul des
domaines dont ils sont la frontiére. ) Faisons maintenant la somme de
toutes ces variatians, ¢’est-a-dire

IV A

Augmentons maintenant indéfiniment le nombre des points P, en
supposant que chaque domaine At tende vers zéro dans toutes ses
dimensions. Si la somme précédente posséde une limite unique, nous
dirons que c’est la différentielle de la fonctionnelle f(2*). Cette
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dé¢finition donne la valeur de la limite, quand la fonctionnelle est
dérivable :

J
o = L d_xfpw dep.

Gradient fonctionnel. — La différentielle se présente sous la forme
d’un produit scalaire, celui du vecteur é2® par le vecteur de compo-
santes

up = ;);;T’ .

Ce vecteur est appelé le gradient fonctionnel de la fonctionnelle au
point z. Ce qui distingue le gradient fonctionnel de la dérivée fonction-
nelle c’est que, pour la dérivée fonctionnelle, la fonction z* et le
point P ont été choisis une fois pour toutes, tandis que le gradient
fonctionnel est le vecteur qui représente 'ensemble des valeurs de la
dérivée fonctionnelle, au méme point z, quel que soit P. On a donc
la méme distinction qu’en Analyse ordinaire entre la dérivée par-
tielle 17, etle gradient de f(z, ¥, z), vecteur dont les trois composantes
sont £, £, f.

Nous pouvons dorénavant écrire la différentielle sous la forme
tensorielle suivante

. /)
8f = up d2P = ;ﬁ,-ax?.

Le gradient est donc un vecteur covariant puisque son produit con-
tracté par le vecteur contravariant dz" est un invariant, un scalaire.

En fait, les différentielles fonctionnelles comportent fréquemment,
outre un terme défini par une intégrale portant sur le domaine D, des
termes intégraux définis sur des variétés frontieres. En ces pointsil
n’existe pas de dérivée fonctionnelle au sens précédent. Il semblerait
intéressant d’introduire des distributions de dérivées fonctionnelles,
au sens de L. Schwartz pour conserver aux formules ci-dessus leur
aspect général et leur commodité.

En résumé, chaque point z de I'espace & caractérise une fonction.
En ce point on peut définir un vecteur covariant ou contravariant up
ou ¢¢ comme représentant une fonctionnelle qui dépend, en outre, du
point P. Un tenseur du second ordre, upg, uf, u*?, défini en chaque
point z est une fonctionnelle de 2 qui dépend en outre explicitement
de deux points P et Q. On généralise aisément ces considérations.






