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LE CALCUL SYMBOLIQUE A DEUX VARIABLES
ET SES APPLICATIONS

PAR

L. POLI
Professeur & la Faculté libre des Sciences de Lyon

ET

P. DELERUE

Professeur A la Faculté libre des Sciences de Lille

—— O G——

INTRODUCTION.

On trouve des essais de Calcul symbolique chez de nombreux
auteurs anciens. Sans parler des pressentiments de Leibnitz, des
tentatives de Lagrange ou Laplace, du Mémoire posthume d’Abel sur
les fonctions déterminantes, nous citerons avant tout, parce qu’ils
sont moins connus, les travaux de Brisson. Un Mémoire inséré an
XIV* Cahier de PEcole Polytechnique est bien trop formel et trop
général pour étre utilisable, mais les proeédés du calcul opérationnel
Y sont clairement en germe, et appliqués aux équations aux dérivées
partielles d’ordre quelconque 4 n variables. Brisson présenta aussi a
I'’Académie des Sciences des rapports que nous n’avens plus, mais
dont Cauchy comprit I'importance. On trouvera dans ses OEuvres [1]
une longue étude qui couvre déja le champ des applications modernes
du Caleul symbolique & n variables. On y trouve « Pexpansion-
théorem » avec le cas des racines égales, I'emploi de Pintégrale de
Fourier, des applications aux équations aux dérivées partielles
d’ordre quelconque, ete.
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Le xix® sidcle vit de nombreux essais de calcul opérationnel, et
souvent A plusieurs variables. On trouvera dans Stephens [2],
McLachlan [3], Pincherle [4] ou I’Encyclopédie des Sciences
mathématiques [B] une bibliographie abondante. On sait que
Heaviside a retrouvé pour son compte le calcul opérationnel et en a
tiré des résultats techniques exceptionnellement brillants, mais sans
justification autre que leur succds expérimental [6], tandis que
Carson, par 'emploi de la transformation de Laplace, donnait a cette
théorie la base solide qui lui manquait [7]. Il faut remarquer ici que
le calcul opérationnel de Heaviside, et le calcul symbolique de
Carson, ne se recouvrent que partiellement. S’il n’est pas douteux
que pour leur partie commune, le calcul de Carson ne soit nettement
préférable, (voir les réflexions d’ailleurs trop sévéres de Doestch [8]),
reste que le calcul d’Heaviside est heaucoup plus large, utilise des
opérateurs ne relevant pas de la transformation de Laplace, et obtient
avec eux d’intéressants résultats [9].

Carson se limitait a une seule variable. L'idée a da naitre trés tot
de généraliser a plusieurs. Nous avons souligné les difficultés rencon-
trées [10]. Sauf une courte Note de Van der Pol et Nyssens [11]
(et qui traite d'un calcul simultané, c’est-a-dire de deux fonctions a
une variable, plutdt que d’une fonction a deux) le premier essai de
transformation de Laplace 4 deux variables appliqué au calcul symbo-
lique nous semble la Note de M. P. Humbert en 1934 aux Comptes
rendus, suivie en 1936 d’un exposé plus étendu paru aux Annales de
la Société Scientifique de Bruxelles [12].

Des applications aux polynomes de Laguerre par Koschmieder[13]
et aux fonctions hypergéoméiriques confluentes par Erdelyi [14]
précéderent la thése de Voelker [15] et les travaux de Picone [16]
principalement consacrés aux équations aux dérivées partielles. Le
travail fondamental pour assurer les bases nous semble le Mémoire
d’Amerio [17] auquel nous nous référerons souvent. Il utilise P'inté-
grale de Lebesgue, tandis que D. L. Bernstein a donné les principes
pour 'emploi de P'intégrale de Stieljes [18].

Depuis, Bose [19] a retrouvé de fagon indépendante, et complété
de nombreux résultats déja connus, y ajoutant de nouveaux théorémes.
Voelker et Doetsch ont publié une importante monographie [20];
aprés avoir repris sommairement, mais avec rigueur, les fondements,
ils exposent longuement la théorie des équations aux dérivées par-
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tielles, Leur livre contient une liste abondante de régles opéra-
tionnelles et de correspondances qui en fait un outil trés précieux
pour les chercheurs et pour les techniciens.

M. Villat a exposé en Sorbonne, dans un cours qui sera sans doute
polycopié, cette méme application aux équations, aux dérivées
partielles (et a I'’hydrodynamique). Et M. Carstoiu a indiqué des
applications [21]. On trouvera dans la thése de M. P. Delerue [22]
de nombreuses correspondances nouvelles, et des applications variées
aux fonctions de type hypergéométrique et spécialement hyper-
besseliennes. Toir aussi dans Bremmer et Van der Pol [47], le
chapitre XVI.

Varma, généralisant la transformation de Laplace, a étudié la
correspondance

= _1
?(P)=p ) (2p2)  Wem(z pa)f(@)da,
0
ot Wy, est la fonction de Whittaker. Si k= %, m=-
retrouve l'intégrale de Laplace puisque
1
(2px) *W, ,(2px)= eP=,
TET
Bose a étendu a deux variables la correspondance de Varma en posant
@(p; 93=qu f (2pz) *(2qy) *Wim@p2)Wem(29y)f (@, y)dzdy.
0 0
Les résultats qu’il a obtenus donnent en y faisant

’

k=k,=m=m=

-

des propriétés du calcul symbolique a deux variables.

Des chaines de transformations et des applications diverses ont été
obtenues par d’autres mathématiciens des Indes : MM. Mitra, Sharma,
Chakrabarty, Srivastava.

M"¢ Delavault utilisant des transformations qui sont de Laplace
pour une variable, de Fourier ou de Hinkel pour les autres variables,
a résolu deux problemes de la théorie de la chaleur.

Elle a posé

o -+ @
elu, ¢, w) =f e—ut [ Ql}f ellve+wy) f(t, z, y)dz dy] dt,
0 Y —a0

ou

2w )= [ [ emayln(or)f y) dudy.
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Nous supposerons le lecteur au courant du calcul symbolique &
une variable. On pourra consulter le fascicule GV de ce Mémorial [ 23 ]
ou I'un des nombreux traités parus ces derniéres années [24].

CHAPITRE 1.

TRANSFORMATION DE LAPLACE A DEUX VARIABLES,

1. Définition. — La transformation de Laplace, déja utilisée par
Euler en 1737, fait correspondre a une fonction F(z) la nouvelle
fonction

¢(p) = £[F(z)] =fwe—m F(s)ds.

L’extension formelle a deux (ou 7 variables) est évidemment immé-
diate. On posera

?(p» q)=fmf‘me—m—th(s, t)ds dt
qu’on notera
¢(py ) = L[F (=, y)].

11 pourrait méme sembler, a premiere vue, qu’il n’y a la aucune idée
nouvelle, une simple généralisation sans intérét, ne demandant que
des complications d’écriture. Contrairement a cette premiére impres-
sion, on verra que le calcul a deux variables est plus riche et plus
varié qu'a une seule : I'étude des quadriques n’est pas une simple
doublure de celle des coniques.

On sait bien d’ailleurs que tout ne va pas de soi quand on passe
d’une a plusieurs variables dans l'intégrale de Cauchy-Riemann.
Les conditions de validité, de continuité, le champ d’application, se
posent de facon treés différente.

2. Image de Carson. — Par analogie avec ce qu’a fait Carson dans
le cas d’une variable, nous modifierons légérement la définition
précédente et poserons

I py=pa [ [ ereatF(s, ndsas,
0 0
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ce qu'on écrit symboliquement
S 9)cF (2, y)
S (p, q) s'appelle I'image; F(z, y) l'original.
Donnons quelques exemples :

a. Il est d’abord évident que si I'on connait en calcul symbolique
a une variable (nous dirons : en CS;) les images :

Fi(x)bfi(p)y
Fa(z)ofe(p),

I'image de F(z, y) =F.(z)Fa(y) sera en calcul a deux variables
(nous dirons en CS,)

S y=p [ e Fiydsg [ et Fu(nyde=fi(p)f(9).

B. Tout spécialement

A LR S
Mi+m) T(1+n) = pm gn

(metn>—i).

. Cherchons a présent 'image de

_ .Z‘“yb
. F(x"y)_(.z'+y)c
L’intégrale
_ ® o - S“tb
f(qu)—P9[ _[ epsq(s+t)cdsdt
se calcule directement avec le changement de variables
s+t=u, ;: V.
On trouve
zeyb Fa+)rb+1)T(a+b+2—c) . P—q
(z+y)¥ T(a~+b+2)gb—cpe 2Fi( e a+15a+b+2; P )

La réponse ne semble pas symétrique en (p, @) et (g, b). La trans-
formation d’Euler suffit & montrer qu’elle I'est. Les conditions de
validité sonta >—1,b>—1,c<<a-+ b+ 2.

En particulier on a
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On passe immédiatement de la définition de Carson a celle de
Laplace, et Pimportance du choix de I'une ou de l'autre n’est pas
trés considérable.

Nous garderons plutét 'expression de Carson; c’est la plus usuelle
chez les électrotechniciens car elle conserve les notations et les
formules du calcul opérationnel d’Heaviside. Et de plus, a cause de
la correspondance

1 xm‘y"
c
prgr ~ T'(m—+1)T(n+1)

une fonction homogene de degré n en x et y, aura pour image une
fonction homogéne de méme degré%et ;— Tout spécialement une

constante est sa propre image, et I'on pourra ajouter une méme
constante aux deux membres d’une égalité symbolique.

3. Notations. — Nous représentons ordinairement par z et y les
variables de l'original; par p et g celles de I'image; il n’y aura donc
aucune confusion a craindre entre I'image totale

JS(p, ¢)<F (=, y),
pour représenter

S(p q)=quwfne—ps—th(s, dsde
[ [}

et les images partielles

f1(pr 7)< F (2, ),
ou

Si(=, @) <F (=, y),
ol la transformation serait faite par rapport a une seule des variables;
c’est-a-dire
Ji(p, 7) =p‘[me*l” F(s, y)ds,
ou bien

Je(2, q) =qfne—ql F(z, t)dt.

Pour qu'il n’y ait pas d’ambiguité, quand nous emploierons la
transformée de Laplace de la fonction F (z, y) nous la noterons ¢ (p, ¢);
quand il s’agira de I'image de Carson, elle sera notée f(p, ¢). S'il y
a plusieurs fonctions nous les appellerons F,(z, y) et leurs images
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seront fi(p, ¢)- Quand nous devrons employer d’autres lettres, nous
préciserons chaque fois.

4. Remarques sur l’emploi de Vintégrale de Cauchy-Riemann. —
D¢finir I'image par une intégrale de Cauchy-Riemann souléve un
certain nombre de difficultés; certaines se rencontrent déja en GS;.

A. Heaviside écrit quel que soit m

me T
pc I‘(I+m).

Or si m < —1, l'intégrale correspondante diverge. En particulier
si m=—1, p serait 'image de ce que les physiciens appellent
aujourd’hui fonction impulsive, ou fonction de Dirac, et qu'Heaviside
considérait comme une sorte de dérivée de sa fonction-unité

U(z)=o0 si z<o et U(z)=1 si >o.

Avec l'intégrale de Cauchy-Riemann ce concept estinacceptable.
On retrouve cette difficulté en CS, si 'on veut écrire pour tout m, n

mm.yﬂ.
G+m)T(+n)

p—m q—n (< l‘

B. La transformation de Laplace n’est pas une transformation
continue. Si I'on a, avec un paramétre a

S(p, a)cF(z, o)
on n’en déduit pas en général
lim f(p, 2)c lim F(z, «).
>0, o>

Ceci équivaudrait 4 un passage a la limite sous le signe somme, et ce
passage est incorrect avec une intégrale de Cauchy. Et il faudra des
précautions pour dériver ou intégrer par rapport 4 un paramatre une
égalité symbolique.

On retrouve une difficulté analogue pour prendre terme a terme
Iimage d’une série.

C. Voici maintenant une difficulté qui n’existe pas en CS,;.

- l
Si I'intégrale f e F(s)ds converge, l'intégrale f e F(s)ds

L] []
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est bornée quel que soit 1> 0. Ceci n’est plus exact pour les inté-
grales doubles, et pour édifier le Ss; la convergence simple de
lintégrale ne suffira pas. Et nous serons amenés & supposer la conver-
gence absolue.

D’autant plus qu’une intégrale double f ) f T eregt F(s, t)dsdt
o

0
non absolument convergente est une somme qui dépend de I'ordre

dans lequel on fait les sommations (et dépend donc des variables
choisies). Et cela entraine, vu surtout l'infinité du champ d’intégra-
tion, des difficultés sérieuses. Ainsi renverser I'ordre des intégrations
peut n’étre pas légitime ; l'intégration double de Laplace peut exister
sans que les intégrales itérées existent. Ou, si I'on préfere, une
fonction peut avoir une image en z et y, el n’avoir pas pourtant
d’'image en z pour certaines valeurs de y, ce qui empécherait de
prendre I'image en deux fois, d’abord par rapport a 2 puis par rapport
ay.
Par exemple P'intégrale double

qu f e—ps—-qtd',dt
s+ 1

Pq

existe; on a vu plus haut sa valeur Log Z mais —— n’a pas
pP—9 p Ly

d’image en z pour y = o.
5. Solution de certaines de ces difficultés. — A. Appel a l'inté-
grale de Stieltjes. — Si au lieu de l'intégrale de Gauchy on utilise

uneintégrale de Stieltjes, généralisantainsile procédé que Widder [24]
a utilisé systématiquement pour le calcul 4 une variable, on posera

s y=paf [ er-tdideH(s, ).
0 0

Si H(s, ¢) est deux fois dérivable, on aura

ded/H(s, 1) = ‘.’_H—dsdz F(s, t)dsdt

et I'on retrouvera une intégrale ordinaire. Mais si H(s, ¢) n’est pas
deux fois dérivable on aura une généralisation intéressante.

D. Bernstein ’a utilisée, et a donné les théorémes fondamentaux
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de cette transformation [18]. Ce procédé a d’abord l'avantage de
justifier I'utilisation de la fonction de Dirac; si, pour nous borner &
une variable, H(z) est la fonction unité d’Heaviside U(z), 'image

p‘f‘e—ﬁf dU(s)
0

existe et est égale & p. Nous avons donc ici une base rigoureuse pour
justifier 'emploi de la fonction de Dirac [qui d’ailleurs est impro-
prement appelée « fonction »; c’est en réalité une distribution].
Notons ici que la correspondance générale
zm yn
F(t+m)ra+n)

p—'ll q——ll C

peut se justifier, quels que soient m et n, de trois fagons; avec le
concept de dérivation fractionnaire [29]; avec celui de partie finie
d’intégrale [33]; avec celui de distribution [25]. On pourrait dire
aussi que la justification s’opére en changeant, dans la formule
d’intégration complexe que nous rappellerons plus loin, le chemin
sur lequel on intégre. McLachlan a longuement expliqué ce procédé
pour le GS, [3]. Mais I'utilisation de l'intégrale de Stieltjes présente
un autre avantage plus important pour le théoricien; si I'on prend
pour H(x, y) une fonction & sauts (constante par intervalles), on
trouvera pour f(p, ¢) une série double de Dirichlet dont la théorie
apparait ainsi comme un cas particulier des transformées de Laplace ;
et il arrive souvent que l'intégrale, convergeant dans un domaine
plus étendu que la série, en fournit le prolongement analytique.

B. Appel a U'intégrale de Lebesgue. — On a proposé aussi
d’utiliser I'intégrale de Lebesgue. Voici quelques raisons pour cela.
On peut passer a la limite sous le signe somme. Sil'on a

F(z, y, a)>f(p, ¢, ¢)

et si la fonction F (2, y, a) reste inférieure a une fonction H(z, y)
ayant elle-méme une image, I'existence de lim F (#, y, «) impliquera
e
celle de son image lim f(p, ¢, «).
2 >0,

De plus le théoréme de Fubini sur les intégrales itérées, et 'inver-
sion de l'ordre des intégrations, nous permettra d’affirmer que
Vexistence de l'image de F(z, y) implique l'existence « presque



io L. POLI BT P. DELERUE,

partout » de l'intégrale itérée correspondante; celd veut dire qu’il
existera une fonction F,(z, y) équivalente a F(x, y) et donc ayant
méme image, telle qu'on obtienne cette image en prenant successi-
vement les images en z puis en y (ou inversement).

Rappelons qu’on appelle fonctions « équivalentes » deux fonctions
qui ne different que sur un ensemble de mesure nulle; si 'une est
intégrable au sens de Lebesgue, I'autre aussi; et les deux intégrales
sont égales.

C. Nous n’emploierons cependant dans ce fascicule ni I'intégrale
de Stieltjes, ni celle de Lebesgue. Le recours a ce type d’intégrale
s'imposerait si le CS, n’était souvent utilisé par des techniciens. Or,
comme le remarquait Giorgi, la physique ignore les fonctions définies
sur un ensemble de mesure nulle. Le mathématicien cherche les
conditions les plus larges de validité d’un théoréme, avec le minimum
d’hypotheses. Le physicien et le technicien ne s’inquiétent gueére de
savoir sil'on arétréci plus qu’il ne serait nécessaire les conditions de
départ. Il demande seulement que les hypothéses soient vérifiées pour
les fonctions qu’il utilise d’ordinaire, ou en tout cas qu’on lui précise
un domaine ou il sera sir d’opérer légitimement. L’intégrale de
Lebesgue lui semblerait une complication inutile.

D. Nous ferons donc dans cet exposé I’hypothese suivante :
Nous supposerons l'intégrale

f fwe—PS—llfF(s, t)dsdt
o o

absolument convergente pour un couple de valeur (po, ¢o).
On en déduit qu'il existera une constante M telle que

! m
poqof f e Ps—qt | F(s, t)|dsdt < M,
0 0

pour tout / et m positifs.

Nous verrons qu’on peut alors obtenir I'image f(p, ¢) en prenant
successivement l'image en x puis en y, 2 condition que I'image
intermédiaire existe.

Une difficulté subsistera cependant; on ne pourra pas affirmer que
V'existence de hm F(.z', ¥, «) implique celle de hm S(p, g, ). On

pourra seulement si on a constaté existence des deux limites,
affirmer que la seconde est 'image de la premitre.
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6. Linéarité de la transformation. — Si I'on a
Jilp, )<Fu(z, y)  (E=1,2)
on aura avec des constantés C; quelconques
Cif1(ps @) + Cafa(py 2) € CiFi (2, ¥) + CaFa(2, ).

On peut ajouter des égalités symbolique en nombre fini, et les
multiplier par des constantes. On est conduit a penser qu’il en résulte
quon peut intégrer ou différencier par rapport 4 un paramétre une
égalité symbolique; ou encore, ajoutant les égalités symboliques
correspondant a chaque terme d’une série convergente, prendre son
image terme & terme. Pour les raisons que nous avons indiquées il
n’en est pas ainsi dans le cas général.

Mais nous avons supposé qu’on pouvait prendre successivement
les images en z puis en y; les conditions connues pour le CS;
permettront de préciser pour le GS; des conditions suffisantes.

A. Intégration par rapport & un paramétre. — Le probléme
est facile ici avec nos hypothéses.

Soit F(z, y, 2)>fi(p, ¥, «)>f(p. ¢, «) en explicitant 'image
intermédiaire. 11 suffit d’appliquer aux deux égalités symboliques les
résultats que nous avons établis pour le CS, [48] pour conclure.

On peut intégrer dans l'intervalle a << a << b 'égalité symbolique

f(p, ¢, )cF(z, ¥, 2),

b
si 'intégrale j |F (2, y, )| da existe et a une image en (z, ¥).
a

B. Dérivation par rapport & un paramétre. — Un raisonnement
analogue vaudra pour la dérivation par rapport a o de la méme égalité
symbolique.

Il suffira qu’on puisse trouver une fonction positive H(z, y) ayunt
une image, et telle que

IF (z, y, @)

g™ < H(z, y)

au moins pour z et y assez grands. On emploiera avantageusement
pour H(z, ¥) une exponentielle A em#+7r qui existe évidemment

si 3; a une image répondant a nos hypotheses de (5, D).



12 L. POL1 ET P. DELERUE.

C. Image terme & terme d’une série. — Prendre I'image terme
4 terme, revient 4 une intégration terme a terme. Il faut donc évi-
demment la convergence uniforme de la série. 4 prior:, elle ne suffit
pas puisqu’on intégre dans un champ infini.

a. Un théortme de Hardy montre qu’elle suffit pour les séries
entiéres. « Si la série y:ZA,zT converge dans tout le plan, on

peut Uintégrer terme a terme aprés multiplication par e==» [38].
Le théoréme reste valide en CS,.

B. Plus généralement :

1° Si la série Um »{Z, ¥) converge uniformément pour tout
T, Y (3 P

m n

et y finis;
2° Si chaque | #pm, (2, y)| a une image convergente dans un demi-
plan fixe p > po, ¢ > qo;
3° Et si la série ¥ i me""'s‘“’"‘ Um,n(s,t)| ds dt converge
2200 |mn(s 9)| ge,

m n

on peut intégrer et donc prendre 'image terme & terme dans ce méme
demi-plan.

v. Pour la transformation inverse, on peut étendre & deux variables
un résultat de Doetsch [24, p. 3053 ].

1° Si la série f(p, q) :Z zf,,,,,,(p, g) converge absolument;

2° Si les originaux Fp »(2, ) D fin,n(p, ¢) sont tels que la série
2 Zf f e | Frn(s, t)|dsdt converge uniformément.
0 0

n

Alors la série des originaux ZZFM'"(x’ ¥) converge presque

m n

partout vers une fonction F(z, y) qui est I'original de f(p, ¢).

7. Existence de l'image. Théoréme d’Amerio. — Nous partons
d’une fonction F(z, y) de variable réelle, absolument intégrable
dans tout domaine fini

o<r<X, o<y<yY

et telle qu'il existe un couple de valeurs (po, ¢o) réelles ou non,
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rendant convergente I'intégrale

fufxc—llo-‘-qul]F(s, ¢)| ds dt.

Daas ces conditions :

1° La transformée de Laplace de F(z, y) existe pour tout couple

(P, q) tel que
Rp>QRps, Rg>Ryqo,

R désignant comme d’usage la partie réelle;

2° Elle est uniformément convergente si Rp et Rgq tendent vers
'infini;

3° La transformée a des dérivées en p et g de tous les ordres; on

peut dériver sous le signe f . Dans les demi-plans

Rp>Rp,, Rg>Raqy

cette transformée est une fonction analytique;
4° On peut remplacer l'intégrale double par une intégrale itérée,

c’est-a-dire que pour avoir 'image f(p, ¢) on peut calculer d’abord
Pimage en z (ol y joue le réle de parametre)

F(z, y)oFi(p, )
puis I'image de F, par rapporta y, p 4 son tour étant un paramétre
Fi(p, y)2/(p, 9)-

On pourrait aussi opérer dans 'ordre inverse.
Comme nous l'avons souligné, la quatridme partie du théoréme
suppose I'existence de I'image intermédiaire F,(p, y). L’'emploi de

I'intégrale de Lebesgue permettrait justement d’affirmer cette
existence.

Le principe de la démonstration est évident puisqu’on peut écrire

f f e—ps—9t F(s, t) ds dt
L] Q

< f‘ fm | e~p—pds~g—qie || e Pos—0of F (s, £) | ds dlt
[ []

é[n‘/om[e—Pv'—%tF(s, t)dsdel.
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Mais le détail est long; et nous renverrons le lecteur & Amerio (17)
a qui est du le théor2me.

8. Domaine de convergence. — On aura donc une ou plusieurs
paires (po, qo) d’abscisses associées, telles que l'intégrale converge
dans les demi-plans R p > R py, R g > Rgo comme, pour une série
double, on a des paires de rayons de convergence associées.

Bornons-nous pour l'instant aux valeurs réelles de (p, ¢), ce qui

q iv
I

55—
<

Y
Fig. 1.

ne sera pas une restriction d’apres les inégalités ci-dessus, et nous
permettra de considérer (p, ¢) comme les coordonnées d’un point
d’un plan rapporté aux axes pogq.

S’il y a convergence en un point A(po, go) de ce plan, il y aura
convergence dans tout le quadrant XAY.

S’il y a divergence en B, il y a divergence dans tout le qua-
drant X, BY;.

Sur une droite A faisant avec OP un angle aigu, par exemple une
paralléle a la premiére bissectrice, il y aura des points de conver-
gence et des points de divergence puisque A pénetre dans les deux
quadrants XAY et X,BY,. Et comme tout point 4 droite d’un point
de convergence est lui-méme point de convergence, et tout point a
gauche d'un point de divergence est aussi point de divergence, it






