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GEOMETRIE DE SITUATION <7

ET JEUX

Par M. A. SAINTE-LAGUE

——— O ———

INTRODUCTION.

1. Géométrie de situation. — La Géomélrie de situation, ou
Topologie, est une science relativement moderne. Quoique Euler s’en
soit occupé et que, sous lc nom de « récréations mathématiques »,
on trouve des études beaucoup plus anciennes, en fait il n’y a pas
plus d’un siécle qu’elle a provoqué des travaux mathématiques un peu
importanys. Les difficultés que l'on y rencontre a chaque pas sont
souvent insurmontables. C'est qu’en effct la géométrie de situation
joue par rapport a la géométrie le méme role que la théorie des
nombres par rapport a I'algébre [16], avec cette aggravation que la
géométrie pure ne disposant pas, autant que I'algébre, de ce puissant
moyen de recherche qu’est le calcul, la géométrie de situation se
trouve, plus encore que la théorie des nombres, privée de méthodes
générales.

Dans le Mémorial des Sciences mathématiques un premier fasci-
cule (n® XVIHI: les Réseaux ou Graphes) [1].] a déja é1é consacré a
la géométrie de situation. Celui-ci vient le compléter, quoique les
deux puissent étre considérés comme complétement indépendants.

Dans le premier fascicule nous avons traité les questions plus par-
ticuliérement théoriques, réservant pour celui-cilesapplications. C'est
pourquoi on trouvera ici, a coté de I'importante question du coloriage
des cartes, 'étude de quelques récréations mathématiques et de
ceux des jeux, appelés parfois jeux de situation ou jeuz de position
qui font intervenir la disposition relative dans le plan ou dans I’espace
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2 A. SAINTE LAGUE.

de pi¢ces mobiles. Nous exclurons par contre de cette étude les Jjeux
de probabilité, dans lesquels, comme pour les jeus de cartes, le calcul
des probabilités intervient a chaque instant.

2. Un autre caractére distingue les deux fascicules. L'étude des
réseaux ne se préoccupe ue des connexions entre divers éléments pour
lesquels on se demande s’ils sont ou non associés entre eux. tandis
que la géométrice de situation fait intervenir souvent des notions plus
complexes. C'est ainsi que dans le coloriage des cartes, a c61é de la
considération des régions adjacentes, s’introduisent des conditions
nouvelles, puisque toute liste de connexions d’éléments deux & deux
ne correspond pas forcément & une carte possible, et c’est pourquoi
la situation respeclive des éléments joue ici un role dont il n’y avait
pas I'équivalent dans les questions déja traitées par les réseaux.

Dans le présent fascicule, nous aurions pu considérer un grand
nombre de questions souvent trés ardues que I'on rencontre dans les
volumes de récréations mathématiques. Quelques-unes, comme les
carrés magiques ou le probléme des 36 officiers d’Euler, apparticnnent,
il est vrai, a Parithmétique supérieure, mais certaines aulres se rat-
tacheraient asscz directement a la géométrie de situation. Citons a
tie d’exemple le nombre de fagons de découper un polygone en
triangles [12, 17, 29]. Le pavage du plan avec des polygones régu-
liers [17, 22, 28, 29|, le pliage du papier [12, 29, 31 ], le découpage
de rectangles en rectangles semblables [8], celui du pentagone
régulier en morccaux qui, assemblés différemment, donnent un
carré [ 12, 29] et autres problémes ou « casse-létes » analogues, ou
encore des problémes tels que le suivant qui n’admet qu’une solution :
grouper autour d’un rectangle de dimensions 41 >< 1 des carrés a
cotés tous différents de fagon a former au total un carré [12]. Nous
avons écarlé la plupart de ces questions d’abord pour nous restreindre,
mais aussi parce qu’elles comportent souvent une idée de mesure qui
nous éloigne un peu de la géométrie de situation.

3. Plan adopté. — Une moitié environ du présent volume est con-
sacrée a la trés importante question du théoréme des quatre couleurs
ou probléme de la carte, autour de laquelle se sont groupés d’im-
portants (ravaux. A ces questions on peut en rattacher quelques
autres telles que le probléme des aspects soulevé par Laisanl ou celle
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du jeuw de Hamilton, qui cependant sera mieux a sa place dans les
jeux de position.

La deuxiéme moitié du volume concerne les récréations mathéma-
tiques el les jeux de situation. Nous avons commencé par les jeux
que Pon peut appeler linéaires ou circulaires, jeux dans lesquels
on étudic les dispositions d’objets, identiques ou non, entre lesquels
des échanges peuvent étre faits.

Nous avons achesé cette étude par celle des jew.r plans en appelant’
ainsi ceux qui, comme les dames, le go-bang, etc., font intervenir
I'emploi de deux dimensions. Quant aux quclques jeuzr spatiaux
que nous aurons a considérer, ils se raménent praliquement a des
jeux plans.

I. — REGIONS.

4. Régions. — L’étude des régions formées dans lc¢ plan ou dans
I'espace est une imporiante question de Géoméirie de situation qui
est a la base du probléme des quatre couleurs. A un point de vue
un peu pariiculier, Lucas [44] considérc un sysiéme simple de
p droites dont deux ne soient jamais paralléles ni Lrois concourantes.
[l y a S points de concours ou sommets, A segmenis ou arétes dont
« finies et a infinies, I' régions ou faces dont f finies ct ¢ infinies.
On a

S=P_(P_—_'I, A=) FopPtrr=,
5 "

Ceci v’étend a des groupes de droites paralléles ou concourantes
en appclant Gy le nombre de groupes de K droites paralléles et Sy le
nombre des points de concours de K droites, on a en particulier

By ALS Gieee
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Avec ¢ points tels que trois ne soient pas en ligne droite, mais que
quatre d’entre eux soient sur deux droites paralléles, on a
F= %(q—l.)(q”—o’q'H%q—-S)-

Steiner [ L., IV, p. 162]| a montré que n cercles donneat n* —n 42
régions au plus. Avec n systémes de circonférences, on a au
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plus 14 2 X¢,c régions. Enfin, pour ces mémes cercles et m sys-
témes de paralléles aux nombres respectifs de a,. as,..., au, le
nombre maximum des régions est

1+-3Za,+2a;a; +2(Za;)(Zc)+Zcic,

avec au plus 2Xa;a; régions illimitées. Si I'on ajoute a droites et
AL — 1

7 cercles quelconques, ce nombre augmente de % +y(y—1)-

Hendlé a considéré [43] de facon encore plus générale le nombre

maximum de régions délimitées par n coniques, ce qui correspond

au cas de coniques dégénérées : 2n?+ n+1. De méme pour des

quadriques on s¢ raméne au cas de n couples de plans

(on—3)(2n—1)(n—1) {R3+5n+3

4ll-r- 3 3

8. Probléme des aspects. — Considérons avec Laisant [46] et
Perrin [52] le probléme des aspects en partant de n points d’un plan
que nous appellerons des sommets. Des divers points de ce plan,

on les voit dans un ordre qui dépend du point de vue. En désignant

n—ru) . . .. .
par m= n(—l——'—) le nombre des droites qui les joignent deux a deux,

ces droites se reccoupent en
N= in(n—l)(n—'z)(n—‘i)
autres points ou neeuds ct partagent le plan en
Py = %(_n—— 1)(nd—s5n"+18n—8)

régions dont n (n — 1) illimitées eté(n —1)(n—2)(n*—3n+ 4)

limitées. Chaque droite comprend n — 2 scgments intérieurs et 2 seg-
ments extérieurs illimités. Les N nceuds se décomposent en é neuds
extérieurs provenant de deux segments extérieurs, 8’ nceuds inlérieurs
provenant de deux segments intérieurs et 6" nccuds mixtes.

Dans chacune des F régions on a le méme aspect, c’est-a-dirc que
la permutation des 7 sommets est la méme, mais F n’cst qu’une limite
supérieure du nombre des aspects distincts et pour avoir le nombre
exact il faudrait supprimer tous les segments intérieurs, voir quelle est
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la réduction que subit py. Perrin a montré que si 'on efface s’ seg-
ments, ce qui fait disparaitre @’ nceuds et isole o sommcts ou groupes
de sommets, le nombre des régions qui restent est

p=po—s—d+o=1+s+d+oc—n.
Si I'on supprime seulement des segments inlérieurs, on a
s=n(n—i) d=2, et ¢ =o,

le nombre cherché est R = (n — 1)+ ¢. En supprimantles segments
exlérieurs, on aurait

n(n—ru) n—3n+4
= d=y% et =1 avee R=——2"-"4.35.

2 2

S

L’auteur sc¢ demande si l'on peut avoir des limites de varialion
de & ct &' quand les n sommets varient. Il n’y a de changements que
si I'un des sommets P vient a traverser unc des droites joignant deux
autres sommets A, A’. S'il y a p sommets du méme coté de AA’ que P
etp'=n—p—3(doup—p'=2p—n—+3) de I'autre co:¢, cette
traversée augmente 6 de 2 (p — p'), &' de (p — p') et le nombre des
nceuds mixtes de — 3 (p — p’) dans le cas ou P passc entre A et A'.
S’il n’en est pas ainsi il faut intervertiv p et p’ dans les résuliats.

Par c¢xemple, pour un polygone convexe, en désignant par e la
somme des quantités p — p' a chaque traversée, on trouve :

I .
R = Sl — 1) (m3—5n2+18n —12)— 2%k,

R = ;I—,l (nv—6n3+923n"— fon + i8) — ¢,
d’od R — 2 R'=n —3. L’cntier ¢ toujours positif, sauf pour un poly-
gone convexe, est caractéristique de la position considérée. Sie =o on
a une limite supérieure 1} (2p—n—+1).

Perrin élablit encore que : U'ne droite quelconque rencontre au
plus deux régions distinctes donnant un méme aspect déterminé
et dans ce cas tous les sommets sont situés d’'un méme cété de cette
droite. 1l justifie que, si grand que soit n, il y a toujours au moins deux
régions distinctes donnant le méme aspect.

A ces questions se rattache la recherche du maximum réel, nul pour
un polygone convexe, du nombre des points de rencontre d’'un seg-
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ment intérieur avec un segment extérieur. Une limite supérieurc esl

%(11—3)(n’—3n‘—10n+4’8).

6. Cas de I'espace. — Laisant [ 46] considére le cas de n plans qui
(Il—l—l)(ll.—n—l—-b) (n_l)(n_.g)(‘n_))limi—
6 6
tées et n2 — n -+ 2 illimitées.
Sip plans passent par un méme point le nombre des régions dimi-

donnent régions dont

nue de 61([) — 1) (p —2)(p—3); s'ils passent par une méme droite,

il diminue de % (p—1)(p—2)(p—3).... Létude des régions limi-
tées sur une sphere par des arcs de grand cercle se raméne a celle
des régions limitées découpées par des plans dans 'espace.

Signalons encore (L., 1V, p. 165) que le nombre des régions formées
par des familles de p,, p»,. .., p; plans paralléles entre cux de chaque
famille est

R=1+Zp;+~Spp, +~Zp,pipr
dont R'=23p,p; + 2 sont illimités.
Sil'ony ajoute un plan quelconque, lenombre maximum des régions

est
m3—+5m

mom—+1)
Ty 6

R -+ Ep+mEp.p;+

le nombre des régions illimitées est

R'+aomE=p, +m(m—1).

Si, a ce méme sysiéme de plans paralléles, on ajoute des familles
de s/, $a,...,s; sphéres concenltriques, on trouve

R+23p,.Zss, +23p,p,Ss,+2%s,-—2%s,8;sp,

R’ n’ayant pas changé.
Enfin n plans et n sphéres donnent en général

I - I
mn(n—1)-—+ G(Il“—i—on—f—ﬁ)—»— g(m3—3'n=+ 8m)
avec 2n” — 2n + 2 régions illimitées.

7. Polyédres convexes. — De toutes les dispositions que I’on con-
sidére dans I'cspace, la plus fréquemment envisagée est celle que
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forme un polyédre convexe avec ses IF faces, ses S sommets et ses A
arétes. On connait la céleébre formule de Descartes |40] attribuée sou-
vent a Euler [41|:F +S = A + 2 ¢t dont on connait un grand nombre
de démonstrations, dont la plus classique est due a Cauchy |38, 42].
D’aprés les propriétés des réscaux, U'indice (M., p. 11) et ici

a—s+1=f=F—1

Il y a f cycles linéairement indépendants. Les 1" — 1 régions indé-
pendantes sont I' — 1 faces quelconques.

En désignant par I, le nombre des faces a p aréies et par S, celui
des sommets de degré p [M., p. 3] ona les formules fondamentales

F=Fy+F, ...~ F,+.... S=S,+%- . .+8,~...

2 A =3F3+4F,—...=pFp+... =35, {S,+... pS,- ...

On appelle faces paires ou impaires celles qui ont un nombre pair
ou impair d’arétes et sommets pairs ou impairs ceux dont le degré
es! pair ou impair. Les faces impaires, ainsi que les sommelts impairs,
sont cn nombre pair.

La formule de Descartes peut s’écrire :

3F,— o F - F, =Fi49oFg+3Fg+.... 9S8, — 45, + 65, ...+ 19,
3S;— 28,85 =87+1283+-3Sq+—.... =aoF, — {F, = 6Fg4 ....+12;

on en déduit en particulier : 3F; +ak,; +1°,212. Denc il y a au
moins quatre faces dec moins de six cotés.

8. Cols et vallées. — Cayley et Maxwell [38, 49, 53] ont étudié
les configurations physiques d’une conltrée et établiune relation entre
les nombres de montagnes, de vallées, de cols, etc.

Une carte élant tracée en courbes de niveaux, on y voit les sommets
de~ montagnes, les fonds des dépressions, les cols, points doubles
réels ou points multiples d’'une courbe de niveau. Ce sontdes /éfilés
s'ils proviennent de la jonction de deux courbes de niveau contenant
a leur intérieur des régions en élévation, des fourches i clles sont
en dépression. Si n -1 régions se réunissent en une seule en don-
nant un point multiple d’ordre n, il faut le considércr comme formé
de n défilés ou fourches différents. Les thalivegs sont des lignes de
réunion des eaux, les lignes de faite des lignes de partage des eaux.

Soient M le nombre des montagnes, dounc des sommets; V celui
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des vallées, donc des fonds. Si enfin on désigne par D, D,, ... le
nombre des défilés simples, doubles, etc.; Fy, Fs, ... celui des
fourches simples, doubles, etc.; L et W celui des lignes de faite et
des thalwegs, on a
M=1+D,+2D,+..., V=1+F,+F,+...,
L=W=2(D,+F,)+3(Doct-Fo) . ...

9. Cartes géographiques. — Une carte géographique est formée
de F pays, contrées ou régions que nous appellerons aussi des faces
comme pour les polyédres, car les deux cas, sous réserve de quelques
singularités [ 45], sont identiques du point de vue de ' Analysis sctus.
Ces faces sont séparées par A frontiéres, chemins ou arétes.
Les S points ou se rejoignent un certain nombre d’arétes sont les
carrefours ou sommets.

Deux faces qui ont au moins une aréte commune sont dites limi-
trophes, voisines, tangenles ou encore adjacentes.

Nous considérerons souvent une carte comme un réseau sphé-
rigue [JM., p. 6]. Nous appellerons réseau cubique [M., p. 5] une
carte dans laquelle les sommets sont de degré 3, ordre [M., p. 5]
d’une carte le nombre de ses sommets, etc.

Le probléme fond imental que nous allons examiner dans les cha-
pitres suivants est celui de savoir quel est le nombre chromatique [ 4]
de la carte, c’est-a-dire le nombre minimum de couleurs nécessaires
pour la colorier. La carte sera dite bichrome, trichrome, téta-
chrome, etc., suivant que ce nombre sera 2, 3, 4, ....

10. Si 'on examine les singularités que peut représenter une
carte, on constate qu’on peut les négliger. Par exemple, une f/e est
une région ou un ensemble de régions entouré par une seule région R.
Si p est le nombre chromatique™de l'ile et de R, et ¢ celui du reste de
la carte et de R, le plus grand des deux nombres p el ¢ est le nombre
chromatique cherché. D¢ méme, une péninsule est une partie de la
carte sc rattachant au reste par une seule région R', elle-méme
adjacente par deux arétes non consécutives a une méme région R.
Si p et ¢ sont les nombres chromatiques pour la péninsule y com-
pris R et R’, ct pour le reste y compris R et R', le plus grand des
deux nombres p et ¢ conviendra. Il ne reste finalement que des
régions assimilables aux faces d’un polyeédre.
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Si I'on transforme d’ailleurs par inversion une carte avec un pdle
non situé sur une aréte, on obtient une carte sphérique et inver-
sement. Nous appellerons mer la face dans laquelle est le pole. Elle
correspond dans une carte plane ala zone infinie qui entoure la carte.
Toute face de la carte peut étre considérée comme étant la mer.

Lorsqu’on tient & mettre en évidence une mer, au lieu des nota-
tions A, S, F et de la formule A +2=S + F (7), on emploie les
notationsa, s, f(a=A,s =S, f=F—1)etlaformulea + 1=s-4-f.

Bien des questions autres que celles que nous cxaminerons pour-
raient étre soulevées ici. Si, par exemple, on envisage sur chaque
face un sens positif de rotation avec correspondance des sens pour
des faces adjacentes, on cst amené a 'étude des surfacss & un coté ou
a deux cotés [4]. Signalons aussi la trés difficile recherche des
polyédres que I'on peut construire avec des faces polygonales don-
nées [4].

I1. Notations d’une carte. — Il est possible, comme pour un
réscau quelconque [34], de représcnter par une notation convenable
les faces d’une carte. Désignons chacune des faces par une lettre et
dressons un tableau a double entrée dans lequel chaque ligne et aussi
chaque colonne correspondent a une des F faces. Si dcux faces P et Q
sont adjacentes, on I'indiquera par un signe dans la case commune a
la ligne P et a la colonne Q.

On peut aussi se borner a donner la liste de toutes les connexions.
Clest ainsi qu’un tétraédre régulier de faces A, B, C, D sera repré-
senté par AB, AC, AD, BC, BD, CD.

Il ne faudrait pas croire qu’une telle liste donnée au hasard con-
vienne. Considérons, par excmple, pour plus de précision, le cas
essentiel pour la suite (17) d’un réseau cubique (9). S'il y a dans le
tableau la connexion RS, il faudra trouver deux régions T, U et dcux
seulement touchant a la fois R et S, ce qui donne RT, ST, RU, SU.
Les sommets cubiques RST, RSU sont ainsi en évidence.

Notons encore que si une face R est, par exemple, entre les faces
S, T, U, V, WetZ, on devra trouver une liste de connexions les
utilisant toutes, par exemple, ST, TU, UV, VW, WZ, ZS qui
convient et non pas ST, TU, US et VW, WZ, ZV.

12. Notations de Veblen. — Veblen [100] a proposé de ‘repré-
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senter un réscau par deux tableaux a double entrée. Reprenons, par
exemple, un réseau cubique pour lequel (7) A=3n, S=o2an
et I'=n—+-2. Dans un premicr tableau, les 3n colonnes corres-
pondront aux aréles et les 22 lignes aux sommets. Chaque case sera
marquée 1 ou o suivant que le sommet considéré est ou non sur
'aréte. Dans le deuxiéme tableau, il y a de méme 37 lignes pour les
arétes et n + 2 colonnes pour les faces avec encore des 1 et des o.

On pourra, par quelques cssais, se rendre compte combien ces
diverses notations sont peu commodes. La moindre représentation
graphique a ici une supériorité écrasante sur la notation algebrique.

II. — CARIES SIMPLES.

13. Réseaux réciproques. — Prenons une carte ou un réseau (R)
ct remplacons-y chaque région par un point représentatif [ 4, p. 30]
ou capitale. Si deux faces sont adjacentes, on joint les capitales par
un chemin traversant 'aréte commune sans en rencontrer d’autres.
On forme ainsi un nouveau réseau (R') réciprogue du premier,
car (R) se déduit de (R') comme (R’) de (R). Si A, S, F’ sont les
nombres d’arétes, de sommets, dc¢ faces de (R), on a immédia-
tement A'=— A, S'=F, S=F, et ceci explique pourquoi dans les
formules déja trouvées (7) S et I jouent des roles symétriques.

Si (R) est homogéne ('), ses sommets étant de degré p, les faces
de (R’) ont toutes p arétes.

On sait que le rang d’'un réseau M., p. 5] est le nombre minimum
de catégories en lesquelles on peut répartir les sommets, deux som-
mets joinls par une aréte n'étant pas dans la méme catégorie. En
répartissant de fagon analogue les arétes, on obtient la classe (4., p-5).
Un réscau de rang 2, 3, 4, ... cst dit bipartie, tripartie, tétra-
partie.

En se reportant aux définitions (9, 13), on voit que le rang d’un
réseau est égal au nombre chromatique du réseau iréciproque.
Démontrer que tout réseau sphérique est au plus tétrachrome revient
donc a démontrer que tout réseau sphérique est au plus tétrapartie.

(') Le mot « homogéne » que nous emploierons désormais, a lc méme sens que le
mot « régulier » que nous avons déja uulilisé [/, p. 5]: il désigne un réseau dont
tous les sommets ont le méme degré. Divers auteurs, et en particulier Errera,
emploient déji le mot « homogéne » dans le sens que nous indiquons.
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1%. Réseaux bichromes. — De la résulte que la condition néces-
saire et suffisante pour qu’'une carte soit bichrome est que le
réseau réciproque soit bipartie, c’est-a-dire, comme on le sait
[M., p. 34], que toutes ses faces soient palres. Donc une carte
bichrome a tous ses sommets pairs.

Parmi les réseaux biparties, considérons les réseaux losangés
[A., p. 6] dont toutes les faces sont des quadrilatéres. lei, I'=1F,
el 2A=4F,. Donc A=2F et S=TF + 2. Réciproquement, si
Fy=o0, on a (7)

4F = §F,+ §Fy+...=»A = {F,~ 5F,—....

Donc Fs=F;=...= o0 etle réseau est losangé.

Les sommets d'un réseau losangé (R) peuvent, suivant la catégorie
a laquelle ils apparticnnent, étre numérotés I et 2. Joignons deux
sommets 1 appartenant 3 une méme face par une aréte nouvelle for-
maut une diagonale de cette face. On obtient ainsi (p), réseau dérivé
de (R). Si «, g, ¢ sont les nombres d’arétes, de sommets, de faces
de (p), onaa=F= %, « étant le nombre des sommets 1 et ¢ celui
des sommets 2.

Les sommets 2 donnent de méme un second réseau dérivé (p') qui
est réciproque de (p). Inversement, deux réscaux réciproques (uel-
conques (p) et (p') déterminent un réseau losangé et un seul.

Nous allons maintenant étudier quelques cas de réseaux tri-
chromes.

15. Réseaux triangulés. — Ce sont par définition [A/., p. 6] des
réseaux n’admettant que des faces triangulaires : F=F;=2n,
S=n-+2, A=3n. Les réseaux réciproques sont les réseaux
cubiques (17). Prenons un réseau triangulé (R) dont tous les som-
mels soient pairs; on peut établir par récurrence [57] qu'il est tri-
partie. 11 en résulte que tout réseau cubique a faces paires est
trichrome. On a aussi la réciproque : Tout réseau cubique tri-
chrome est a faces paires.

Considérons un réseau triangulé (RR) dont tous les sommets soient
pairs, sauf peut-étre un certain sommet » et les sommets reliés &  par
une aréte. En supprimant o et ces arétes, on obtient un polygone
triangulé (P) dans lequel nous distinguerons les sommets intérieurs
tous pairs, et les sommets extérieurs qui étaient primitivement
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reliés & » et sont de parité quelconque. Sainte-Lagué [57] a établi
que les sommets extérieurs impairs sont en nombre pair et que le
nombre des sommets extérieurs pairs est différent de 1. De la
résulte qu'un réseau triangulé ne peut avoir seulement deux som-
mels impairs reliés par une aréte.

On peut décomposcr un poly gone triangulé (P) en faces quadnla-
téres si les sommets extérieurs sont en nombre palr, sinon c’est le
réseau triangulé (R) qui peut étre ainsi décomposé.

Un réscau triangulé (R) qui a au moins un sommet impair n’est
pas tripartie. Par contre, on peut établir que : un polygone trian-
gulé est tripartie. En passant au réseau rccxproqun (13), on peut
dire que : est trichrome un réseau dont tous les sommets sont de
degré 3, sauf peut-étre un point singulier 0 et dont toutes les
Jaces sont paires, sauf peut-étre celles qui touchent 9. Un tel
réseau trichrome n’a qu’'un seul mode de coloriage possible.

16. De tout réseau trichrome (R), on déduit immédiatement un
réseau cubique tétrachrome (R') eny mettant des piéces[L.,1V,p. 178],
c’est-a-dire en remplagant tout sommet P par une face formée, par
exemple, d’un cercle de rayon trés petit, de centre P. Le réseau (R)
étant coloré avec trois couleurs a, b, c, les pi¢ces de (R') recevront
une quatriéme couleur d. Le réseau (R') n’est pas un réseau cubique
quelconque, et en particulier si I'on a trouvé dans le réseau une
seule face impaire, c’est-a-dire une pi¢ce, on en déduit immédia-
tement I'emplacement de toutes les autres piéces de (R').

On peut aussi déduire de (R) un réseau cubique tétrachrome (R')
en mettant des piéces seulement sur les sommelts de degré supérieur

ad.

17. Réseaux cubiques. — L’introduction de ptéces transforme
tout réscau (R) en réseau cubique (R'). Le théoréme empirique des
quatre couleurs (18) dit que le nombre chromatique d’un réseau est
au plus égal a 4. Il en serait donc de méme pour un réscau cubique.
C’est pourquoi tous les efforts faits pour établir cette propriété 'ont
été trés légitimement sur de tels réseaus. Mais si ce théoréme est
faux, (R) pourrait étre tétrachrome sans qu’il en soit de méme
de (R').

Notons qu 'a cause de leur origine les réseaux cubiques que nous
étudions ici ne peuvent avoir d’isthmes [M., p. 5].
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La méthode qui précéde augmente les nombres A, I', S (7) du
réseau (R), mais on peut (£., p. 35] transformer (R) en un réseau
cubique (R") sans changer I en supprimant dans chacune des piéces
de (R') une des arétes.

Pour tout réscau cubique, on a les formules fondamentales

A =3n, S =o2n, F=n+»
et aussi (7):
3F';+ 2F5+ F;): 12 + F7+2I"\q—§— 3F9+....
S
37 =3n=6+F,+2F, +3F;+ jF;+....

Indiquons enfin la propriété suivante : Tout réseau cubique est
au plus tétrapartie, ou, en envisageant le réseau réciproque : Tout
réseau triangulé est au plus tétrachrome.

IIl. — THEOREME DES QUATRE COULEURS.

18. Historique. — Le théoréme des quatre couleurs ou théoréme
de Guthrie, d’aprés lequel une carte est coloriable avec au plus
quatre couleurs, deux régions adjacentes ayant des couleurs dis-
tinctes, est sans doute connu depuis longtemps.

La premiére mention imprimée que I'on connaisse pour ce théo-
réeme est celle de Cayley, qui, en 1878 [66], attribue cet énoncé a
de Morgan; mais Frédéric Guthrie prétendit en 1880 [74] que son
frére Francis Guthrie en avait donné une démonstration 30 ans plus
tot.

Pendant longtemps on a tenu pour exactes des démonstrations sou-
vent différentes, mais toutes fausses. C’est ainsi que Kempe en publia
une en 1879 [77], et Tait en donna deux autres en 1880 [93]. Nous
reviendrons plus loin sur le raisonnement de Kempe (28) et sur ce
que nous appellerons le théoré¢me de Tait (19), qui est un énoncé
équivalent a celui du théoréme de Guthrie. Mais actuellement les
deux théorémes paraissent aussi difticiles a justifier 'un que P'autre.
Petersen a montré [88| que le théoréme de Tail est inexact pour des
réseaux non sphériques, mais c’est Heawood qui, le premier, en
1890, établit I'erreur du raisonnement de Kempe [98].

Rien d’ailleurs ne prouve que ces théorémes soient exacts, et
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