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FONCTIONS ENTIERES

Er

FONCTIONS MEROMORPIIES D'UNE VARIABLE

Par M. G. VALIRON.

——— O —

I. — INrronucTION.

1. Le premier théoréme de Weierstrass. — Une fonction en-
tiere f(5) est une fonction holomorphe pour toute valeur de z, qui
ne se réduil pas @ un polynome. Son développement de Taylor étant

(1) ﬁ3)1=i Cp 3"
0

le rapport — log|c, | : » tend vers +4 . C’est la condition nécessaire
et suflisante pour que le développement (1) définisse une fonction

entiére. )

Les zéros d'une fonction entiérce sont des points isolés, leur seul
point limite possible est le point a l'infini, ils peuvent étre rangés en
une suite par ordre de modules non décroissants. Nous désignerons
par a, le n*"° terme non nul de cette suite et par r, son module.
Weierstrass a montré qu’on peut former une fonction entiére admet-
tant pour zéros une Lelle suite infinie de points @, ; si 'on pose
nq

w+ e
(2) E(u,0)=1-u, E(ug)=@1—u)e ?* 7 (q entier 21).
le produit infini

(3) P(z)=ﬂE(§",pn)
1

est en effet uniformément et absolument convergent dans tout
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2 G. VALIRON.

domaine fini si la série

r \prutt
(%) 2 <-—>

I'n

converge quel que soit r. 11 suffit de prendre p, = n pour que la
série (4) converge, P(z) définit alors une fonction entiére s’annulant
aux points @, et en ces points seulement.

P (z) est appel¢ produit canonique, les facteurs de ce produit
sont les facteurs primaires de Tlelerstrass. Toute fonction en-
tiére f(5) peut se mettre sous la forme

(5) S(3) = zmeslz) P(3),

ot P(z) est un polynome ou un produit canonique et g(s) une
fonction entiére ou un polynome; c’est la formule de décomposition
en facteurs.

Une fonction méromorphe @ (), c’est-a-dire dont les seuls points
singuliers a distance finie sont des poles, est donc le quolient de
deux fonctions entiéres ou polynomes.

Soit 5, un point singulier isolé et essentiel d’une fonction uni-
forme, en envoyant ce point a I'infini on obtient une fonction I' ( 5)
qui est la somme d'une fonction entiére et d’une fonction ¢ ( z) holo-
morphe pour [3|2A et nulle a I'infini; F(s) est aussi le produit
d’'une fonction entiére par une fonetion 4, () holomorphe pour|z| > A
sauf peut-étre au point & I'infini qui peut étre un pole, &, (z) ne s’an-
nulant pas pour |z|>A. De méme, si le point & 'infini est point
singulier essentiel limite de poles d'une fonction @ () méromorphe
dans tont domaine A << \’.| 5|7 A" <, cette fonction estle produit
d’une fonction méromorphe (dans tout le plan) par une fonction
holomorphe, non nulle, pour | 3| > A et égale a 1 a I'infini.

La plupart des résultats de la théorie des fonctions entiéres sont
applicables aux fonctions F (z) considérées ci dessus; de méme ceux
obtenus pour les fonctions méromorphes sont aussi valables pour les
fonctions méromorphes autour du point a I'infini.

2. Lo second théorémse de Weierstrass et le théoréme de Picard. —
Dans la suite nous désignerons toujours par M (r) le maximum
pour | 2| = r du module d’une fonction holomorphe sur cette cir-
conférence. Pour une fonction entiére les théorémes de Cauchy
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montrent que, quels que soient r et n,
(6) len|rn < M{r).

Pour toute fonction F (z), quel que soit le nombre positif K, le
rapport M (r) ¢ 7% (init par dépasser tout nombre donné. On en
déduit le théoréme de Liouville et le théoréme classique de
Weierstrass sur 'indétermination d’une fonction uniforme dans le
voisinage d’une singularité essentielle isolée (point singulier isolé
essentiel ou point essentiel limite de poles).

I. Lensemble des valeurs prises par une fonction uniforme
dans le voisinage d’un point singulier essentiel isolé admet toute
valeur finie ou infinie pour valeur limite.

En 1879, E. Picard apporta & ce théoréme un complément essen-
tiel. En utilisant les propriétés de la fonction modulaire elliptique,
il établit cette proposition qui fut l'origine d’une théorie déja trés
riche et qui se développe encore chaque jour.

Il. Une fonction uniforme prend wune infinit: de fois toute
valeur sanf deux valeurs exceptionnelles au plus dans le voisi-
nage d’une singularité essentielle isolée.

En 18y6, E. Borel donna de ce théoréme, dans le cas particulier
des fonctions entiéres, une démonstration ne faisant intervenir que
des propriétés élémentaires nouvelles des fonctions holomorphes et
des fonctions croissantes; il mit ensuite en évidence des relations
trés serrées entre la densité des zéros des fonctions f(z) —z et le
mode de croissance de la fonction M (7). Ce sont ces résultats de
E. Borel qui, avec ceux de J. Hadamard, ont été la base de la théorie
des fonctions entiéres et méromorphes. Dans cet exposé, consacré
spécialenient a ces fonctions, nous nous placerons surtout au point

de vue de E. Borel.

II. — Lrs INEGALITES DE BoreEL. LA FoNcrioN M(r)
ET LA SUITE DES COEFFICIFNTS.

3. Les inégalités de Borel. — La présence de facteurs ¢8(%) dans
la décomposition (5) et les méthodes de démonstration élémentaire
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du théoréme de Picard ont conduit a étudier des relations entre la
croissance de certaines fonctions. Solent .

(7) b(a) =Y cusn

0

une série entiére convergente par exemple pour|z| <1, M (r) son mo-
dule maximum et A (7)le maximum de sa partie réelle pour |z|=r<1.
L’emploi des formules de Fourier a conduit J. Hadamard (a) aux
inégalités

(8) lealmmShA(r) +ale] (1)

qui permettent d’étendre le théoréme de Liouville au cas ou l'on
a A(r)<r% De ces formules, E. Borel (6, ¢) déduisit une inégalité
entre M(7) et A (R), (r <R) qui a é1é complétée par Carathéodory
par une toute autre méthode [voir (22, ¢)] : on a

R
(9) M(r)<R_l_[‘zA(R)—i—ilco[] (r <R).

Si M' () est le maximum du module de la dérivée &' (z), les théo-
réemes de Cauchy montrent que 'on a

M(r—

(10) I"°|'<Mx(r)<]§(tR£ (r <R).

.
Si m(r) désigne la fonction qui pour chaque r est égale au
lus grand des nombres |c,|/”, les inégalités (6) donnent |Borel

P 8 ) g

(b, ¢)]

(11) m(r)<M(r)<m(‘R)RL_’_ (r <R).

Nous dirons que m(r) est le terme maximum, si 4(r) est une
fonction entiére, m (r) est une fonction croissante.

E. Borel a montré que U(r) étant une fonction indéfiniment crois-
sante lorsque 7 croit indéfiniment et o. un nombre positif donné, on
a, en général, 'inégalité

+
(') Nous désignerons avec R. Nevanlinna par A (z) une fonction égale & A (2) si
A(z)2o,etd osiA(z)<o.
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il en déduit (b, ¢) que les fonctions A (1), M(r), m(r), M'(r) sont

du méme ordre de grandeur :

HL. Lz rapport des logarithmes de deux des fonctions M (r),
A(r), m(r), M'(r) tend vers un lorsqu’on exclut certains inter-
valles (1> ry>o0) dans lesquels la variation totale de log r reste
finie.

Une étude détaillée des propriétés des fonctions croissantes a éLé
faite par O. Blumenthal (¢) en vue de I'édification d'une théorie
des fonctlions entiéres d’ordrc infini (voir aussi les travaux de
G. Rémoundos et de ses éléves).

4. Méthode de J. Hadamard. — Une application trés simple du
théoréme de Cauchy sur le maximum du module d’unc fonction mo-
nogéne a conduit J. Hadamard au théoréme suivant :

IV. La fonction logM(r) est une fonction convexe de log r

[voir (15,0), (4, aet b), (11, a)].

Divers auteurs ont étendu ce résultat a des fonctions analogues :
G.-H. Hardy (b) montre que, I(r) étant la valeur moyenne
de | f(3)] pour | s|=r, log I(r) est aussi une fonction convexe
de log r; R. Nevanlinna montre que les fonctions qu’il introduit
(voir n° 22 21) sont aussi convexes; O. Faber et G. Valiron («)
établissent et utilisent un résultat analogue a 1V pour les fonctions
de plusieurs variables.

Dans un ordre d’idées analogue, O. Blumenthal (6) a obtenu la
proposition suivante :

V. La fonction M(r) est analytique par sections, les points
tels que | f(3)|= M(r) sont sur des arcs de courbes analytiques,
le nombre de ces arcs étant fini dans tout cercle |z| SR.

Il montre sur un exemple que la dérivée seconde de M (r) peut ne
pas étre continue [voir aussi (16,a)].

J. Hadamard déduisit de son théoréme IV une méthode pour étudier
la relation entre les fonctions m (r) et M(r); il utilise lc polygone
de Newton =(f) dont les sommels sont certains points A, (z =n,
y = —1log|cg]), les autres poinls A, élant sur les cotés ou au-dessus
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des colés. La polaire réciproque de m(f) par rapport a la para-
bole z* =2y donne log m(r) en fonction de log »; J. Hadamard
définit une seconde courbe donnant une limitation supérieure de
log M (). Cette méthode et les théorémes IV et V sont valables
pour une série entiére.

G. Valiron (¢, g) introduit le rang N () du terme maximum; en
supposant ¢, > 0, on a

(12) Ingm(r):log]cﬂ—%f N(.z')‘;x<logM(r"),
0
. r
(13) M(l)<m(r)32N[/+N(—r)]+l

L’inégalité (13) donne la méme précision que la méthode de
J. Hadamard. Ces résultats s’élendent au cas des fonclions de

plusieurs variables (46, «). G. Valivon montre aussi que le rap-
port r :Ti' (log M (7)) : N(r) tend vers un si I'on exclut des ipter-

valles analogues a ceux figurant dans I'énoncé I11.

5. Classification d’aprés le mode de croissance. Fonctions d’ordre
fini. — E. Borel (b, ¢) a introduit la notion d’ordre. L'ordre o d'une
Sonction ¥ (z) est la limite supérieure pour r infini du rapport
log, M(r) : log r. Les fonctions d’ordre fini ont été longtemps les
seules pour lesquelles on ait obtenu des résultats simples et précis
autres que le théoréme de Picard. Pour qu’une fonction soit d’ordre
fini g, il faut et il suffit que le rapport log N(r) : log r admette p pour
limite supérieure d'indétermination pour r infini; on déduit alors
des inégalités (12) et 13) ce résultat (46, ¢, /) :

VI. Pour une fonctior. d'ordre fini les rapports des logarithnies
de deuz des fonctions M(r), m (r), A(r), M'(r) tendent vers un
lorsque r croit indéfiniment; st p est lordre et < positif quel-
conque, on a, a partir d’une valeur de r,

M(r)< m(r)re+s, M(r) < A(r)re+e, Mi(r) < M{r)yre—t+e (1),

J. Hadamard (b), E. Borel (d), Lindel6f, Pringsheim, G. Valiron
{c, &, 3) ont donné des méthodes pour étudier les relations entre

(!) La derni¢re inégalité (st nouvelle.
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la loi de décroissance de la suite des coeflicients | ¢, | et la fonctiom
M(r). Si les|c,| sont donnés on calcule unc valear approchée de
m(r) etFon emploie I'inégalité (13) ou la proposition VI si 'ordre
est fini. Lorsqu'on se donne a priori une valeur approchée de
log M (r), elle est as-ujettie a certaines conditions; dans le cas de
Iordre fini, il suftit que log M(r) soit asymptotiquement égal a
unc fonction dérivable V(r), fonction convexe de logr |le rapport
de logM(r) a V(r) tend vers un, ce qu’on écrit

(4) log M(r)~ V(r)].

Les inégalités (6), (12) et (13) donnent des limitations pour |c, |
et N(r). On peut a fortiori supposer que log M(r) 2 V(r) a des
limites d’indétermination finies et positives, que log,M(r) est
asymplotiquement égal a log V (), etc. Un grand nombre d’énoncés
ont é1¢ dennés, je me bornerai a citer les deux suivants :

VIL. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
- S L . :
soitd’ordre fini égal a o est que

— logle
Lim logleul
n=w nlogn

(15) [Borek (¢ )]

!
P

VIIL. La condition nécessaire et suffisante pour que l'on act

—— log M(r) _
(IG) * 1h=n:o re =A
est que
__n 4
(17) lim v leul?=A [LinorLoF (@)].
n=w®

Signalons a ce propos la terminologie de Lindclif el Pringsheim :
la fonclion est dite du type mininium, moyen ou maximum de sor
ordre suivant que dans I'égalité (16) on a : A=o0, 0 A< 4 o,
A= —+ 00. *

Des résultats analogues ont é1é donnés, notamment par E. Maillet,
pour les fonctions d’ordre nul ou d’ordre inlini.

6. Valiron a distingué dans certaines questions deux sortes de
fonctions d’ordre fini 2, les fonctions de lu classe inférieure pour
lesquelles I'intégrale

* log M(x)
(18) f gt 4
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converge, ct les fonctions de lu classe supérieure pour lesquelles
elle diverge. L’intégration de l'égalité'asymptolique entre log M (7)
et log m(r) multipliée par un facteur convenablc et emploi d’un
théoréme de Carleman et Littlewood [coir (46, )] sur les séries
conduit a la proposition suivante dans laquellelog R, désigne la pente
du polygone =( /) d’'Hadamard entre les points d’abscisse n et n 1.

IX. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
soit de la class: inféricure est que la série

Z(R,,) P

converge; les fonctions pour lesquelles la série de terme gé-
néral|c,|** diverge sont de la classe supérieure (46, p, 3).

\

E. Borel (¢) a montré I'importance des fonctions & croissance
réguliére, fonctions pour lesquelles le rapport

loga M(r) : logr
tend vers o lorsque 7 croit indéfiniment. E. Lindel6f a montré que :

X. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
d’ordre p soit & croissance réguliére est que la condition (13) étant
réalisée, on puisse trouver une suite d’indices n, telle que
leg| enp | 1 . lognpig

lim =— - lim
p== nplogn, [ p=w logn,

\

On peut de méme considérer des fonctions & croissance trés
réguliére pour lesquelles le rapport log M (1) : 7 a des limites d’in-
détermination (pour r =) finies et positives, et des fonctions &
crotssunce parfaitement réguliére pour lesquelles ce rapport tend
vers une limite finie non nulle. Les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’on se trouve dans ces cas ont été données par
E. Lindelof (b) [voir aussi (46, 5)], qui a aussi comparé log M(r)
ddes expressions de la forme r? (log r)?, .... Ces résultats de
E. L'nd :I6f peuvent étre groupés de la fagon suivante (46, ¢) :

XI. Sodent g (r)une fonction deérivable tendant vers o et telle
que o'(r) rlogrtende vers o lorsque r croit indéfiniment, - (x) la
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fonction inverse de x = r?"). Pour que le rapport

log M(r) : rptn

ait des limites d'indétermination finies positives (ou tende vers
une limite A non nulle), i/ faut et il suffit que les nombres

()

aient une limite supérieure d’indétermination finie (ou égale

19

aB= (Ae)f‘,) et qu'il existe une suite d'indices n, pour lesquels
ces nombres aient une limite inféricure d’indétermination positive
(ou tendent vers B), le rapport npyy  np ayant des limites dindé-
termination positives finies (ou égales a 1).

Des résultats analogues sont donnés par E. Lindel5f pour I'ordre
infini, par R. Mattson et G. Valiron (¢) pour 'ordre nul.

Pour les fonctions a croissance parfaitement réguliére log M(r)
est asymplotiquement égal a une fonction simple de N(r) et 7;
G. Valiron a déterminé toutes les fonctions pour lesquelles cette
circonstance se produit, et donne les conditions correspondantes
relatives aux coeflicients; les fonclions obtenues, qui peuvent élre &
croissance trés irréguliére, peuvent servir de fonctions de compa-
raison. Pour toute fonction d’ordre fini p existent des fonctions o (z)
telles que

limp(z) =¢, limp(x) =p,> 0, limso'(x)logxr =o,

X=w xr=2 Xr=2

pour lesquelles on a
+— log M(r) -

lim
r=o

rowr) ’
o(r) estun ordre précisé; on peut prendre p, =, e (r) est alors un
ordre L (Lindeldf); on, si p n’est pas entier. o, supérieur a la partie
entiére de p, on a un or./re B (Boutroux) (46, z). G. Valiron intro-
duit des considérations analogues dans le cas des fonctions d’ordre
nul.

La plupart des résultats ici exposés s'étendent aux séries entiéres
dans leur cercle de convergence lorsque la cro’ssance de M(r) est

assez rapide (46, ).
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6. Méthode de Wiman et Valiron. — Dans deux remarquables
Mémoires, A. Wiman (¢, f) a obtenu des inégalités beaucoup plus
précises que celles de Borel; il en a déduit diverses propriétés et
notamment une démonstration élémentaire du théoréme de Picard.
G. Valiron {j, k) a compléié les résultats de Wiman en montrant
d’abord que ses inégalités sont valables sauf dans certains intervalles
exceptionnels, puis en donnant des inégilités valables dans de petits
domaines; il a utilisé le polygone =(/) de J. Hadamard et a donné a
la démonstration une forme géométrique. En posant

ﬁ(u)=2€""u” (o< 2 <),

0
on obtient ce lemme fondamental :

XIl. La fonction [(s) étant donnée, & une valeur r corres-
pondent en général des couples de nombres L et k tels que la
Jonction k ¥ (;) majore f(3), les deux fonctions ayantdes termes
maxma P’gau‘.r et de méme rang pour cetievaleur r. Les valeurs r
pour lesquelles cette circonstance ne se p-oduit pas forment
entre 1 el R, N(R) intercalles au plus dans lesquels la variation
totale de log r reste finie lorsque R croit indéfiniment.

“Les valeurs r satisfaisant a 'énoncé sont les valeurs ordinaires
d’'indice «. Dansle cas d’une fonction ¢ (z) holomorphe pour |3 |< 1,
tl existe encore une suite de vileur s remarquables vérifiantle lemme

pourvu que log, M(r) : log — ne tende pas vers o et que a soit
eonverablement choisi.
En écrivant f( ) sous la forme

Si3) ='(f;)" [f(30)+ f"“g(:o)—i— (gy;(_(z, zo)]

\ <o 139 N}

"avec
s(s)=132f"(3)— n f(3),

en arrive & la proposition suivante (46, 4, z) :

. . . " . 11 -
X1l Soient R une valeur ordinaire d'in lice > suffisamment

grande, b un nombre donné, 3, un point pour lequel

1
[/(s)I>M(R)N & |z|=R,
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et D, la réoion définie par
3o o

|I‘—Rl<£R, |<?—-<Po]<N_l (3 =re).

o

Il existe une constante K ne dépendant que de h telle que :

1° En tont pointdeD, le rapport | fis)
entre K-' et \;
2" Siset sz sont dansD_, on a

(DI

: !./'(Jol)l reste compris

3° Sizet s, sontdeux pointsde D, tels que

|z — 3 |M(R) < «(R)N"iv,
ona
N
lf<:)— <zi,) f(.zl>|<s(nm;

4e Linégalité
13
|z 73y — N f(3)] < KN'* M¢R)

Yy . T X / h
est vérifice en tout point s de module inférieur a R {1+ N)'

1t suffit de supposer que N =N (R) dépasse une constante abso-
lue K’ dépendant de 2 et K pour que ces résultats soient vrais, ils
restent vrais pour une série enti¢re $(3z) de rayon de convergence
égal a 1 §'il existe des valeurs remarquables pour lesquelles N est
supérieur & K'. Les conséquences suivantes qui précisent les théo-
rémes de Borel (n" 3) sont done aussi valables dans certaines condi-
lions pour ces séries (47, /2 46, 7, £) :

Pour toute valeur ordinaire r, on a

A(r)~M(£),  rMi(r)~N(r)M(r).
et dans le voisinage des points ou | f(z)|ou |35 f'(3) : N| est voisin
de M(r)

f'(z) _ -5 N
%) ——<I+/l.\ ) Pa

Cette derniére égalilé se généralise pour les dérivées successives,
ce qui conduit & des propriétés des solulions de certaines équations
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différentielles (47, f; 40, d; 46, v). Les inégalités entre M (r) et m(r)

sont complétées de la fagon suivante : ¢ étant donné et positif, on a

1 1
MM < N2 m@r), M) <[logm(m)] mr),
sauf dans des intervalles dans lesquelsla variation totale de log r reste
finie.
En remplacant la série de comparaison ¥ («) par une fonction
entiére, on obtient des résullats plus serrés pour les fonctions a
croissance moins rapide (17, e: 46, j), par exemple : pour toute

fonction d’ordre fini moindre que o, il existe une suite de valeurs
indéfiniment croissante r pour lesquelles

M(r)<yaramir Viog m(r).
D’aprés les inégalités de E. Le Roy, ce résultat ne peut étre amé-
lioré.
III. — LE TniorEME DE Picanp.
7. Le théoréme de Picard. — Lorsqu'une fonction F(z) est holo-

morphe et non nulle autour du point a l'infini, qui est point essentiel,

les modules maxima de I'(s) et

F(I:; sont du méme ordre, le sens
exact du mot étant donné par le théoréme NII; A. Wiman (f) et
G. Valivon () déduisent de la des démonstrations ¢lémentaires
du théoréme de Picard; A. Bloch («) remarque que la fone-
tion F(z) [IF(s)—1| ne jouissant plus de la propriété indiquéc
si F— 1 ne s’annule pas, le théoréme est démontré. G. Valiron (k)
donne une démonstration directe utilisant la troisiéme partie du
théoréme XIII: si I'(z) ne s’annule pas dans le voisinage du point
essenticl a I'infini, les équations I'(z) — .z ont, dans des domaines
analogues a ceux définis dans ce théoréme, un nombre de racines
supérieur & Klog M(s). Si n(r, x) est le nombre des zéros de
F(z) — x dont le module est moindre que r, le rapport n(r, z) : r
a une limite inférieure d’indéterminatiou (pour r infini) positive
et indépendante de z [comparer (33, b)].

Dans sa These, W. Saxer a présenté la méthode de Wiman et
Valiron sous forme arithmétique et 'a utilisée a la démonstration de
Pimpossibilit¢ de certaines identités, géndéralisant celles considérées
par Borel dans sa démonstration du théoréme de Picard (n° 16).
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A. Bloch (@) remarque que la seconde partie du théoréme XIII
contient le résultat suivant :

XIV. Si 2=V (s) admetlepoint & Uinfini pour point singulier
isolé et est holomorphe autour de ce point, la surface de Riemann

décrite par le point T comprend des cercles a un seul feuillet de
rayon aussi grand que l’on veut.

Il applique ce résultat a la démonstration de ce théoréme général
obtenu par Picard (0, ¢) en 1883 : Deux fonctions admettant un
méwme point pour singularité essentielle isolée ne peuvent étre lices
par unc rclation de genre supérieur a l'unité.

8. Théoréme de Bloch. Théorémes de Landau et de Schottky. —
La proposition XIV reste vraie pour les séries entiéres convergenles
dans le cercle de rayon 1 dans les conditions indiquées plus haut.

En examinant séparément le cas des fonctions holomorphes dans le
cercle | 3] <1 dela forme

(19) Z=4(3)=3+cC32+...,

pour lesquelles le nombre N(r) correspondant aux valeurs remar-
quables reste inférieur a une constante K/, A. Bloch (&) obtient cette
proposition générale :

XV. Il existe une constanteK tellz que lasurface de Riemann,
correspondant & une fonction quelcongue de la forme (19) conver-

gente pour |3|<<r1, compren ! un cercle a un seul feuillet de
rayon au moins égal a K.

En appliquant ce théoréme a la fonction

loa Viogy —aim —/logd
"% Vlogh —aiw+y/logd

A. Bloch obtient le théoréme de Landau :

XVI. Soit une fonction définie par une série entiére conser-
gente dans le voisinage de Uorigine

Y(z)=co+cr3+... (c1 # o).

Il existe un nombre R(co, c\), ne dépendant que des deuz pie-
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miers coefficients, tel que, dans le cercle |z] <R(co, ¢,) : ou
bien § (z) ne reste pas holomorphe; ou bien cette fonction prend
une fois aw moins U'une des valeurs o ou 1.

C’est en employant la méthode de Borel que E. Landau (a) avait
tout d’abord établi cette si remarquable proposition; il donna ensuite
une démonstration trés simple en utilisant les propriétés de la fonc-
tion modulaire. Carathéodory a montré que cette derniére méthode
donue la valcur exacte de la fonction R(c¢,, ¢,); Hurwitz (4) donne,
¢galement au moyen de la fonction modulaire, 'inégalité trés simple

R(co, 1) | e |S16] o ¥ co—1 2.

Un grand nombre de travaux, dont il sera question dans d’autres
fascicules, ont ¢té publiés sur ce sujet: je me bornerai a signaler ici
le Mémoire de E. Lindelof (g) [voir aussi (k)] dont il sera question
au n°® 12; toute cette théorie y est traitée d’une facou trés naturelle.
E. Landau (/) a déduit de son théoréme une proposition qui gené-
ralise un théoréme de Koebe et qui doit étre rapprochée du théo-
réme XV :si une fonction de la forme (19) est holomorphe dans
le cercle | z{<71, les valeurs Z recouvrent toute une circontérence
|Z|=h=>K', K’ étant une constante absolue.

Le théoréme de Landau est une conséquence simple de Pimpor-
lante proposition obtenue a la méme époque par I. Schotthy (a) :

XVIIL. 8¢ une fonction 4(z) est holomorphe pour|z| <R et ne
prend pas les valeurs o et 1 a Uintérieur de ce cer cle, son module
vérifie lincgalite

(20) |4 <K (o )
le nombre K (c,, u) ne dépendant que de c, =% (0) et de u.

Comme le théoréme de Landau, celuide Schottky peut étre obtenu
par les méthodes élémentaires de Borel ou par I'emploi de la fonction
modulaire: A. Bloch () a remarqué que I'intégration de I'inégalité
obtenue pour le rayon du cercle de convergence dans le théoréme de
Landau conduit au théoréme de Schottky. La valeur explicite de la
fonction K est sans importance dans certaines questions, par exemple
dans la théorie des familles normales (n° 410), mais elle joue un role






