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FONCTIONS ENTIÈRES 

ET 

FONCTIONS MÉROMORPIIES D'UNE VAUIABLE 

Par M. G. VALIRON. 

I. — INTROLUCTIOX. 

1. Le premier théorème de Weierstrass. — Une fonction en­
tière f(z) est une fonction holomorphe pour tonte valeur de 3, qui 
ne se réduit pas à un polynôme. Son développement de Taylor étant 

(I) /.5> = 2 c « 3 « 

le rapport — log | cn | : // tend vers -f- *>. C'est la condition nécessaire 
et suffisante pour que le développement (i) définisse une fonction 
entière. 

Les zéros d'une fonction entière sont des points isolés, leur seul 
point limite possible est le point à l'infini, ils peuvent être rangés en 
une suite par ordre de modules non décroissants. Nous désignerons 
par an le /iiè:,,c terme non nul de cette suite et par rn son module. 
Weierstrass a montré qu'on peut former une fonction entière admet­
tant pour zéros une telle huile infinie de points an ; si l'on pose 

M2 / / ' / 

( 2 ) IÏ(M, o ) = i - w , K ( K , g) = (i— u)e 2 '/ (q entier II). 

le produit infini 

(3) p <*>-n E (£"«) 
i 

est en effet uniformément .et absolument convergent dans tout 
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domaine fini si la série 

mr 
converge quel que soit r. 11 suffit de prendre pn = n pour que la 
série (4) converge, P ( z) définit alors une fonction entière s'annulant 
aux points an et en ces points seulement. 

P (z) est appelé produit canonique, les facteurs de ce produit 
sont les facteurs primaires de IVeierstrass. Toute fonction en­
t iè re / \z) peut se mettre sous la forme 

(5) f(z) = z'"e«MP(z), 

où P(z) est un polynôme ou un produit canonique et g (z) une 
fonction entière ou un polynôme; c'est la formule de décomposition 
en facteurs. 

Une fonction méromorphe ¢ ( ^ ) , c'est-à-dire dont les seuls points 
singuliers à distance finie sont des pôles, est donc le quotient de 
deux fonctions entières ou polynômes. 

Soit z0 un point singulier isolé et essentiel d'une fonction uni­
forme, en envoyant ce point à l'infini on obtient une fonction F (z) 
qui est la somme d'une fonction entière et d'une fonction 'L (z) holo-
morphe pour | c | ^ A et nulle à l'infini; F (z) est aussi le produit 
d'une fonction entière par une fonction 'j>, (z) ho lomorphepour | s |>À 
sauf peut-être au point à l'infini qui peut être un pôle, ^, ( s ) ne s'an­
nulant pas pour | c . | > A . De même, si le point à l'infini est point 
singulier essentiel limite de pôles d'une fonction &(z) méromorphe 
dans tout domaine A < \ ' 1\ z \ 1_ A" < oc, cette fonction est le produit 
d'une fonction méromorphe (dans tout le plan) par une fonction 
holomorphe, non nulle, pour | c | > A et égale à i à l'infini. 

Lu plupart des résultats de la théorie des fonctions entières sont 
applicables aux fonctions F (z) considérées ci dessus; de même ceux 
obtenus pour les fonctions méromorphes sont aussi valables pour les 
fonctions méromorphes autour du point à l'infini. 

2. Le second théorème de Weierstrass et le théorème de Picard. — 
Dans la suite nous désignerons toujours par M ( / ) le maximum 
pour 151 = /' du module d'une fonction holomorphe sur cette cir­
conférence. Pour une fonction entière .les théorèmes de Cauchy 
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montrent que , quels que soient r et /?, 

( 6 ) I C i l / • " < » ! ( # • ) . 

Pour toute fonction F ( s ) , quel que soit le nombre positif K, le 

rappor t M ( r ) : />K finit par dépasser tout nombre donné . On en 

dédui t le théorème de Liouville et le théorème classique de 

Weiers t rass sur l ' indéterminat ion d 'une fonction uniforme dans le 

voisinage d 'une singularité essentielle isolée (point singulier isolé 

essentiel ou point essentiel limite de pôles) . 

I. L? ensemble des valeurs prises par une fonction uniforme 

dans le voisinage d'un point singulier essentiel isolé admet toute 

valeur finie ou infinie pour valeur limite. 

En 1879, E. Picard apporta à ce théorème un complément essen­

tiel. En utilisant les propriétés de la fonction modulaire el l iptique, 

il établit cette proposi t ion qui fut l 'origine d 'une théorie déjà très 

r iche et qui se développe encore chaque jour . 

IL Une fonction uniforme prend une infinité de fois toute 

valeur sauf deux valeurs exceptionnelles au plus dans le voisi­

nage d'une singularité essentielle isolée. 

En 18()6, E. Borel donna de ce théorème, dans le cas part iculier 

des fonctions entières, une démonstrat ion ne faisant intervenir que 

des propriétés élémentaires nouvelles des fonctions holoniorph.es et 

des fonctions croissantes; il mit ensuite en évidence des relations 

très serrées entre la densité des zéros des f o n c t i o n s / ( s ) — x et le 

mode de croissance de la fonction M(/*) . Ce sont ces résultats de 

E. Borel qui , avec ceux de J. Hadamard , ont été la base de la théorie 

des fonctions entières et méromorphes . Dans cet exposé, consacré 

spécialement à ces fonctions, nous nous placerons sur tout au point 

de vue de E. Borel. 

IL — LES INÉGVLITÉS DE BOREL. LA FONCTION M(>) 

ET LA SUITE DES COEFFICIENTS. 

3 . Les inégalités de Borel. — La présence de facteurs e8{z) dans 

la décomposit ion (5 ) et les méthodes de démonstrat ion élémentaire 
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du théorème de Picard ont conduit à étudier des relations entre la 
croissance de certaines fonctions. Soient . 

00 

(7) <K*)=2C""" 
0 

une série entière convergente par exemple p o u r | s | < 1, M (/•) son mo­
dule maximum et A ( /•) le maximum de sa partie réelle pour | z \ — / • < 1. 
L'emploi des formules de Fourier a conduit J. Hadamard (a) aux 
inégalités 

(8) \cn\r»é/iX(r) + *\c0\ (1) 

qui permettent d'étendre le théorème de Liouville au cas où l'on 
a A ( / ) < > K . De ces formules, E. Borel (6, c) déduisit une inégalité 
entre M ( / ) et A ( R ) , ( r < R ) qui a été complétée par Carathéodory 
par une toute autre méthode [voir (22, c)] : on a 

(9) M( / - )< 5 -5_ [aA(R) + 4|c„|] ( r < R ) . 

Si M1 ( r ) est le maximum du module de la dérivée A' (2), les théo­
rèmes de Cauchy montrent que l'on a 

00) ^ ' " 7 ^ ' - < M . ( 0 < ^ ( r < R ) . 

Si m(r) désigne la fonction qui pour chaque /• est égale au 
plus grand des nombres |c„ |/-", les inégalités (6) donnent [Borel 

(M)l 
(11) « ( r X M t / K m i R ) ^ (' < R ) . 

Nous dirons que m(r) est le terme maximum, si A(r) est une 
fonction entière, m(r) est une fonction croissante. 

E. Borel a montré que U( r ) étant une fonction indéfiniment crois­
sante lorsque /• croît indéfiniment et a un nombre positif donné, on 
a, en général, l'inégalité 

ul"r+i—rT7—J < u 
L logU( r ) J 

( r ) i 

(') Nous désignerons avec R. Newinlinna par A {x) une fonction égale à A ( # ) si 
A ' (# )^o , et à o s i A ( # ) ^ o . 
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il en déduit (b, c) que les fonctions A(>), M(/ ') , rn{r), M1 ( r ) sont 
du même ordre de grandeur : 

III . L3 rapport des logarithmes de deux des fondions M(/*), 
A( /•), /«(/•), M' ( r) tend vers un lorsqu'on exclut certains inter­
valles ( / "> / ' 0 > o) dans lesquels la variation totale rfe .log /• reste 
fin ie. 

Une étude détaillée des propriétés des fonctions croissantes a été 
faite par O. Blumenthal (c) en vue de l'édification d'une théorie 
des fonctions entières d'ordre infini (voir aussi les travaux de 
G. Rémoundos et de ses élèves). 

i. Méthode de J. Hadamard. — Une application très simple du 
théorème de Gauchy sur le maximum du module d'une fonction mo­
nogène a conduit J. Hadamard au théorème suivant : 

IV. La fonction logM(/*) est une fonction convexe de log r 
[voir (15, b), (4, <? et b), (11, a ) ] . 

Divers auteurs ont étendu ce résultat à des fonctions analogues : 
G.-H. Hardy (6) montre que, \(r) étant la valeur moyenne 
de 1/(^)1 pour | ^ | = /*? log ! ( / ) est aussi une fonction convexe 
de log /•; R. Nevanlinna montre que les fonctions qu'il introduit 
(voir n°* 22, 21) sont aussi convexes; O. Faber et G. Valiron [u] 
établissent et utilisent un résultat analogue à IV pour les fonctions 
de plusieurs variables. 

Dans un ordre d'idées analogue, O. Blumenthal (6) a obtenu la 
proposition suivante : 

V. La fonction M(r) est analytique par sections, les points 
tels que \/(z) \ = M( / ) sont sur des arcs de courbes analytiques, 
le nombre de ces arcs étant fini dans tout cercle \ z | < R. 

Il montre sur un exemple que la dérivée seconde de M ( r ) peut ne 
pas être continue [voir aussi (16, a ) ] . 

J. Hadamard déduisit de son théorème IV une méthode pour étudier 
la relation entre les fonctions m (r) et M(/*); il utilise le polygone 
de Newton ^ ( / ) dont les sommets sont certains points A.fi (x =z 11, 
y = — log |Crt|), les autres points \ „ étant sur les côtés ou au-dessus 
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des côtés. La polaire réciproque de TC(/) par rapport à la para­
bole x- = iy donne log m(r) en fonction de log /•; J. Hadamard 
définit une seconde courbe donnant une limitation supérieure de 
log M (/•). Cette méthode et les théorèmes IV et V sont valables 
pour une série entière. 

G. Valiron (c, g) introduit le rang N(/*) du terme maximum; en 
supposant c0 ^ o, on a 

J C ' dx 

' fS'O) < l o g M ( 7 - ) , 
0 x 

(13) M ( r ) < / # i ( r ) j a w [ r H - J ^ j + i J. 

L'inégalité (i3) donne la même précision que la méthode de 

J. Hadamard. Ces résultats s'élendent au cas des fonctions de 

plusieurs variables (46, u). G. Valiyon montre aussi que le rap­

port r -r? (log M ( / ) ) : N ( / ) tend vers un si l'on exclut des inter­

valles analogues à ceux figurant dans l'énoncé III. 

5. Classification d'après le mode de croissance. Fonctions d'ordre 
fini. — E. Borel (b, c) a introduit la notion d'ordre. L'ordre p dune 
fonction F ( s ) est la limite supérieure pour r infini du rapport 
log2 M ( / ) : log r. Les fonctions d'ordre fini ont été longtemps les 
seules pour lesquelles on ait obtenu des résultats simples et précis 
autres que le théorème de Picard. Pour qu'une fonction soit d'ordre 
finie, il faut et il suffit que le rapport log N ( / ) : l og r admette p pour 
limite supérieure d'indétermination pour /' infini; on déduit alors 
des inégalités (12) et i3) ce résultat (46, c, d) : 

VI. Pour une fonction d'ordre fini les rapports des logarithmes 
de deux des fonctions M(#i), m (/*), A ( r ) , M'( / ' ) tendent vers un 
lorsque r croit indéfiniment; si p est l'ordre et s positif quel­
conque, on a, à partir d'une valeur de r, 

M(r)<m(r)/•?+', M('") < A(/-)rP+e, M * ( r ) < M(>)rp- l+ £ , ( 1 ) . 

J. Hadamard (b), E. Borel {d)% Lindelof, Pringsheim, G. Valiron 
(ci g-> z) o n t donné des méthodes pour étudier les relations entre 

( 1 ) La dernière inégalité t s t nouvelle. 
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la loi de décroissance de la suite des coefficients \cn | et la fonction 
M(r ) . Si les \cn\ sont donnés on calcule une valeur approchée de 
m(r) etl 'onemploie l'inégalité ( i3) ou la proposition VI si Tordre 
est fini. Lorsqu'on se donne a priori une valeur approchée de 
log M (/•),. elle est assujettie à certaines conditions; dans le cas de 
l'ordre fini, il suffit que log M ( r ) soit asymptotiquement égal à 
une fonction dérivable V(/*), fonction convexe de log/* [le rapport 
de logLVI(r) à V(r ) tend vers un, ce qu'on écrit 

(«4) logMO)~V(/-)]. 

Les inégalités (6), (12) et ( i3) donnent des limitations pour | cn \ 
et N^ r ) . On peut a fortiori supposer que log M(/') I V ( r ) a des 
limites d'indétermination finies et positives, que log 2 M(r) est 
asymptotiquement égal à log V ( r ) , etc. Un grand nombre d'énoncés 
ont été donnés, je me bornerai à citer les deux suivants : 

VIL La condition nécessaire et suffisante pour qu une fonction 

soit d'ordre fini égal à p est que 

(,5) hTi ^ ^ 1 = - 1 [Borna, (c)] . 

VllL La condition nécessaire et suffisante pour que Von ait 

.— log V(r) . 
(,6) . hm ' }=X 

/• = 00 ' r 

est que 
P 

(17) fïm — | cw |" = A [LiNDiLOF ( a ) ] . 
n = « p6 

Signalons à ce propos la terminologie de Lindcliif et Pringsheicn : 
la fonction est dite du type m''nimu/u, moyen ou maximum de &on 
ordre suivant que dans l'égalité (16) on a : A = o, o < A <_ -+- ooT 

A = -+-00. 
Des résultats analogues ont été donnés, notamment par E. Maillet, 

pour les fonctions d'ordre nul ou d'ordre infini. 
G. Valiron a distingué dans certaines questions deux sortes de 

fonctions d'ordre fini p, les fonctions de la classe inférieure pour 
lesquelles l'intégrale 

/
* logM(r) , 
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converge, et les fonctions de la c'asse supérieure pour lesquelles 
elle diverge. L'intégration de l'égalité asymptotique entre log M (/•) 
et log m(r) multipliée par un facteur convenable et l'emploi d'un 
théorème de Carleman et Littlewood [voir (46, z)] sur les séries 
conduit à la proposition suivante dans Inquelle log R„ désigne la pente 
du polygone iz(f) d'Hadamard entre les points d'abscisse n et n -f- i. 

IX. La condition nécessaire et suffisante pour qu une fonction 
soit de la class3 inférieure est que la série 

£(R«) p 

converge; les fonctions pour lesquelles la série de terme gé­
néral | cn |P : , i diverge sont de la classe supérieure (4(3, p, z). 

E. Borel (c) a montré l'importance des fonctions à croissance 
régulière, fonctions pour lesquelles le rapport 

Iog2 M(/') : Iogr 

tend vers p lorsque r croit indéfiniment. E. Lindelof a montré que : 

X. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction 
d'ordre p soit à croissance régulière est que la condition ( 15) étant 
réalisée, on puisse trouver une suite d'indices np telle que 

lim ; = , lim , n p + 1 = i. 
p = » npU\gnp p p = 00 log/?;, 

On peut de même considérer des fonctions à croissance très 
régulière pour lesquelles le rapport log M(f) : /-P a des limites d'in­
détermination (pour /--=00) finies et positives, et des fonctions à 
croissance parfaitement régulière pour lesquelles ce rapport tend 
vers une limite finie non nulle. Les conditions nécessaires et suffi­
santes pour qu'on se trouve dans ces cas ont été données par 
E. Lindelof (b) [voi/- aussi (46, z)], qui a au->si comparé log M(/-) 
à des expressions de la forme /,p (log /•)?•, Ces résultats de 
E. L'nd dijf peuvent être groupés de la façon suivante (46, c) : 

XL Soient o(r) une fonction dérivablc tendant vers 0 et telle 
que p\r) /log/* tende vers o lorsque r croit indéfiniment, y (x) la 
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fonction inverse de x = r?(/,). Pour que le rapport 

l o g M ( r ) : /•?<'•> 

ait des limites dindétermination finies positives (ou tende vers 
une limite A non nulle), il faut et il suffit que les nombres 

vM/ . (p ) 

aient une limite supérieure d indétermination finie \ou égale 

à B = (Ae)Pj et qu'il existe une suite d'indices np pour lesquels 
ces nombres aient une limite inférieure d'indétermination positive 
(ou tendent vers B), le rapport np+K \ np ayant des limites d'indé­
termination positives finies (ou égales à i). 

Des résultats analogues sont donnés par E. Lindelof pour l'ordre 
infini, par R. Mattson et G. Valiron (c) pour l'ordre nul. 

Pour les fonctions à croissance parfaitement régulière log M(r) 
est asymptotiquement égal à une fonction simple de N( r ) et /•; 
G. Valiron a déterminé toutes les fonctions pour lesquelles cette 
circonstance se produit, et donne les conditions correspondantes 
relatives aux coefficients; les fonctions obtenues, qui peuvent être à 
croissance très irrégulière, peuvent servir de fonctions de compa­
raison. Pour toute fonction d'ordre fini p existent des fonctions p (# ) 
telles que 

lim p(a?) = c, lim p(x) = ? i > o , lim x p'(x) l og^ = o, 

pour lesquelles on a 
Tr- logM(r) T. 

un —s : = I 

p( r ) est un ordre précisé; on peut prendre p, = p, p (#•) est alors un 
ordre L (Lindelof); ou, si p n'est pas entier, p, supérieur à la partie 
entière de p, on a un ordre B (Boutroux) (46, z). G. Valiron intro­
duit des considérations analogues dans le cas des fonctions d'ordre 
nul. 

La plupart des résultats ici exposés s'étendent aux séries entières 
dans leur cercle de convergence lorsque la cro'ssance de M ( r ) est 
assez rapide (46, g). 
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6. Méthode de Wîman et Valiron. — Dans deux remarquables 
Mémoires, 4 . Wiman (e,f) a obtenu des inégalités beaucoup plus 
précises que celles de Borel; il en a déduit diverses propriétés et 
notamment une démonstration élémentaire du théorème de Picard. 
G. Valiron '(/', k) a complété les résultats de Wiman en montrant 
d'abord que ses inégalités sont valables sauf dans certains intervalles 
exceptionnels, puU en donnant des inég; dites valables dans de petits 
domaines; il a utilisé le polygone TZ(J) de J. Hadamard et a donné à 
la démonstration une forme géométrique. En posant 

00 

£{u) = V en" u" ( o < a < i ) , 

o 

en obtient ce le m me fondamental : 

XIL La fonction J (z) étant donnée, à une valeur r corres­
pondent en général des couples de nombres l et k tels qae la 
fonction k J M - ) majore f\z), les deux fonctions ayant des termes 
maxtma égaux et de même rang pour cette valeur r. Les valeurs r 
pour les quel 1rs cette circonstance ne se poduit pas forment 
entre î et R, N(RN) intervalles au plus dans lesquels la variation 
totale de log r reste jinie lorsque R croît indéfi/liment. 

' Les valeurs r satisfaisant à l'énoncé sont les valeurs ordinaires 

d'indice a. Dans le cas d'une fonction ty(z) holomorphe pour | 3 | < i, 
il existe encore une suite de valeui s remarquables vérifiant le lemme 
pourvu que log\2 M ( / ) : log —— ne tende pas vers o et que a soit 
convenablement choisi. 

En écrivant f{z) sous la forme 

A*) = (f)H\fi*>) + ^ff(3*)+(^y•/.(>, **)] 
• \ * o / L lso \ *\i / J 

avec 

8{z) = *f'{*) — "f{*\ 

on arrive à la proposition suivante (46, k, z) : 
XIIL Soient R une valeur ordinaire dm lice — suffisamment 

grande, h un nombre donné, z0 un point pour lequel 
_ i _ 

| / ( V > I > M ( K ) N « | * | = R, 
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et D,^ la région définie par 

• R | < N R ' • — ? o | < N 16 (z = re!'9). 

Il existe une constante K ne dépendant que de h telle que : 

i° En tout pointrfeDv le rapport |/< z)\ '. | / (-30) | reste compris 
entre K~l et K ; 

2° Si z et zy sont dans D . , on a 

(*iy.f<*) K 

3Nl6 

3° Si z et Zy sont deux points de Do tels que 

\z — zx | M ^ R ) < s ( R ) N " 

on a 

4° Uinégalité 
' < 3 > - f ê ) * * i ) < e ( R ) K ; 

h i ^ ) ~ N / ( 3 i | < K \ ' 4 I f R ) 

est vérifiée en tout point z de module inférieur à R ( i - V 
11 suffit de supposer que N = N (R) dépasse une constante abso­

lue K' dépendant de h et K pour que ces résultais soient vrais, ils 
restent vrais pour une série entière ty(z) de rayon de convergence 
égal à i s'il existe des valeurs remarquables pour lesquelles N est 
supérieur à K/. Les conséquences suivantes qui précisent les théo­
rèmes de Borel (n° 3) sont donc aussi valables dans certaines condi­
tions pour ces séries ^47, / ; 4 6 , / , k) : 

Pour toute valeur ordinaire r, on a 

À ( r ) ~ M(r), r M»(>') ~ N ( r ) M(r) . 

et dans le voisinage des points où \f(z) | ou j zfl(z) : N | est voisin 

d e M ( r ) 

/ (* ) z 

Cette dernière égalité se généralise pour les dérivées successives, 
ce qui conduit à des propriétés des solutions de certaines équations 
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différentielles ( 4 7 , / ; 40, d ; 4 6 , v). Les inégalités entre M(r) elm(r) 

sont complétées de la façon suivante : s étant donné et positif, on a 

IM(/')<N(/-)2"h^ #»(/'), iM( r )< [«ogm( / - ) ] 2 + 4 m(r ) , 

sauf dans des intervalles dans lesquels la variation totale de log r reste 

finie. 

E n remplaçant la série de comparaison S(u) par une fonction 

ent iè re , on obtient des résultats plus serrés pour les fonctions à 

croissance moins rapide (17 , e\ 46 , / ) , par exemple : pour toute 

fonction d 'ordre fini moindre que p, il existe une suite de valeurs 

indéfiniment croissante /' pour lesquelles 

M(/') < v/'27rp mi r) y/log /n(r). 

D'après les inégalités de E. Le Roy, ce résultat ne peut être amé­

l ioré. 

III. — LE THÉORÈME DE PJCVHD. 

7. Le théorème de Picard. — Lorsqu 'une fonction F ( s ) est holo­

morphe et non nulle autour du point à l'infini, qui est point essentiel, 

les modules maxima de F( 'z) et r; sont du même ordre , le sens 

exact du mot étant donné par le théorème JS. 111 ; A. W i m a n ( / ) et 

G . Valiron (j) déduisent de là des démonstrat ions élémentaires 

d u théorème de Picard; A. Bloch (a) remarque que la fonc­

tion F(z) [F( \c) — î] ne jouissant plus de la proprié té indiquée 

si F — i ne s 'annule pas, le théorème est démont ré . G. Valiron (k) 

donne une démonstrat ion directe utilisant la troisième partie du 

théorème XIII : si V(z) ne s 'annule pas dans le voisinage du point 

essentiel à l'infini, les équations ¥(z)—x ont , dans des domaines 

analogues à ceux définis dans ce théorème, un nombre de racines 

supér ieur à K log M(/,N). Si n(r, x) est le nombre des zéros de 

F ( s ' ) — x dont le module est moindre que r, le rapport n(r, x) I r 

a une limite inférieure d ' indéterminat iou (pour r infini) positive 

et indépendante de x [comparer ( 3 3 , b)]. 

Dans sa Thèse , W . Saxer a présenté la méthode de W i m a n et 

Valiron sous forme ar i thmét ique et l'a utilisée à la démonstrat ion de 

l ' impossibilité de certaines identités, généralisant celles considérées 

par Borel dans sa démonstra t ion du théorème de Picard (n° 16 ) . 
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A. Bloch [a) remarque que la seconde partie du théorème XIII 
contient le résultat suivant : 

XIV. 5 / Z = F( z) admet le point à l'infini pour point singulier 
isolé et est holomorphe autour de ce point, la surface de Rie matin 
décrite par le point Z comprend des cercles à un seul feuillet de 
rayon aussi grand que l'on veut. 

Il applique ce résultat à la démonstration de ce théorème général 
obtenu par Picard (b, c) en 1883 : Deux fonctions admettant un 
même point pour singularité essentielle isolée ne peuvent être liées 
par une relation de genre supérieur à l'unité. 

8. Théorème de Bloch. Théorèmes de Landau et de Schottky. — 
La proposition XIV reste vraie pour les séries entières convergentes 
dans le cercle de rayon i dans les conditions indiquées plus haut. 
En examinant séparément le cas des fonctions holomorphes dans le 
cercle | z \ «< i de la forme 

(19) Z = ty(s) = z-+-cÈz* + ..., 

pour lesquelles le nombre N(/#) correspondant aux valeurs remar­
quables reste inférieur à une constante K/, A. Bloch [b) obtient cette 
proposition générale : 

X.V. Il existe une constanteK. telle que la surface de Riemann, 
correspondant à une fonction quelconque de la forme (19) conver­
gente pour | z | << 1, compren l un cercle à un seul feuillet de 
rayon au moins égal à K. 

En appliquant ce théorème à la fonction 

/ log •!; — 1 ITZ -h / l o g ^ 

A. Bloch obtient le théorème de Landau : 

XVI. Soit une fonction définie par une série entière conver­
gente dans le voisinage de Vorigine 

/ / existe un nombre R ( c 0 , c , ) , ne dépendant que des deux pie-

UNIVERSITÉ GRENOBLE 1 
CNRS 

INSTITUT FOURIER 
Laboratoire de Mathématiques 



G. VALIRON. 

miers coefficients, tel que, dans le cercle [ ^ | < R ( c 0 , c,) : ou 
bien $ (z) ne reste pas holomorphe ; ou bien cette fonction prend 
une fois au moins l'une des valeurs o ou i. 

C'est en employant la méthode de Borel que E. Landau (a ) avait 
tout d'abord établi cette si remarquable proposition; il donna ensuite 
une démonstration très simple en utilisant les propriétés de la fonc­
tion modulaire. Carathéodory a montré que cette dernière méthode 
donne la valeur exacte de la fonction R(c„, <?,); Hurwilz (b) donne, 
également au moyen de la fonction modulaire, l'inégalité très simple 

R(c0, c i ) | c , | g i 6 | c 0 | 7 | c 0 — i | i 

Un grand nombre de travaux, dont il sera question dans d'autres 
fascicules, ont été publiés sur ce sujet; je me bornerai à signaler ici 
le Mémoire de E. Lindelof (g1) [voir aussi (h)] dont il sera question 
au n° 12; toute cette théorie \ est traitée d'une façon très naturelle. 
E. Landau ( / ) a déduit de son théorème une proposition qui géné­
ralise un théorème de Koebe et qui doit être rapprochée du théo­
rème XV : si une fonction de la forme (19) est holomorphe dans 
le cercle | z j <^ 1, les \aleurs Z recouvrent toute une circonférence 
| Z | = h > K \ K' étant une constante absolue. 

Le théorème de Landau est une conséquence simple de l'impor­
tante proposition obtenue à la même époque par F. Schottky (a ) : 

XVII. Si une fonction ù(z) est holomorphe pour \ z\<^R et ne 
prend pas les valeurs o et 1 à Vintérieur de ce cet de, son module 
vérifie Vinégalité 

O ) | ' K * ) | < K ( r 9 l ijjr M 

le nombre K(c 0 , u) ne dépendant que de c0 = »i(o) et de u. 

Comme le théorème de Landau, celui de Schottky peut être obtenu 
parles méthodes élémentaires de Borel ou par l'emploi de la fonction 
modulaire; A. Bloch (b) a remarqué que l'intégration de l'inégalité 
obtenue pour le rayon du cercle de convergence dans le théorème de 
Landau conduit au théorème de Schottky. La valeur explicite de la 
fonction K est sans importance dans certaines questions, par exemple 
dans la théorie des familles normales (n° 10), mais elle joue un rôle 
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essentiel dans les extensions du théorème de Picard dont il sera 
question au n° 9. Par les méthodes élémentaires, on trouve que 

K,(c«.) . 
( a i ) l o g K ( e 0 , ù)< 

(i-u)^ 

P étant supérieur à 2, E. Landau (b) obtint au moyen de la fonction 
modulaire la valeur jâ = 1, qui est la plus petite possible comme on le 

1 

voit en considérant la fonction e l~ r . 

9. Le théorème de Picard dans un secteur. — Le théorème de 
Schottky, avec le complément de Landau qui vient d'être signalé, 
montre que le théorème de Picard s'applique aux fonctions §(z) holo-
•morphes p a u r | s | < ^ i pourvu que 

(22) lim (1 — r ) log M ( r ) =-+- oa, 

mais il ne s'applique plus dans tousles cas lorsque le premier membre 
de (22) est borné (*). Cette remarque conduit, par une trans­
formation immédiate à des propositions complétant le théorème 
de Picard relatif au point essentiel isolé. Considérons une fonc­
tion 8(3), (z = reiy), admettant une singularité à l'origine, mais 

holomorphe dans un secteur S, j z j <C R'o? °o <C ̂  <C ̂ 0 H~ 7*; si A est 

un angle de sommet O intérieur à S, on désignera par M ( r , À | l ë 
maximum d e | 9 ( ^ ) | pour les points ] z j =-r appartenant à A et l'on 
appellera ordre de 9(s) dans À le nombre 

r = o — l o g r 

On obtient alors cette proposition (2, a, b; 4 6 , / , m) : 

XVIII. Si une fonction 9 (s) est holomorphe dans un secteur b 

d'ouverture ^ et est d'ordre supérieur à y dans un angle inté­

rieur, elle prend toute valeur, sauf une au plus, en une suite d$ 

points de S admettant F origine pour point limite. 

C1) La méthoie élémentaire de Nevanlt'nna (Chap. V) 'conduit également à ce 
résultat, mais avec une condition un peu plus restrictive que (22 ). 


