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ENSEMBLES QUASI-MINIMAUX AVEC CONTRAINTE
DE VOLUME ET RECTIFIABILITE UNIFORME

Séverine Rigot

Résumé. — Dans ce mémoire, on s’intéresse & la régularité des sous-ensembles de R
qui quasi-minimisent le périmétre avec contrainte de volume, c’est-a-dire des sous-
ensembles G de R™ qui vérifient la condition de quasi-minimalité suivante :

/ Vol < / Vxar| + 9(IGAGT),
R~ R

pour tout G' C R" tel que GAG' € R* et |G'| = |G]. Ici [,.|Vxq| désigne le
périmétre de G et g : [0, +00[—= [0, 400 est fixée et vérifie g(z) = o(z(»1/") au
voisinage de 0. Le principal résultat de ce mémoire est la rectifiabilité uniforme de la
frontiére des quasi-minima avec contrainte de volume, avec des paramétres universels.
Nous appliquerons ces résultats a I’étude des minima de mesure de Lebesgue fixée de
la fonctionnelle E définie par

E(G) = H"1(0G) + //G . K(z —y) dz dy,

ou G C R*, H" }(dG) désigne la mesure de Hausdorff de dimension n — 1 de la
frontiére de G et K € L'(R™) est & support compact . Les estimations uniformes sur les
parameétres qui interviennent dans les propriétés de régularité des quasi-minima avec
contrainte de volume nous permettront d’obtenir ’existence d’ensembles optimaux
ainsi qu’une description de ces minima (régularité de leur frontiére, taille et nombre
de leurs composantes connexes).
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Abstract (Quasi-minimal sets with a volume constraint and uniform rectifiability)

In this memoir, we study the regularity of quasi-minimal sets for the perimeter
with a volume constraint, i.e., measurable subsets G of R” which satisfy the following
quasi-minimality condition :

/R Vol < [ Vxar| +g(GAG,

for every G' C R" such that GAG' € R" and |G'| = |G|. Here [, |Vx¢| denotes
the perimeter of G and g : [0, +0o[— [0, +0c] is fixed such that g(z) = o(z(®~1/").
The main result of this memoir is the uniform rectifiability of their boundary with
universal parameters. We will then apply this result to the study of minimizers with
prescribed Lebesgue measure of a functional E defined by

E(G) = H™1(0G) + //G . K(x —y) dx dy,

where G C R*, H" 1(0G) denotes the (n — 1)-Hausdorff measure of the boundary
of G and K € L'(R") with compact support. Using the fact that the parameters in
the regularity properties of quasi-minimizers with a volume constraint are universal,
we will be able to obtain the existence of optimal sets together with a description of
these minimizers (regularity of their boundary, size and number of their connected
components).
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INTRODUCTION GENERALE

Ce mémoire est consacré a I’étude de la régularité de la frontiére des sous-ensembles
de R™ qui quasi-minimisent le périmétre avec une contrainte de volume. Ce sont des
ensembles dont on controle la variation de la surface de la frontiére sous l'effet de
perturbations compactes & volume constant. Cette variation est, au moins aux petites
échelles, négligeable devant la surface initiale.

Les premiers résultats de régularité concernant la frontiére réduite 0*G des en-
sembles G qui minimisent localement le périmétre dans un ouvert 2 de R" ont été
démontrés par E. De Giorgi (|[DG61]) puis améliorés par M. Miranda ([Mir65]) et
H. Federer ([Fed70]) : en dehors d’un ensemble de dimension de Hausdorff au plus
n — 8, la frontiére réduite 0*G est une hypersurface réguliére (voir aussi [Sim83]).
Des résultats analogues ont ensuite été étendus aux ensembles 4 courbure moyenne
généralisée prescrite appartenant a LP(R™), p > n ([Mas74], [Mas75], ...). De ma-
niére plus générale, des résultats de régularité partielle concernant la frontiére des
ensembles qui quasi-minimisent le périmétre sont maintenant classiques (|Tam82],
|Tam84], [AP99], |[Rig00], voir aussi [Alm76] et [DS00]).

La contrainte imposée aux solutions est en général une condition a la frontiére de 2.
En vue de certaines applications, il apparait cependant souvent pertinent d’imposer
plutot une contrainte de volume aux solutions. Mathématiquement, le probléme le plus
simple en ce sens est le probléme isopérimétrique : minimiser la surface de la frontiére &
volume constant. Il est maintenant bien connu que, dans ce cas, les solutions sont, & un
ensemble de mesure nulle prés, des boules, c’est-a-dire des ensembles trés réguliers. Par
ailleurs, des propriétés de régularité partielle ont été démontrées pour les ensembles
qui minimisent localement le périmétre avec une contrainte de volume ((GMT83]).
Il ne semble pas cependant que les conditions de quasi-minimalité que nous allons
étudier ici et qui allient le caractére quasi-minimal et la contrainte de volume aient
été étudiées par le passé. Les ensembles auxquels nous allons nous intéresser sont les



2 INTRODUCTION GENERALE

sous-ensembles G de R™ de mesure de Lebesgue finie qui satisfont & la condition de
quasi-minimalité suivante :

/R Vel < / Vxar| + g(IGAG)

pour tout G' C R™ tel que GAG' = (G\G') U (G'\G) € R* et |G'| = |G|. Ici
Jo- IVxc| désigne le périmétre de G et g : [0,+o00[— [0,+00[ est fixée telle que
g(x) = o(z(®~1/") au voisinage de 0. On rencontre ce type de conditions dans cer-
tains problémes variationnels ou entrent en compétition des énergies de surface et de
volume, par exemple quand on cherche & modéliser ’énergie d’une goutte de fluide
incompressible soumise a des forces surfaciques telles que la tension superficielle ainsi
qu’a d’autres forces volumiques (gravitation, champ magnétique, bulles de savon...)
et que l'on veut décrire ce qui se passe & ’équilibre. C’est un tel modeéle qui nous a
servi de motivation initiale pour ce travail. Nous allons y revenir dans un instant.

Dans la plupart des contextes évoqués plus haut, les résultats de régularité qui ont
été démontrés sont des résultats de régularité partielle, c’est-a-dire des résultats locaux
et non uniformes. On s’est quant & nous attaché & obtenir des résultats quantitatifs
et uniformes. Le principal résultat de ce mémoire est la rectifiabilité uniforme de la
frontiére des quasi-minima avec contrainte de volume, avec des parameétres universels.
Sans entrer dans le détail pour l'instant, disons juste que la rectifiabilité uniforme est
une notion de rectifiabilité donnant une régularité de type Lipschitz pour I’ensemble
considéré, avec des informations quantitatives et invariantes par changement d’échelle.
De ce point de vue, ce résultat est a rapprocher de celui de [DS98] ou les conditions de
quasi-minimalité n’ont rien & voir avec celles qui nous intéressent ici mais ou certains
arguments sont similaires aux noétres (voir aussi [DS00] ou d’autres conditions sont
étudiées). Le méme type de résultats quantitatifs et uniformes a par ailleurs été obtenu
dans le cadre de ’étude des minima de la fonctionnelle de Mumford-Shah ou il s’agit
d’étudier un probléme de discontinuité libre ([DMS92], [DS96a], [DS96b), [Sol97],
...) et bien que ce probléme soit différent du nétre, les résultats sont comparables dans
leur esprit.

Comme nous ’avons briévement mentionné plus haut et bien que ce soit ’aspect
purement mathématique du probléme qui nous intéresse ici, c’est un modéle phy-
sique décrit par F. Otto qui nous a servi de motivation initiale ([Ott98]). Une goutte
de fluide visqueux ferromagnétique et incompressible est placée entre deux lamelles
horizontales trés proches (pour rendre le probléme plan), on lui applique un champ
magnétique vertical et on cherche & décrire ce qui se passe & I’équilibre, c’est-a-dire
quand le minimum d’énergie est atteint. F. Otto s’était quant a lui intéressé au pro-
bléme dynamique. Mathématiquement, on considére la généralisation en dimension
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INTRODUCTION GENERALE 3

quelconque de ce probléme et il s’agit alors de décrire les minima de mesure de Le-
besgue fixée d’une énergie E définie par

E(G) = H"Y(0G) + //G . K(z —y) dx dy

pour tout G C R*, ot H"~}(9G) désigne la mesure de Hausdorff de dimension n—1 de
la frontiére de G et K € L*(R™) est a support compact. Le premier terme correspond
a la tension superficielle et est un terme de cohésion. Le second correspond & 'effet
du champ magnétique et est un terme de dispersion.

Il se trouve que les résultats classiques de semi-continuité et de compacité ne s’ap-
pliquent pas directement et ce probléme de minimisation avec contrainte de volume
fournit un exemple de probléme variationnel pour lequel des informations quanti-
tatives et uniformes se révélent particuliérement utiles. Nous obtiendrons en effet
grace A elles l'existence d’ensembles optimaux ainsi qu’'une description des compo-
santes connexes des minima, notamment une estimation uniforme sur leur mesure de
Lebesgue.

La suite de ce mémoire est organisée de la maniére suivante. Les parties 1.1, 1.2
et 1.3 du chapitre 1 sont consacrées a des rappels de théorie de la rectifiabilité et de
théorie des fonctions & variation bornée et des ensembles & périmétre fini. Dans la
partie 1.4 on définit les conditions de quasi-minimalité qui vont nous intéresser et on
cite les principaux résultats de ce mémoire. Les chapitres 2, 3 et 4 sont consacrés a
leur démonstration. On peut se reporter au paragraphe 1.4.3 pour plus de détails. Le
chapitre 5 est consacré a I’étude du probléme de minimisation & volume fixé associé
a la fonctionnelle E définie plus haut.

C’est un plaisir de remercier Guy David de m’avoir introduite a ces questions ainsi
que pour de nombreuses discussions et de précieux conseils sur le sujet. Je tiens aussi
A remercier le referee dont les remarques ont largement influencé la version définitive
de ce manuscrit.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Les parties 1.1, 1.2 et 1.3 de ce chapitre sont consacrées & des préliminaires et rap-
pels sur la mesure de Hausdorff, la notion de rectifiabilité uniforme, sur les fonctions
a variation bornée et les ensembles & périmétre fini, ainsi que sur différentes versions
de l'inégalité isopérimétrique. On se contentera ici de rappeler les résultats, pour la
plupart classiques, dont on se servira dans la suite. On ne prétend donc en aucun cas
& Pexhaustivité. Le seul résultat réellement nouveau est un lemme d’approximation
des ensembles quasi-isopérimétriques par des boules (lemme 1.3.13). Dans la partie
1.4 on définit les conditions de quasi-minimalité qui vont nous intéresser et on cite
les principaux résultats de ce mémoire. On peut se reporter au paragraphe 1.4.3 pour
une description des chapitres 2, 3 et 4 ot ils seront démontrés.

1.1. Notations et conventions

Dans toute la suite n désignera un entier supérieur ou égal & 2. Nous allons travailler
dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique. Si z et y sont deux points de R?,
la distance entre = et y est dist(z,y) = |x — y|. Si A C R est non vide, le diamétre
de A est diam(A) = sup,e 4 yea v —y|. Siz € R* et A C R est non vide, la distance
de x & A est

dist(z, A) = inf |z — y|.
ist(z, A) ;gAlx vl

Les boules ouvertes et fermées de centre x € R" et de rayon r, 0 < r < +00, seront
notées

B(a,r) ={y e R" : |y — x| <r},

B(x,r) ={y €R": |y —a| <r},
et pour = 0, nous noterons B, = B(0,r). Pour A C R” et 0 < t < 400, nous
utiliserons la notation t4 = {tz : z € A}. Pour A C R*, 0A désignera la frontiére
topologique de A et x4 la fonction caractéristique de A, égale 4 1 sur A et 4 0
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sur R*\ A. La mesure de Lebesgue de A C R™ sera notée |A|. Nous noterons aussi
wp = |B1]. Pour A, B C R*, AAB désignera la différence symétrique entre A et B,
AAB = (A\B) U (B\A). Nous dirons que deux ensembles A et B sont équivalents
si |[AAB| = 0. La lettre C' désignera de maniére générale une constante strictement
positive dont la valeur pourra changer a chaque occurrence.

1.2. Mesure de Hausdorff et rectifiabilité

1.2.1. Mesure de Hausdorff.— Nous allons rappeler ici la définition de la mesure
de Hausdorff et quelques unes de ses propriétés qui seront d’utilisation constante dans
toute la suite. Pour plus de détails, on pourra se reporter a [Fed69] ou [Mat95].

Pour ACR", 0<s< 400 et 0<6 < +00, posons
+o0 +o0
H}(A) = inf {Z(diam(Ei))s t AC U E;, diam(E;) < 6} .
=0 i=0

On définit alors la mesure de Hausdorff de dimension s de A :
H?(A) =lim H§(A) = sup H3j (A).
410 5>0

C’est une mesure extérieure Borel réguliére sur R” et si A C R" est H®-mesurable
et tel que H*(A) < 400, la restriction de H*® & A est une mesure de Radon positive
([Mat95, page 57]). Si s = 0, H°(A) = card(A) et si s > n, H*(A) = 0 pour tout
A C R*. Avant de définir la dimension de Hausdorff, rappelons le théoréme classique
suivant :

THEOREME 1.2.1 ([Mat95, page 58]). — Pour 0 < s <t < +oo et A CR",
H*(A) < +00 = H'(A) =0,
H'(A) > 0= H*(A) = +o0.

Nous pouvons maintenant définir la dimension de Hausdorff :

DEFINITION 1.2.2 (|[Mat95, page 58]). — Si A C R, la dimension de Hausdorff de
A est

dim(A) = sup{s: H°(A) > 0}
=inf{t: H'(A) < +o0}.

En d’autres termes, la dimension de Hausdorff de A est I'unique réel positif ou nul,
dim(A), tel que

HY(A) =400 si 0<t<dim(4A) et H°(A)=0 si dim(4)<s.

MEMOIRES DE LA SMF 82



1.2. MESURE DE HAUSDORFF ET RECTIFIABILITE 7

Nous nous intéresserons plus particuliérement ici & des sous-ensembles A de R",
H™l-mesurables, tels que 0 < H"1(A) < 4+00. Si A est une hypersurface suffisam-
ment réguliére, H"~!(A) coincide avec toute autre définition raisonnable de la mesure
de surface.

Rappelons maintenant qu’une application f : R® — R™ est M-lipschitzienne si
pour tous z, y € R*, on a |f(z) — f(y)| < M|z — y|. De la définition de la mesure de
Hausdorff, on déduit les propriétés suivantes :

PRrROPOSITION 1.2.3. — SiACR*, a € R*,0<s< 400 et 0 <t < +00,
H?’(A+4a)=H?(A) avec A+a={x+a: z€ A},
H®(tA) =t°H°(A) avec tA={tx: xz € A}
Si f: R = R™ est M -lipschitzienne, alors H*(f(A)) < M*H*(A).

1.2.2. Ahlfors-régularité et condition B. — Nous allons maintenant définir la
notion d’ensemble Ahlfors-régulier et d’ensemble vérifiant la condition B. Ce sont ces
propriétés de régularité que nous montrerons pour les quasi-minima avec contrainte
de volume.

DEFINITION 1.2.4 (Ahlfors-régularité). — Soit .S C R". On dira que S est localement
Ahlfors-régulier (de dimension n—1) si S est fermé et s’il existe une mesure borélienne
w sur R™ et une constante C' > 0 telles que pour tout = € S et tout r €]0, 1],

(1.2.1) C7tnt < u(SnB(x,r)) <Crh.

Si S est localement Ahlfors-régulier et si u vérifie (1.2.1), on a les informations plus
précises suivantes :

PROPOSITION 1.2.5. — Soit S C R" localement Ahlfors-régulier. Si u est une mesure
borélienne sur R qui vérifie (1.2.1) alors il existe C > 0 telle que l'on ait l'inégalité
sutvante entre mesures :

(1.2.2) CT'H" S < s <CH" S,

et (1.2.1) est vérifié avec p remplacé par H" ™', c’est-a-dire qu’il existe C > 0 telle
que pour tout x € S et tout r €]0,1],

(1.2.3) c =t < HY (SN B(x,r)) < Crt.

Remarquons que les constantes qui apparaissent dans (1.2.2) et (1.2.3) ne dé-
pendent que de la dimension n et de la constante de (1.2.1). Le point essentiel ici
est que si S est Ahlfors-régulier, x € S, 0 <t < r < 1, on peut recouvrir S N B(z,r)
par au plus C(%)"~! boules de rayon ¢ centrées sur S.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000
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FIGURE 1.1. La condition B (z € S, 72 < 71, y € S, t2 < t1).

La définition standard de I’Ahlfors-régularité autorise les rayons r & prendre toutes
les valeurs comprises entre 0 et diam(.S). Remarquons que si S est borné et si (1.2.1)
est vérifié pour tout & € S et tout r €]0, 1], alors cette relation 1’est encore pour tout
x € S et tout r €]0,diam(S)] en modifiant au besoin légérement la constante C' en
fonction de diam(S). Nous omettrons donc en général le mot « localement » dans la
suite, méme si seuls les rayons appartenant a ]0, 1] seront pris en compte.

L’Ahlfors-régularité est une maniére quantitative, uniforme et invariante par
changement d’échelle de dire que S est de dimension n — 1. Signalons que c’est uni-
quement une notion de taille. Par exemple le Cantor & quatre coins du plan est un
ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1, mais il ne posséde pas de bonnes propriétés
de rectifiabilité. Pour I'étude des propriétés géométriques et analytiques des ensembles
Ahlfors-réguliers, on pourra se reporter par exemple a [DS91] et [DS93a]. Signalons
que pour tout 0 < d < n, on peut définir la notion d’ensemble Ahlfors-régulier de
dimension d en remplagant n — 1 par d dans la définition 1.2.4.

DEFINITION 1.2.6 (Condition B). — Soit G un ouvert de R”. On dira que G vérifie
localement la condition B s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € dG

MEMOIRES DE LA SMF 82



1.2. MESURE DE HAUSDORFF ET RECTIFIABILITE 9

et tout r €]0, 1], il existe deux boules By C G N B(z,r) et By C B(x,r)\G, toutes
deux de rayon > C~1r.

Comme précédemment, si G est borné et satisfait localement a la condition B,
il satisfait & la condition analogue ou les rayons sont autorisés a prendre toutes les
valeurs entre 0 et diam(90G) en modifiant au besoin légérement la constante C en
fonction de diam(J0G). Par abus de language nous omettrons donc en général le mot
« localement » méme si, comme en ce qui concerne I’Ahlfors-régularité, nous ne nous
intéresserons qu’a des rayons appartenant a 10, 1].

On peut définir une condition légérement différente (et un peu moins forte) qui
concerne les ensembles Ahlfors-réguliers de codimension 1, et que nous appellerons
encore condition B.

DEFINITION 1.2.7. — Soit S un sous-ensemble de R®. On dira que S vérifie (locale-
ment) la condition B si S est (localement) Ahlfors-régulier de codimension 1 et s’il
existe C' > 0 telle que pour tout & € S et tout r €]0,1], il existe deux boules B;
et By, de rayon > C~!r, contenues dans B(z,r), et qui sont contenues dans deux
composantes connexes différentes de R*\S.

Voir la figure 1.1. Si G vérifie la condition B comme dans la définition 1.2.6 et si G
est Ahlfors-réguliére de codimension 1, alors G vérifie la condition de la définition
1.2.7. La réciproque est en général fausse. Si G n’est pas connexe, il se pourrait que les
deux boules données par la définition 1.2.7 soient contenues dans deux composantes
connexes différentes de G. Comme précédemment, on peut autoriser les rayons a
prendre toutes les valeurs entre 0 et diam(S) quitte a changer la constante C et
retirer le mot « localement » dans la définition 1.2.7.

1.2.3. Notions de rectifiabilité uniforme. — Les ensembles Ahlfors-réguliers
de codimension 1 qui vérifient la condition B possédent des propriétés assez fortes de
rectifiabilité. C’est de la tension entre 'inégalité de droite de (1.2.3), qui assure que
uniformément en tout point et & toute échelle I'ensemble n’est pas trop gros, et la
condition topologique de la définition 1.2.7, qui peut étre interprétée en disant que
uniformément en tout point et & toute échelle ’ensemble sépare bien les différentes
composantes du complémentaire, que nait la force de cette conjonction. G. David et
S. Semmes ont montré que de tels ensembles sont uniformément rectifiables et méme
contiennent de « grands morceaux de graphes lipschitziens ». Signalons que dans ce
qui suit, nous allons citer des résultats locaux c’est-a-dire nous limiter & des rayons
R compris entre 0 et 1. Dans [DS93a] les différents résultats sont établis pour des
ensembles de diamétre infini. Ils restent valables dans le cas d’ensembles bornés a
condition de se restreindre & des rayons compris entre 0 et 1. Nous allons aussi nous
limiter au cas de la codimension 1, le seul qui nous intéressera dans la suite.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

DEFINITION 1.2.8 (Condition BPLG, [DS93a]). — Soit S un sous-ensemble de R"
Ahlfors-régulier de codimension 1. On dira que S satisfait & la condition BPLG (Big
Pieces of Lipschitz Graphs) s’il existe C' > 0 et # > 0 tels que, pour tout z € S et
tout R € ]0,1], il existe un graphe T lipschitzien (n — 1)-dimensionnel de constante
< C tel que

H" Y (SN B(z,R)NT) > 6R" .

Par graphe lipschitzien (n —1)-dimensionnel dans R™, nous entendons un ensemble
I" tel qu’il existe un hyperplan P, une droite D perpendiculaire & P et une application
lipschitzienne A de P vers D tels que I soit le graphe de A. Par constante de Lipschitz
de T', nous entendons constante de Lipschitz de ’application A.

1l existe de nombreuses caractérisations de I'uniforme rectifiabilité. Nous ne citerons
ici que la condition BPLI (Big Pieces of Lipschitz Images). Pour (beaucoup) plus de
détails sur les différentes caractérisations de 'uniforme rectifiabilité et les propriétés
des ensembles uniformément rectifiables, on pourra consulter par exemple [DS91] et
[DS93a].

DEFINITION 1.2.9 (Condition BPLI, [DS93a]). — Soit S un sous-ensemble de R"
Ahlfors-régulier de codimension 1. On dira que S satisfait a la condition BPLI s’il
existe 0 et M > 0 tels que, pour tout x € S et tout R € ]0, 1], il existe une application
lipschitzienne p de constante de Lipschitz < M de la boule B,,_1(0, R) de R*~! dans
R™ telle que

H" (SN B(z,R) N p(Bn-1(0, R))) > 6R™".

DEFINITION 1.2.10 (Rectifiabilité Uniforme). — On dira qu’un sous-ensemble
Ahlfors-régulier de R™ est uniformément rectifiable s'il satisfait & la condition BPLI.

THEOREME 1.2.11 ([DS93b]). — Soit S un sous-ensemble de R™ vérifiant la condi-
tion B (définition 1.2.7). Alors S vérifie la condition BPLG.

Clairement la condition BPLG est un peu plus forte que la condition BPLI et S est
en particulier uniformément rectifiable. Une maniére de montrer que la condition B
implique la condition BPLG est de montrer que si S vérifie la condition B, alors S a de
grandes projections (voir [DS93b, page 897]) et satisfait le lemme géométrique faible
(que nous allons citer dans un instant), puis d’utiliser le théoréme 1.14 de [DS93b].

Le lemme géométrique faible est une maniére de dire que pour = € S et R € ]0, 1],
S N B(z, R) est souvent bien approximé par un hyperplan. Définissons d’abord les
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FiGure 1.2. La fonction S.

nombres 3 de P. Jones qui permettent de mesurer & quel point S est proche d'un
hyperplan dans une boule donnée. Pour y € S et t > 0, posons

(1.2.4) B(y,t) =inf {t71  sup  dist(z,P) ¢,
p z€SNB(y,t)

l'infimum étant pris sur tous les hyperplans affines (voir la figure 1.2).

DEFINITION 1.2.12 (Lemme géométrique faible). — Soit .5 un sous-ensemble de R"
Ahlfors-régulier de codimension 1. On dira que S vérifie le lemme géométrique faible

si pour tout € > 0, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout z € S et tout
R e]0,1],

R dt
(1.2.5) [ / o (0 t) dH™ () % < cRr,
o JsnB(z,R) t

ou D = {(y,t) € S xRy : B(y,t) > e}

En d’autres termes, le lemme géométrique faible dit que xp, (y,t) dH" (y) dt/t
est une mesure de Carleson sur S x R, . Donnons maintenant quelques propriétés des
ensembles qui vérifient le lemme géométrique faible.

PROPOSITION 1.2.13. — Soit S un sous-ensemble de R Ahlfors-régulier de codimen-
sion 1. On suppose que S vérifie le lemme géométrique faible. Alors pour H"~!-presque
tout x € S,

(1.2.6) lim (z,t) = 0.
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Démonstration. — 11 suffit de montrer que pour tout € > 0, H"1(A.) = 0 ott

A, ={x € S: limsup B(z,t) > ¢}.
t—0

Soit donc e > 0 fixé et R € ]0,1] fixé. De (1.2.5), on déduit que pour H"~!-presque
tout x € S,

R dt
(1.2.7) / X1. (t) n < 400,
O 2

avec Ie = {t > 0: B(x,t) > 5}. Si x € A, on peut trouver une suite (¢;) telle que
2tj11 < t; < R et telle que B(x,t;) > ¢. Alors B(x,u) > 5 dés que t; < u < 2t;, donc

2t;
I dt
/ Xlg(t) — =1n2,
t; 2 t
pour tout j > 0, ce qui contredit (1.2.7). O

PRrROPOSITION 1.2.14. — Soit S un sous-ensemble de R™ Ahlfors-régulier de codimen-
sion 1. On suppose que S vérifie le lemme géométrique faible. Alors pour tout n > 0,
il existe 6 > 0 tel que pour tout x € S et tout R € 10,1], il existe y € S et r > IR tels
que B(y,r) C B(z,R) et

(1.2.8) Bly.r) <n.

Démonstration. — Soit n > 0 fixé. Par ’absurde, pour tout 4 €]0, %[, on pourrait
trouver @ € S et R € ]0,1] tel que B(y,t) > n dés que (y,t) € B(z, %)x]éR, %[ On
aurait alors

R
[ ownariw) G <5 "B (a: E)) In (l)
0o JSnB(z,R) t 2 20
1
> ! _ n—l.
>(C'ln <25> R

Nous avons utilisé I’Ahlfors-régularité de S pour obtenir la derniére inégalité. On
choisit alors ¢ assez petit de maniére a contredire (1.2.5). O

Dans la pratique, la proposition 1.2.14 est souvent aussi utile que le lemme
géométrique faible. Signalons que si S vérifie la condition B, alors la constante C'
de (1.2.5) ne dépend que de la dimension, de ¢ et des constantes qui apparaissent
dans (1.2.3) et dans la définition 1.2.7. De méme, dans la proposition 1.2.14, é ne
dépend que de la dimension, de 1 et des constantes qui apparaissent dans (1.2.3) et
dans la définition 1.2.7.

Revenons maintenant aux ouverts de R"™ qui vérifient la condition B (définition

1.2.6). Considérons G C R" ouvert, & frontiére Ahlfors-réguliére et vérifiant la condi-
tion B. Soient z € 0G et t > 0. Si, & 'intérieur de B(x,t), la frontiére G est incluse
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Ut c RM\G

Bt

u-ca

F1GURE 1.3. La situation standard.

dans une bande de largeur suffisamment petite, on a une bonne description géomé-
trique de ce qui se passe. En effet, supposons que

0G N B(z,t) C {y € B(x,t) : dist(y, P) < Bt}

oll P est un hyperplan et 3 une petite constante. Notons U~ et U™ les deux com-
posantes connexes de {y € B(x,t) : dist(y, P) > ft}. Comme G vérifie la condition
B, nous pouvons trouver deux boules By C G N B(x,t) et By C B(z,t)\G de rayon
> C~'t. Alors, si 3 est assez petit, en fonction de la dimension et de la constante de
la condition B, B; et B, rencontrent nécessairement {{~ ou U7 . Par hypothése OG ne
rencontre pas i/~ UUT. Donc B; rencontre I{~ et B, rencontre Ut ou 'inverse et on
en déduit que U~ C G et UT C R*\G ou l'inverse. Voir la figure 1.3 qui illustre cette
situation que nous qualifierons de « standard » et qui sera une des clés de I'étude des
quasi-minima avec contrainte de volume. En particulier comme 0G vérifie le lemme
géométrique faible, ceci se produit pour H" !-presque tout € 9G et pour tout t
assez petit d’apres (1.2.6). Il suffit en effet de considérer ¢ assez petit de telle sorte que
B(z,t) soit assez petit et de prendre pour hyperplan P un hyperplan réalisant 3(x,t).
D’autre part, en utilisant la proposition 1.2.14, on peut obtenir une version uniforme
de ce méme résultat. Plus précisément, pour tout z € 9G et tout 0 < R < 1, on peut
trouver une boule B(y,r) C B(z, R) avec y € G et r > R dans laquelle la situation
est la situation standard que nous venons de décrire.
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.3. Fonctions a variation bornée et périmétre

Nous allons rappeler la définition de I’ensemble des fonctions & variation bornée
et donner les résultats que nous utiliserons par la suite. Nous mettrons plus particu-
liérement ’accent sur les sous-ensembles de R™ dont la fonction caractéristique est
a variation bornée, c’est-a-dire les ensembles & périmétre fini, et sur la comparaison
du périmétre au sens BV avec la restriction de la mesure de Hausdorff de dimension
(n — 1) a la frontiére de ’ensemble.

En ce qui concerne les fonctions & variation bornée et les résultats standards sur la
frontiére réduite des ensembles & périmétre fini, la présentation qui suit est fortement
inspirée de [Giu84] auquel on pourra se reporter pour plus de détails. On pourra
également consulter [Zie89).

1.3.1. Fonctions & variation bornée. — Soit 2 un ouvert de R et f € L'(Q2).
On pose
(13.1) /NVfr:mp{/ﬂf&vgdx:geC%wnwwwmmn51}.

Q Q

DEFINITION 1.3.1. — Soient Q C R" ouvert et f € L'(f2). On dit que f est a
variation bornée dans Q si [, |V f| < 400 et on définit BV (2) comme I'ensemble des
fonctions de L'(f) & variation bornée,

BV(Q) = {f € LN(Q) : /Q|Vf| < +oo}.

De maniére équivalente, BV () est I’ensemble des fonctions intégrables sur Q dont
le gradient au sens des distributions est représentable par une mesure de Radon (&
valeur vectorielle). Sa variation totale sera notée |V f|; c’est une mesure de Radon po-
sitive et finie. Ceci permet d’étendre la définition de [, |V f] & tout A C © mesurable.

Muni de la norme || f|| sy (o) = | fllL1 @)+ Jo IV f], BV () est un espace de Banach.
Si Q = R", nous noterons BV = BV (R").

THEOREME 1.3.2 (Semi-continuité, [Giu84, page 7]). — Soient Q un ouvert de R
et (fj)jen une suite d’éléments de BV (Q) qui converge dans L}

loc
f. Alors
[ v < tmint [ 95
Q J—otoo Jo

(Q) vers une fonction
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1.3. FONCTIONS A VARIATION BORNEE ET PERIMETRE 15

THEOREME 1.3.3 (Compacité, [Giu84, page 17]). — Soit Q un ouvert borné de R®

a frontiére lipschitzienne. La boule unité de BV (Q) est relativement compacte dans
LY(Q).

De ces deux théorémes, on déduit le résultat plus spécifique suivant que nous aurons
& utiliser :

THEOREME 1.3.4. — Soient B une boule de R et (f;)jen une suite de fonctions de
BV identiquement nulles en dehors de B et telles que sup; || f;llpv < +00. Alors il

existe une sous-suite qui converge dans L*(R™) et presque partout vers une fonction
f. De plus f € BV et

(1.3.2) /|Vf|§ljminf/ V|-
R™ j—=+oo Jpa

1.3.2. Ensembles a périmétre fini. — Soient 2 un ouvert de R® et G C R"
mesurable. Dans toute la suite les sous-ensembles de R™ envisagés seront toujours
supposés mesurables et nous omettrons en général de le repréciser. On dira que G est
a périmeétre fini dans Q si [, |Vxa| < +00. Par définition, le périmeétre de G dans 2 est
alors fQ |Vxa|. On dira que G est & périmétre fini si G est & périmétre fini dans R” et
par définition le périmétre de G sera le périmétre de G dans R™. Remarquons qu'’il se
pourrait que xg n’appartienne pas a4 L' (Q) auquel cas xyg n’appartient pas & BV ().
Si G est & périmétre fini, on dispose cependant d’une mesure de Radon positive finie
Vx|, qui est la variation totale de la mesure de Radon (& valeur vectorielle) Vx¢.
Remarquons aussi que si G est & périmétre fini et si G’ est équivalent & G, alors G’
est aussi & périmétre fini et on a 1’égalité entre mesures : Vxg = Vxg-. Définissons
maintenant la frontiére réduite d’un ensemble & périmétre fini.

DEFINITION 1.3.5 ([Giu84, page 43]). — Soit G C R" & périmétre fini. Un point
z € R" appartient & la frontiére réduite 9*G de G si

(1.3.3) / [Vxe| >0  Vp>0,
B(z,p)
/ Vxa
(1.3.4) la limite v(z) = lim SB@e)  existe et lv(z)| = 1.
p—0
IVxel
B(z,p)

Il est clair d’aprés (1.3.3) que 9*G C 9G, ou G désigne comme d’habitude la
frontiére topologique de G. D’aprés le théoréme de différentiation des mesures de
Besicovitch ([Fed69, chapitre 2]), on sait que |V xg|—presque tout point du support
de |Vx¢| appartient & 9*G. De plus,
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16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

THEOREME 1.3.6 (|Giu84, page 52]). — Soit G C R" un ensemble G périmétre fini.
On a Dégalité suivante entre mesures

(1.3.5) IVxa| = H™1|0*G.

Des remarques précédentes et de ce théoréme, on déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3.7. — Soit G C R™ a4 périmétre fini. On a l'inégalité suivante entre
mesures
(1.3.6) IVxe| < H" *0G.

Notons que I'on peut trouver des ensembles G & périmétre fini tels que H"1(0G) =
+00 (voir [Giu84, page 7]). Cependant si H" 1(0G) < +o0, on a la proposition
suivante :

PROPOSITION 1.3.8. — Si G est un sous-ensemble de R" tel que H" 1(0G) < +o0,
alors G est un ensemble o périmetre fini et Uinégalité (1.3.6) a lieu.

On pourra consulter par exemple [DS98, lemme 4.7] pour une démonstration di-
recte de cette proposition n’utilisant pas la notion de frontiére réduite. Si la frontiére
de G est suffisamment réguli¢re, alors |[Vyxg| = H" 1|0G (voir par exemple [Giug4,
page 4]).

Nous allons utiliser ces résultats pour obtenir une estimation assez grossiére mais
qui nous sera utile. Soit G un ensemble & périmétre fini et B une boule ouverte de
R™. On a 8*(G\B) C ((0*G)\B) U8B, d’otl

(13.7) ] Vxas| < / |Vxal + H™(0B).
Rn R"\B

En utilisant la notion de trace d’une fonction de BV, on a la proposition plus
précise suivante :

PROPOSITION 1.3.9 ( [Giu84, page 39]). — Soit G C R"™ a périmétre fini. Pour tout
x € R" et presque tout 0 < t < 400, on a

(1.3.8) / IV XeuBe] = / [ Vxal + HU0B( )\G),
R™ R\ B(x,t)
(1.3.9) [ ¥xamenl= [ 9xel+ HHGOB@)
Rn R\ B(z,t)
(1.3.10) / IVXGOB(N)]:/( Vol + H™ (G N OB(x,1)).
Rn B(z,

Remarquons que si H"~1(0G) < 400, alors G et G sont équivalents et pour presque
tout t > 0, H* 1 (0B(x,t) N G) = 0. D’autre part, comme G est alors & périmétre
fini, fE)B(w " Vx| = 0 pour presque tout ¢ > 0. Dans ce cas on peut donc remplacer
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1.3. FONCTIONS A VARIATION BORNEE ET PERIMETRE 17

indifferemment G par G dans les égalités précédentes. De méme, on peut remplacer
B(z,t) par B(z,t) et inversement.

1.3.3. Inégalité isopérimétrique. — Commencons par une premiére inégalité,
conséquence de 'inégalité de Sobolev-Poincaré dans BV'.

THEOREME 1.3.10 ( [Giu84, page 25]). — Soit G C R™ a4 périmétre localement fini.
Alors pour tout x € R™ et tout 0 < t < 400,

(13.11) min {|G N B(z,1)], | Bz, \G} "/ < C(n) /B ¥l

z,t)
o, C(n) ne dépend que de n.

De ce théoréme, on déduit une version BV de I'inégalité isopérimétrique classique.
9

THEOREME 1.3.11 (Inégalité isopérimétrique). — Soit G C R™ tel que |G| < +oo.
Alors

(13.12) clel™ < [ vyl
ot Cy, ne dépend que de n.

Démonstration. — Si [5.|Vxa| = +00, il 0’y a rien a démontrer. Si [, |[Vxa| <
+00, on utilise 'inégalité de Sobolev-Poincaré (1.3.11) en remarquant que comme
|G| < +o0, pour t assez grand,

min {|G N B(z,t)|,|B(z,)\G|} = |G N B(z,t)|,
et que

lim |GN Bz t) =|G|
t—+o00

Jim |vXG|=f Vxal.
t=+00 Jp(z,t) Rn

O
En utilisant la proposition 1.3.8, on en déduit une version H"~! de la méme in-
égalité.
PROPOSITION 1.3.12 (Inégalité isopérimétrique). — Soit G C R tel que |G| < +00.
Alors
(1.3.13) CulG|=V/m < H*1(0@).

Démonstration. — Si H"1(dG) = 400, il n'y a rien & démontrer. Si H"1(dG) <
+00, d’aprés la proposition 1.3.8, G est & périmétre fini, et en combinant (1.3.12) et
(1.3.6), on obtient

Canl(n—l)/n < /]Rn IVXGI < H"‘l(aG). O
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On peut montrer que ’on peut prendre

Cp = Wi/ / IV,
Rn

ce que nous ferons dans toute la suite (voir par exemple [MM84]). Dans ce cas il y a
égalité dans (1.3.12) ou (1.3.13) si et seulement si G est, & un ensemble de mesure nulle
prés, une boule. Nous allons utiliser cette remarque pour approximer en moyenne les
ensembles quasi-isopérimétriques par des boules. Cette approximation interviendra &
plusieurs reprises dans la suite.

LEMME 1.3.13 (Ensembles quasi-isopérimétriques). — Pour tout 0 < & < 1, il existe
e > 0, ne dépendant que den et de d, tel que pour tout G C R™ e-quasi-isopérimétrique,
c’est-a-dire tel que

|G| < 400 et / IVxa| < Cn(1 +e)|G|"=D/,
Rn

il existe une boule B centrée sur G telle que |B| = |G| et telle que

(1.3.14) IGAB| < 8|G].

Démonstration. — Remarquons tout d’abord qu’il suffit d’obtenir I'existence d’une
boule B non nécessairement centrée sur I’ensemble G considéré. En effet, si G est un
sous-ensemble de R” et B une boule telle que |B| = |G| < +o0 et |[GAB| < §|G],
alors 8*/"B NG # @. Soit alors B’ une boule centrée sur §'/?B N G de méme rayon
que B. On a

|GAB'| < |GAB|+ |BAB'|
<4|G|+|B\(1 - 6™ B| + |B'\(1 - 6'")B'|
<(6+2(1 - (1=38Y")m)|G|.

Soit 0 < § < 1. Par I’absurde, supposons avoir trouvé une suite d’ensembles Gr,
k > 1, 1/k-quasi-isopérimétriques tels que |G AB| > §|G| pour toute boule B telle
que |B| = |Gg|. Posons Gy = |G| ~'/"G. On a alors, pour tout k > 1,

(1.3.15) |Gkl =1,

(1.3.16) /R [Vxa,| < Cn <1 + %) ,
et

(1.3.17) |GrAB| > 4,
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pour toute boule B telle que |B| = 1. On va montrer, en utilisant des arguments de
type concentration-compacité, que, quitte & translater les G et & extraire une sous-
suite, x@, converge dans L'(IR™) vers une fonction caractéristique y¢. En utilisant
(1.3.15), on en déduira que |G| = 1. D’autre part, d’aprés I'inégalité isopérimétrique
(1.3.12) et d’aprés le théoréeme 1.3.2 et (1.3.16), on saura que

Cn S/ IVxal| < liminf/ IVxa,| < Ch,
Rn k—+o0 R™

c’est-a-dire qu’il y a égalité dans l'inégalité isopérimétrique et que G est donc, &
un ensemble de mesure nulle prés, une boule. Ceci contredit (1.3.17) et achévera la
démonstration du lemme.

Montrons dans un premier temps qu’il existe v > 0, ne dépendant que de la di-
mension, tel que

(1.3.18) |G N Bi| > v

pour tout k£ > 1, ou By, est une boule de rayon 1. Soient donc 0 < v < |B;|/2, que I'on
fixera petit plus tard, £ > 1 et A un ensemble maximal de points de G} & distance
mutuelle > 1. Posons B, = B(x,1) et supposons que |G N B;| < v pour tout « € A.
On a alors en utilisant 'inégalité de Sobolev-Poincaré (1.3.11),

vMGL N By| < |Gy N By "1/ < c/ IVxG,|
Bw
pour tout x € A, et donc
yUn = y‘l/”|Gk| <yptn Z |Gy N B,| <C Z / IVxa,l-
B,

z€EA z€A

Les boules B(x, %) étant deux a deux disjointes, tout point de R™ appartient & au plus
N boules B, z € A, ou N ne dépend que de la dimension, et en utilisant (1.3.16),
on en déduit

s U< / Vel < C',
Rn

pour une constante C' ne dépendant que de la dimension. On choisit alors v assez
petit pour obtenir une contradiction et on en déduit (1.3.18) avec By = B, pour un
certain ¢ € A. Quitte a translater G, on peut donc supposer que

le N Bll > v,
pour tout k£ > 1. Rappelons que B; = B(0,1).
D’aprés (1.3.15) et (1.3.16), on a supy ||xg.llBv < +o00. D’aprés le théroréme
1.3.3, on peut donc supposer que, quitte & extraire une sous-suite, x, converge dans

L} .(R™) et presque partout vers une fonction caractéristique yg. Comme on I'a déja
dit, il suffit de montrer que la convergence a lieu dans L*(R"™) pour conclure.
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Soit 7 > 0. Comme
|G| < liminf |G| < +00,
k—+o0
on peut trouver R > 1 tel que |G\Bg| < 7. Par convergence de x¢g, vers xg dans
L}, .(R"), on a
|Gx N (Br+1\Br)| < 27,

pour k assez grand. Alors, par Fubini et Tchebytchev, on peut trouver t € |R, R + 1]
tel que

H" Y (G, NOB;) < Mn,

pour une certaine constante M ne dépendant que de la dimension. En effet, si |.|;
désigne la mesure de Lebesgue sur R, on a

1 R+1
|{t € ]R,R+1[: H" (GxNOB;) > Mn}|, < M_n/ H" (G, N8By) dt.
R
Par ailleurs,

R+1
/ H" Y (Gx NIBy) dt = C|Gy, N (Br+1\Br)|,
R

ou C ne dépend que de la dimension (voir [EG92], proposition 1, page 118) et on
conclut en choisissant M assez grand. D’aprés la proposition 1.3.9, on peut de plus
supposer que

| Vel = [ 19xal+ H G oB)
R" B,

et
/ IVxa\B.| = / IVxe. |+ H" (G NOBy).
R™ R™\B,

Notons v, = |Gy N Bt|. En appliquant 'inégalité isopérimétrique & Gy N By et
Gr\Bt, on a alors

Co\" /M < / IVxa.| + H" (G, NOBy),
B,

et

(1 — 1) D/n < / Vxa.| + H™ (G N 0By),
R™\B,

donc

C, (Vl(cn_l)/n +(1- Vk)(n—l)/n) < / Vx| + 2Hn—1(Gk NOBy)
]Rn

1
< Cy (1+E) + 2Mn,

d’aprés (1.3.16) et par choix de ¢t. D’ou, pour k assez grand,
A" (=)D <1 O,
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Comme v > |G NB;| > v, de létude de u = u("~D/" 4 (1 — )=/ pour u € [v, 1]
et de l'inégalité précédente, on déduit que, pour k assez grand, v, > f(n), ou f(n)
tend vers 1 quand 7 tend vers 0. Donc |Gx\Br+1| < 1—v, <1— f(n) et, comme par
choix de R, |G\Br+1| <1, on en déduit

limsup | |x6. — X6l Slimsup/ Ixa, —xcl+1=f(n)+n
k Br41

k—+oc0 JR™ — 400
pour tout 1 > 0. On conclut alors en faisant tendre n vers 0. O

REMARQUE 1.3.14. — En combinant la proposition 1.3.8 et le lemme 1.3.13, on ob-
tient la méme approximation pour les ensembles quasi-isopérimétriques au sens H» 1,
c’est-a-dire les sous-ensembles G de R™ de mesure de Lebesgue finie tels que

H™(0G) < Cu(1+2)|G|/",

C’est en fait cette version H"~! du lemme 1.3.13 que nous serons amenés & utiliser
dans la suite.

1.4. Ensembles quasi-minimaux avec contrainte de volume

Nous allons maintenant définir les conditions de quasi-minimalité qui vont nous
intéresser et citer nos principaux résultats.

1.4.1. Définitions. — On se fixe une fois pour toutes un réel mg > 0 et une fonction
g : [0, +00[— [0, 4+00[ telle que g(z) = o(z(®~1)/") au voisinage de 0. On pose
gpy ={G CR": |G| =m0, xc € BV},

et on définit les quasi-minima de Ggy de la maniére suivante :

DEFINITION 1.4.1. — On dira que G est un quasi-minimum de Ggy si G € Gpy et
si

(14.1) / Vol < /R Vxar| + 9(IGAG))
RTL n

pour tout G' € Gy tel que GAG' € R".

Insistons sur le fait que l’on ne considére dans (1.4.1) que des candidats de méme
mesure de Lebesgue que G. D’autre part, comme g(z) = o(z(»~1/"), la variation
du périmétre d’un quasi-minimum de Ggy apreés toute petite perturbation admissible
sera toujours négligeable par rapport a la surface initiale.

Il est parfois utile dans certains problémes variationnels de se restreindre, au moins
dans un premier temps, a des candidats uniformément bornés, notamment quand il
s’agit d’obtenir ’existence de minima. Nous en verrons un exemple dans le chapitre 5.
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On définit donc les quasi-minima avec contrainte de volume dans Bg de la maniére
suivante. On pose

(1.4.2) Ry = (wy,"mo)"/™,
c’est-a-dire que Ry est choisi de telle sorte que |Br,| = myg, et, pour R > Ry,

Gsv(R) = {G C Br: |G| = mo, xc € BV}.

DEFINITION 1.4.2. — On dira que G est un quasi-minimum de Ggy(R) si G €
Gpv(R) et si (1.4.1) est vérifié pour tout G’ € Gy (R).

Nous allons démontrer ici des propriétés de régularité identiques pour les quasi-
minima de Gpy et de Gpyv (R). En particulier, les paramétres qui interviendront dans
la quantification de ces propriétés ne dépendront que de la dimension, de mq et de la
fonction g et donc ni du quasi-minimum considéré ni de R dans le cas des quasi-minima

de ng(R).

1.4.2. Principaux résultats. — Remarquons tout d’abord que si G est un quasi-
minimum de Gpy (respectivement de Gy (R)) et si G est équivalent a G, alors G
est encore un quasi-minimum de Gpy (respectivement de Gpy (R)). Avant de parler
de bonnes propriétés de régularité de G, il faudra donc en retirer la partie inutile.
Le résultat principal dit que, une fois nettoyés, les quasi-minima sont ouverts, ont
une frontiére Ahlfors-réguliére (définition 1.2.4) et vérifient la condition B (définition
1.2.6), avec des constantes qui ne dépendent que des données du probléme. Précisé-
ment :

THEOREME 1.4.3. — Soit G € Gpy un quasi-minimum de Gy . Il existe un unique
ouvert Go € Ggy équivalent o G tel que

(1.4.3) 0Gy est Ahlfors-réguliére,

(1.4.4) Go vérifie la condition B,

les constantes intervenant dans (1.4.3) et (1.4.4) pouvant de plus étre choisies en
fonction uniquement de la dimension n, de mg et de la fonction g.

THEOREME 1.4.4. — Soient R > 2Ry et G un quasi-minimum de Ggv (R). Il existe
un unique ouvert Go € Gpy (R) équivalent & G qui vérifie (1.4.3) et (1.4.4) avec des
constantes qui peuvent étre choisies en fonction uniquement de la dimension n, de
mg et de la fonction g.
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On appellera constantes de régularité les constantes qui interviennent dans (1.4.3)
et (1.4.4). On appellera constante universelle une constante qui ne dépend que de la
dimension n, de mg et de g.

DEFINITION 1.4.5 (Ensemble normalisé). — On dira qu’un sous-ensemble G de R"
est normalisé si G est ouvert, & frontiére Ahlfors-réguliére et vérifie la condition B,
avec des constantes universelles.

En d’autres termes, les théorémes 1.4.3 et 1.4.4 nous disent que 1’on peut toujours
se ramener i des quasi-minima avec contrainte de volume normalisés. De maniére
générale, rien ne dit que les composantes connexes d’un ensemble normalisé sont
aussi des sous-ensembles normalisés. De méme, ce n’est pas parce que chacune des
composantes connexes d’un ouvert de R™ est normalisée que 'ouvert lui-méme ’est
encore. Pour nos quasi-minima normalisés, c’est cependant le cas.

THEOREME 1.4.6. — Soient G un quasi-minimum normalisé de Gy ou Gy (R)
avec R > 2Ry et W une composante conneze de G ou R*\G. Alors W est un sous-
ensemble normalisé de R™.

Couplé aux hypothéses & caractére global que 'on a faites sur les quasi-minima, a
savoir qu’ils sont & périmétre fini et ont une mesure de Lebesgue finie, ce résultat per-
met d’obtenir des informations sur la taille et le nombre des composantes connexes des
quasi-minima normalisés de Gpy et Gpy (R) et de l'intérieur de leur complémentaire.

THEOREME 1.4.7. — 1l existe &g > 0 universel tel que, si G est un quasi-minimum
normalisé de Gy ou Gpy(R) avec R > 2Rq et si W est une composante connexe de
G ou R"\G, alors |W| > d.

D’autre part, il existe Ng > 0 universel tel que G et R*\G aient au plus Ny com-
posantes connexes.

Le point essentiel dans la démonstration de ces résultats est de réussir & s’affranchir
de maniére adéquate de la contrainte de volume. Nous aurons largement I'occasion
de revenir sur ce point, mais signalons tout de suite une conséquence notable des
constructions géométriques que nous allons mettre en oeuvre. Nous montrerons que
les quasi-minima avec contrainte de volume normalisés vérifient le méme genre de
condition de quasi-minimalité que (1.4.1) pour n’importe quelle petite perturbation,
y compris celles qui ne préservent pas le volume. En effet, si G est un quasi-minimum
normalisé de Ggy, alors

(1.45) /B Tl S ) / Vxerl,

B(z,r)
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pour tout z € G, tout r < rg oll 79 est une constante universelle et tout G’ tel que
GAG' € B(z,r), avec w(r) = Cr(1+r~"g(C'r™)) ou C est une constante universelle
et C', qui dépend a priori de G et G, est majoré par une constante universelle (voir
la proposition 4.3.1).

En ce qui concerne les quasi-minima pour le périmétre (c’est-a-dire les ensembles
qui vérifient (1.4.5) avec une fonction w croissante et qui tend vers 0 en 0), des pro-
priétés de régularité partielle sont connues, le degré de régularité de la frontiére d’un
quasi-minimum dépendant de la taille de la fonction w au voisinage de 0. On pourra
consulter par exemple [AP99], [Tam84] et [Rig00]. Pour en revenir & nos quasi-
minima avec contrainte de volume, nous allons nous limiter pour plus de simplicité
au cas ou g(t) = CtP avec C' > 0 et p > =L Dans ce cas, la fonction w associée est
croissante et on aura le résultat suivant :

THEOREME 1.4.8. — Si g(t) = Ct? avec C > 0 et p > (n—1)/n et si G est un
quasi-minimum normalisé de Gpy, alors il existe une constante universelle Cy > 0
telle que, pour toute boule B centrée sur OG et de rayon r < 1, il existe une boule
B C B centrée sur 3G, de rayon > Cor telle que G N B soit un graphe (n — 1)-
dimensionnel de classe CY% avec des constantes de régularité C1* universelles et ou
a = min("2={n=1 1)

Ce théoréme ne dit pas que G est un graphe de classe C1*® au voisinage de chacun
de ses points, et en général elle ne l'est pas. On sait cependant d’aprés [AP99] ou
[Tam84] que I'ensemble des singularités de la frontiére d’un quasi-minimum au sens
de (1.4.5) est de dimension de Hausdorff au plus n — 8. En particulier, il est vide si
n < 7 et on dispose alors d’un résultat de régularité compléte (voir [Rig00]).

THEOREME 1.4.9. — Sin <7 et si g(t) = CtP avec C >0 etp>(n—1)/n et si G
est un quasi-minimum normalisé de Ggy, alors il existe un rayon ro > 0 universel tel
que, pour tout x € OG, il existe r > 1o tel que OG N B(x,r) soit un graphe (n — 1)-
dimensionnel de classe C™® avec des constantes de régularité C1® universelles et ot

a = min(22={n=l 1y,

1.4.3. Stratégie. — La démonstration des théorémes 1.4.3 et 1.4.4 se fera en deux
grandes étapes. La premiére, qui occupera le chapitre 2, consiste & obtenir les proprié-
tés (1.4.3) et (1.4.4) mais avec des constantes de régularité qui dépendent a priori du
quasi-minimum considéré. On montrera dans un deuxiéme temps que les constantes
de régularité peuvent étre choisies universelles. C’est la partie la plus délicate de ce
travail. Les outils nécessaires & cette deuxiéme étape seront développés dans le cha-
pitre 3 (nous allons y revenir dans un instant). La partie 4.1 du chapitre 4 reprend les
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arguments du chapitre 2 mais utilise les constructions du chapitre 3 qui permettront
d’exhiber des constantes de régularité universelles. Les propriétés des composantes
connexes des quasi-minima avec contrainte de volume normalisés (théorémes 1.4.6 et
1.4.7) seront démontrées dans la partie 4.2. Les propriétés de régularité C1® (théo-
rémes 1.4.8 et 1.4.9) le seront dans la partie 4.3.

Disons maintenant quelques mots sur les techniques que nous allons employer. De
maniére générale, on fait subir & un quasi-minimum avec contrainte de volume G
de petites perturbations et on essaie de déduire de la condition de quasi-minimalité
(1.4.1) les informations qui nous intéressent. La difficulté principale ici provient de la
contrainte de volume imposée aux bons candidats & la comparaison. Dans la mesure
ol nous avons a travailler & volume constant, il faudra s’assurer que les différents
candidats construits ont exactement le volume fixé. Aux petites échelles, le terme de
périmétre est prépondérant par rapport au terme de volume et le point essentiel est
de réussir & modifier le quasi-minimum G & volume constant tout en controlant de
maniére adéquate la variation du périmeétre. Si 'on ne se préoccupe pas d’obtenir
des constantes dans 1’Ahlfors-régularité et dans la condition B ne dépendant que des
données du probléme, ceci ne sera pas trop compliqué. Mais comme nous cherchons
& obtenir en fin de compte des constantes de régularité universelles, il faudra aussi
controler de maniére uniforme la variation du périmeétre. Dans le cas ou les modifi-
cations ont légérement augmenté la masse, il sera assez facile de conclure (grace au
lemme 3.1.1). Le cas contraire est un peu plus délicat. Le point clé sera la construction
de la proposition 3.2.1. Grossiérement parlant, on se raménera, grace notamment au
lemme d’approximation des ensembles quasi-isopérimétriques 1.3.13, au cas ou 'on a
une portion de cylindre de taille adaptée & la masse & rajouter et un ensemble dont
la frontiére & l'intérieur du cylindre est proche d’'une portion de sphére. On pourra
alors rajouter des points du type (w, ¢+ f(w)) pour une fonction f bien choisie et ou
(w,t) € R*"~! x R sont les points de ’ensemble qui sont & I'intérieur de la portion
de cylindre. L’idée est que si la frontiére était un graphe, ce genre de transforma-
tions serait bien adapté & notre probléme. Evidemment la situation ne sera pas aussi
simple, mais on pourra toujours se ramener au cas ou I’on est relativement proche de
cette situation idéale. Ceci est une description assez vague mais nous y reviendrons
en détail le moment venu.

Signalons enfin que les démonstrations des théorémes 1.4.3 et 1.4.4 sont essentiel-
lement les mémes. Techniquement, celle du théoréme 1.4.4 est un peu plus délicate
(parce qu’il faut s’assurer que les candidats & la comparaison restent inclus dans Bg).
L’essentiel des démonstrations est rédigé dans le cas des quasi-minima de Ggy (R). Il
sera facile de voir que les mémes arguments s’appliquent dans le cas des quasi-minima

de Gpyv .
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CHAPITRE 2

REGULARITE DES QUASI-MINIMA

Le but de ce chapitre est d’obtenir une version faible du théoréme 1.4.4 dans la-
quelle nous n’aurons pas de controle universel sur les constantes de régularité. Il s’agit
donc pour I'instant d’associer & tout quasi-minimum de Gpy (R) un ouvert équivalent
dont la frontiére est Ahlfors-réguliére (définition 1.2.4) et qui vérifie la condition B
(définition 1.2.6), avec des constantes dans ces deux propriétés qui dépendent a priori
de R et du quasi-minimum considéré (voir la proposition 2.2.1).

2.1. Lemmes préliminaires

Nous allons tout d’abord donner quelques lemmes techniques. Le premier d’entre
eux va nous permettre de modifier 4 de petites échelles un ensemble de périmétre
fini tout en gardant un bon controle sur la variation du périmétre et sur la différence
symétrique entre ’ensemble de départ et le nouvel ensemble.

LEMME 2.1.1 ([Giu81], Lemme 2.1). — Soit L C R™ tel que x;, € BV et D un
ouvert connezxe. On suppose que
/ Vx| > 0.
D

Alors il existe ¢ > 0 et Q > 0, ne dépendant que de LN D et D, tels que, pour tout
réel v, |v| < e, il existe F, F' = L sur un voisinage du complémentaire de D, tel que

(2.1.1) |F| = |L] + v,
(2.1.2) /DIVXFISfDIVXLHQIvL
(2.1.3) /IXF—xLlSQ|v|~

D
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Nous en redonnons ici la démonstration. Nous la reprendrons dans le paragraphe
4.1.2 pour obtenir une version uniforme de ce lemme.

Démonstration. — D’aprés la définition du périmeétre, on peut trouver w € C} (D, R"),

lwlleo < 1, tel que
/ Ldlvwdw>1/|VXL|>0
D

Pour 0 < t < 1, on pose n:(z) = x + tw(zx). Alors n(xz) = x sur un voisinage du
complémentaire de D, et pour |t| assez petit, 7; est un difféomorphisme de D. Posons
Li=m(L)={z€R": n;'(2) € L}. Ona

|L| :/ | det Dny| dz,
L

/D VL. < /D | det Dig||(De) |V -

D’autre part, det Dy = 1 + tdivw + t?A(z,t) et (Dn)~ = I — tH(z,t), avec |A|
et |H| bornés par une constante ne dépendant que de sup |Dw|, et donc que de LN D
et D. On obtient alors pour t assez petit,

|L¢| = |L| +t/ xrdiv w dx + t2/ xrA(z,t) de,
D D

/ Ve < / Vel + el
D D

Et donc, on peut trouver € > 0 et C' > 0, ne dépendant que de L et LN D, tels que
pour tout réel v, |v| < ¢, il existe 8, |8] < C’|v|, tel que |Lg| = |L|+v. On pose F' = Lg.
Alors F' vérifie (2 1.1) et (2.1.2). Pour montrer (2.1.3), on considére f € C'(D) et on
pose f; = f(n;"). On a

fo2) = £(2) = file) — fulm(z)) = — / (tw(2), D fy(= + tsw(=))) ds

et donc

/|ft z)ldz<|t|/ ds/ |Vftoms|dz<0|t|/ IV f| da.

Par approximation, on obtient cette inégalité pour tout f € BV et donc en particulier
pour f = xr, ce qui est exactement (2.1.3). |

Fixons-nous maintenant R > Rg et un quasi-minimum G de Ggy (R) comme dans la
définition 1.4.2. I’inégalité de Sobolev-Poincaré (1.3.11) nous dit que

n/(n—1)
o<min{|GmBR|,|BR\G|}sc(/ |V><G|) ’

Br
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et d’autre part, d’aprés (1.3.5) on sait que Vx| = H"~1|0*G. On peut donc trouver
0 <ty <1 et deux boules B; et By de rayon t, incluses dans Bg, telles que

(2.1.4) 3B N By = @,

(2.1.5) f [Vxa| >0 pouri=1,2.

i

Les deux boules By et Bs sont les endroits ou nous utiliserons le lemme 2.1.1. Nous
nous arrangerons toujours pour ne pas modifier G en méme temps dans B; et B et
celle des deux boules ou rien n’a été modifié servira, via le lemme 2.1.1, & ajuster la
masse des divers candidats envisagés.

Pour x € R™ et r > 0, posons
(2.1.6) h(z,r) = r " min {|G N B(x,r)|, |B(z,r)\G|} .

C’est une maniére d’estimer la proportion de G et de son complémentaire dans une
boule B(z,r). Nous reprenons ici une idée de [DS98] : on cherche & construire un en-
semble G, équivalent & G, pour lequel on a une borne inférieure sur la fonction h(z,r)
pour les couples (z,r) avec x € 3Gy et r suffisamment petit. L’Ahlfors-régularité et
la condition B seront des conséquences automatiques de cette estimation. Dans un

premier temps, le lemme qui suit va nous permettre de controler h(z, ) en fonction
de h(z,r).

LEMME 2.1.2. — Il existe € > 0 tel que pour tout x € R™ et tout 0 < r < to, si
h(z,r) < € alors

r 1
1. -] <= .
(2.1.7) h(x,2) < gh(z,r)
Démonstration. — Soient © € R™ et 0 < r < to. L’idée est la suivante. Si h(z,r) =

r~"|G N B(xz,r)| est petit, on a tout intérét & effacer ce qui se trouve a lintérieur de
B(z,t) pour un t bien choisi. De maniére similaire, si h(z,r) = r~"|B(z,r)\G| est
petit, on ajoutera & G toute la partie de la boule B(z, t) qui se trouve dans Bg (on veut
garder des candidats inclus dans Bg). Dans les deux cas, on gagne toute la frontiére
a lintérieur de B(z,t). Comme h(z,r) est supposé petit, on perd dans le terme de
volume de (1.4.1) nettement moins que ce que ’on a gagné en frontiére. Reste a faire
attention & ce qui passe a la frontiére de la boule B(z,t). Nous choisirons ¢ de maniére
a controler la perte H"~1(GNOB(x,t)) dans le premier cas et H"1(0B(x,t)\G) dans
le second en fonction de r»~!h(x,r). Nous allons en fait distinguer quatre cas.

Premier cas : h(z,r) = r~"|G N B(z,r)| et B(z,r) N By = &. Par Fubini et
Tchebytchev on peut trouver t € |5, [ tel que

C|GﬁB(x,r)|
r

(2.1.8) H" Y (GNoB(x,t)) <

)
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ot C ne dépend ni de z ni de r (voir la démonstration du lemme 1.3.13). En utilisant
(1.3.9), on peut de plus supposer que

(2.1.9) | Vxowseol= [ 1Vl + HHG 0BG 0).
R R™\B(z,t)

Posons G’ = G\B(z,t). Soient ¢ et @ associés & L = G et D = Bj par le lemme
2.1.1. Notons qu’ils ne dépendent que de G N B; et de B;, donc en particulier ni de
z ni de r ou t. Comme par ailleurs G' N B; = G N By, les deux constantes ¢ et
conviennent encore si I’on veut appliquer le lemme 2.1.1 3 L = G' et D = B;. Si
h(z,r) < e, comme r <1, on a

(2.1.10) |G N B(z,t)| < |GNB(zx,r)| =r"h(z,r) <" h(z,r) <&,

et on peut donc appliquer le lemme 2.1.1 4 L = G', D = By et v = |G N B(x,t)| ce
qui nous donne F' C Bpg tel que F' = G’ sur un voisinage du complémentaire de By,
|F| = |G'| + |G N B(z,t)| = mg et tel que

(2.1.11) /B Gk /B Vxa +QIEN B )
(2.1.12) IFAG'| < Q|G N B(z,1)|.

Comme F = G’ sur un voisinage du complémentaire de B;, on a

(2.1.13) / IVxr| = / IVxarl-
R"\Bl Rn\Bl
En combinant (2.1.11) et (2.1.13), on obtient

(2.1.14) /R |Vl < /R [Vxel + QG0 B, 1)

En utilisant maintenant (2.1.10) on en déduit

/ |VXF|§f |VXGI|+C’I‘n—1h(.%',T).
R™ R™

Or
/ [Vxar| = / IVxg|+ H" (G NOB(z,t)) (d’apres (2.1.9))
R R™\B(z,t)
< / Vxa| + C'I—G—m—M (d’apres (2.1.8))
R\ B(a,t) T
< / IVxe| + Cr*th(z,T),
R™\B(z,t)
d’ou
(2.1.15) [wxels [ Vol + o then.
R" R™\B(z,t)
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D’autre part, on a

|[FAG| < |[FAG'| + |G'AG|

< C|G N B(z,t)| (d’aprés (2.1.12) et par définition de G')
< Cr™h(z,r) (d’apres (2.1.10))
< Ce.

Comme g(z) = o(z(®~1/") on en déduit que, quitte & diminuer &,
9(IFAG) < e~ h(a,r) =1/,

ou 7 sera fixé petit dans un instant (indépendamment de ¢). Comme F € Gy (R)
et comme G est un quasi-minimum de Gpy (R), on obtient, en utilisant (2.1.15) et
(14.1),

/ IVXGI < (Ch(x,r) +77h($,7’)(n_1)/n) L
B(x,t)

En utilisant maintenant 'inégalité de Sobolev-Poincaré (1.3.11), on a d’autre part

(5) 0 (w3) =min{lanB (=.5)] |5 (= 5) 6]}
n/(n—1)
<C (/ |VXG|>
B(z,%)
n/(n-1)
<C (/ |VXG|> :
B(z,t)

)"/(n—l)

b

On en déduit que

h (ac, g) <C (h(a:,r) + nh(z,r)n-1/n
1
<zh s 1)y
< Shiz,)
si  est choisi suffisamment petit, en fonction uniquement de la dimension, et quitte
a diminuer ¢. Ce qui est exactement (2.1.7).

Deuziéme cas : h(z,r) =r~"|GNB(z,r)| et B(z,r)NB; # @. On a B(z,r) C 3B,
et (2.1.4) assure que B(z,r) N By = &. On effectue alors la méme construction que
précédemment en remplacant By par Bs.

Troisiéme cas : h(z,r) = r~"|B(z,7)\G| et B(x,r)NB; = &. Nous allons effectuer
une construction analogue & la précédente avec G' = (G U B(z,t)) N Bg pour un
certain t que nous allons choisir tout de suite. Par Fubini et Tchebytchev, on peut
trouver t €3, [ tel que

(2.1.16) H"Y(0B(z,t)\G) < c@%@\ﬂ.
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En utilisant (1.3.8), on peut de plus supposer que

(2.1.17) /R Vxeuseol = [ 1Vl + HH(@B0)\6).

R™\B(z,t)

Dans la mesure ou B(z,t) n’est pas nécessairement incluse dans Bg et ou l'on veut
cependant obtenir un candidat de Gpy (R), on ne peut ajouter & G toute la boule
B(z,t), mais seulement la partie qui se trouve dans Br. Posons donc

G' = (GU B(z,t)) N Bg.

Si h(z,r) < e (ol € est maintenant fixé comme dans les deux cas précédents), comme
r<1 ona

|G'"\G| < |B(z,t)\G| < |B(z,7)\G| = r"h(z,7) < r"th(z,r) <,
et par choix de € (voir ce qui suit (2.1.9)), on peut encore appliquer ici le lemme 2.1.1

aL=G,D =B etv=—|G'\G| ce qui nous donne F C Bp, coincidant avec G’
sur un voisinage du complémentaire de By, |F| = |G'| — |G'\G| = mo, tel que

/ Vr] < / Vxe| + QGG
B4 B

< [ 19x@l+Crm e,
By
et tel que
|[FAG'| < Q|G'\G| < Cr"h(z,r).
Alors, comme dans le premier cas, on a
(2.1.18) /Rn [Vxr| < /Rn |Vxa| + Cr*th(z,r).
Or
[ 9xel < [ 1Vxaunol + B 0BR N B(.0)
Si p: R*\Bg — OBRg est définie par p(z) = Rxz/|z|, alors p est 1-lipschitzienne et
dBr N B(z,t) C p((0B(,t))\Br) C p((0B(x,t))\G)

car G C Bg, donc

(2.1.19) H" Y (0BrN B(z,t)) < H" ' ((0B(z,t))\G).
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On en déduit
(2.1.20)

/R Vel < /R Vxeusen] + B (0B(z, H)\G)
- / IVxe| + 2H Y((0B(z,)\G)  (daprés (2.1.17))
R\ B(z,t)
. / Vrol 4 C1BENG
R™\ B(z,t) r

< / [Vxg|+ Cr**h(z,r).
R\ B(z,t)

En combinant (2.1.18) et (2.1.20), on obtient

/ Vxr| < / VX6l + Crth(e, r).
R™ R™\B(z,t)

(d’apres (2.1.16))

D’autre part
|[FAG| < |FAG'| + |G'AG|
< Cr"h(z,r) < Ce.
On conclut alors comme dans le premier cas en utilisant la quasi-minimalité de G et

I'inégalité de Sobolev-Poincaré.

Quatrieme cas : h(z,r) = r~"|B(z,m)\G| et B(z,r) N By # &. On effectue la
construction précédente en remplacant By par By pour conclure. O

Une conséquence automatique du lemme 2.1.2 est le lemme suivant :

LEMME 2.1.3. — Il existe € > 0 tel que pour tout x € R™ et tout 0 < r < to, st
h(z,r) < e alors

(2.1.21) IGO B (x, g)‘ =0 ou lB (x, g) \G' =0.

Démonstration. — Notons ¢’ la constante donnée par le lemme 2.1.2 et posons

e =min{272" tw,,27"'}.
Soient € R™ et 0 < r < to tels que h(x,r) < . Pour y € B(z, §), notons dj, =
h(y, 27 %r).

Si h(z,r) =r "GN B(x,r)|, on a

(5)°

donc en particulier,

0=(5)"

GNB (y, g)’ < 2™h(x,r) < 2" < min (5', %’5) ,

GﬂB(y,g)l et d, < €.
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D’aprés le lemme 2.1.2, on en déduit que

d;
dy < 5"
En raisonnant par récurrence et en utilisant le lemme 2.1.2, on montre alors que
d
di, = (27Fr)"|G N B(y,27%r)| < 2"¢ et di41 < Tk’

pour tout k£ > 1. D’ou
lim (27%r)"|G N B(y,27%r)| = 0.

k—+o00

Donc y n’est pas un point de densité de G, et comme ceci est vrai pour tout y de
B(x, §), on en déduit que |G N B(z, )| = 0.

Si h(z,r) = r~"|B(z,r)\G|, on montre de méme que, pour tout k > 1,

dr, = 27 %)™ B(y,27%r)\G| < 2"e et dry1 < d?k
Donc
lim (27%r)~"|B(y,27%r)\G| = 0,
k—+o00
et y n’est pas un point de densité de R*\G. Comme ceci est vrai pour tout y de
B(z, %), on en déduit que |B(z, £)\G| = 0. O

2.2. Preuve de la régularité des quasi-minima

Nous sommes maintenant en mesure de montrer la version suivante du théoréme
1.4.4 dans laquelle on ne dispose pas pour l'instant de constantes de régularité uni-
verselles.

PROPOSITION 2.2.1. — Soient R > Ry et G un quasi-minimum de Ggy (R). Il existe
un unique owvert Go € Gpy (R) équivalent a G tel que

(2.2.1) 0Gy est Ahlfors-réguliére,
(2.2.2) Go vérifie la condition B.

De plus |[Vxa,| est une mesure qui vérifie (1.2.1) c’est-a-dire

3C >0 VxedGy, Vrelo,1], Cc i< / [Vxa,| < Crmt.
B(z,r)

D’autre part Gy C 0G et si G, = R*\Go, alors G, = 0Gy.

Voir la remarque 2.2.2 pour ce qui concerne les quasi-minima de Ggy .
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Démonstration. — Posons

(2.2.3) Go={z€eR': 3r>0 |B(z,r)\G|=0},
(2.2.4) Gi={zeR': 3r>0 |B(z,r) NG| =0},
(2.2.5) S={zeR": h(z,r) > Vre]o,to]},

ol € est donné par le lemme 2.1.3 et ¢y a été fixé dans la partie précédente (voir ce
qui précéde le lemme 2.1.2).

Une conséquence immeédiate du lemme 2.1.3 est que Gp, G; et S forment une
partition de R™. Remarquons aussi que Gy et G; sont ouverts et que Go C Bpg.

D’autre part, Gy est I’ensemble des points de densité de G et G; est I’ensemble
des points de densité de R*\G. En effet, par définition de Gy et de Gy, il est clair
que Go et (7 sont inclus dans ’ensemble des points de densité de respectivement
G et R"\G. Réciproquement, si & est un point de densité de G, pour r assez petit,
h(z,r) = r~"|B(z,r)\G| et h(x,r) tend vers zéro. Donc z & G; U S et z € Gy. On
raisonne de méme avec les points de densité de R*\G. On en déduit

|G\Go| = |Go\G| = |(R"\G)\G1| = |G1\(R"\G)| = 0.
En particulier,
|GoAG| =0 et Go € Gpv(R)
et si h est analogue de la fonction h définie comme dans (2.1.6) avec G remplacé par

G, alors pour tout & € R” et tout r > 0, h(z,r) = h(z,r).

Par définition de S, il est clair que S C OG. Vérifions que S = 080Gy = 0G;.
Si x € S, pour r assez petit, |Go N B(z,r)| = |B(z,7)\G1| > 0 et |G; N B(z,r)| =
|B(x,m)\Go| > 0, donc z € 8G4NIG;. Réciproquement si x € 0GoUIG:, z & GoUG,
(ils sont tous les deux ouverts et disjoints), donc € S. On a donc

S =08Gy=0G; CIG et Gi=R"\Go.

Montrons maintenant que S est Ahlfors-réguliére. D’aprés I'inégalité de Sobolev-

Poincaré (1.3.11), on a
n/(n-1)
iVXGo[> .
(w7)

Donc si ¢ € S et r < tg, on en déduit en utilisant la définition de S (voir (2.2.5)),

(2.2.6) / IVxg,| > Cr™ 1.
B(z,r)

rh(z,r) = r*h(z,r) < C (/
B

Quitte & modifier, en fonction de ¢, la constante C' qui intervient dans (2.2.6), on
obtient la méme inégalité pour tous les rayons de ¢, 1]. Et donc (2.2.6) est valide
pour tout z € S et tout r €]0, 1].
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D’autre part, pour x € R* et 0 < r < 400, on a d’aprés (1.3.7)

[ VGmenl< [ [9xel+ HHOB(E)
Rn R™\

B(z,r)

S/ _ |VXG|+C7“"_1.
R™\B(z,r)

Posons G' = G\B(z,r). Soient ¢’ = min {e1,e2} et Q = max{Q1,Q2} ou &1 et Q,
sont associés & L = G et D = By par le lemme 2.1.1 et 5 et Q5 sont associés & L = G
et D = Bs toujours par le lemme 2.1.1 (voir ce qui précéde le lemme 2.1.2 pour le
choix de By et Bs). Sir < t; avec t; = min {to, (wy'e’")/"}, on a

(2.2.7)

|IG\G'| = |G N B(z,r)| <wpr™ <&,
et on peut appliquer le lemme 2.1.1A L =G et D =By si B(z,r)NB; =2, L =G’
et D = B, sinon, et v = |G\G'|, ce qui nous donne un candidat F € Ggy (R) tel que
28 [ 19wl< [ Vel + Q6N B
R Rr
< [ 1Vxel+ ot (car 1 < 1),
R’n
et tel que
IFAG'| < QIG 1 B(z, 7).
En combinant (2.2.8) et (2.2.7), on obtient

/ |pr|§/ _ |Vxg| + Cr™ .
n R™\B(z,r)

D’autre part, |FAG| < C|G N B(z,r)| < Cr", donc, quitte & diminuer ¢;, on a
g(|[FAG|) < r"~! et on obtient en utilisant la quasi-minimalité de G,

(2.2.9) / |VXGO|:/ Vxal < CrmL,
B(z,r) B(z,r)

pour tout & € R" et tout r €]0,¢;[. Quitte & modifier la constante C' qui intervient
dans (2.2.9), en fonction de t;, on en déduit finalement que (2.2.9) est valide pour
tout x € R™ et tout r €]0,1] et en particulier pour tout z € S. Les inégalités (2.2.6)
et (2.2.9) démontrent donc que S = Gy est Ahlfors-réguliére et que |Vxg,| est une
mesure qui vérifie (1.2.1).

Montrons maintenant que G vérifie la condition B. Soient x € S et 0 < r <
min { 1,2t }. Comme h(z, %) > ¢, |GoNB(x, §)| > 27"er™ et |B(z, 5)\Go| > 27 "er™.
D’autre part, pour tout 0 <t <1, [{y € B(x, ) : d(y,S) < tr/2}] < Ctr™. En effet,
choisissons un ensemble maximal A de points de SNB(x, r) & distance mutuelle > tr/2.
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Les B(z,tr/4), z € A, sont deux a deux disjointes, et grace & I’Ahlfors-régularité de
S,on a

gA<C > (tr)y "t H! <SnB (Z%»

2€A
< C(tr) """ H" (SN B(z,2r))
S Ct—n-i-l.

Comme {y € B(x,r/2) : d(y,S) < tr/2} C U.cq B(z,tr), on peut conclure. En
choisissant ¢t assez petit (en fonction de €), on peut alors trouver yo € Go N B(x,7/2)
tel que d(yo,S) > tr/2, et y1 € G1 N B(z,r/2) tel que d(y1,S) > tr/2, c’est-a-
dire B(yo,tr/2) C B(z,r) NG et B(y,tr/2) C B(z,r)\Go, ce qui démontre que Gy
vérifie la condition B pour des rayons inférieurs a min {1/2, 2t }. Alors, par ’argument
habituel, quitte & modifier la constante qui intervient dans la définition de la condition
B, on en déduit la méme propriété pour tout z € S et tout r €10, 1].

Reste & montrer 'unicité d’un ouvert équivalent & G et vérifiant (2.2.1) et (2.2.2).
Ceci découle du fait que si Gy et Gy sont équivalents et s'ils vérifient tous deux la
condition B, alors ils sont égaux. En effet, comme |Gy AGYp| = 0 et comme ils sont tous
les deux ouverts, on a Gg C G—{) et G C Go. D’autre part, si € Go N 0G|, on peut
trouver un rayon r suffisamment petit tel que B(x,r) C Gy et tel que |B(x,7)\Gj| > 0
(parce que Gj vérifie la condition B), ce qui contredit le fait que Gy et Gy sont
équivalents. Donc Gy C Gy et de maniére similaire G C Gy. Ceci achéve donc la
démonstration de la proposition 2.2.1. O

REMARQUE 2.2.2. — Dans le cas des quasi-minima de Ggy, les démonstrations sont
les mémes et on obtient I’analogue de la proposition 2.2.1 pour les quasi-minima avec
contrainte de volume dans R™. On peut méme légérement simplifier certains argu-
ments (par exemple dans le troisiéme cas de la démonstration du lemme 2.1.2) puisque
les perturbations admissibles d’un quasi-minimum de Gpy ne sont plus astreintes a
rester dans une boule fixe.

2.3. Comparaison du périmétre et de la mesure H" !

Comme nous 'avons déja signalé, la démonstration précédente ne permet pas d’ob-
tenir un controle universel sur les constantes qui interviennent dans la quantification
de I’Ahlfors-régularité et de la condition B. Les constantes de régularité que nous
avons exhibées plus haut dépendent a priori du quasi-minimum considéré et de R
d’une part parce que le rayon ty des deux boules By et Bz en dépend et d’autre part
parce que ’on ne dispose pas de controéle universel sur les paramétres € et () du lemme
2.1.1. Pour alléger les notations, donnons un nom aux quasi-minima dont la frontiére
est. Ahlfors-réguliére et qui vérifient la condition B.
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DEFINITION 2.3.1. — On appellera quasi-minimum régulier de Ggy ou Gy (R) un
quasi-minimum de Ggy ou Gpy(R) qui est ouvert, dont la frontiére est Ahlfors-
réguliére et qui vérifie la condition B.

Pour obtenir les théorémes 1.4.3 et 1.4.4, il nous reste donc & montrer que 'on
peut en fait choisir les constantes de régularité des quasi-minima réguliers en fonction
uniquement de la dimension n, de mg et de la fonction g. Nous aurons en particulier
besoin pour cela d’utiliser la conséquence suivante de la proposition 2.2.1 :

PROPOSITION 2.3.2. — Soit G un quasi-minimum réqulier pour le périmétre dans
Gpv(R) ou Gpy. On a l’égalité suivante entre mesures :

|Vxe| = H"10G.

Démonstration. — Soit G un quasi-minimum régulier de Ggy (R) ou Ggy . Par unicité
dans la proposition 2.2.1, G vérifie les conclusions de cette proposition et en particulier
[Vxc| est une mesure qui vérifie (1.2.1) avec S = 9G. On en déduit que G C
spt |[Vxc|- On sait d’autre part d’aprés la proposition 1.2.5 que |Vxg| et H" 1|0G
sont équivalentes (voir (1.2.2)). Alors, comme |Vx¢|-presque tout point de spt |Vxg|
est dans 9*G, H™ !-presque tout point de G est dans 9*G. Donc H"}(G\0*G) =
0 et on en déduit I’égalité entre mesures |Vxg| = H" !|0*G = H"1|0G. O

Pour démontrer la proposition précédente, nous avons utilisé le fait que |Vxg| est
une mesure qui vérifie (1.2.1) et que dans ce cas H" }|dG et |Vxg| sont de taille
comparable. Signalons que 'on a la propriété plus générale suivante :

PROPOSITION 2.3.3 ([DS98|). — Soit G un ouvert de R*. On suppose que sa fron-
tiere G est Ahlfors-réquliere, qu’il vérifie la condition B et que H" *(0G) < +o0o0.
Alors on a l’égalité entre mesures suivante :

IVxe| = H"1|0G.

Dans [DS98|, lemmes 4.7 et 4.16, G. David et S. Semmes montrent que si G vérifie
les hypothéses de la proposition 2.3.3, alors
CT'H"'0G < |Vxa| < CH" 110G

pour une constante C' ne dépendant que de la dimension. On conclut alors grace au
méme raisonnement que dans la proposition 2.3.2.

Une des raisons pour lesquelles nous aurons besoin de la proposition 2.3.2 est
que nous allons éviter ’emploi du lemme 2.1.1 en effectuant des constructions « & la
main » dans lesquelles il sera plus simple d’estimer la mesure H"~! de la frontiére
que le périmétre, et que tout quasi-minimum régulier G de Gpy (R) vérifie une version
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H"~! de la condition de quasi-minimalité (1.4.1). Pour fixer les notations, on pose,
pour R > Ry,

G(R) ={G C Br: |G| = mo, H"1(0G) < +o0},
et
G={GCR": |G| =mg, H"}(8G) < +o0}.
D’aprés la proposition 1.3.8, G(R) C Gpy(R) et G C Gpv. Si G est un quasi-

minimum régulier de Gpy (R), alors G € G(R) d’aprés la proposition 2.3.2, et, pour
tout G' € G(R), on a

m4(06) = [ Vxol

< /R Vxa| + g(IGAG)
< H(06") + g(1GAG)

d’aprés (1.4.1) pour la premiére inégalité et (1.3.6) pour la seconde. C’est-a-dire que
G vérifie la version H™~! suivante de la condition de quasi-minimalité :

(2.3.1) H"1(0G) < H"1(0G") + g(|GAG"))

pour tout G’ € G(R).

De méme, si G € Gy est un quasi-minimum régulier de Gpy, il vérifie (2.3.1) pour
tout G' € G tel que GAG' @ R™.

Dans la suite, nous utiliserons librement I'une ou 'autre des conditions de quasi-
minimalité (1.4.1) et (2.3.1) selon nos besoins.
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CHAPITRE 3

LES PRINCIPALES CONSTRUCTIONS

Ce chapitre est principalement consacré & des constructions géométriques qui nous
permettront d’éviter ’emploi du lemme 2.1.1 dans lequel on n’a pas de controéle uni-
versel sur les constantes € et (). Le paragraphe 3.1 traite du cas ou il s’agit d’ajuster la
masse d'un candidat de mesure de Lebesgue légérement trop grande. Les paragraphes
3.2 et 3.3 nous permettront de traiter le cas un peu plus délicat des ajustements
de masse concernant des candidats de mesure de Lebesgue légérement trop petite.
Nous allons travailler dans ce chapitre avec la version H"~! de la condition de quasi-
minimalité (voir (2.3.1) pour la définition et ce qui précéde pour les notations).

3.1. Troncature

On considére ici des sous-ensembles de R” de mesure de Lebesgue strictement
supérieure a mg.

LEMME 3.1.1. — Soit Q C R borné tel que mg < |Q| < +oo et H"1(d0) < +oo0.
Il existe G C Q, G € G, tel que

(3.1.1) H"1(0G) < H"1(69).

Démonstration. — Pour tout a > 0, on pose H, = {(w,t) € R* ~ R xR: t < a}.
L’application a — |H, N Q| est continue et

lim |H,NQ =9,
a—r+00
lim |H,NQ|=0.
a——00
On peut donc trouver ag tel que |H,, N Q| = mg. D’autre part

(3.1.2) QN Hyy) C (02N Hay) U (0Ha, N (2\0Q)).



42 CHAPITRE 3. LES PRINCIPALES CONSTRUCTIONS

Montrons que
(3.1.3) H" Y (0H,, N (N\0N)) < H" 10N\ H,, ).

Soit (w,ag) € 0Hy, N (Q\IN). Comme  est borné, on peut trouver ¢ > ag tel que
(w,t) ¢ Q. Comme (w,ag) € N\0N, on peut alors trouver t', ap < t' < t, tel que
(w,t') € 9. Si on note p la projection orthogonale sur 0H,,, on en déduit que

OH,4, N (2\0N) C p(OQ\H,,),
et donc
H""1(8Hq, N (2\0Q)) < H" ™ (p(02\H,,)) < H" ™00\ Ho,).-
En combinant (3.1.2) et (3.1.3), on obtient
H" 02N Hy,)) < H 10NN H,,) + H* 1 (0H,, N (2\09))
< H 100N Hyy) + H™ (00\H,,)
= H"1(09).
Posons G = QN H,,. Alors |G| = mg et G vérifie (3.1.1). O

Fixons-nous pour toute la suite de ce chapitre un rayon R > Ry et G un quasi-
minimum régulier de Gy (R), c’est-d-dire que G est ouvert, & frontiére Ahlfors-
réguliére, et qu'il vérifie la condition B. En particulier G € G(R) et G vérifie la
condition de quasi-minimalité (2.3.1). Posons comme dans (2.1.6)

h(z,r) = r " min {|G N B(z,r)|, |B(z,r)\G|}

pour tout z € R™ et tout 7 > 0. Une premiére conséquence du lemme 3.1.1 est cette
nouvelle version du lemme 2.1.3 dans le cas ou h(z,r) = r~"|B(z,r)\G]| :

LEMME 3.1.2. — Pour tout n €]0,1[, il existe € > 0, ne dépendant que de n, n, et
g, tel que, pour tout € R™ et tout 0 <r <1, si r~"|B(z,r)\G| < € alors

(3.1.4) B(z,nr) C G.

Démonstration. — Montrons dans un premier temps que pour tout z € R" et tout
0 <r <1,sih(xz,r) =r " B(z,r)\G| < ¢, ou ¢ sera fixé petit dans un instant en
fonction uniquement de n et g, alors

(8.1.5) h (w, g—) < -21-h(x,r).

La différence entre (3.1.5) et (2.1.7) est d’une part que € ne dépendra plus ici que des
données du probléme et d’autre part que (3.1.5) est vérifié pour tous les rayons r < 1.
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Grace a Fubini et Tchebytchev (voir la démonstration du lemme 1.3.13), on peut
trouver t €]%,r[ tel que

H" Y (3B(z,t)\G) < C

|B($’:)\GI _<— CT’n_l h(a;, T‘)‘

Posons @ = (GU B(z,t)) N Bg. On a
H"1(6Q) < H" ' (0(G U B(x,t))) + H" Y (0Br N B(x, 1))
< H"1(0(G U B(z,t))) + H* 1 (0B(x,t)\G)
< H"1(0G) — H"(0G N B(z,t)) + 2H"1(8B(z, t)\G)

< H"Y(0G) — H"1(0G N B(a, 1)) + ¢ BENE (“”’:)\G|

< H""Y(0G) — H"1(9G 1 B(x,1)) + Cr"*h(z, ).

Voir (2.1.19) pour la deuxiéme inégalité. Appliquons le lemme 3.1.1 & §2 pour obtenir
un candidat G' € G(R) tel que G' C Q et tel que
H" 1 (0G") < H™1(89)
< H"Y8G) — H"Y8G N B(z,t)) + Cr" ' h(z, 7).
On a d’autre part |G'AG| < |G'AQ] + |QAG| < 2|B(z,t)\G| < Cr™h(z,r) < Ce.
Soit alors # > 0 que nous allons choisir petit dans un instant (indépendamment de
€). Si € est assez petit, on a

9(IG'AG]) < " h(z, 1)@=/,
et on déduit de la condition de quasi-minimalité (2.3.1) et de ce qui précéde que
H" (3G N B(x, 1)) < (Oh(x, ¥) + 6h(z, 7)) /n) et

pour une constante C' universelle. Comme dans la démonstration du lemme 2.1.2, on
utilise I'inégalité de Sobolev-Poincaré et on en déduit (3.1.5) si 6 est choisi assez petit
puis quitte & diminuer e.

Soient maintenant n €10, 1[ et € > 0 (que I'on va choisir assez petit en fonction de 7
de n et de g). Posons ' = 1—;’1 Soient x € R et 0 < r < 1 tels que r~"|B(z,r)\G| <
e. Soit y € B(z,n'r). Comme dans la démonstration du lemme 2.1.3, on montre en
utilisant (3.1.5) que si € est choisi assez petit, en fonction uniquement de 7, de n et
de g, alors pour tout k > 1,

h(y,27* (1 =n')r) = (27*(1 = n')r) "By, 27 (1 — n')r)\G]
et
lim h(y,27%(1 —n')r) = 0.

k—+o0
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On en déduit que y n’est pas un point de densité de R*\G, ceci pour tout y € B(x,n'r)
et donc |B(x,n'r)\G| = 0. Or comme G vérifie la condition B, pour tout z € R*\G
et pour tout ¢ > 0, on a |B(z,t)\G| > 0. On en déduit finalement que

B(xz,nr) C B(z,n'r) C G.
O

Reste & traiter le cas ou h(z,r) = r~"|G N B(x,r)|. Il est plus deélicat dans la
mesure ou, en reprenant le méme type d’arguments que dans le premier cas de la
démonstration du lemme 2.1.2, il faut trouver un endroit et un moyen pour rajouter
de la masse & un ensemble de mesure de Lebesgue légérement inférieure & my et obtenir
des estimations uniformes sur la variation de la surface de la frontiére. La proposition
3.2.1 est le point essentiel qui nous permettra de conclure. D’une part il nous permettra
de trouver des endroits ou ajouter de la masse (les couronnes isolées, lemme 3.3.3).
Nous réutiliserons d’autre part la construction principale de cette proposition pour
ajouter de la masse dans ces couronnes.

3.2. La proposition principale

Introduisons quelques notations. Pour x € R" fixé et 0 < s < t < +00, notons
B(s) = B(x,s) et (s,t) = B(x,t)\B(x,s) si s > 0et (s,t) = B(x,t) si s = 0. Le point
x considéré sera toujours clair dans le contexte. Rappelons que Br désigne la boule
ouverte de centre 0 et de rayon R, que R a été fixé strictement supérieur & Ry et
que G est un quasi-minimum régulier de Gpy (R). Signalons aussi que nous utiliserons
encore ici la condition de quasi-minimalité (2.3.1) de préférence a (1.4.1).

PROPOSITION 3.2.1. — Soient x € Bg et 0 < 51 < 83 < s3 < 1 tels que B(x,s3) C
Bpr. Notons

v1 = |G N (s1,82)],
= |G N (s2,53)],
v =GN (s1,83)] = v1 + 1o,
p = max (H""(GNIB(s)).

Il existe g > 0, v €]1,2] et Cop > 1, ne dépendant que de la dimension et de g, tels
que, si

(321) v < EOmln{Slv(SS_Sz) ,(92_51)71} si 51 ~0
L. - ) mlIl{Sz, S§3 — So n} sz’non’

et si

(3.2.2) et

S2
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alors

(3.2.3) min {vy, s} < Cop™ "1,

L’énoncé de cette proposition s’inspire du lemme 2 de [GMT83]. Dans cet article,
E. Gonzalez, U. Massari et I. Tamanini s’intéressent a la régularité des hypersur-
faces minimales avec contrainte de volume. Ici la situation est légérement différente
et un peu plus délicate : la frontiére G n’est pas minimale et nos motivations et
I’application que nous ferons de la proposition 3.2.1 sont assez différentes de celles de
|[GMTS83]. Néanmoins les philosophies générales de la proposition 3.2.1 et du lemme
3.3.1 sont similaires & certains résultats de [GMT83|. Remarquons tout de suite que,
par convention, si s; = 0, alors 9B(s1) = @ et p = max;—2 3(H" (G N IB(s;))).

Démonstration. — Soient © € R"* et 0 < 87 < s9 < s3 < 1 comme dans ’énoncé
du lemme. Soient g5 > 0 et vy €]1,2[ que nous choisirons plus tard. Supposons
que (3.2.1) et (3.2.2) sont vérifiés. Posons Wi = G N (51, 82) et Wao = G N (s2,53).
Nous allons d’abord régler quelques cas faciles. Si W; (respectivement W>) n’est pas
quasi-isopérimétrique au sens du lemme 1.3.13, on a tout intérét a remplacer W,
(respectivement W,) par une boule de volume vy (respectivement ). C’est ce que
nous allons faire dans le lemme suivant.

LEMME 3.2.2. — Pour tout ¢ > 0, il existe ¢g > 0, ne dépendant que de €, de la
dimension et de g, tel que si (3.2.1) est vérifié avec cet &q et si

H"™ 1 0W;) > Co(1+e)r(" V",

pouri =1 oui =2, alors (3.2.3) est vérifié avec une constante Cy ne dépendant que
de ¢ et de la dimension.

En particulier, si I’'on applique ce lemme avec un ¢ fixé universel, on obtient bien
le résultat voulu avec des constantes g9 et Cy universelles.

Preuwve du lemme 3.2.2. — Soit ¢ > 0 fixé et supposons que l'on ait H"~1(OW;) >
Cn(1 + 5)1/("_1)/” (ot i = 1 ou i = 2). Soit £9 > 0 que l'on fixera petit plus tard et

?
que ’on suppose dans un premier temps assez petit de telle sorte que

(3.2.4) gg <27 "wy,.

Alors d’apreés (3.2.1), on a
s9—s1) (53 —s2\"
Vigzxgwnmin{< 3 ) ,< 2 )}
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On peut donc trouver une boule B; C (s;,8i+1) telle que |B;| = v;. Posons G; =
(G\(8i, 8i+1)) U B;. Alors G; est un bon candidat de G(R). On a

9G; C (8G\(si,5i41)) VOB U | | (GNnB(s;))
j=i,i+1
donc
H""Y0G;) < H"1(0G) — H" 190G N (81, 8i41)) + H* 1 (8B;) + 2p

= H" Y(8G) — H" (8GN (51, 8i11)) + Cut\" /™ 4 2p.

D’autre part,

oW € (G N (siysin)) U | |J (@N0B(Gs))
J=i,it1
donc
H" 1 (0W;) < H"H(OG N (81, 8641)) + 2p.

En utilisant I’hypothése sur W;, on obtient

Cn(1+ )" D™ < H'1(9G 0 (51, 5141)) + 20,
et en revenant & G;, on en déduit

HY™ 1 (0G;) < H"Y(0G) — Cpev{™™ /™ 4 4p.

D’autre part |GAG;| < Cv; < Ceo, donc, si ¢ est choisi assez petit en fonction
uniquement de €, n et g, on peut supposer que
C -
9(GAGH) < Frer(" V.
En utilisant la quasi-minimalité de G et ce qui précéde, on obtient
H"™'(9G) < H"1(0Gy) + g(IGAG)
C -
< H"Y0G) - —2251/5” Din g 4p.
On en déduit que
Vi(n—l)/n < C'p,
ou C ne dépend que de ¢ et de n, ce qui achéve la démonstration du lemme. O
Le deuxiéme cas facile est celui oit v; et vy sont de taille comparable. L’idée est
de remplacer G N (s1, s3) par une boule de taille ». Donnons-nous donc 7 €10, 1[ que
nous choisirons petit plus tard ne dépendant que de n et de g et supposons que

(3.2.5) vy < vy < 77wy,
Alors si gq vérifie (3.2.4), on a d’aprés (3.2.1)

n
S3— 8
V560(33—81)n<wn< 32 1)
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On peut donc trouver une boule B C (s1,s3) telle que |B| = v. Posons G' =
(G\(s1,s3)) U B. Alors G' est un bon candidat de G(R). Comme dans la démons-
tration du lemme 3.2.2, on a

(3256) H" 1 (0G") < H" 1(0G) — H" 1 (dG N (s1,53)) + H" 1(OB) + 2p
= H"Y(0G) — H" Y(dG N (s1,53)) + Co(*~D/" £ 2p,
et d’autre part,

H" 1 (0Wh) < H" 110G N (s1,52)) + 2p,

H™ 1 (0Ws) < H™ 1 (0G N (s2,53)) + 2p.
En appliquant I'inégalité isopérimétrique (1.3.13) & W; et Wy, on en déduit
Co (70" 4 270IM) < HPTHOWA) + BTN (OW:) < HTHOG N (51, 59)) + 4p.
Or, en posant s = 2 € [r, 77!, 0ona

(V{n—l)/n + V;n—l)/n) —(n + VZ)(n—l)/n

— l/én_l)/n {(1 + S(n—l)/n) -1+ S)(n—l)/n}
> (1) (1 + vo) I/ = g(r)p(nD/,

En effet, on a

min {(1 + s("_l)/”) -1+ s)(”‘”/"} = (1 + r("—l)/") (1405

s€[r,771]
et v§" /™ > (14 7711/ () 4 1y)=D/7 Done
Cn(1+e(m)v"=D/m < H'1(G N (51, 53)) + 4p.

Au terme supplémentaire en 4p prés, c’est dire que G N (s1,s3) n’est pas quasi-
isopérimétrique. En revenant au candidat G’ et en combinant (3.2.6) et 'inégalité
précédente, on obtient

H™1(8G") < H" Y(8G) — Cre(r)v"~V/™ 4 6p.

D’autre part, on a |[GAG'| < Cv < Cégq et, quitte & diminuer g, on peut supposer
que

o(16AG) < Pe(rptnim,
et en utilisant (2.3.1), on obtient

H"'(8G) < H"1(8G") + ¢(|G' AG))
< H"1(8G) — %5(7’)1/("_1)/" + 6p,

et on en déduit (3.2.3)
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Reste donc & traiter le cas ou (3.2.5) n’a pas lieu. Nous allons d’abord traiter le
cas ol

(3.2.7) min {vy,v2} = v < TV,

le cas ou min {1,112} = v2 < 711 se traitera de maniére similaire. La manipulation
brutale du cas précédent ne permet plus de conclure. L’idée est d’éliminer W;. Le gain
dans le terme de frontiére est d’au moins Cnv§"—l)/ " modulo la perte qui concerne ce
qui se passe a la frontiére de (s1, s2) qui est de I'ordre de Cp et que I'on retrouvera dans
le membre de droite de (3.2.3). On dispose alors de (s1, s3)\W2 pour rajouter la masse
v;. Plus précisément, on veut trouver une portion de cylindre du type B,—1(0,u) x R
(ot Bj—1(0,u) désigne une boule de dimension n — 1 et de rayon u) incluse dans
(s1,83), de taille adaptée a vy, c’est-a-dire avec u de 'ordre de 1/11 / " dans laquelle
OW5 est proche d’une sphére. Pour rajouter la masse v;, on poussera & ’aide d’une
fonction f bien choisie 'ensemble W5 a lintérieur de la portion de cylindre (c’est-a-
dire que l'on rajoutera des points du type (w,t 4+ f(w)) ou (w,t) € R*~! x R sont les
points de W qui sont a 'intérieur de la portion de cylindre). Bien sir rien ne dit qu’a
Pintérieur de cette portion de cylindre, 9W5 est exactement une portion de sphére ni
méme un graphe au-dessus de B,,—1(0,u). Cependant, en se ramenant au cas ou Ws
est proche d’une boule au sens du lemme 1.3.13 (ce que nous pourrons faire grace au
lemme 3.2.2), nous disposerons d’assez d’informations pour affirmer que ’ensemble
des points de B,,—1(0,u) au dessus desquels 0W, n’est pas un graphe, n’est pas trop
gros en mesure et ne vient pas trop perturber le bilan final. On arrivera en fin de
compte a effectuer cette construction en ne perdant en terme de surface de frontiére
qu’un terme au plus égal a C\"™Y/™ ayec C' < C,, ce qui nous permettra de conclure.
Avant de commencer la construction proprement dite, donnons deux lemmes qui nous
serviront & estimer la masse rajoutée et la variation de la surface de OWs.

LEMME 3.2.3. — Soit O un ouvert de R" et QQ un hyperplan. On identifie Q) avec
R et R? avec @ x R ~ R*"™! x R, et on notera p lapplication de Q x R dans Q
définie par p((w,t)) = w. Soit W C R™ tel que H" 1 (OW N O) < +oo. Pour w € Q,
on note N(w) = card@W NONp~(w)). On a

N(w) dw < CH" (W N O),
p(O)

ou C' ne dépend que de la dimension.

Preuve du lemme 3.2.3. — Soient k > 0 et (E;) un recouvrement de 9W N O tel que
diam(E;) < & pour tout I > 0 et tel que

> (diam(Ep)"~! < H" (W N O) + k.

1>0

Posons F; = p(E;) et notons, pour tout w € Q, Ny, (w) le plus grand des entiers m > 0
tel qu'il existe m points z1,..., 2y, dans OW N O N p~H(w) tels que |z; — z;| > 2k
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pour i # j. Alors N, (w) < > XE(w) et on a

/ Ne(w) dw < € (diam(E;))"~*
Q

>0
< CHYOW NO) + k).

Or liminf,_g Nn(w) > N(w) et on conclut en faisant tendre & vers 0 et en utilisant
le lemme de Fatou. O

LEMME 3.2.4. — Soient S C R™ tel que H" (S) < +00 et f € C&(R* 1, R). On
identifie ici R® et R*~! x R. Si

S(f) = {(w,t + f(w)) : (w,t) € S},
on a

H*Y(S(f)) < L+ IV flloo)  H* ().

Preuve du lemme 3.2.4. — Soient k > 0 et (E;) un recouvrement de S tel que I'on
ait diam(E;) < & pour tout I > 0 et tel que

> (diam(E;)" ™ < H"1(S) + k.
1>0

Posons Fj = {(w,t + f(w)) : (w,t) € E;}. On a diam(F) < (1 + ||V ) diam(E;)
et S(f) C U F; donc

Hi iy S < Xl:(diam(ﬂ))"‘l
< A+ IV o)™ Y (diam(Ep))"
1

< A+ IV Flloo)™ HH"H(S) + #).
On conclut en faisant tendre s vers 0. O
Revenons maintenant & la construction esquissée plus haut. Dans un premier temps,
nous allons montrer que l'on peut se ramener au cas ou W est relativement proche
d’une boule. Pour cela, donnons-nous d’abord § €]0,1[, que nous choisirons petit

plus tard. Soit £(8) associé & § par lemme 1.3.13 et considérons ¢ < £(8), que nous
choisirons aussi petit plus tard. D’aprés le lemme 3.2.2 nous pouvons supposer que

(3.2.8) HY Y (0Ws) < Cp(1 + )" D/,

En appliquant le lemme 1.3.13 & W (voir aussi la remarque 1.3.14), nous pouvons
trouver une boule By = B(y2,72), y2 € Wa, telle que |Ba| = v et telle que

(329) |W2ABQ| S (51/2.
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P

W

Figure 3.1. Cas ol z € 0B(s3).

Notre but est de montrer tout d’abord que B(ya,nr2) C Wo pour 1 aussi proche que
I’on veut de 1. Pour cela, nous allons montrer que si

62 = sup {C E]Oa 1] : B(y?» <T2) C (82733)}7

alors
(3.2.10) & —1 quand J — 0.

Il suffira ensuite de combiner ce résultat avec le lemme 3.1.2 (que nous pourrons
appliquer grace a (3.2.9)).

Montrons donc (3.2.10). Soit z € 0B(y2, &ar2) N O(s2,s3). Si z € 0B(s3), on note
P Dhyperplan affine tangent & 0B(s3) en z et H le demi-espace de frontiére P ne
contenant pas B(sz). On a |H N Ba| > (&)vs ou l est une fonction décroissante telle
que [(0) = § et {(1) = 0. Comme H N By C W2AB;, en utilisant (3.2.9) on obtient

1(&)va < |H N By| < [W2ABs| < 6va,

ce qui permet de conclure (voir la figure 3.1). Si z € 0B(s3), comme d’aprés (3.2.1)
ve < v < g08Y, si g est choisi assez petit, en fonction uniquement de la dimension, on
a |By N B(s2)| > l(gZ)VQ ou ! est la méme fonction que précédemment. D’autre part
comme By N B(s2) C Wy AB,, on peut conclure comme ci-dessus (voir la figure 3.2).

Soit maintenant 1 €]3,1[, que nous fixerons proche de 1 plus tard, et &(n) associé
par le lemme 3.1.2. On a

T;nle\Gl S TQ_n,WQABgl S C’é,
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W, B,

FIGURE 3.2. Cas ou z € 9B(s2).

ou C ne dépend que de la dimension. A 7 fixé, on peut donc trouver § assez petit, ne
dépendant que de la dimension et de 7, de telle sorte que r; " |B2\G| < £(n) et &2 > n.
Alors, d’aprés le lemme 3.1.2 et par définition de &, on a

(3.2.11) B(y2,nr2) C G N (s2,53) = Wa,

qui est exactement ce que nous cherchions & obtenir.

Nous allons maintenant déterminer ’endroit ot ajouter de la masse & W,. Ce qui
suit vise & assurer que les modifications que nous allons effectuer resteront intérieures a
B(s3) C Bgr. Remarquons tout de suite que dans le cas ot vo < Tv1, nous chercherons
a ajouter de la masse & Wi et la construction du céne D conduisant & (3.2.13) sera
inutile. Nous pourrons en fait obtenir directement (3.2.14). Ce sera la seule différence
entre ces deux cas.

Soit D le demi-cone ouvert de sommet y2 s’appuyant sur B(s3) et contenant B(ss),

D ={zeR": dist(z —y2, L) < sinalz — y2|, (z —y2,x — y2) > 0},
ou L désigne la droite (x,y2) et

(3.2.12) sina = —2— > 22 5 41
ly2 — | 53

(voir la figure 3.3).

Posons
_ H"‘1(832 N D)
= TeTeE)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



52

CHAPITRE 3. LES PRINCIPALES CONSTRUCTIONS

S

Y2

Fi1cure 3.3. Le cone D.

C’est une fonction croissante de « qui tend vers 1/2 quand a tend vers /2.
Par hypothése sur Wy (voir (3.2.8)), H"~1(0W>) et H"~'(0Bs) sont proches. Mon-

trons que si « est assez proche de 7/2, ceci est encore vrai pour H"~1(0W> N D) et
H" 10BN D). On a

H" Y(0By) = l(a) *H" (0B, N D),
H" Y(0B,\D) = H" 1 (0B,) — H" 1 (3B, N D)

__]--l(Ol) n—1
=@ (B> N D).

Comme, d’aprés (3.2.11), nBs = B(y2,nr2) C Wa, on a aussi

H""'(0W2\D) > H"'(8(nB2)\D)

o l_l(a) n—1
=7 1< I{a) )H (0Bs N D).

D’aprés (3.2.8),

H" Y (0Wy) — H" 1(0By) < eH" *(9B>)
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donc

H" Y (0WyN D) — H" (B, N D)
< eH" Y(8By) — H" Y (0W,\D) + H" "1 (dB,\D)
e+ (1=l(a)(1=n""")
S{ ()
= Cy(e,a)H" (B, N D),

} H" (0B, N D)

avec Cy (e, @) qui, a n fixé, tend vers 1 — 7"~ quand ¢ tend vers 0 et a tend vers 7/2.
Donc, a n fixé, si ¢ est choisi assez petit et si v est choisi assez proche de 1 (voir
(3.2.12)), on a

(3.2.13) H" Y (0WynN D) — H" Y(dB, N D) < (1 —y")H" (0B, N D).

Remarquons que la construction de D est le seul endroit ou intervient ’hypothése
(3.2.2). Elle est en particulier inutile dans le cas ot 'on sait déja que min{vy, 2} = vy
et ot 'on cherchera & ajouter de la masse & W;. Nous utiliserons cette remarque dans
la démonstration du lemme 3.3.3.

Soit C; > 1 que nous fixerons grand plus tard ne dépendant que de n et de g. Grace
a (3.2.13) et a (3.2.7), en supposant 7 assez petit ne dépendant que de la dimension

et de C1, on peut trouver y € 9B, N D tel que B (y,C’ll/;/") C D et tel que, si C est

le demi-cone ouvert de sommet y» s’appuyant sur B (y7 o 1/11 / ") et contenant y alors

(3.2.14) H"™ Y OW,NC) — H* Y(dB,NC) < C(1 — ") H" (0B, N (),

ou C ne dépend que de la dimension. Il sera plus pratique pour nous de ne pas chercher
a utiliser tout le cone C pour ajouter de la masse & Wy et de se limiter & une portion
de cylindre. Avant de la définir, tirons quelques conséquences faciles de la définition
de C dont nous aurons besoin dans la suite. On a

~ Cll/%/n
OC NOB(ya,mra) = QNIOB | z,nroh | —— )

T2

_ 1/n
CﬂQ:B(z,nrgh <01:1 >>QQ,
2

ol @ est un hyperplan paralléle & ’hyperplan tangent & B2 en gy, z € [y2,y] N QN
B(ya,nr2), et h(s) ~ s quand s tend vers 0. Soit 6y €]%,1[ que nous fixerons plus
tard proche de 1. On peut trouver 79 = 79(6p) > 0 tel que, si

C l/TL
(3.2.15) AN <o,
T2
alors
(3.2.16) BonCivy’™ < u < 6y nCuy/"
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1/n

C ~
avec u = nrah ( 1:1 ) . La boule (n —1)-dimensionnelle C N Q sera la base de notre
2

cylindre.
D’autre part, on a

CnoB, =B (y,clyll/”) N OBs,.
Soit alors #; €]1, g[ que nous fixerons plus tard proche de 1. On peut trouver 7, =

71(61) > 0 tel que si

(3.2.17)

alors
(3.2.18)  H"'(Cn0By) = H"™ (B (y,Cuyy/") N9B:) < anby Oy~ im0/,
avec a, = H"1(Q N B(z,1)).

Supposons pour simplifier les notations que z = 0. Dans toute la suite nous iden-

tifierons R et Q x R ~ R*"! x R. Supposons aussi sans perte de généralité que
y € R"~! x R, . Notons
p: R xR — R*! et ¢:RIXxR-SR
(w,t) = w (w,t) —t.
On a y2 = (0, —t2) avec
t2 = (nre)? —u’® > (rg - 40121/12/")

en utilisant (3.2.16) et le fait que n > 3 et 6§ > 1. On peut en particulier trouver
5 > 0 tel que si

1/n
(3.2.19) Gn’ _ .,
Tro
alors
(3.2.20) ty > %2

Définissons maintenant ’endroit que nous allons utiliser pour ajouter la masse.
Notons B,_1(0,u) = p(B(0,u)). Pour tout w € B,_;(0,u), si p~!(w) rencontre
0B(s1),onnote t(w) = min{t > 0: (w,t) € OB(s1)}. Sinon, p~! (w) rencontre dB(sz)
en deux points (w,t'(w)) et (w,t(w)), 0 < t'(w) < #(w). On a |(w, t'(w)), (w, t(w))[C
(s1,52). Posons

(3.2.21) c= U lw—ta), (w,t(w)
wEBL_1(0,u)

(voir la figure 3.4). Remarquons que par construction,

Fn_l(O,u) X [—tQ,O] C Wy et En_1(07u)x]0,+oo[c C,
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3.2. LA PROPOSITION PRINCIPALE 55

nBy

FIGUurE 3.4. La portion de cylindre C.

donc

(3.2.22) OW,NC CoW,NC
et

(3.2.23) p(OWoNC) = Bp_1(0,u).

Maintenant que nous savons ou ajouter la masse, disons comment nous allons
le faire. Fixons-nous une fois pour toutes f € C(R" ! R;) telle que sptf =

Bno1(0,1), || fllec < 1et / f=Cs>0.Pour w € R*!, posons
Bn_-1(0,1)

fw) =2 (%),

avec A choisi de telle sorte que

(3.2.24) / f=2u,
Bn—l(Ov“)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



56 CHAPITRE 3. LES PRINCIPALES CONSTRUCTIONS

c’est-a-dire
(3.2.25) A=2C7"u" "y

Posons A = {(w,t + f(w)) : (w,t) € Wy N C}. Vérifions tout de suite que A C
(s1,83). Par construction, il suffit de vérifier que

| flloo < 2 — s1.

Or ||fllc < A, et comme 6 €]3,1[ et n €]3,1[, d’aprés (3.2.16), on a u™' >
CC{L_IVYI—”/”' D’ou, par choix de A,

- C 1
(3.2.26) 1 flloo < on T n'",
1
pour une constante C' ne dépendant que de la dimension. Il suffit donc de montrer

que nous pouvons nous ramener au cas oil

(3.2.27)

1/n
1/1/ < 8§92 — 81,

Cn—l
1
ou C est la méme constante que dans (3.2.26). Pour cela nous allons appliquer le
lemme 3.2.2 & W;.

Soit &' €]0,1[ que nous allons choisir dans un instant et £(4') associé a ¢’ par le
lemme 1.3.13. Si H*1(0W;) > Cr(1 + £(6"))v"™V/™ | quitte & diminuer &9, on peut
conclure en utilisant le lemme 3.2.2. Si H*~1(0W;) < Cp(1 + 6((5'))14"—1)/”, on peut
appliquer le lemme 1.3.13 & W;. On obtient alors une boule By = B(y1,71), y1 € W1,
|B:| = v1, telle que |By AW;| < §'vq. De maniére similaire a ce qui se passe pour Wa,
si

&1 =sup{¢ €]0,1] : B(y1,{r1) C (s1,82)},
alors & tend vers 1 quand ¢’ tend vers 0 (voir la démonstration de (3.2.10)). Fixons
donc §' assez petit de telle sorte que & > % On a alors r1 < 2&1m < s9 — $1, C'est-a-
dire ui /n < C(s2 — s1) ou C ne dépend que de la dimension. 11 suffit alors de choisir
C assez grand (ne dépendant que de la dimension) pour obtenir (3.2.27).

Posons G' = (G\W;) U A. Alors G' C Bg. L’ensemble G’ n’est pas encore tout &
fait notre nouveau candidat. Nous allons voir que par choix de A, nous nous sommes
donné assez de marge pour étre sir de rajouter & W, au moins la masse v, mais pas
trop non plus pour ne pas ajouter plus de C'v; (pour une constante universelle C).
Grace au lemme 3.1.1, nous pourrons alors construire & partir de G’ un bon candidat
G". Les estimations qui suivent nous serviront aussi a évaluer |G'AG]|.

Une premiére estimation facile est celle de |G\G'|. Comme G\W; C GNG’, on a
(3.2.28) IG\G'| < 1.

MEMOIRES DE LA SMF 82



3.2. LA PROPOSITION PRINCIPALE 57

Pour w € B,,_1(0,u), notons

t” =min{t >0: (w,t) € IW2NC},

tt =max{t >0: (w,t) € OW>NC}.
On a0 <t~ <tt < +400. Posons

0 ={(w,t7)€eW,NC: t~ =tt},

0y = {(w,t) € WoNC: t~ <tt} = (WaNC)\Oh.

On a p(61) Np(02) = @ et d’aprés (3.2.23), p(01)Up(82) = B,_1(0,u). Grossiérement
parlant p(d;) est 'ensemble des points au-dessus desquels tout va bien se passer (c’est-
a-dire comme si 9W,NC était un graphe au-dessus de B,,_1(0,u)). Au-dessus de p(8s),
les choses sont a priori un peu plus compliquées, mais nous avons tout fait pour que

H"=1(8,) soit négligeable par rapport au gain de frontiére d & 1’élimination de W;.
Posons aussi

0f ={(w,t7) € oW, NC},
33 ={(w,t) €W, NC: t >t} = (W2 NC)\O}.
On a p(9f) = Bn-1(0,u) et p(05) = p(d2).

Montrons que

(3.2.29) U ](w,t—),(w,t- n f(w))[ c G'\(G\W).

wep(d1)

Ceci signifie juste qu’au-dessus de p(d; ), on a effectivement ajouté tout le segment que
I'on cherchait & ajouter. Pour tout w € p(d) et tout 0 < s < f(w), par construction
et par définition de 8y, (w,t~ + s) € G\W;. Montrons que (w,t~ + s) € A. Si

(3.2.30) 200™ <1y,
ot C est la constante qui intervient dans (3.2.26), on a d’aprés (3.2.26) et (3.2.20),

~ C
fw) < ——1/" < ovi/m < 2 <ty
cr 2

donc —ty < —f(w) <t~ + s — f(w) < t~. Or par construction et par définition de

t~, [(w,—t2), (w,t7)[C WoNC. Donc (w,t™ +s— f(w)) € WaNC et (w,t™ +s) € A
Ceci démontre donc (3.2.29) et on en déduit

G\ (G\W)] > / f(w) dw

p(01)

(3.2.31) =/ F(w) dw—/(a)f(w) dw

B,._l(O,u)
> 21 = Cl|fllo H™ ' (p(82))  (d’apreés (3.2.24)),

ou C ne dépend que de la dimension.
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58 CHAPITRE 3. LES PRINCIPALES CONSTRUCTIONS

Evaluons H"7!(p(82)) et dans le méme temps H™"'(9). Nous en aurons besoin
plus tard. On a

H" Y (p(8,)) = H" ' (p(33))
< H"(35)
(3.2.32) = H" Y 0W,NC) — H"1(})
S H" Y OW2 0 C) — H (p(dF))
=H" Y (OW>oNC) — H" 1 (B,_1(0,u)).

Or
(3.2.33)

H"™ Y (0W,NC) < H" Y (W, N C) (d’apres (3.2.22))
<(14+CQA-9")H"(8B,NC) (dapres (3.2.14))
<an(1+C(1 =y e~y D/"  (apres (3.2.18))
< oopty{rhm,

ou la constante C' qui intervient dans la derniére inégalité ne dépend que de la di-
mension. On a utilisé ici le fait que n €]3,1[ et que 6, €]1, 3[. D’autre part, d’apres
(3.2.16), on a

(3.2:34) H" (Bt 0,4)) = anu™™ > oy~ 07~ fm /",

Alors en reprenant (3.2.32) et en utilisant 1’avant-derniére inégalité de (3.2.33) et
(3.2.34), on obtient

H" ! (p(02)) < H"1(33)
<an {(1+C(1 =)y — 2 =ty op— i,
Alors en combinant (3.2.31), estimation (3.2.26) sur ||f||c et (3.2.35), on obtient
|G'\(G\W1)| > (2 = C(n,b0,61))v1,

avec C(n,00,61) qui tend vers 0 quand (n,6y,61) tend vers (1,1,1). Donc si 5, 6 et
6 sont choisis assez proches de 1, on a |G'\(G\W7)| > vy et

(3.2.36) IG') = [G\W1| + |G'\(G\W1)| = mo.

(3.2.35)

Montrons maintenant que
(3.2.37) |G'\(G\W1)| < Cuy,

pour une constante universelle C.
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Pour w € En_l(O, u), notons Iy les images par ¢ des composantes connexes de
WonCNnp~t(w). On a Iy = [—ta, td [ avec t§ =t~ et notons I =]t , ¢} [ pour k > 1.
Notons N(w) leur nombre. On a card(0W, Nint(C) Np~H(w)) = 1 + 2(N(w) — 1) >
N(w) > 1 pour tout w € B,_1(0,u). Ici int(C) désigne I'intérieur de C. Donc d’aprés
le lemme 3.2.3, on a

(3.2.38) / N(w) dw < CH" 1 (W, Nint(C)),
Bn_l(O,u)

pour une constante C' ne dépendant que de la dimension.
Montrons que

a\ewwyc U U[w), (wtf+Ffw)],
wEB, _1(0,u) k>0

ce qui signifie juste qu’au-dessus de n’importe quel point de B, _1(0,u), on a ajouté a
chaque composante connexe de WoNCNp~!(w) un segment de longueur au plus f(w).
Soit donc (w, s) € G'\(G\W;). Par construction w € B,_1(0,u) et on peut trouver
k> 0etteltels que s =t + f(w). En particulier t, <s<th+ f(w). D’autre
part, comme (w, s) ¢ G\Wy, nécessairement s > t;:. D’ou I'inclusion recherchée. On
a alors

IG'\(G\W)] < / N(w) f(w) dw

B"_I(O,u)
< CO||flleH™ Y (0W, Nint(C))  (d’aprés (3.2.38))
S Cylv

d’aprés (3.2.26) et d’aprés la derniére inégalité de (3.2.33). Ce qui démontre bien
(3.2.37).

Reste & évaluer H"1(0G"). En dehors de C, on a simplement éliminé W;. En effet
par définition de G’ et de C (voir (3.2.21)) et parce que ||f|loo < 82 — $1, On a

AG'\C C OG\((s1,82)UC)U ( U (@ﬂaB(si))) ,

i=1,2
donc
(3.2.39)
H"YG'\C) < H" Y(8G) — H" (8GN (s1,52)) — H" (G N (C\(51,52))) + 2p
< H"Y0G) — H™ Y (0W,) — H" 1 (0W2 N C) + 5p
< H"Y0G) — Cp"™ /™ — H1(0W, N C) + 5p.

Nous avons utilisé ici le fait que

OW,NC C (G N (C\(51,52))) U (G NAIB(s2)).
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Si W, NC était un graphe au-dessus de B,_1(0,u), pour tout w € B,_;(0,u), on
aurait 0G' N C Np~'(w) = {(w,t + f(w))}, ont {(w,t)} = OW> N C N p~L(w). Ici b,
n’est a priori pas vide, et il faut non seulement tenir compte de ces points-l1a, mais
aussi d’une certaine partie résiduelle de W5, c’est-a-dire de , = 0G' N C N OWs.
Comme H™1(83) est négligeable par rapport au gain di & I’élimination de Wy, la
contribution de 0, restera aussi négligeable. En effet, montrons que

(3.2.40) B, C (82 Nint(C)) U (8W N 'C),

avec 9'C = 0C Np~H(0Bp—1(0,u)).

On a par construction 0Wo N C C int(C) U §'C, donc 9, NIC C W, N 9'C. Il
suffit donc de montrer que 9, Nint(C) C 95 N int(C). Par 'absurde, supposons que
(w,t7) € 8, N8 avec w € By,_1(0,u). Par définition de ¢~ et comme 0 < f(w) < ts,

ona (w,t™ — f(w)) € WaNint(C). Alors comme W5Nint(C) est ouvert et par continuité
de f, on peut trouver a; > 0 et ag > 0 tels que

B _i1(w,a)x]t™ — f(w) — ag,t™ — f(w) + as[ € Wa Nint(C),
fw) - F <fw) < fw)+F Vo' € Bi(w,m).
Soit alors (w',t) € By_1(w, 1) x]t™ — %, t~+ %[ Onat” —fw)—as < t—f(w') <
t——f (w) + s, donc par construction de A, on a (w',t) € G'. Nous avons donc trouvé

un voisinage de (w,t”) inclu dans G' ce qui contredit le fait que (w,t”) € 9G' et
démontre (3.2.40). On en déduit

H1(8,) < H™1(93 Nint(C)) + H™ 1 (W N §'C)
S 01(77» 90, 91)0?_1V£n~1)/n + Hn_l (8W2 n 8IC),
avec, d’aprés (3.2.35), C'(n, 0p,01) qui tend vers 0 quand (1, 6y, 60;) tend vers (1,1,1).

(3.2.41)

Reste & évaluer 0* = (0G’' N C)\0W>. Comme nous ’avons annoncé plus haut,
montrons que
(3.2.42) 9 co={(wt+ fw): (w,t) € dWyNint(C)}.
Comme G' = (G\W;) U A, on a 9G' C 9(G\W;) U 0A. D’autre part
(G\W1)NC C OWs.

Donc 8* C &A. Donc tout élément de 8* est de la forme (w,t + f(w)) avec (w,t) €
W,NC. Or 8*NAC c §'C. Donc si z = (w, t+ f(w)) € 9*NAC, alors w € IB,,_1(0,u) et
f(w) = 0. Donc z € W ce qui est impossible (en effet WoNdG" = @ et IW>NI* = @).
Siz = (w,t+ f(w)) € &* avec (w,t) € WyNint(C), alors comme pour la démonstration
de (3.2.40), on peut trouver tout un voisinage de z inclu dans A, ce qui est impossible
si z € OG'. Ceci démontre bien (3.2.42).

D’apreés le lemme 3.2.4, on a

(3.2.43) H™ 1) < (14 IV Flloo)* TH™ 1 (W, Nint(C)).
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Or |V flloo = 2{|Vlloo, et en utilisant (3.2.16), (3.2.25) et le fait que 7 €l3, 1] et

=2 ,
6o €]1,1[, on obtient ||V fllso < c% pour une constante C' ne dépendant que de la
dimension. Donc si C est assez grand, en fonction uniquement de la dimension, on a

(3244) (14 IVl <14 2,
1

pour une constante C' ne dépendant que de la dimension, et en utilisant (3.2.42),
(3.2.43) et (3.2.44), on obtient finalement

H" 1(0*) < H" (W, Nint(C)) + CQH'H((?WQ Nint(C)).

i
En utilisant maintenant la derniére inégalité de (3.2.33), on en déduit
(3.2.45) H™(9%) < H"H(dW2 Nint(C)) + CEVi"‘”/".
1

Finalement en combinant (3.2.39), (3.2.41) et (3.2.45), on obtient
C

H"1(0G") < H”_l(aG)—C’nufn_l)/”+C—lvl /L' (n,80,600)C7 "I 45,

Appliquons maintenant le lemme 3.1.1 & G' pour obtenir un candidat G" € G(R)
tel que G" C G' et

H"1(0G") < H"1(8G").
On a
|G"AG| < |G'"\G"| + |G’ AG|
< (IG"] = mo) +1G"AG|
<Cn
< Ceo,

d’apreés (3.2.37) et (3.2.28). Quitte & diminuer €9, on peut supposer que
C _
(3.2.46) 9(IG"AG|) < T”u{“ D/m
On en déduit alors en utilisant la quasi-minimalité de G et ce qui précéde que

- C (n- iy Cn (ne
(3:247) Curf™™ /" < S " 4 O, 00,00 CT AT 4 ST 4 5p,

Fixons maintenant les différentes constantes. Choisissons ¢¢ assez petit pour que,
dans un premier temps, (3.2.4), (3.2.10), ’analogue pour W; (page 56) et (3.2.46)
soient vérifiés et de tel que de plus le lemme 3.2.2 permette de conclure dans le
cas ou Wi n’est pas e(d')-quasi-isopérimétrique, ot ¢’ a été fixé page 56. Fixons
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maintenant C assez grand de telle sorte que (3.2.27) soit valide si H*~1(0W;) <
Crn(1+e(6"))vi" D™ de telle sorte que (3.2.44) soit vérifié et enfin de telle sorte que
C G
C: — 4 ’
ou C est la constante qui intervient dans (3.2.47). La constante C; étant maintenant
fixée, choisissons 7, y et 6; assez proches de 1 pour que (3.2.36) soit valide et pour
que
! n—1 Cn
C'(n,60,01)C7 < —,
ou C'(n,6p,60,) intervient dans (3.2.47). La constante 7 ainsi fixée, on peut trouver
d assez petit tel que (3.2.11) soit valide, puis € dans (3.2.8) assez petit de telle sorte
que € < €(§). On peut aussi trouver 7o assez proche de 1 tel que, quitte & diminuer
g, (3.2.13) soit valide. Quitte & diminuer g, en fonction de ¢ ainsi fixé, on peut le
supposer assez petit de telle sorte que le lemme 3.2.2 permette de conclure dans le
cas ou Wy n’est pas e-quasi-isopérimétrique. Les constantes Cy, 6y et 6, étant fixées,
choisissons 7 assez petit de telle sorte que ’on puisse bien construire C (c’est-a-dire tel
que (3.2.14) soit vérifié) et tel que (3.2.15), (3.2.17), (3.2.19) et (3.2.30) soient valides.
La constante 7 maintenant fixée, quitte & diminuer £y, on peut le supposer assez petit
pour pouvoir conclure dans le cas ou (3.2.5) est vérifié (c’est-a-dire le cas ou vy et vy

sont de taille comparable). Avec les différentes constantes ainsi fixées, on déduit de
(3.2.47)

_ 3 _
Cnl/fn 1)/n < chl/{n 1)/n+5p’
c’est-a-dire
"M < o,

ou C est une constante absolue, ce qui exactement ce que nous voulions.

Reste & traiter le cas ou v < 7v;. Il suffit d’échanger les roles de Wy et W et il
se traite exactement de la méme maniére que précédemment & ceci prés que, comme
nous 'avons déja remarqué, 'introduction du céone D, qui visait juste & assurer que
les transformations effectuées resteraient intérieures & B(s3) n’est plus nécessaire. En
effet, comme Wi, C (s1,$2) C (s1,83), peu importe la direction du cone C ot l'on
cherche a rajouter la masse vs. Les différentes estimations et les différentes constantes
qui interviennent dans le cas précédent ne dépendant jamais de W2 ou Wi, on peut
alors conclure en utilisant la méme construction avec les mémes constantes. Et ceci
achéve la démonstration de la proposition 3.2.1. O

Anticipons un peu sur la suite et donnons une autre application de la construction
précédente. Nous l'utiliserons dans le paragraphe 4.1.1. Supposons que nous disposons
deGC G,dex € R" et der; et 5 tels que 0 < ry < 719, B(z,73) C Br, GNB(z,13) =
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G N B(z,r2) et tels que B(z,r2)\B(z,r1) C R*\G. Posons Wi = G N B(x,r1), 1 =
|[W1| et v = |G\G|. Supposons de plus que

(3.2.48) Cl/21/n <71y —71,

ou C est la méme constante que dans (3.2.26). Si W n’est pas e-quasi-isopérimétrique
pour la constante € fixée précédemment, en utilisant le méme argument que dans
le lemme 3.2.2 (c’est-a-dire en remplacant W, par une boule) et le fait que G N
0B(x,r1) =@, on a

V§n—1)/n < CIQ(CV1),
et si v; est assez petit, on en déduit que v; = 0.

Si W) est e-quasi-isopérimétrique et si v, < 7v; ol T est la méme constante que
précédemment, on peut utiliser la construction précédente pour rajouter & Wi un
ensemble du type de A de mesure de Lebesgue comparable & v5. Sous réserve de vérifier
que A C B(z,r2), cette construction nous permet d’obtenir un candidat G” € G(R)
tel que

(3.2:49) H"(0G") < H™(9G) + Fn ™,
et
(3.2.50) |G"AG| < Cus,

pour une certaine constante universelle C'.

Pour vérifier que A C B(z,r3), il suffit de s’assurer que ||f|loc < r2 — 71 OU f est
la, fonction qui intervient dans la définition de A. Or (3.2.26), le fait que C; > 1 et
(8.2.48) nous 'assurent.

3.3. Couronnes isolées

Nous allons tirer quelques conséquences de la proposition 3.2.1. Le but est de
trouver, la ou on ne controle pas h(z,r) en fonction de h(z,4r), des couronnes isolées,
c’est-a-dire des couronnes B(z,r2)\B(z,71) C R*\G, dans lesquelles nous pourrons
appliquer la remarque précédente. Dans un premier temps, on va trouver grace & une
application répétée de la proposition 3.2.1 deux rayons ¢; et t2 tels que

H™Y (G NOB(x,t,)) = H Y (G N dB(x,t)) = 0.

Une nouvelle application de la proposition 3.2.1 avec maintenant p = 0 donnera alors
la conclusion voulue.

LEMME 3.3.1. — Il existe 1 > 0 universel tel que pour tout x € Bgr et tout 0 < r <
1/4 tels que B(xz,4r) C Bgr, si v~ "|G N B(z,4r)| < €1 alors il existe t1 € |r,2r[ et
ty €)3r,4r[ tels que

H™YG N8Bz, t,)) = H* (G N 8B(z,t2)) = 0.
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Démonstration. — Soient ¢ € B et 0 < r < % tels que B(z,4r) C Bg. Nous allons
dans un premier temps construire deux suites de [r, 2r], (a;);>0 strictement croissante
et (b;) >0 strictement décroissante, toutes deux convergeant vers un certain t; € Jr, 2r[
et telles que

lim H" '(GNoB(z,a;)) =0,

Jj—+oo

lim H" (G nNO8B(zx,bj)) =0.

j—+o0
Posons ag = r et by = yor €]r, 2r[, ot ¥y est la constante de la proposition 3.2.1.
Supposons avoir construit r < a; < b; < yor. Posons

lj = bj — aj,
vj = |G N (aj,b5)|.

Par Fubini, on peut trouver

| LT s, s L
s] € :|aj,aj+z‘]|:, s} € ]aj+?],aj+-81[, s} € ]bj—i—,bj[,
tels que
(3.3.1) pi < 4L,
lj
avec
- n—1/7~ J
p = max {H"(@n0B(,s))}.
Posons

aj+1 = 51
bisr=s)  si|GN(s],sd)] <1GN (s, 8h),

Aj+1 = 35
biy1 =83  si|GN(s],83)] > |G N(s3,83)l
On dispose donc d’une suite (a;);>o strictement croissante et d’une suite (b;);>o0

strictement décroissante. Pour tout j > 0, on a
l; 51,
(3.3.2) gj <ljy1 < ?J

En particulier I; tend vers O et il existe t; €]r,2r[ tel que a; 1T t1 et b; || t1.
Montrons maintenant que p; tend vers 0. Soit ¢ €]0,e0] que nous choisirons petit

plus tard et posons
—1\"
g1 = (708 ) E.

Ici gg est la constante de la proposition 3.2.1. Supposons que

r "GN B(z,4r)| < 1.
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Pour tout > 0, on a

(3.3.3) IGN(s],83)] <vj <|GNB(z,4r)] <err™ < eo(s))™,

.7
(3.3.4) 1< 2 <,
32

(3.3.5) (%)n < min { (s% - s{)n, (s§ - sé)n} .

Montrons par récurrence que pour tout j > 0,

(3.3.6) v;<e (%) ,
et
(3.3.7) p]HlN’ L < (4C) Bz N N

ot Co est la constante de la proposition 3.2.1 et N = -2+. On a

vo =|GN(r,yr)| <er®=c¢ 8\ b n—s b "
0 = YYoT)l S &1 = €1 o —1 ) = g )

et d’aprés (3.3.1), comme Cqy > 1,
polo < 4y < (400)1/0

Supposons avoir montré (3.3.6) et (3.3.7) pour un certain j > 0. Alors, en utilisant
(3.3.6) et (3.3.5), on a

IGN(s),sh)l <wj<e (%)n <comin { (s =s1)", (o4 - s1)"}.

En tenant compte de (3.3.3) et (3.3.4), on peut appliquer la proposition 3.2.1 et on
obtient

(3.3.8) vir1 < CoplY.
En utilisant (3.3.1) et (3.3.6) on en déduit
vi\ "
viy1 < Co (4-#) < C«?NZ?,
J
pour une certaine constante C. Comme d’aprés (3.3.2), I; < 8l;41, on obtient

Vit S CEN (%) )

pour une constante C universelle. Comme N > 1, on peut trouver ¢ assez petit de

telle sorte que
Livi\"
Vit <e (—18—> .
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D’autre part

j+1 s J . N
i+1—1 j—1
pivt [T = pj+1lj+ (H 1y )

i=0 =0
p N
<4vj (H l,NJ_'> (d’apres (3.3.1))
=0
j N
< 4Cy (pj Hlfw—l) (d’apres (3.3.8))
=0
Z.f+1 Ni Nj+1 y .
< (4Ch)&i=0 " yy (d’aprés (3.3.7)),

et ceci achéve la démonstration par récurrence de (3.3.6) et (3.3.7). On a donc, pour
tout 5 > 0,

N]
J —i 14
pj < ((4Co)Zi=°N —3_0071\,:> :

Or comme 4Cy > 1, on a
(4Co)Zi=o V™" < (4Co)",
et comme ly = (y0 — 1)r < 1, on a en utilisant (3.3.2),
j A . R :
[TV > 8 Sheoin ™ iz N7

=0
> (8_ hBralty iN_i) I,

14 Nj
pj < (C —2) ,
lO

pour une constante universelle C. Or vy /I < ¢/8". Quitte & diminuer ¢, on peut donc
supposer que Cry/lf < 1 et on en déduit

et on obtient

lim p; =0,

j—+oo

et en particulier

lim H"'(GNOB(z,a;)) =0,

Jj—+oo

lim H" (G NoB(z,b;)) =0.

j—+oo

De la méme maniére, quitte & diminuer €;, on peut construire deux suites de
13r,4r[, (¢j)j>0 strictement croissante et (d;);>o0 strictement décroissante, toutes deux
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convergeant vers un certain ¢ € |3r,4r[ et telles que
lim H"Y(GN9dB(z,c;)) =0,
J—+oo

lim H" (G nNdB(z,d;)) =0.

j—+oo
En général, ceci ne suffit pas pour conclure. Mais on sait que G est un quasi-
minimum régulier de Gpy (R) et le lemme suivant va nous permettre de conclure.

LEMME 3.3.2. — Soit Q un ouvert de R™. On suppose que O est Ahlfors-réguliére,
que Q vérifie la condition B et que H" 1(8Q) < +o00. On suppose qu’il existe deuz
suites a; Tt et b; || t avec t > 0, telles que

(3.3.9) lim H" ' (QNdB(a;)) =0

Jj—+o00
(3.3.10) Jlim H" ' (QNoB(b;)) = 0.
Jj—+oo

Alors H"1(QN 0B(t)) = 0.

Démonstration. — Comme (Q est ouvert, on a QNIB(t) = &. Par I’absurde supposons
que H*1(8Q N dB(t)) > 0. On va extraire deux sous-suites (a;(x))k>0 et (bj(k))r>0
telles que

(3.3.11) H™ 109 N B(aj())) + H* (00N (R*\B(bj(0)))) > C,
(3.3.12)

H" (09N (B(ajik+1))\B(ajw)))) + H" 100N (B(bjk))\B(bj(k+1)))) = C,
pour tout k£ > 0 avec une constante C' ne dépendant pas de k. Une conséquence immé-
diate de (3.3.11) et (3.3.12) est que H"~1(8f) = +o00, ce qui donnera la contradiction
souhaitée.

Pour construire aj) et bjq), on se donne un o €10, 1] petit, et on considére
un recouvrement de type Vitali de 9Q N dB(t) par des boules B(y,5rg), y € A C
o0 N dB(t), tel que les boules B(y, 7o) soient deux & deux disjointes. Notons que
comme H" 1(8Q) < +oo et comme 9 est Ahlfors-réguliere, §.4 < +o00. En effet,

CritA < S B0 Bly,ro))
yeA
< H"H0Q) < +oo.
D’autre part,

0< H 100N 0B(t) < Y H™ (02N B(t) N By, 5r9))
yeA

< > H"HOQN By, 5r0))
yeA

< Crg~ A,
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Qy ,

H,

B(t)

B,

FiGure 3.5. By C B(t).

donc

Ci

n—1"’
To

A 2>

pour une certaine constante C;.

A tout y € A, on peut associer d’aprés la condition B, une boule B, C B(y,ro)N 2,
de rayon > C; 'ry pour une certaine constante C>. Comme QN 0B(t) = @, de deux
choses 'une, ou bien B, C B(t), ou bien B, C R*\B(t). On distingue deux cas.

Si

(3.3.13) tA; =t{ye A: B, C B(t)} > ﬁ—;‘- > G _ G

= n—1 "~ _n-1"
2rg To

posons

s=dist [ | |J By |.0B()] <o,
yEA;

7(0) =min{j >0: t—a; <0}.
Pour tout y € A4;, on a Py C B(aj())- On note @, I'hyperplan passant par

le centre de By et parallele a 'hyperplan tangent a dB(t) en y, II, la projection
orthogonale sur @y et H, le demi-espace de frontiére ¢}, contenant y. On définit
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Cy = II;'(By N Qy) N Hy (voir la figure 3.5). On a

(3.3.14) 0B(aj0y) NCy C B(y,r0),

(3.3.15) I, (0B(aj0)) NCy) = Qy N By.

Remarquons tout de suite que comme le rayon de By est supérieur & Cy Lro,

(3.3.16) H™ Y (Q, N B,) > Cyrg™ 1,

pour une constante Cy4 ne dépendant que de la dimension et de Cy. Notons
By ={ye A : H" QAN dB(a;4) NCy) > Csrg ™"}

ot C sera choisi plus tard. Les boules B(y, 7o), y € B, étant deux & deux disjointes,
on a en utilisant (3.3.14),

H" QN 8B(aj))) > > H* ' (QN0B(aj0)) NCy)
yEB;
Z C5Tg_1ﬁ81.

Soit & > 0, que nous choisirons petit plus tard. Si rg est assez petit, comme on a
t — aj) <0 <ro, d’aprés (3.3.9), on peut supposer que pour tout j > j(0),

H"' (0N 0B(ay)) < <,

et donc
€

n—1"
To

Notons B2 = A;\B;. D’aprés (3.3.13) et (3.3.17), on a

(3.3.17) 1B < Cy'

(3.3.18) iBy > (C5 — Cgte)rg ™Y,
Comme tout segment joignant 0B(aj;)) N Cy N (R" \Q) & B, N Q, C £ rencontre
9Q dans B(aj(p)) N Cy, on a pour tout y € B,
H™ 100N B(aj(o)) NCy)
2 Hn_l(Hy(aB(aj(O)) n Cy N (R \ﬁ)))
= H" ' (11, (0B(aj()) N Cy)) — H* (I, (2N 0B(aj()) N Cy))
> H"(Qy N By) — H" 1 (QN 0B(aj(q)) NCy)
> (Cy = Cs)rg ™,
d’aprés (3.3.15) pour I'avant-derniére inégalité et (3.3.16) et la définition de By pour

la derniére inégalité. On choisit alors Cs = % et on obtient pour tout y € By,

Cs
H" 1020 Blaj) N Bly,n0)) 2 575"
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D’ou
H™ (00N B(aj))) > Y H* (02N B(aj)) N B(y, o))
yEB2

> Qg

> %(03 - Cile) (d’apreés (3.3.18)).
On choisit alors € assez petit de telle sorte que

C; —C5le > %,
et on obtient
H" 180N B(aj())) > C‘f“

Reste A traiter le cas ou

A
ﬂAl < n?
Notons alors

Ay =A\A ={ye A: B, CR"\B(t)}.

On a

To

Comme dans le cas précédent, posons

s=dist | | |J By |.0B(t) | <70,
YyEAs
J(0) =min{j >0: b; —t <4},

et quitte & diminuer rg, on peut supposer que
H™Y(QNoB(b;)) <e

pour tout j > j(0), ou ¢ est maintenant fixé. Pour y € A, on définit Q,, II, et
C, comme dans le premier cas (voir la figure 3.6), et le méme raisonnement avec les
mémes constantes donne
C3Cy

1

et on en déduit bien (3.3.11).
Supposons maintenant avoir construit a;x) et bj(x). On effectue la méme construc-
tion & partir d’un rayon ryy; < min{(t — a;j()), (bjxy —t)}, et les mémes estimées

avec les différentes constantes maintenant fixées donnent (3.3.12). Ceci achéve donc
la démonstration du lemme 3.3.2. O
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FIGURE 3.6. By C R*"\B(t).

Revenons maintenant au lemme 3.3.1. On peut appliquer le lemme 3.3.2 4 G et aux
suites (a;) et (b;) d’une part et aux suites (c;) et (d;) d’autre part et on en déduit
finalement

H" Y (GNaB(x,t)) = H"H(GNOB(x,t)) =0,

ce qui achéve la démonstration de ce lemme. O

Une conséquence facile de la proposition 3.2.1 et du lemme 3.3.1 est le lemme
suivant :

LEMME 3.3.3 (Couronnes isolées). — Il existe 5 > 0 universel tel que pour tout x €
Bpr et tout 0 < r < 1/4 tels que B(x,4r) C Br, st
(3.3.19) h(z,4r) = (4r)7"|G N B(z,4r)| < &3
et
1
(3.3.20) h(z,r) > Eh(x,élr),

alors il existe r1 €r,2r[ et ro €]3r,4r[ tels que

(3.3.21) B(x,r9)\B(z,m1) C R"\G.
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Rappelons que h(z,r) est défini comme dans (2.1.6), c’est-a-dire
h(z,r) = r~" min {|G N B(z,r)|,|B(z,r)\G|} .

Démonstration. — Soient © € Br et 0 < r < % vérifiant (3.3.19) pour un certain
€9 que nous fixerons petit plus tard ne dépendant que de la dimension et de g, et
vérifiant (3.3.20). On a

r~ "GN B(z,r)| <4"h(z,4r) < 4",
donc, si 5 est choisi assez petit, en fonction uniquement de la dimension,
(3.3.22) h(z,r) =r "GN B(z,r)|.
D’autre part, quitte & diminuer €5, on peut supposer que
r "G N B(z,4r)| < &1,

ol £; est la constante du lemme 3.3.1. Ce lemme nous donne alors ¢t; €]r,2r[ et
ty €]3r,4r] tels que

(3.3.23) H" Y (GNoB(t)) = H*Y(GNdB(t2)) = 0.
Posons
Wy =GN Bz, t), v = |Wh|,
Wy =GN (t1,t2), v = |Wa,
et v=uv + vs.
Montrons que si £ est assez petit, alors min{v,,v2} = ve. Par 'absurde, supposons
que v; < vy. On a
ve < (4r)"h(z,4r) < 2(4r)"h(z,7) = 2(4™)|G N B(z,7r)| < 2(4™)vy.

Soit B C B(xz,t3) une boule telle que |B| = v. Posons G' = (G\B(z,t2)) U B et
s=uvy/ve, s €]27147" 1[. Alors G’ € G(R) et, en utilisant (3.3.23), on a

H™(8G") < H" 1(8G) — H" "1 (dW1) — H" ' (0W2) + H" ™' (0B)

S H”_l(ﬁG) _ Cn {Vin-—l)/n + Vén—l)/n _ (Vl + V2)(n—1)/n}
(3.3.24) _
< HYL(OG) = C { (14 s D/0) = (14 s)(n=0/m} =D/

< H"'(0G) — e

pour une constante C absolue. Les estimations sont les mémes que celles de la démons-
tration de la proposition 3.2.1 avec p = 0. D’autre part, |G'AG| < C(vy +12) < 2Cvs,
donc, quitte & diminuer €9, on peut supposer que

! C n— n
9(1G'AG)) < "7,
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ou C est la méme constante que celle qui intervient dans la derniére inégalité de
(3.3.24). Par quasi-minimalité de G, on en déduit que

(n=1)/n _ 1V§n-1)/n

-— K

et donc que v = 0, ce qui contredit le fait que v5 > v1. On a donc
min{vy,va} = vs.
D’autre part, quitte & diminuer &5, on a
v < (4r)"ey < gomin {t7, (t2 — t1)"},
ol ¢ est la constante de la proposition 3.2.1. Comme nous 'avons déja mentionné
dans la démonstration de cette proposition, I'hypothése (3.2.2) n’intervient que dans
le cas ot min{v;,v2} = v1. On peut donc Pappliquer ici d z, 51 = 0, 5o = t; et 53 = ¢
avec, d’apres (3.3.23),
p=max {H" ' (GNOB(t;))} = 0.
i=1,2
On déduit alors de (3.2.3) que v» = |G N (t1,t2)| = 0.

Comme G est ouvert, pour tout z € G et tout ¢t > 0, on a |B(z,t) NG| > 0,
donc comme (t1,ts) est ouvert, (t1,t2) C R*\G. Alors, pour tout r; € Jt;, 27| et tout
ry €13r,t2], on a

B(zx,r2)\B(x,r1) C R"\G,

ce qui achéve la démonstration du lemme. O

REMARQUE 3.3.4. — On a les analogues des différents résultats de ce chapitre pour
les quasi-minima réguliers de Gpy . Le seul point auquel il faut faire un peu attention
est le lemme 3.1.1 qui n’est valide que pour des ensembles bornés. Or, si G est un
quasi-minimum régulier de Gy, par définition, le périmétre de G est fini, et donc
H"1(0G) aussi, et OG est Ahlfors-réguliére. On en déduit facilement que G est
borné. En effet, si A est un ensemble maximal de points de 9G a distance mutuelle
>2,0na

fA<CY H" (8GN B(,1))
zEA
< CH"1(0G) < 400,
et, comme G C UgzeaB(z,2) et |G| < +00, on en déduit que diam(G) = diam(0G) <
+00.
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CHAPITRE 4

CONSTANTES DE REGULARITE UNIVERSELLES

Nous avons maintenant & notre disposition tous les outils techniques pour montrer
que les quasi-minima réguliers de Gpy (R) sont normalisés, c’est-a-dire que 1’on peut
trouver des constantes dans I’Ahlfors-régularité et dans la condition B ne dépendant
que des données du probléme. Le but est d’obtenir une description de G en termes
de la fonction h comme dans (2.2.5) avec les constantes ¢ et ty remplacées par des
constantes universelles. Nous en déduirons alors la conclusion souhaitée en utilisant
les mémes arguments que dans la partie 2.2.

Dans la partie 4.2, nous nous intéresserons aux composantes connexes des quasi-
minima normalisés. Nous y démontrerons en particulier les théorémes 1.4.6 et 1.4.7.
Dans la partie 4.3, nous montrerons que 1’on peut définitivement s’affranchir de la
contrainte de volume et nous en déduirons les théorémes 1.4.8 et 1.4.9.

4.1. Les quasi-minima réguliers sont normalisés

Le but de cette partie est d’achever la démonstration du théoréme 1.4.4 (voir ce
qui précéde la remarque 4.1.4 pour le théoréme 1.4.3). Fixons-nous donc G € Gpy (R)
un quasi-minimum régulier de Gy (R) (voir la définition 2.3.1), ot R > 2Ry est
fixé. Rappelons que G vérifie aussi la condition de quasi-minimalité (2.3.1) que nous
utiliserons encore de préférence a (1.4.1) dans certaines situations. Le point essentiel
est cette version uniforme du lemme 2.1.2 :

LEMME 4.1.1. — Il existe deux constantes universelles e3 > 0 et ro > 0 telles que
pour tout x € R et tout r €]0,79], si h(z,4r) < e3 alors

h(z,r) < —21—h(:c, 4r).

En tenant compte du lemme 3.1.2, il nous reste & traiter le cas ou h(z,4r) =
(4r)~"|GNB(x,4r)|. Nous allons d’abord nous intéresser aux couples (z,r) € Br xRy
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tels que B(x,4r) C Bg. Par I’absurde nous allons montrer que si ’on peut trouver un
mauvais couple (z,r) dans Br_4r, X]0, ro] qui contredit le lemme 4.1.1, alors tous les
couples de (Br_4,, \B(z,870))x]0, 0] sont des bons couples c’est-a-dire vérifient les
conclusions du lemme 4.1.1. Nous en déduirons que sur dG N (Bgr—sr, \B(x,979)) nous
disposons de constantes de régularité universelles. Ce sera I’objet du paragraphe 4.1.1.
Nous obtiendrons dans le paragraphe 4.1.2 une contradiction en utilisant une version
uniforme du lemme 2.1.1 donnée par le lemme 4.1.3 14 ot ’'on dispose de constantes
de régularité universelles. Dans le dernier paragraphe de cette partie, nous achéverons
la démonstration du lemme 4.1.1 et nous en déduirons le théoréme 1.4.4.

Expliquons d’abord comment nous allons choisir 7. Pour x € R” et r» < rg, nous
voulons étre capable de trouver loin de B(z,r) des points de dG pour pouvoir y
appliquer la version uniforme du lemme 2.1.1 qui sera donnée par lemme 4.1.3. En
fait on peut trouver 79 €0, 1[ universel tel que, pour tout & € Bpr et tout r < rg,

(4.1.1) 0G N (Br—10r\B(z,10r)) # @.
En effet, il suffit de vérifier que

(4.1.2) (R"\G) N (Br-10r, \B(z,10r0)) # @
et

(4.1.3) G N (Br-10r, \B(z,1010)) # 2.
On a

| BR—10r, \B(, 1070)| > wy((R — 10r¢)™ — (10r¢)™)
> wp Ry = mo,
pour 7o assez petit ne dépendant que de n et de mg. (Rappelons que R a été fixé
supérieur & 2Ry.) On en déduit (4.1.2).
D’autre part, quitte & diminuer ro, nous pouvons supposer que |B(z, 10rg)| <
Si GN (Br-10r, \B(,10r)) = @, alors

o
5

2 < |G\B(z,10r0)] < [G\Br-10rs

et en utilisant des coordonnées polaires, on obtient

m R
=0 < / (/ xa(tw) dw) t" 1 dt.
2 t=R—10ry \JweSs~1

Or, pour tout t € |R — 1070, RJ,

/ o (tw) dw = CH™(p1 (G N OBy))
wesSn—1
< CH" ' (p1((0G)\ Br-10r,)),
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ot p : R*\{0} = S"~ 1 pi(2) = z/|z| et out C est une constante qui ne dépend que de
la dimension. Pour obtenir la derniére inégalité, nous avons utilisé le fait que G C Bgr
et que donc p1 (G NIBy) C p1((80G)\Br-10r,) pour tout t € |R — 10r¢, R[. On a donc

™ <o (1 _ (1 - “};") )Hn—l(pl((ac)\BR_mm))
< CR" 'roH" ' (p1((0G)\Br-10r,))

. To To .
si — < —— est assez petit. D’autre part
R = 2R, P p

H" 1 (0G) > H" ' ((6G)\Br-10r0)
> (R — 10r0)" Y H™ (1 ((9G)\Br-10r,))
> CR™ "H" " (p1((0G)\Br-10r,)),

quitte & diminuer ro. Donc Cry' < H™'(0G) pour une certaine constante universelle
C'. D’autre part, en utilisant (2.3.1) pour comparer G et Bg,, on a

(4.1.4) H""1(8G) < H"™(0BR,) + g(IGABR,|) < C',

ou C’ est une constante universelle. On en déduit alors que ro > C pour une constante
C universelle, ce qui nous donne la contradiction souhaitée quitte & diminuer ry. Et
(4.1.1) est bien vérifié pour tout © € Bg et tout r < rg.

4.1.1. Mauvais couples. — Donnons-nous €3 > 0 que nous fixerons petit plus
tard en fonction uniquement de n, mg et g, et imposons lui simplement pour 'instant
d’etre inférieur & la constante €2 du lemme 3.3.3. Supposons avoir trouvé x € Bpr et
r < 1o tels que B(x,4r) C Bg,

(4.1.5) h(z,4r) = (4r)""|G N B(xz,4r)| < €3
et
1
(4.1.6) h(z,r) > 5h(z,4r).
Soient y € Bg et t < rg tels que B(y,4t) C Br, B(x,4r) N B(y,4t) = @ et tels que
(4.1.7) h(y,4t) = (4¢)""|G N B(y,4t)| < €3.
Montrons que (y,t) est un « bon » couple, c’est-a-dire que
1
(4.1.8) h(y,t) < Sh(y, 41).

Sinon, grace au lemme 3.3.3, on pourrait trouver vy € |r,2r[ et 7o €]3r,4r[ tels que
B(x,r2)\B(z,m1) C R*\G,

et t1 €]t,2¢[ et to €]3t,4¢[ tels que
B(y,t2)\B(y, t:1) C R*\G.
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Posons W1 = G N B(x,r1), v1 = |Wi|, Wa = G N B(y,t1), va = |Wa|. Soit 7 €
10, 1] que nous fixerons petit plus tard. Il ne dépendra que des données du probléme.
Traitons tout d’abord le cas ot 7v2 < vy < 77 'we. Daprés (4.1.5) et (4.1.7), on a

v+ vy < Ces(ry +t3) < Cezmax{|B(z,r2)|, |B(y, t2)[},

donc, quitte & diminuer €3, on peut trouver une boule B telle que |B| = vy +v», incluse
dans B(z, ) si max{|B(z,r2)|,|B(y, t2)|} = |B(z,72)|, et incluse dans B(y, t2) sinon.
Posons G' = (G\(W; UW>)) U B. Alors G’ € G(R) et

H"(3G") < H""\(3G) — H"""(dW1) — H" (9W,) + H"*(9B)
< HYHDG) = Co {rf" /" 7D — (1 4 )0 )

En utilisant la quasi-minimalité de G dans G(R) et le fait que ﬁf € [r,77!], on en
déduit (comme dans les chapitres précédents, voir par exemple les démonstrations de
la proposition 3.2.1 et du lemme 3.3.3) que, quitte & diminuer €3, on a v; = 0, ce qui
contredit (4.1.6).

Supposons maintenant que v < Tv;. Nous allons appliquer la remarque qui suit la
proposition 3.2.1 (voir la page 63) & G = G'\W,. On se fixe donc 7 comme dans cette
remarque. Si Wi n’est pas quasi-isopérimétrique, d’aprés cette remarque et quitte a
diminuer €3, on a v; = 0 ce qui contredit (4.1.6). D’autre part, on a

vy < Ty <1y < Cegr™ < C€3(T2 - 7‘1)",
c’est-a-dire que si €3 est assez petit, (3.2.48) est vérifie. Alors, si W; est quasi-
isopérimétrique, on peut construire G € G(R) vérifiant (3.2.49) et (3.2.50). Comme
H"Y(0G) = H"1(8G) — H" Y (dW,) < H" *(8G) — Cpi" D/
et |GAG| = vy, on déduit de (3.2.49) et (3.2.50) et de la condition de quasi-minimalité
(2.3.1) que l'on a

H"1(0G) < H"1(G") + g(|GAG"))
< B (0G) + A 4 (GG
< H"(8G) — %Ié"‘”/”
quitte & diminuer 3. D’ou v5 = 0, ce qui contredit ’hypothése 2h(y,t) > h(y, 4t).

De méme, si v; < Tvo, il suffit d’inverser les roles de Wy et Wy dans le raisonnement
précédent.

b

Maintenant que nous avons obtenu (4.1.8), comme dans la démonstration du lemme
2.1.3, nous pouvons en déduire, quitte & diminuer €3, que pour tout y € Bg et tout
t < ro tels que B(y,5t) C Bg et B(y,5t) N B(z,4r) = &, si

h(y,5t) = (5¢t)""|G N B(y, 5t)| <e3, alors |GNB(y,t)| =0.
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Comme de plus G est ouvert, on obtient B(y,t) C R*\G. En combinant ce résultat
et le lemme 3.1.2 appliqué & n = 1/5, on obtient que, quitte & diminuer 3, pour
tout y € Br_sr, \B(z,9r9) et tout t < ro, si h(y,5t) < e3 alors B(y,t) C G ou
B(y,t) C R*\G. Donc

(4.1.9) 8GN (Br—sr, \B(x,970))
= {y € Br—ss,\B(x,90) : h(y,t) >e3 Vt€]0,5r0)}.

Montrons maintenant que grace a cette caractérisation uniforme de dG loin de z,
nous disposons de constantes de régularité universelles sur G N (Br_5., \B(x,97¢)).
Les arguments sont similaires & ceux de la partie 2.2. En utilisant I'inégalité de
Sobolev-Poincaré (1.3.11) et (1.3.6), on déduit de (4.1.9) que pour tout y € G N
(BRr—s5r, \B(z,970)) et tout t < 5rp,

(4.1.10) "D/l < (i (y, 1)) D/m < CHP YOG N By, t)).
D’autre part, posons G' = (G\B(y, t)) U B ou B est une boule incluse dans B(y, t)
telle que |B| = |G N B(y,t)|. Alors G' € G(R) et
H" 1 (0G") < H" Y(0G) — H" *(0G N B(y,t)) + H" 1(0B(y,t)) + H"*(8B)
< H"Y(0G) — H (G N B(y,t)) + Ct" L.
Comme |G'AG| < 2|G N B(y, t)| < Ct", quitte & diminuer rg, on peut supposer que
9(IG'AG)) <t
On en déduit en utilisant la quasi-minimalité de G que
H"Y(8G) < H1(8G") + t"!
< H"1(0G) — H" 1 (0G N B(y,t)) + Ct" 1.
D’ou
(4.1.11) H™" Y (dG N B(y,t)) < Ct" !,
pour une certaine constante universelle C. En combinant (4.1.10) et (4.1.11), on ob-
tient alors une constante universelle dans 1’Ahlfors-régularité.
En utilisant le méme argument que dans la partie 2.2, page 36, et le fait que
maintenant nous disposons d’une constante universelle dans I’Ahlfors-régularité pour

les points de Br_sr,\B(z,970), on obtient pour ces mémes points une constante
universelle dans la condition B.

4.1.2. Un contréle uniforme sur la variation du périmétre aprés de pe-
tites modifications. — Nous allons utiliser le fait que nous disposons maintenant
de bonnes constantes de régularité sur G N (Br_sr, \B(z,970)), les propriétés des
ensembles Ahlfors-réguliers qui vérifient la condition B, en particulier la situation
standard décrite par la figure 1.3, et la proposition 1.2.14, pour donner une version
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uniforme du lemme 2.1.1 au voisinage des points de 8GN (Bgr—10r, \B(z, 10r¢)). Rap-
pelons que par choix de rg, on a G N (Br-10r, \B(x, 10rp)) # @.

Dans la démonstration du lemme 2.1.1, pour trouver deux constantes ¢ et @ ne
dépendant pas de la géométrie particuliére de D et de L N D, il suffit de trouver une
fonction w € C§(D,R™), [Jw||leo < 1, telle que [, xzdiv w et sup |Dw| n’en dépendent

pas. C’est I'objet du lemme suivant.

LEMME 4.1.2. — Pour tout y € 0G et tout t €]0,1], il ezxiste B > 0, ne dépendant
que de la dimension et de la constante de la condition B en y, et C > 0 ne dépendant
que de la dimension, tels que si B(y,t) < B, alors il existe w € C3(B(y,t),R?),
llwlloo <1, tel que

(4.1.12) / xadivw dz = Ct"™1,
B(y,t)

et tel que t~! sup |Dw| ne dépende que de n.

Voir (1.2.4) pour la définition des nombres S(y,t) (avec ici S = 0G). Parler de
constante de la condition B en y peut paraitre un peu étrange. Il s’agit juste d’'un
abus de language pour désigner une constante C > 0 telle que, pour tout ¢t < 1, il
existe deux boules B; C G N B(y,t) et By C B(y,t)\G de rayon > Ct. D’aprés ce
qui précéde, on peut trouver une telle constante qui soit universelle et qui convienne
pour tous les points y € 8G N (Br—_sr, \B(2,9r0)). C’est en ces points-1a que nous
appliquerons dans un premier temps le lemme 4.1.2. Le 8 correspondant sera alors
universel et nous le noterons Jy.

Démonstration. — Soient y et t comme dans I’énoncé du lemme. D’aprés ce qui suit la
proposition 1.2.14, nous savons que si 3(y, t) est assez petit, en fonction uniquement de
la dimension et de la constante de la condition B en y, nous sommes dans la situation
standard de la figure 1.3. Supposons, sans perte de généralité, que y = 0, que P est
un hyperplan qui réalise 3(y,t) et que P est paralléle & ’hyperplan {z, = 0}. Soit
¢ € C}(B(0,t),R) une fonction cloche, p(2) = ¥ (z1/t, ..., 2n—1/t)pn(2n/t), O P est
une fonction cloche d’intégrale 1, de support petit autour de 0, et ¢, est paire, de
support inclus dans [—1,1], égale & 1 sur [}, 1] et décroissante sur |1, 3[. Posons
w = (Wi,...,wn), Wy =+ =wp_1 =0, wy, = p/||¢]lec. Alors w € C§(B(0,t), R"),
[lw]leo <1, et si B(y,t) est assez petit,

. 1 Op 1
xodiv w = —/ xg=— = Ct" 1,
/B(O,t) llelloo B(0,t) Ozn

pour une constante C ne dépendant que de la dimension. D’autre part, il est clair que
par définition de w, t~! sup |Dw| ne dépend que de n. a

Soit maintenant y € G N (Br—10r, \B(x,1079)). Grace & la proposition 1.2.14,
nous pouvons trouver dg > 0, z € 9G et t > doro tels que B(z,t) C B(y,ro) et
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B(z,t) < Bo, ou By a été défini juste aprés I’énoncé du lemme 4.1.2. Comme sur
OGN (Br—5r, \B(z,970)), nous disposons de constantes de régularité universelles, on
peut trouver un tel §y universel (voir les remarques qui suivent la proposition 1.2.14).
Nous pouvons alors appliquer le lemme 4.1.2 & z et ¢ pour obtenir w € C(B(z,t),R?),
lwlleo < 1, tel que

/ xediv w de = Ct"1 > ',
B(z,t)

pour une certaine constante universelle C’, et tel que ¢t~! sup |Dw| ne dépende que
de n. Comme de plus doro < t < 79, on a C~1 < sup |[Dw| < C pour une certaine
constante universelle ' > 1. En utilisant 1’argument de la démonstration du lemme
2.1.1, nous pouvons en déduire qu’il existe deux constantes universelles ¢4 > 0 et
C > 0 telles que pour tout G’ coincidant avec G sur B(z,t) et tout réel v, |v| < ey,
il existe F' coincidant avec G’ sur un voisinage du complémentaire de B(z,t) tel que
|F) = |G| + v, |[FAG'] < C|v), et tel que

/ Vxr| < [ Vxar| +Clol.
B(z,t) B(z,t)

»

Et donc

/ Vxr| < / Vx| +Cll.
B(y,ro) B(y,ro)

Résumons tout cela dans le lemme suivant :

LEMME 4.1.3. — Il existe deuz constantes universelles e4 > 0 et C > 0 telles que,
pour tout y € OG N (Br—10r, \B(z, 1070)), tout G’ coincidant avec G sur B(y,ro) et
tout réel v, |v| < g4, il existe F coincidant avec G' sur un voisinage du complémentaire
de B(y,ro) tel que

(4.1.13) |F| = |G + v,

(4.1.14) / [Vxr| < / IVxar| + Clvl,
B(y,ro) B(y,ro)

(4.1.15) |[FAG'| < Clol.

Revenons maintenant au mauvais point (z,r) du paragraphe précédent et montrons
que I’hypothése (4.1.6) était absurde. On sait en utilisant (4.1.5) que

|[Wi| = |G N B(z,r)| < (4r)"h(z,4r) < Cegr™ < Ces,

donc, quitte & diminuer €3, on peut supposer que |W;| < e4. Posons G' = G\W; et
fixons-nous y € G N (Br—10r, \B(z, 10r)). Les deux ensembles G et G' coincident
sur B(y,ro) et nous pouvons appliquer le lemme 4.1.3 qui nous donne un bon candidat
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F de Gpy (R) qui vérifie (4.1.13), (4.1.14) et (4.1.15). On a alors

Vel = / Vx| + / ¥ xel
Rn R™\ B(y,r0) B(y,ro)

s/ Vxar| + Con.
Rn

Comme 9B(z,r) NG = @, on a / Vx| = / IVxal —/ |[Vxel, donc
R R

B(z,r1)
/ IVxrl S/ IVxe —/ IVxa|+ Cry.
R» R™ B(z,r1)

D’autre part, d’apres (1.4.1),

/R Vol < /R Vxr| + g(FAG))

< / [Vxa
Rn

/ Vxe
B(z,r1)

En utilisant I'inégalité de Sobolev-Poincaré, on en déduit
(min{|G N B(z,ry)|,[B(z,rO\GI) """ < 01 + g(IFAG)).

Or, si €3 est assez petit,

—/B( )|VXG|+CV1+9(IFAG1).

Donc

< Cvy + g(|FAG)).

G0 Bla,r)| < (4" h(a, 4r) < Cegr® < Cegrp < PEML

donc
(4.1.16) M < Oy + g(IFAG))).

Or |[FAG| < |FAG'|+|G'AG| < Cvy et combiné & (4.1.16) ceci contredit le fait que
g(x) = o(xz(»~D/") sauf si v; = 0 ce qui contredit alors (4.1.6).

4.1.3. Fin de la preuve. — Il ne nous reste plus qu’a examiner le cas des points
de R*\Bgr-4s, pour achever la démonstration du lemme 4.1.1. Nous savons main-
tenant que le lemme 4.1.3 est valide pour tous les points de G N Br_10r, parce
que les constantes de régularité sur G N Br_10r, sont universelles. Fixons-nous
un tel y € IG N Br—10r,- Considérons @ € R"\Bgr_4r, €t 7 € ]0,7r] tels que
h(z,4r) = (4r)"|G N B(z,4r)| < e3. 1l suffit de reprendre le raisonnement du pre-
mier cas de la démonstration du lemme 2.1.2 (page 29 et suivantes) en faisant jouer &
B(y,ro) le role de By et en lui appliquant la version uniforme du lemme 2.1.1 donnée
par le lemme 4.1.3. Et on obtient h(z,r) < Lh(z,4r).
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Maintenant que le lemme 4.1.1 est acquis, on en déduit une version uniforme du
lemme 2.1.3 et comme dans la partie 2.2, on obtient

OG ={z €R": h(z,r) >e5 Vr€]0,5r0]},

ou €5 est une constante universelle.

En reprenant maintenant le raisonnement de la partie 2.2 avec cette description
uniforme de G, on montre que G est en fait un quasi-minimum normalisé de Ggy (R).
Le seul argument de la partie 2.2 qu’il faut légérement modifier est la démonstration
de l'inégalité de droite dans I’Ahlfors-régularité. En fait on peut trouver deux boules
B, et B, centrées sur G N BRr_10ry, de rayon rg, telles que 3BiNBy, =@ (quitte
a diminuer rg). On fait alors jouer & B; et Bs le role des deux boules B et By du
chapitre 2 et on remplace I’emploi du lemme 2.1.1 par sa version uniforme c’est-a-dire
par le lemme 4.1.3. Et ceci achéve la démonstration du théoréme 1.4.4.

Tout ce qui précéde est bien sir aussi vrai pour les quasi-minima de Ggy (avec cer-
taines simplifications techniques dans les démonstrations). On en déduit le théoréme
1.4.3.

REMARQUE 4.1.4. — Maintenant que ’on dispose de constantes de régularité uni-
verselles, le lemme 4.1.3 est valide pour tous les points de G et ’on a par conséquent
une version uniforme et universelle du lemme 2.1.1 :

LEMME 4.1.5. — Pour tout rg € ]0,1] il existe deuzx constantes € > 0 et C > 0, ne
dépendant que de ro, n, mg, et g, telles que, pour toute boule B centrée sur OG et de
rayon ro, pour tout G' C R™ coincidant avec G sur B et tout réel v, |v| < e, il existe
F coincidant avec G' sur un voisinage du complémentaire de B tel que

(4.1.17) |F| = |G| +v,

(4.1.18) [ 19l < [ 1Vxarl+Clol,
B B

(4.1.19) IFAG!| < Clol.

4.2. Composantes connexes

On va maintenant s’intéresser aux composantes connexes des quasi-minima nor-
malisés et démontrer les théorémes 1.4.6 et 1.4.7. Rappelons que le théoréme 1.4.6
nous dit que les composantes connexes d’un quasi-minimum normalisé ainsi que celles
de l'intérieur de son complémentaire sont des sous-ensembles normalisés de R™, c’est-
a-dire qu’elles ont une frontiére Ahlfors-réguliére et qu’elles vérifient la condition B
avec des constantes universelles. Le théoréme 1.4.7 donne une estimation sur la taille
et le nombre de ces composantes connexes. Le paragraphe 4.2.1 est consacré a la
démonstration du théoréme 1.4.6 et le paragraphe 4.2.2 & celle du théoréme 1.4.7.
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Avant de donner ces démonstrations, signalons une conséquence du théoréme 1.4.6
(autre que le théoréme 1.4.7). Si W et W' sont deux composantes connexes distinctes
d’un quasi-minimum normalisé ou deux composantes connexes distinctes de 'intérieur
de son complémentaire, alors W et W' sont relativement bien séparées au sens ot

(4.2.1) H" YW now') = 0.

On reprend ici les mémes notations qu’a la page 13. Considérons donc z € 9G tel
que B(z,t) tende vers 0 quand t tend vers 0. Ici B(z,t) est associé & S = OG par
(1.2.4). Soit 8 > 0 que l'on fixera petit plus tard et ¢ > 0 suffisamment petit tel que
B(x,t) < . Supposons que [ soit assez petit pour que ’on se trouve dans la situation
standard de la figure 1.3 & 'intérieur de B(z,t). On peut alors trouver un hyperplan
P tel que

(4.2.2) 8GN B(x,t) C {y € B(a, 1) : dist(y, P) < ft},

et tel que Ut C R*"\G et U~ C G, ot Ut et U~ sont les deux composantes connexes
de {y € B(x,t) : dist(y, P) > ft}. Par ’absurde, montrons que ¢ 9W NOW', oa W
et W' sont deux composantes connexes distinctes de G. Sinon, d’aprés la condition
B, on pourrait trouver deux boules B C W N B(z,t) et B' C W' N B(x,t) de rayon
> C't pour une certaine constante universelle C. Alors, si 3 est assez petit, B et B’
rencontrent nécessairement 4+t U, et comme YT C R \@, elles rencontrent toutes
deux U~ . Et donc OGNU~ # @, ce qui contredit (4.2.2). Comme IW NIW' C IG et
comme f3(z, t) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 pour H"~!-presque tout = € G (voir la
proposition 1.2.13), on en déduit (4.2.1). On raisonne de méme avec les composantes
connexes de R*\G'. Voir aussi la remarque 4.3.4 pour une amélioration de (4.2.1) dans
certains cas.

4.2.1. Les composantes connexes sont normalisées. — La démonstration du
théoréme 1.4.6 est essentiellement la méme que celle des théorémes 1.4.3 et 1.4.4.
Maintenant que ’on dispose du lemme 4.1.5, les ajustements de masse ne poseront
plus de problémes. Il faut simplement faire attention a quelques points techniques.
Donnons tout de suite un lemme qui nous dit comment se comporte le périmeétre
quand on élimine d’un ensemble normalisé un sous-ensemble ouvert. Grossiérement
parlant, il nous dit que ’on a un bon découpage de frontiére.

LEMME 4.2.1 (|[DS98]). — Soit O un ouvert de R" tel que H" 1(80) < +o0. On

suppose que 00 est Ahlfors-réguliére et que O vérifie la condition B. Soit Q un ouvert
de O tel que H" 1(09) < +o0. Alors

(4.2.3) /R Vxoal < /R Vxol - / Vxal + 2H™1(021 0).
n n Rn
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Dans [DS98] (voir le lemme 5.41 et les relations (5.49), (5.50) et (5.51)), G. David
et S. Semmes démontrent que si O et Q sont comme dans ’énoncé du lemme, alors

/ IVXO\QI=/ IVXOI—/ IVXQI+2/IVXQI~
R» R™ R~ o

En utilisant 1’égalité entre mesures |Vxq| = H"1]0*Q et l'inclusion 9*Q C 012, on
obtient le lemme 4.2.1.

On se fixe un quasi-minimum normalisé G de Ggy ou Gpy(R) avec R > 2Ry,
W une composante connexe de G ou G; = R*\G et on va montrer que W est un
ensemble normalisé.

Pour montrer 'inégalité de droite dans I’Ahlfors-régularité, remarquons que W C
0G donc

(4.2.4) H™ (W N B(z,r)) < H" (G N B(z,r)) < Cr" 1,

pour tout x € W et tout r < 1, ou C est une constante universelle.

Pour obtenir l'inégalité de gauche de I’Ahlfors-régularité et la condition B, nous
allons montrer que

(4.2.5) W={zeR": 3r>0 |B(z,r)\W|=0},
(4.2.6) R\W ={z € R*: 3r >0 |WnNB(zx,r)| =0},
(4.2.7) OW =9(R"\W) ={z € R* : hy(z,r)>eo Vrelo,ro]},

ol g9 > 0 et 79 < 1 sont deux constantes universelles (elles n’ont a priori rien & voir
avec celles qui portent le méme nom dans ce qui précéde), et avec

hw(z,r) = r " min{|B(z,r) N W|,|B(z,r)\W|}.

L’inégalité de gauche de I’Ahlfors-régularité et la condition B découlent de la descrip-
tion donnée par (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7) et de (4.2.4) comme dans la partie 2.2. Et
comme gqg et ¢ sont universels, on obtient des constantes de régularité universelles.

Montrons d’abord (4.2.7). Posons
Sw={x eR": hw(z,r) >e Vr€]0,ro]}

ou g9 > 0 et rg < 1 seront choisis plus tard, en fonction uniquement de la dimension,
de myg et de g. Il est clair que Sy C (R*\W) C OW.
Rappelons que

G ={z € R": hg(z,r) >, Vrel0,ry}
pour deux constantes & et r( universelles. Imposons pour 'instant g < €; et 79 < 1.
D’autre part, si ro est choisi assez petit, on peut toujours trouver pour z € R*® une

boule B, de rayon rg, centrée sur G, et telle que B(z,79) N B, = & et B, C Bg
si G est un quasi-minimum de Ggy (R). Dans le cas des quasi-minima de Ggy (R),
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on peut raisonner comme pour le choix du rayon ry de la partie 4.1 (voir la page
76). Dans le cas des quasi-minima de Ggy, on remarque que, si rg est assez petit,
OG\B(z,2ry) # @. Sinon, comme mg = |G| < +00, on aurait G C B(z,2rg), et il
suffit de choisir 7o tel que |B(z,279)| < mo pour obtenir une contradiction. Alors si
y € 0G\B(z,2rg), B, = B(y,ro) convient.

Soient maintenant x € OW et r < rg.
Traitons d’abord le cas ou W est une composante connexe de G. Le cas facile est celui
ot hy (z,r) = r~"|B(z,r)\W|. Comme W C JG, on a alors
hw(z,r) > r~"|B(z,r)\G| > £{ > 0.

Pour traiter le cas ou hw (z,r) = r~"|W N B(x,r)|, on montre le lemme suivant :

LEMME 4.2.2. — 1l existe £’ > 0 universel tel que pour tout y € R® et t < 1o, st
t™"|W N B(y,t)| <&, alors

t —n
Au point ot nous en sommes, ce lemme ne devrait pas étre une surprise et on
n’utilisera pas d’arguments nouveaux dans sa démonstration. On se sent quand méme

obligé d’en donner les grandes lignes & cause de certains détails techniques pour les-
quels il faut étre un peu soigneux.

t 1
wnB (y,§)’ S §t_n|WﬁB(y,t)|.

Démonstration. — Soit &' > 0 que 'on fixera petit universel plus tard et que 1’on
suppose dans un premier temps assez petit de telle sorte que ¢’ < € ou ¢ est associé par
le lemme 4.1.5 & ro. Soient y € R™ et t €10, 0] tels que hw (y,t) =t "W N B(y,t)| <
e

Grace & Fubini et Tchebytchev et en utilisant (1.3.10), on peut trouver t' €]%,¢[
tel que

Hn—l(W ﬂ@B(y,tl)) S C'W N f(yat)l

< Ctn_th(yv t)7

et tel que

/ IVxwaB.| = / Vxw|+ H" Y (W NdB(y,t)).
R™ B(y,t’)
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Comme OW NG =@,ona GNIWNB(y,t')) C WNIB(y,t') et d’aprés (4.2.3)
et par choix de ¢/, si on pose G' = G\(W N B(y,t')), on a

/R Vel < [R IVl - /R IV X W) + 2H™ (W N 9By, ')
- / Vol / Vwl + B (W 1 9By, #))
Rn B(y,t'")
s/ IVXGI—/ Vw! + C" iy (y, 1),
Rn B(y,t')

Comme G’ et G coincident sur B, (ou By est associé & y par 'argument qui suit
la définition de Sy) et comme |G\G'| < t"hw(y,t) < ¢ (on at < ry < 1), nous
pouvons appliquer le lemme 4.1.5 &4 B = B, et v = |G\G'| pour obtenir un candidat
F € Gpy (respectivement Ggy (R) si G est un quasi-minimum de Ggy (R)) vérifiant
(4.1.17), (4.1.18) et (4.1.19) et coincidant avec G’ sur un voisinage du complémentaire
de By. On a alors en comparant F' et G et en utilisant la quasi-minimalité de G et
les estimations habituelles,

/ IVxw| < Ct" hw(y,t) + g(|IFAG)),
B(y,t')

avec |[FAG| < C't"hw(y,t) et ou C et C' sont des constantes universelles. Et on
conclut comme dans la démonstration du lemme 2.1.2 quitte & diminuer €’ en fonction
uniquement de n, mg et g, puisque maintenant les constantes intervenant dans les
différentes estimations sont toutes universelles. Ce qui achéve la démonstration du
lemme 4.2.2. O

Revenons maintenant au point x de 0W. Comme dans le lemme 2.1.3, une consé-
quence du lemme 4.2.2 est que si r~"|W N B(z,r)| est assez petit, en fonction du &’
du lemme 4.2.2 et de la dimension, alors |W N B(z, )| = 0. Or, comme W est ouvert
et comme x € W, pour tout t > 0, on a |W N B(z,t)| > 0. Donc, en choisissant &g
assez petit, on en déduit que r~"|W N B(z,r)| > €. Donc z € Sw.

Si W est une composante connexe de G; = R \C'—, le cas facile est encore celui ou
hw(z,r) = r~"|B(z,7)\W|. On a en effet B(z,r) NG C B(z,r)\W donc

hw(z,r) > r~"|B(z,r) NG| > ¢ > €o.

Pour traiter le cas ot hw(z,r) = r~™|W N B(z,r)|, nous allons montrer que le
lemme 4.2.2 est encore valide pour les composantes connexes de G;. Si G est un
quasi-minimum de Ggy (R), il faut étre un peu plus prudent que dans le cas des
composantes connexes de G pour étre sir de ne considérer que des candidats qui
restent inclus dans Bg.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



88 CHAPITRE 4. CONSTANTES DE REGULARITE UNIVERSELLES

On se fixe donc y € R™ et t < rg tels que t™"|W N B(y,t)| < & ou €' sera fixé
universel et petit plus tard. Comme précédemment, on peut trouver t' €%, ¢[ tel que

Hn—l(W n 6B(y,tl)) S ClW N ltg(yat)l
< Ct" T hw (y,t),
et tel que
/ IVxwnB.l = /( ) IVxwl|+ H""Y{(W N aB(y,t")).
n B y,t'

Si G est un quasi-minimum de Ggy ou si G est un quasi-minimum de Gy (R) et
W C Bg,on pose G' = GU(WNB(y,t')). Ona GiNI(WNB(y,t")) C WNIB(y,t')
car OW NGy = @. Donc, par choix de t' et d’apreés (4.2.3),

/ |VXG'|=/ IVXa\(WnB(y,))]
Rn Rn
< / Vx| - / IV xXwob(| + 2H" (W N 9B(y, ¢))
Rn R»
= [ 1Vxel= [ [Vwl+ HNW 0 0BG, 1)
R B(y,t')

< / Vol - / Vx| + Ot b (5., 1),
Rn B(y,t")

et on conclut comme dans le cas ot W est une composante connexe de G.
Si G est un quasi-minimum de Gy (R) et si W\Bg # &, on pose
G =GU(WnB(@y,t"))

et
GI = éﬂBR.

On a alors
[ Wxel< [ 9l + B 0B8R0 B 1)
< [ [9xgl+ ™1 0B(0.¢)\ T
(voir ce qui précéde (2.1.19)). Or, comme G C Bg, on a R*\Br C W, donc
/Rn [Vxar| < /Rn IVxal + H 1 (W N dB(y,t")).

On évalue ensuite le périmétre de G comme précédemment et on conclut de la méme
maniére. Ce qui achéve la démonstration du lemme 4.2.2 dans le cas ou W est une com-
posante connexe de GG;. Et on raisonne comme dans le cas des composantes connexes
de G pour en déduire (4.2.7).
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Maintenant que (4.2.7) est acquis, remarquons que comme W est ouvert et OW =
A(R"\W), on a

Sw=0W={zeR": 0<|WnBzr)<|Bar)| Yr>ol.

On en déduit que Sy et les deux ensembles qui interviennent a droite dans (4.2.5)
et (4.2.6) forment une partition de R”. Comme Sy, W et R*\W forment aussi une
partition de R™ et comme

Wc{zeR": 3r>0 |B(z,r)\W| =0}
et

R\W Cc{zeR*: 3r >0 |WnB(z,r)| =0},

on en déduit les égalités (4.2.5) et (4.2.6). Ce qui achéve la démonstration du théoréme
1.4.6.

4.2.2. Taille des composantes connexes. — On va démontrer ici le théoréme
1.4.7. On garde les mémes notations que dans ’énoncé de ce théoréme : G est un
quasi-minimum normalisé de Gpy ou Gpy (R) avec R > 2Ry et W est une composante
connexe de G ou de R* \@. L’existence de dy est une conséquence immeédiate de la
condition B. En effet on peut trouver une boule de rayon > C pour une certaine
constante universelle C > 0 qui est incluse dans B(z,1) N W ou z est un point
quelconque de OW. On en déduit que |W| > §p pour un certain dp universel.

Comme G est 'union disjointe de ses composantes connexes et comme |G| = my,
on en déduit aussitot que G a au plus Ny composantes connexes pour un certain Ny
universel.

On ne peut pas étre aussi brutal pour estimer le nombre de composantes connexes
de R™\G, parce que, si I'on sait que G est borné (voir la remarque 3.3.4 dans le cas
des quasi-minima de Ggy ), on ne peut espérer aucune estimation universelle sur son
diamétre. Nous allons cependant en obtenir une sur le diamétre de ses composantes
connexes. Donnons d’abord quelques lemmes topologiques.

LEMME 4.2.3. — Soient K un compact conneze de R" et F' un fermé connexe de R
tels que K UF = R"™. Alors K N F est conneze.

Démonstration. — Par des arguments standards, on montre que si O; et Os sont
deux ouverts connexes de R™ tels que O; UOy = R™, alors O; N O est connexe. Donc
siK, ={zeR": dist(z, K) < L} et F, = {z € R : dist(z,F) < 1}, alors K,NF,
est connexe et (K, N Fy) aussi. Or KN F = Nyp>1 (K, N F,). Comme dans un espace
métrique, une intersection décroissante de compacts connexes est connexe, K N F est
connexe. O
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LEMME 4.2.4. — Soit K un compact connexe de R" et soit O la frontiére de la com-
posante connexe non bornée de R*\K. Alors O est conneze.

Démonstration. —  Soit E la composante connexe non bornée de R"\K et Ej,
j=0,1,..., les composantes connexes bornées de R"\ K. Alors R"\ E est compact et
R*\E = | J(K UE;) = J(K UE;)

J J

car 0F; C 0K C K. Comme K N E; # @ et comme K et E; sont connexes, K UFE;
est connexe. Et comme (;(K U E;) # @, on en déduit que U, (K U E;) = R*\E est
connexe. D’autre part, 0 = EN (R*\E) et EU (R"\E) = R". Donc d’aprés le lemme
4.2.3, 0 est connexe. O

Revenons au quasi-minimum normalisé G. Nous savons que G est borné. Son adhé-
rence G a au plus Ny composantes connexes pour un certain Ny universel d’aprés ce
qui précede. Notons p, 1 < p < Ny, leur nombre et K; chacune d’entre elles. Notons
aussi E; la composante connexe non bornée de R"\ Kj;.

Soit W une composante connexe bornée de R*\G. Montrons que 1’on peut trouver
j€e{1,...,p} tel que W C R*\Ej;. Soit 0 la frontiére de la composante connexe non
bornée de R*\W. D’aprés le lemme 4.2.4, 0 est connexe. D’autre part & C OW C
G, et G = U?ZlaKj. Comme les K; sont fermés et deux & deux disjoints, on a
dist(0K;,0K;) > 0 pour tous ¢ # j. En particulier, tout sous-ensemble connexe de
JG est inclus dans un certain OK; pour un unique j. Donc il existe j € {1,...,p}
tel que & C 0K . Pour fixer les idées, supposons que G C B pour une certaine boule
B et fixons X ¢ B. Soit + € W. Si x appartenait & Ej, qui est ouvert et connexe,
on pourrait trouver un chemin joignant x & X dans Ej;. Si I' désigne l'image de ce
chemin, on a par ailleurs 'NQ # @ car W C B, donc I'N0K; # @. Or E; NOK; = @.
Donc z ¢ E; et W C R"\E;.

Comme R™\E; est borné, on a diam(R"\E;) = diam(9;) avec 0; = 9E; =
O(R™\ E;). Montrons que I'on contréle diam(d;) par une constante universelle. Soit A
une famille maximale de points de 0; & distance mutuelle > 1. Les B(z, %), x € A,
sont deux & deux disjointes, et grace a I’Ahlfors-régularité de 0G, on a

A<y o <8GOB <x %))

(4.2.8) z€A
< CH" ' (0G) < C',

ot C' et C' sont deux constantes universelles (voir (4.1.4)). D’aprés le lemme 4.2.4,
d; est connexe. On peut alors ordonner A de telle sorte que A = {z1,...,2n}, avec
pour tout k > 2,

(4.2.9) B(z,1) N (U B(x, 1)) 4.

<k
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Soity € 0j et k € {1,...,m} tel que y € B(xy,1). D’aprés (4.2.9), on peut trouver
I <k tel que y € B(x;,3). En réitérant 'argument et en utilisant (4.2.8), on en déduit
que y € B(z1, M) pour une certaine constante universelle /. Donc diam(9;) < 2M.
D’autre part, nous savons déja que, pour toute composante connexe W de R*\G,

on a |[W]| > &. Donc, si on note N le nombre de composantes connexes bornées de
R™\G, on a

Noo <> Y (W< IRN\E|

J=1 WCR™\E; j=1

P
< C) (diam(9;))" < C'(2M)"p.
Jj=1

Ce qui nous permet de conclure en remarquant que R*\G a N + 1 composantes
connexes et achéve la démonstration du théoréme 1.4.7.

4.3. Régularité C1©

Nous allons montrer que ’on peut totalement s’affranchir de la contrainte de volume
dans la condition de quasi-minimalité. Ceci nous permettra d’obtenir un peu plus
de régularité dans certains cas, notamment celui ou g(t) = Ct? avec C' > 0 et p >
(n — 1)/n qui est le seul que nous détaillerons ici (voir la remarque 4.3.3 pour d’autres
cas). On se fixe G un quasi-minimum normalisé de Ggy .

PROPOSITION 4.3.1. — 1l existe r1 > 0 universel tel que
(4.3.) | Wl rem) [ Vel
B(z,r) B(z,r)

pour tout x € G, tout r < ry, et tout G' C R tel que G'AG € B(x,r), avec
(4.3.2) w(r)=C(1+r"g(C'r™))r

ot C est une constante universelle et C' = C'(G,G") < C pour une constante univer-
selle C' > 0.

Démonstration. — Fixons-nous tout d’abord un rayon ro < 1 universel tel que, pour
tout x € &G, on puisse trouver une boule B centrée sur G, de rayon 1y et telle que
BN B(z,re) = @ (voir la démonstration du théoréme 1.4.6, page 85).

Soient maintenant ¢ associé & ro par le lemme 4.1.5 et r; < 1 que 'on fixera petit
plus tard, tel que, pour Vinstant, 1 < ro et |By,| < . Soient x € G et B une boule
de rayon rg, centrée sur 9G et telle que BNB(x,r9) = &. Pour tout r <ry et G' C R"
tel que G'AG € B(z,r),ona G'NB =GN B et [my — |G'||] < €. On peut alors
appliquer le lemme 4.1.5 qui nous donne F' coincidant avec G’ sur un voisinage du
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complémentaire de B et vérifiant (4.1.17), (4.1.18) et (4.1.19) avec v = mo — |G’|. On
a alors F € Ggy et

[ovwls [ W+ [ el
R» R™\B(z,r) B(z,r)
d’ot1, par quasi-minimalité de G,

/ IVxa S/ IVxa| +Cr™ + g(|GAFY).
B(z,r) B(z,r)

D’autre part, |[GAF| = C'r™ < Cr™ pour une constante universelle C', par défini-
tion de G' et d’aprés (4.1.19).
Comme AG est Ahlfors-réguliére et comme H" 1|0G = |Vxg|, on a

bl

Cr +g(C'r™) < C" (1+ 77 "g(C'r™)) 1"/ [Vya

B(z,r)
ou C" est une constante universelle. Donc

(- @ermg@rm)n) [ [al< [ Ve

B(z,r) (z,r)

Alors, si 1 est choisi assez petit de telle sorte que
0< (1=C"(1+r"g(C'r™)) 7‘)—1 <1+2C" (L+7r"g(C'r™)r
pour tout r < ry, on en déduit (4.3.1), ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Plagons-nous maintenant dans le cas ou g(t) = C't? avec C' > 0 et p > ”7—71 Posons

pp—(n-l) 3). On a alors

(1 + r—ng(clrn)) r S C”T2a

si r est assez petit (en fonction de n et g) et avec une constante C'' universelle. Les
théorémes 1.4.8 et 1.4.9 sont alors une simple reformulation des théorémes 2.6 et 6.4
de [Rig00].

a = min(

REMARQUE 4.3.2. — On a la méme conclusion pour les quasi-minima normalisés de
Gpyv (R) en se limitant aux points intérieurs & Bp.

REMARQUE 4.3.3. — On se reportera a [AP99], [Tam84| et [Rig00] pour d’autres
cas de décroissance de la fonction w au voisinage de 0.

REMARQUE 4.3.4. — Dans le cas ou la fonction w donnée par (4.3.2) est majorée
par une fonction croissante et ol on peut appliquer les résultats des articles cités
dans la remarque précédente, on peut améliorer (4.2.1) en remarquant que OW NOW'
est inclus dans ’ensemble des singularités de OG et est donc de dimension au plus
n — 8. En dimension n < 7, on peut méme montrer que dist(W, W') > dy pour un dy
universel (voir les théorémes 6.2, 6.3 et 6.4 de [Rig00]).
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CHAPITRE 5

UN PROBLEME VARIATIONNEL
AVEC CONTRAINTE DE VOLUME

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a I’étude des minima de mesure de
Lebesgue fixée d’une fonctionnelle E. Cette fonctionnelle est définie comme la somme
d’un terme de surface et d'un terme homogéne a un volume. Il s’agit d’'un probléme
variationnel avec contrainte de volume pour lequel les résultats classiques de semi-
continuité et de compacité ne s’appliquent pas directement et pour lequel des infor-
mations quantitatives et uniformes représentent un bon moyen de contourner cette
difficulté.

5.1. Définitions et résultats

Pour G C R™ mesurable, de mesure de Lebesgue finie, on définit
E(G) = H"Y(0G) + // K(z —y) dz dy,
GxG

ou K € L*(R™) est & support compact. On se fixe une fois pour toutes un réel mg > 0
et on s’intéresse au probléme de la minimisation de E & volume myq fixé. Posons donc

I =inf(E(G) : |G| = myg).

Comme nous ’avons déja évoqué dans l'introduction générale, ce probléme provient
d’un modéle physique décrit dans [Ott98]. Une goutte de fluide visqueux, ferroma-
gnétique et incompressible est placée entre deux lamelles horizontales trés proches, ce
qui rend le probléme plan, et on lui applique un champ magnétique vertical. F. Otto
s’était intéressé a I'aspect dynamique du probléme. On s’intéresse ici & ce qui se passe
a l’équilibre, c’est-a-dire quand le minimum d’énergie est atteint. Cette énergie est la
somme de deux termes. Le premier est un terme de surface qui correspond & la tension
superficielle (ici, il ’agit de H" 1 (0G)). C’est un terme de cohésion : si K = 0, il s’agit
en effet simplement du probléme isopérimétrique, et on sait que les solutions sont des
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boules, c’est-a-dire des ensembles connexes trés réguliers. Le second terme correspond
a Veffet du champ magnétique qui est modélisé ici par la double intégrale du noyau
K. C’est, au contraire du terme de surface, un terme de dispersion. Si K n’est pas
supposé a support compact, I'infimum d’énergie n’est d’ailleurs pas atteint en général.
En effet, sinon tout minimum G serait un quasi-minimum avec contrainte de volume
(voir (5.2.4)). On sait qu’alors il a un nombre fini de composantes connexes qui sont
bien séparées les unes des autres (voir le théoréme 1.4.7 et (4.2.1) ou la remarque
4.3.4). Si K est radial, strictement positif et strictement décroissant & 'infini, éloigner
les différentes composantes les unes par rapport aux autres diminue alors toujours
strictement la valeur de E et contredit donc le caractére minimal de G. Signalons que
c’est le cas dans le modéle originel de [Ott98]. Nous serons cependant en mesure de
construire dans ce cas des suites minimisantes normalisées (voir la partie 5.3).

Mathématiquement, nous allons donc nous restreindre au cas d’un noyau K a sup-
port compact pour lequel nous obtiendrons ’existence de minima. On considérera pour
cela une formulation faible du probléme dont les solutions seront des quasi-minima de
Gpv(R). Les informations quantitatives et uniformes dont nous disposons grace aux
résultats des parties précédentes nous permettront de revenir a la formulation origi-
nelle du probléme. D’autre part, comme le terme de cohésion est prépondérant, du
moins aux petites échelles, par rapport au terme de dispersion, on s’attend certes & ce
que la goutte ait éclaté en un certain nombre de gouttelettes, mais on s’attend aussi
4 ce qu’elles ne soient jamais trop petites. Cette description découlera directement
de celle des quasi-minima avec contrainte de volume. Plus précisément, nous allons
démontrer les résultats suivants :

THEOREME 5.1.1. — L’infimum I est atteint.

Une fois I'existence des minima acquise, il sera facile de voir qu’ils sont des quasi-
minima avec contrainte de volume avec, dans (1.4.1), g(t) = 2||K||p1t et sont donc,
a un ensemble de mesure nulle prés, des sous-ensembles normalisés de R™ (définition
1.4.5).

THEOREME 5.1.2. — Soit G C R” tel que |G| = mg et E(G) = I. Il existe un unique
ouwvert Gy équivalent a G tel que OGq soit Ahlfors-réguliére et tel que Go vérifie la

condition B, avec des constantes qui peuvent étre choisies en fonction uniquement de
n, mo et ||K||p1. De plus d0Go C OG et E(Gy) = I.
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THEOREME 5.1.3. — Il existe une constante universelle C > 0 telle que, si G est un
minimum normalisé pour I | alors, pour toute boule B centrée sur OG et de rayon
r < 1, il existe une boule B C B centrée sur G, de rayon > Cr telle que 8GN B soit
un graphe (n — 1)-dimensionnel de classe CY2 quec des constantes de régularité Cclz
qui ne dépendent que de n, mg et || K|[L:.

On disposera aussi de la description suivante des minima :

THEOREME 5.1.4 (Description des minima). — Si G est un minimum normalisé pour
I, alors 0G = O(R*\G). D’autre part, si W est une composante conneze de G ou de
R*\G, alors W est un sous-ensemble normalisé de R et

lWl 2 507

de plus, G et R*\G ont au plus Ny composantes connexes, ot 8y et Ny ne dépendent
que de n, mg et ||K||pr. D’autre part, si W et W' sont deur composantes connezxes
distinctes de G ou deuz composantes connezes distinctes de R*\G, alors

H*(8W NaW") = 0,

pour tout s > n — 8.

En dimension inférieure ou égale & 7, et en particulier quand n = 2 qui correspond
au modéle physique, on aura les informations plus précises suivantes :

THEOREME 5.1.5. — Sin < 7, il existe rg > 0 ne dépendant que de n, mg et ||K||r1
tels que, si G est un minimum normalisé pour I et x € 0G, il existe r > rg tel que
8GN B(z,r) soit un graphe (n — 1)-dimensionnel de classe CY2 avec des constantes
de régularité CcLz qui ne dépendent que de n, mg et |K||p:. D’autre part, si W et
W' sont deux composantes conneres distinctes de G ou deux composantes connezxes
distinctes de R*\G, alors dist(W,W') > do, ot do ne dépend que de n, mg et || K||p1.

5.2. Existence et régularité des minima

En tenant compte des remarques précédentes et des résultats concernant les quasi-
minima avec contrainte de volume, la seule difficulté consiste ici & obtenir I’existence
de minima pour I. On ne dispose pas en général de résultats de compacité et de
semi-continuité pour la mesure H"® . On considére alors une formulation faible du
probléme dans laquelle on remplace H"~!(9G) par le périmétre de G. Les résultats de
compacité dans BV ne nous donne cependant qu’une convergence dans L}, .(R"). On
n’est donc pas assuré d’obtenir A la limite un ensemble de mesure de Lebesgue my.
Pour surmonter ce probléme technique, nous allons nous restreindre dans un premier

temps & des candidats uniformément bornés.
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On considére donc la version BV suivante de E :

Epyv(G) = / |VX0|+// (z —y) dx dy,
Gx@G

et on pose, pour R > 2Ry,

Igy(R) = inf Egy(G).
Gegpv(R)

Les notations sont ici les mémes que dans la partie 1.4.

Donnons d’abord une estimation sur la variation du second terme de la fonction-
nelle.

LEMME 5.2.1. — Pour tous G, G' CR", on a

(5.2.1) ‘// K(z —y) dedy — // K(z —y) dz dy| < 2||K||:|GAG.
<G’ GxG

Démonstration. — Notons A le membre de gauche de (5.2.1). On a

A< / / K (2 — y)| dz dy,
(GXG)A(G'xG")

et
(G x G)A(G' x G")
C(O\G) x BB x @\ (GNG) x B J®' x (G1G)).
Or
[ =l oy < GG

On évalue de la méme maniére les trois autres termes qui interviennent dans la ma-
joration de A et on en déduit (5.2.1). O

LEMME 5.2.2. — L’infimum Igy (R) est atteint.

Démonstration. — Considérons une suite minimisante (G;);en+ telle que pour tout
j>1,Gj€Gpy(R) et
1
Epv(Gj) < Ipv(R) + 7

Pour tout j > 1, xg; € BV et

lIxc;llBv =mo + Epv (G // (x —y) dx dy
G;ixG;

<mg+ Ipv(R) + 1+ | K|p1mge.

On est donc en mesure d’appliquer le théoréme 1.3.4 et quitte & extraire une sous-
suite, on peut supposer que Y, converge dans L'(R") et presque partout vers une
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fonction caractéristique yg, G C Br. Comme il y a convergence dans L}(R"), |G| =
mg et G est un bon candidat de Gpy (R). D’aprés (1.3.2) on a

(5.2.2) 19l <timint [ |9y,
Rn J—+oo R~

D’autre part, d’apreés (5.2.1), on a

// K(z —y) dx dy — // K(z —y) dx dy
J IG5 xGy GxG

donc

(5.2.3) lim // K(x—y)de dy = // K(x —y) dz dy.
It JJaxa; GxG

Alors, en combinant (5.2.2) et (5.2.3), on obtient
Ipv(R) < Epv(G) <liminf Epy (G;) < Ipv(R)
Jj—+o0

2K z1llxe; — xclloi@ny,

et donc Egy(G) = Iy (R). O

Montrons maintenant que les minima de Egy sur Ggy (R) sont des quasi-minima de
Gpv(R) avec, dans (1.4.1), g(t) = 2||K || 1t. C’est en fait une conséquence quasiment
immédiate de (5.2.1). Soit donc G € Gpy(R) tel que Epy(G) = Igy(R) et G' €
Gy (R). Par minimalité de G, on a

(5.2.4) / Vel
Rn

< / IVxar |+ // K(zx —y)dedy — // K(x —y) dx dy
R el el GxaG

< / Ve | + 21K |1 [ GAG,
R‘I‘L

ce qui est exactement ce que l'on voulait. A un ensemble de mesure nulle prés, ces
minima faibles sont donc normalisés (théoréme 1.4.4). Remarquons que si deux en-
sembles G et G’ sont équivalents, alors Egy (G) = Ey(G'). On est donc assuré de
lexistence de minima normalisés pour Egy sur Gy (R) pour tout R > 2Ry. Les esti-
mations uniformes sur leurs constantes de régularité vont nous permettre de montrer
que Igy (R) reste constant pour R assez grand.

LEMME 5.2.3. — Il existe Ry > 2Rg, qui ne dépend que de n, mo, ||K||p1 et Ry =
diam (supp K), tel que Igy (R) = Ipy(Ry) pour tout R > R;.

Démonstration. — Fixons-nous R > 2Rq et considérons G' € Gpy (R) un minimum
normalisé de Epy sur Ggy(R). Soit A; un ensemble maximal de points de 9G a
distance mutuelle > 1. Par minimalité de G, on sait que

/ ]VXG
Rn

< Epv(Bg,) + Cmo,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



98 CHAPITRE 5. UN PROBLEME VARIATIONNEL AVEC CONTRAINTE DE VOLUME

B(7(yk), Re)

B(xk-l-la 1)

Gy, B(yk, Rx)

Ficure 5.1. Construction de Gg41.

ou C est une constante universelle. Les boules B(z, %), r € A;, étant deux & deux
disjointes, on en déduit en utilisant 1I’Ahlfors-régularité de G,

p=th<CY [ [l
€A, B(z,3)

<C | |Vxal <,
Rn

les différentes constantes intervenant ici étant des constantes universelles.

Nous allons construire par récurrence sur k € {1,...,po} un candidat G borné tel
que |Gi| = mo, Epv(Gr) = Epyv(G), et un ensemble maximal Ay, de points de 0Gy,
4 distance mutuelle > 1 tel que §4; = po, A = A} U A} avec A} = {af,... 2k},
Al C Ay et diam A}, = R(k) avec R(1) =0 et, pour k > 2, R(k) < Cx R(k—1)+C"
ou C et C' sont des constantes ne dépendant que de n, mg, || K|, et R.

Pour k = 1, on pose G; = G, A} = {x1} ou z; est un point quelconque de A; et

1= Ai\A;.
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Soit k € {1,...,po — 1} et supposons avoir construit Gy. Posons

1 E
_ 1 k
yk—k;‘lxi

et Ry = R(k) + 1. Soit zx41 € Ay tel que |yg — Tg+1] = minge 4y [yx — 2| Soit 7 > 1

tel que |B(yk, v — 1)\B(yk, Rr)| > mo. Par hypothése de récurrence sur R(k), on

peut trouver un tel r, ne dépendant que de n, ||K||p1, mo et Ri. Si |yx — @p41] <

max(ry, Rk 4+ Ry + 1), on pose Gryy = Gy et Appr = Ag, Apyy = A, U {zp},
w1 = A\ {zrq1} St |ye — 2py1| > max(ry, R + Ry + 1) alors

0G0 (BWk, lyx — Tet1| — \B(yx, Ri)) = @.

En effet sinon on pourrait trouver z € 8Gy N (B(yk, [yx — Tk+1| — 1)\B(yk, Rr)) et,
par définition de Ay, yx et Ry, y € A} tel que |y — z| < 1. On aurait alors
lye — zks1| < lye — Yl

<lyk — 2|+ 12 =yl

< |y — Tr41l,
d’ou la contradiction. Comme de plus |B(yg, |yx — Zk+1| — 1)\B(yx, Ri)| > mo, on en
déduit que B(yg, |yx — k+1] — 1)\B(yk, Rx) C R"\Gy. Notons 74, la translation de
vecteur
) Thil — Yk

|Zk+1 — Yrl

On a |74 (yx) — Ykl = |yx — Trt1] — (Rx + Rg + 1), donc

7. (B(yk, Ri)) C B(yk, [yx — Th11] — (Rx + 1))

([yk — azk+1| — (RK + R, +1

et
inf |z — 2'| > Rk,

linfimum étant pris sur les z € 7(Gy N B(yk, Ri)) et les z' € Gi\B(yx, Ri). Voir
la figure 5.1. Donc si Gg41 = (Gk\B(yk,Rk)) U 7 (Gg N B(yk, Rg)), on a IGk+1| =
mg et par construction de Gy, on a aussi Epy(Gk+1) = Epv(Gy). Posons A} | =
T (A) U{zptr b, Ay = Ap\Makta } et Apyr = Aj UALL . Onoa 7 (yk) — @k | =
Rk + Ry, +1 donc diam A}, < diam Al + Rk + R, + 1. Et Gy et Agyy répondent
bien & la question.

A Tétape po, on dispose alors d’un candidat G, et d'un ensemble maximal A,, =
Ay, de points de 0G)p, a distance mutuelle > 1 et de diameétre controlé par une
constante ne dépendant que de n, mg, ||K||p1 et Rg. Alors comme on a 0G,, C
Uzea,, B(z,1) et comme Gp, est borné, on a diam Gy, = diam Gy, < Ry, ot Ry
est une constante ne dépendant que de n, mg, ||K||p1 et Ryk. Quitte a effectuer une
translation, on peut supposer que 0 € Gy, et donc Gp, € G(Ry).
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Alors si R > Ry, on a Q(Rl) C Q(R) et IB‘/(R) < IBV(Rl) < EBV(Gpo) =
Epyv(G) = Igy(R). Ce qui achéve la démonstration du lemme. O

L’étape suivante consiste a utiliser le fait que Igy (R) stationne si R est assez grand
pour montrer que Egy atteint son infimum sur Ggy, ce qui nous permettra de nous
affranchir de la restriction sur le diamétre des candidats admissibles. On pose donc

Igy = inf FE G).
py = inf v (G)

On a bien str Igy < Igy(R;). Réciproquement, on considére G € Ggy tel que
Epy(G) < Ipy + ¢, ou e > 0 est fixé. Comme |G| < 400, on peut trouver R > 0
tel que |G\Bg| < e. Puis, par Fubini et Tchebytchev, on choisit R' € |R, R + 1] tel
que H" Y(G N dBr/) < Ce, ot C ne dépend que de la dimension. On pose G' =
(GNBgr)UB ou B C R*"\Bpg est une boule de mesure de Lebesgue |G\Br/| < «.
Alors G' € Gpy (R") pour un certain R"” que 'on peut toujours supposer supérieur a
Rl. On a

Ipv(Ry) = Ipv(R") < Epv(G')
< Epy(G) +/ IVxg|+ H" ' (GNIBr) +2||K||1:1|GAG'|
Rn

< Ipy + C(E(n_l)/n + ).

Comme ceci est vrai pour tout € > 0, on conclut en faisant tendre ¢ vers 0 et on
obtient que Iy (R;) < Ipy. Et finalement Ipy = Igy (R1).

On en déduit que Igy est atteint. De plus, comme pour les minima de Epy sur
Gpy (R), on montre que les minima de Egy sur Ggy sont des quasi-minima de Gy
avec, dans (1.4.1), g(t) = 2||K||p:t. Grace au théoréme 1.4.3, on sait alors que l'on
peut toujours se ramener & des minima normalisés. Ces propriétés de régularité vont
nous permettre de passer de la formulation faible dans BV & la formulation originelle
de la fonctionnelle E et d’achever la démonstration des résultats annoncés dans la
partie 5.1.

Remarquons d’abord que d’aprés (1.3.6), on a toujours Epy (G) < E(G) et donc
Igy < I.Si G est maintenant un minimum normalisé de Egy sur Ggy, on sait que
H""1(0G) est égal au périmetre de G (proposition 2.3.2), donc Epy(G) = E(G) et
on en déduit que I = Igy et que I est atteint. Ce qui achéve la démonstration du
théoréme 5.1.1.

Si G est un minimum pour E. alors G minimise aussi Fgy sur Gpy. Cela vient
simplement de (1.3.6) et de 'égalité I = Ipy . Il est alors un quasi-minimum de Ggy .
Les théorémes 5.1.2 et 5.1.3 sont alors une simple reformulation des théorémes 1.4.3
et 1.4.8 (voir aussi la proposition 2.2.1 pour l'inclusion 0Gy C 0G). Le théoréme 5.1.4
découle de la proposition 2.2.1 pour l'égalité dG = O(R*\G), des théorémes 1.4.6
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et 1.4.7 et de la remarque 4.3.4. Enfin, le théoréme 5.1.5 est une reformulation du
théoréme 1.4.9 et de la remarque 4.3.4.

5.3. Suites minimisantes

Comme on I’a signalé dans la partie 5.1, dans I'exemple qui a servi de motivation
initiale pour ’étude de la fonctionnelle E| le noyau K n’est pas & support compact et
I'infimum correspondant n’est pas atteint. En tronquant le noyau &', on peut cepen-
dant obtenir l'existence de suites minimisantes normalisées.

Plus précisément, on considére K € L'(R"). On pose Ky = B, K, ol YB,,
désigne la fonction caractéristique de la boule de centre 0 et de rayon M. Alors si Gy
est un minimum normalisé pour le probléme de minimisation associé, on a
ou E est la fonctionnelle associée au noyau K et I I'infimum correspondant. Et la
suite minimisante ainsi obtenue vérifie toutes les conclusions précédentes. On peut
de plus facilement se convaincre que, comme ||[K |1 < ||K|[11, les constantes de
régularité de Gy et la taille de ses composantes connexes ne dépendent pas de M,
mais uniquement de la dimension, la masse mg et la norme L' de K.
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