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Géométrie des systémes hyperboliques
de lois de conservation

Bruno Sévennec (*)

Résumé. On étudie les systemes hyperboliques de lois de conservation en di-
mension un d’espace. L’espace des états apparait naturellement muni d’une
structure affine. Les systémes physiques possédent des lois de conservation
excédentaires, ou “entropies”, et on montre que les propriétés d’intégrabilité
des champs de directions propres sont liées a ’existence de ces entropies. La
dégénérescence linéaire et la présence d’une entropie non-dégénérée sont deux
caractéristiques des systémes d’origine physique. On montre qu’elles entrai-
nent une propriété de “rigidité” du feuilletage de contact associé au champ
linéairement dégénéré, qui est explicitée sur un certain nombre d’exemples.
L’étude asymptotique de la stabilité des oscillations permises par la dégénéres-
cence linéaire conduit a la notion d’hyperbolicité globale, que ’on étudie dans
le cadre de la géométrie transverse du feuilletage de contact, et pour laquelle
des critéres généraux sont dégagés, tel le “non-enlacement” de ce feuilletage.

Abstract. We study hyperbolic systems of conservation laws in one space di-
mension. State space appears naturally endowed with an affine structure. Phys-
ical systems posess extraneous conservation laws, the so-called “entropies”, and
we show that the integrability properties of eigendirection fields are strongly .
related to the existence of these entropies. Linear degeneracy and existence of
a non-degenerate (e.g. strictly convex) entropy are characteristic features of
physical systems. We show that they entail a “rigidity” property of the contact
foliation associated with the linearly degenerated field, which is evidenced on
some examples. In studying stability of oscillations permltted by ‘linear de-
generacy, one is led to the notion of global hyperbolicity, which is studied in
the framework of contact foliation’s transverse geometry. It results in several
criteria of global hyperbolicity, such as the “unlinking” of contact foliation, for
a certain class of systems.

(*) Texte regu le 10 février 1993

B. Sévennec, Unité de Mathématiques Pures et Appliquées, U. M R. 128 du CNRS, Ecole Normale
Supérieure de Lyon, 46 allée d’Italie,

69364 Lyon cedex 07, (France).






Table des matiéres
Introduction

I Conservativité et structures affines
1.1 Systémes conservatifs
1.2 Systémes hyperboliques “riches”
1.3 Entropies et intégrabilité
1.4 Interaction d’ondes élémentaires et intégrabilité
1.6 Symétries des systémes quasilinéaires
1.5.1 Symétries ponctuelles
1.5.2 Symétries d’ordre 1
[.6 Systémes “hamiltoniens”

II Dégénérescence linéaire

II.1 Rigidité en présence d’une entropie

I1.2 Exemples
I1.2.1 La dynamique des gaz : formulation “eulérienne”
I1.2.2 La dynamique des gaz : formulation “lagrangienne”
11.2.3 Le cable élastique
I1.2.4 L’électromagnétisme non-linéaire
11.2.5 La magnétohydrodynamique (MHD)
11.2.6 L’électrophorese
[1.2.7 Systémes & feuilletage de contact prescrit (codim. 1)

IITHyperbolicité globale

IT1.1 Solutions oscillantes

IT1.2 Géométrie transverse du feuilletage de contact
I11.2.1 Préliminaires
I11.2.2 Un résultat de “commutation”
111.2.3 Métriques transverses
I11.2.4 Evolution globale et enlacement

I11.3 Exemples
[11.3.1 La dynamique des gaz “lagrangienne”
I11.3.2 La dynamique des gaz “eulérienne”
I11.3.3 La MHD
I11.3.4 Le cable élastique
I11.3.5 Systémes construits sur le feuilletage de Hopf

A Transformations par plans paralleles
B Changements de variables “Euler-Lagrange”
C Feuilletages admissibles

Bibliographie

15

45

67

97
101
107

117






Introduction

Les systémes hyperboliques de lois de conservation étudiés dans ce travail
font partie de la classe plus générale des systémes quasilinéaires

d
8,v+ZA“(v)6,a'v=0 ,teR,a.':(a:l,...,xd)eRd ,v(z,t) €V CR"

a=1

(0.1)
qui sont hyperboliques, i.e. les matrices A(v,£) := Y3_, €4 A%(v) sont diagona-
lisables & valeurs propres réelles \;(v,£) pour tout £ dans R? et tout v dans
V . 1l est classique qu’il s’agit d’une condition nécessaire pour que le probleme
de Cauchy associé au systéme linéarisé autour de toute solution constante de
(0.1) soit bien posé, ou comme on dit, que (0.1) soit “linéairement bien posé”.
Lorsque de plus A(v,£) n’a pas de valeur propre multiple pour § # 0, on dit
que (0.1) est strictement hyperbolique'. On suppose les A%(v) réguliéres en v,
par exemple C*, k > 2.

L’ espace des états V est généralement un ouvert de R", tandis que “I’espace
physique” est celui de la variable z , c’est-a-dire R%. On se limitera en fait au cas
d’une seule dimension d’espace (d = 1), qui correspond par exemple & I’étude
des ondes planes v(z,t) = #(£-z,t) pour un systéme du type (0.1). Soit donc

v+ Aw)o,v=0,z €R ,v(z,t)eVCR" (0.2)

un tel systéme. Sa non-linéarité fait qu’en général, les solutions classiques (par
exemple C, ou lipschitziennes) ont un temps d’existence fini, et qu’au “temps
critique” ¢ = t, apparait dans la solution une singularité, plus précisément
sup, |8;,v| = oo pour t — t, (cf. par exemple [A2, Ba, Jn, Lax4, Lax5, Li5]). On
ne peut prolonger la solution pour t > ¢, qu’en faisant naitre une discontinusté
de v(-, t).

Mais P’équation (0.2) n’a plus de sens, méme dans 7', si v est discontinue :
c’est le probléme bien connu “sgn(z).do(z)”. Pourtant les systémes du type (0.2)
ont une origine physique qui montre que des solutions discontinues “existent”.
L’exemple historique est celui de la dynamique des gaz, étudié depuis plus d’un
siécle [Sto, Rie, Ran, Strl], mais beaucoup d’autres ont été découverts depuis :
élasticité non-linéaire, cables élastiques, circulation automobile, électromagné-
tisme non-linéaire, magnétohydrodynamique, chromatographie, électrophorese,
“modulations lentes” des solutions quasi-périodiques d’EDPs non-linéaires dis-
persives, etc....

'Pour certaines valeurs de (n,d) cette condition n’est jamais réalisée [Lax6, F-R-S], par
exemplesid =3 et n # 0,21 mod 8 .
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Il s’aveére que les systémes correspondants sont toujours ’expression de lois
de conservation, c’est-a-dire s’écrivent dans le cas d’un systéme du type (0.1) :

d
du+ Y 9, f*(u) =0, u(zy,...,2q4,t) €U CR" (0.3)
a=1

et dans le cas d = 1 considéré ici 2:

Ou+ 8, f(u) =0, u(z,t) eU CR". (0.4)

L’équation (0.3) entraine immédiatement que pour tout ouvert Q C R? & bord
régulier, de normale sortante v, on a

&Lu@Jﬂz+Lnﬂﬂ-ﬂMaﬂﬂw=0 (0.5)

avec v - f(u) := T4_, vof*(u) € R™, clest-d-dire que les “quantités de u;”

(¢ = 1,...,n) sont localement conservées, (d’ou la terminologie) : la varia-

tion de la “quantité totale de u;” dans Q2 ne dépend que de ce qui se passe

sur le bord. Cela justifie aussi 1’appellation.de “flux” pour les fonctions f7,

que l'on peut considérer comme définissant des (n — 1)-formes différentielles
d_ (-1)*f*(u)dzy A...Adzo A...Adzg sur R? dépendant de u € U.

On peut alors considérer des solutions discontinues : il suffit d’observer
que le membre de gauche de (0.3) a un sens en tant que distribution dés que
(z,t) — u(z,t) est mesurable et (localement) bornée, et en particulier pour des
u discontinues. On parle alors de solution faible de (0.3).

Un peu de réflexion montre cependant que tout ne peut pas aller aussi
facilement : ces systémes décrivent des phénomeénes physiques irréversibles (la
dynamique des gaz par exemple), irréversibilité dont les formulations (0.3),(0.4)
ne gardent aucune trace puisque u(z, —t) est solution si et seulement si u(—z,t)
Pest.

De fait, méme pour I’équation scalaire (“équation de Burgers”, n =d = 1)

Byu + 0, (u2/2) = 0 (0.6)

on s’assure facilement de la non-unicité des solutions faibles du probléeme de
Cauchy, en considérant par exemple les deux solutions faibles distinctes u,,
égales pour ¢ < 0 et données par :

u(z,t) = 0
(2, 1) { sgn(z) si|z| < t/2

0 si |z > t/2.

20n peut trouver dans [Gel] une trés jolie motivation “naturelle” & ’étude de ces systémes
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On doit donc imposer une condition d’admissibilité aux solutions faibles, qui
a pour but de rétablir 'unicité, en incorporant d’une maniére ou d’une autre
Dirréversibilité nécessaire 3.

Une telle condition restaurant ’unicité dans tous les cas reste & découvrir,
méme pour d = 1 et s’agissant du probléme de Riemann [Rie] : étant donné
deux états u~,u" il s’agit de trouver une solution u au probléme de Cauchy avec
donnée initiale discontinue u(z,0) = u*, z > 0, de la forme u(z,t) = i(z/t)
(c’est obligatoire s’il y a unicité, compte tenu de l'invariance du probléme par
homothéties).

C’est Lax, dans son article [Lax2], qui a le premier formulé une telle condi-
tion d’admissibilité. Elle concerne les discontinuités des solutions “réguliéres par
morceaux” d’un systéme (0.4) strictement hyperbolique. Dans le cas de la dyna-
mique des gaz, cette condition exprime ’accroissement de I’entropie physique
des particules traversant 1’onde de choc, et on ’appellera “condition d’entropie
pour les chocs” ou “condition de Lax”.

Cette condition lui permet de démontrer, pour une large classe de systémes
(ceux qui sont “convexes” en un certain sens), Pexistence et 'unicité d’une so-
lution continue par morceaux du probléme de Riemann lorsque les états u~, u*
sont proches.

Depuis lors, un grand nombre de conditions d’admissibilité ont été déga-
gées, s’appliquant soit au probléeme de Riemann et aux solutions faibles u de
classe VB de (0.3),(0.4) (cf. [Dafl, Daf4, Li2] et aussi [Daf2, Li6] pour une
présentation générale), soit aux solutions faibles u € L™ [Fri-L, Lax3].

On peut aussi mentionner ’approche par “viscosité évanescente” [Gel], olt
’on considére par exemple (0.4) comme “limite” pour € = 0 du systéme para-
bolique

Oyu + 8, f(u) = €0,(B(u)d,u) (0.7)

avec B(u) matrice (définie) positive. Cette approche conduit & la notion de
“profil visqueux” ou “structure” pour un choc et & une autre condition d’ad-
missibilité, étudiée par exemple dans [Ger, Gol, Go2, Go3, Vv, Dy] et plus
récemment dans [Co-S1, Co-S2, Frel, Fre2, Mo2, Mo4]. On est alors conduit
& étudier les liaisons entre points critiques pour certaines familles de champs
de vecteurs, & I'aide d’outils topologiques (théorie de Morse, indice de Conley,

Une des seules conditions gardant un sens pour v € L™ est la “condition
d’entropie” introduite par Lax et Friedrichs [Fri-L, Lax3]. Elle fait intervenir la
notion d’entropie d’un systéme quasilinéaire (0.1) : c’est par définition la densité
d’une quantité conservée localement par les solutions réguliéres de (0.1), c’est-
a-dire une fonction F : V — R vérifiant

dE(v).A*(v) =dF*(v) ,a=1,...,d (0.8)

3Dans le cas de la dynamique des gaz, la nécessité d’une condition d’admissiblité pour les
chocs est connue depuis un siécle (cf. [Str2, Rie, Jou])
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pour des “flux d’entropie” F'* : V — R convenables, de sorte que pour toute
solution réguliere de (0.1), on ait

8,E(v) + i 0z F*(v) =0 (0.9)

(la terminologie vient du cas de la dynamique de gaz, ou -l’opposé de- la
densité d’entropie physique joue ce réle). Par exemple, un systéme de lois de
conservation (0.3) admet pour entropies “triviales” toutes les restrictions & U
des fonctions affines. De plus, tous les systémes d’origine physique possedent
apparemment au moins une entropie “supplémentaire” (non-affine...), dotée de
certaines propriétés de convezité [Daf3). Dans le cas d = 1, c’est-a-dire pour un
systéme (0.4) d’origine physique, il en existe en fait toujours une conveze, et
méme fortement conveze, c’est-a-dire que D?E est partout définie positive. Ceci
a des conséquences importantes pour le systéme (0.4) : cela entraine par exemple
son hyperbolicité, et en fait sa symétrisabilité (voir [Go3, Go4, Fri-L, Bo2, Bo3],
et aussi chapitre II). On en rencontrera un certain nombre d’autres dans la suite.

La condition d’entropie de Lax et Friedrichs pour une solution faible u me-
surable .bornée est alors obtenue en remplagant pour E convexe égalité (0.9)
par 'inégalité dans D’ :

8.E(u) + i 8, Fo(u) < 0. (0.10)

a=1

Le seul résultat général d’unicité dans L™ de la théorie, dii & Kruzkov [Kru],
utilise cette condition. Il concerne le cas scalaire (n = 1), et est accompagné
du résultat d’existence globale correspondant, obtenu par une régularisation
parabolique analogue & (0.7). Il faut aussi citer le résultat d’unicité dans VB
(n = 1), di & Oleinik [Ole3], basé sur des arguments trés différents (de “dualité”,
cf aussi [Sm] pour une généralisation & certains systémes 2 X 2, dans la classe
des solutions continues par morceaux).

Un autre résultat partiel d’unicité dans VB est di & DiPerna [DiP4], et
concerne les systémes de deux équations & une dimension d’espace (n = 2,d =
1). Dans L%, le probléme de 'unicité quand n > 1 est complétement ouvert 4.

Concernant I’existence globale (en temps) de solutions, le résultat central
est le célébre théoréme de Glimm [Gl], raffiné par Liu [Li4] et dans une autre
direction par [K-T]. Ce théoréme fournit lorsque d = 1 ’existence globale d’une
solution VB pour des données initiales “petites” (dans VB). Le cas de données
initiales non “petites” reste limité (via une adaptation de la démonstration de
Glimm) & des systémes particuliers [Ni-Sm, DiP2, Li3, Sm]. Lecasd > 1,n > 1
est ouvert.

*Voir & ce sujet [Mo4)], qui met sérieusement en doute le fait que ’on puisse obtenir
I'unicité en toute généralité, méme pour des solutions réguliéres par morceaux du probléme
de Riemann et des systémes “non-pathologiques”.



INTRODUCTION 9

On étudie dans ce travail la géométrie des systémes hyperboliques de lois
de conservation, en se basant sur les caractéristiques communes des exemples
fournis par la physique. Cette étude géométrique parait étre un préalable né-
cessaire si on veut se passer des hypotheses de “petitesse”, par exemple dans le
théoréme d’existence de Glimm ou le probléme de Riemann (voir [Ni-Sm, Sm,
Lil, Li3, K-K2] pour des cas particuliers), ou encore le théoréme d’apparition
nécessaire de singularités de John-Liu [Jn, Li5]. C’est aussi le cas si on veut
comprendre la structure des oscillations, i.e. le comportement d’une suite fai-
blement convergente (u¢) de solutions (cf [Ser3, Serll, Serl12, Ser13), et aussi le
chapitre I1.2.7). On pourrait citer de nombreux autres exemples, comme I’étude
des points “ombilicaux” et de changement de type (hyperbolique-elliptique), ou
des valeurs propres viennent en coincidence [K-K1, K-K3, I-M-P, Fre3], de la
géométrie globale de ’ensemble de Rankine-Hugoniot [Frel], ou encore de la
“résonance non-linéaire” [Ma-R, Ma-R-S, Peg, Jo-M-R1, Jo-M-R2]. On peut
dire que généralement, la compréhension globale d’un probléme (EDP) non-
linéaire passe par celle de la géométrie (ou topologie) différentielle sous-jacente.

Dans le chapitre I, on étudie les contraintes locales (différentielles) imposées
ala géométrie des champs de directions propres — et plus généralement a ’espace
des états lui-méme - par le systéme hyperbolique de lois de conservation qui
y est défini. La géométrie affine apparait immédiatement de fagon naturelle.
On donne une caractérisation des systémes quasilinéaires admettant une forme
conservative (thm. 4), en termes de I’existence d’une connexion affine plate (i.e.,
localement, une structure affine) “compatible” avec le systéme en un certain
sens. Cette caractérisation est malheureusement peu pratique, du fait de la
complexité des équations (non-linéaires) exprimant ’annulation de la courbure.

On y voit aussi que la présence d’entropies supplémentaires non-triviales
a des conséquences directes sur les propriétés d’“intégrabilité” des champs de
directions propres. Celles-ci se manifestent par ’existence de coordonnées (non-
conservatives) dans lesquelles le systéme s’écrit sous la forme (0.2) avec A tri-
angulaire par blocs.

Ainsi, par exemple, un systéme n X n ayant une entropie non-dégénérée et
n — 1 invariants de Riemann en admet en fait n, i.e. est diagonalisable (cor. 9)
(Pexistence d’une entropie non-dégénérée est essentielle dans ce résultat). Pour
le systeme 3 x 3 de la dynamique des gaz, qui admet une telle entropie, on peut
vérifier qu’il y a soit un seul invariant de Riemann, soit trois pour certaines
lois d’état trés particuliéres (telles que la vitesse du son c soit fonction de la
pression p). Un résultat du méme type (cor. 10) affirme qu’un systéme possédant
n entropies a hessiennes indépendantes est diagonalisable. Il suffit méme de trois
entropies “en position générale”.

Ces propriétés (entropies supplémentaires, intégrabilité) sont “non-généri-
ques” pour un systéme hyperbolique de lois de conservation, mais présentes
dans les exemples d’origine physique, et on a cherché a en tirer les conséquences
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générales. Ainsi, I'interaction des “ondes élémentaires” de faible amplitude est
fortement liée aux propriétés d’intégrabilité précédentes (I1.4).

Le cas extréme des systémes possédant une infinité d’entropies supplémen-
taires est celui des systémes “riches”. Introduits par D.Serre [Ser7], ils ont
été étudiés indépendamment par Tsarev [Ts2, Ts4] sous le nom de systémes
“semi-hamiltoniens”, et de maniére surprenante, par G.Darboux & la fin du
19¢ siécle [Dar2, Darl], avec d’autres motivations bien sir®. On montre (1.2)
que ce sont exactement les systémes conservatifs diagonalisables, i.e. pouvant
s’écrire (dans des coordonnées non conservatives) sous la forme (0.2) avec A
diagonale. Ultérieurement, on montre que ce sont aussi, parmi les systémes
quasilinéaires (0.2), ceux qui commutent avec n systémes indépendants (prop.
24). Ces systémes sont “complétement intégrables” en deux sens distincts : celui
de l'intégrabilité des champs de directions propres et celui de la construction
“algébrique” de leurs solutions [Du-N1, Ts4]. Les “symétries” des systémes
quasilinéaires sont étudiées, comme éventuelles responsables des propriétés non-
génériques manifestées par les systémes d’origine physique.

On constate ici une parenté (“dualité”) entre les entropies (lois de conser-
vation) et les symétries, qui reste a expliquer dans le cas général, puisque le
théoréme de Noether qui relie ces entités ne vaut que dans un cadre varia-
tionnel, dont Pexistence n’est pas établie en général. A ce sujet, les systémes
possédant une entropie quadratique méritent une attention particuliére : ils sont
en effet hamiltoniens [Du-N1], et donc (au moins en principe) susceptibles d’un
traitement variationnel (I.6), qui n’a pas encore été développé dans ce domaine.
Signalons une propriété remarquable de ces systémes : ils possédent, outre ’en-
tropie quadratique, une autre entropie supplémentaire, & savoir la densité du
hamiltonien. :

Le chapitre II est consacré a I’étude d’une autre propriété (non-générique) de
nombreux exemples fournis par la physique, & savoir la dégénérescence linéaire
d’une ou plusieurs valeurs propres J;, pour lesquelles dA; s’annule alors sur
ker(A — X;). Sans entrer dans les détails (cf introduction au chapitre II, et
1.4), disons que c’est une propriété qui autorise des discontinuités “réversibles”
dans les solutions faibles entropiques, et donc des oscillations arbitraires dans
les suites faiblement convergentes de solutions. A D’inverse, et bien que cela
ne soit pas établi en général, il semble que la véritable non-linéarité (absence
de valeur propre linéairement dégénérée) interdise ce comportement, et force
Papparition de discontinuités irréversibles, i.e. de chocs (pour plus de détails,
voir Iintroduction au chapitre 11.2.7).

On montre, et c’est le résultat principal du chapitre II, qu’en présence d’une
entropie supplémentaire, la dégénérescence linéaire d’une valeur propre impose
des contraintes trés fortes au champ de sous-espaces propres correspondant. Par
exemple, si cette valeur propre est simple et E est la norme euclidienne dans
R", les courbes intégrales sont sur des cercles ou des droites de R™. Les sous-

$Plus précisément, I’étude des “systémes de coordonnées curvilignes 3 lignes conjuguées”.
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variétés intégrales de ce champ de sous-espaces propres forment le “feuilletage
de contact” associé a la valeur propre linéairement dégénérée. La terminolo-
gie peut paraitre quelque peu antinomique, puisqu’en géométrie différentielle
une “structure de contact” est l’extréme opposé d’un feuilletage. Ici, le mot
“contact” provient de l’appellation traditionnelle “discontinuités de contact”
pour les discontinuités réversibles.

Cette propriété de “rigidité” n’ayant apparemment pas été mise en évidence
auparavant, méme sur ’exemple “canonique” de la dynamique des gaz, on la
vérifie et on étudie son apparence sur un certain nombre d’exemples. Le fait
qu’elle soit jusqu’a présent passée inapergue réside peut-étre dans le fait qu’elle
n’apparait naturellement qu’en se plagant dans “I’espace d’état dual”, image de
I’espace d’état par la différentielle dE de ’entropie supplémentaire considérée
8. L’image du feuilletage de contact (de dimension m égale & la multiplicité de
la valeur propre choisie) par dF est alors constituée de parties de “E*-sphéres”
de dimension m. Par définition, un tel objet est ou bien simplement un sous-
espace affine, ou bien, dans un sous-espace affine (de dimension m + 1), une
hypersurface du type E* + (fct affine) = 0, ou E* désigne la transformée de
Legendre de E (I.1).

Cette rigidité permet de construire tout systéme n X n d’entropie donnée
ayant une valeur propre linéairement dégénérée au moyen d’une sous-variété
immergée (de codimension > 3) dans un certain espace vectoriel de dimension
n+2 (prop. 6). Il est alors possible de construire des exemples ne provenant pas
de la physique mais en présentant les “caractéres apparents” : entropie supplé-
mentaire et dégénérescence linéaire. Si la construction d’exemples de systémes a
feuilletage de contact de codimension 1 prescrit ne pose pas de probléeme (I1.2.7),
c’est plus délicat en codimension > 1, le feuilletage devant alors satisfaire des
conditions différentielles (cf appendice II1.3.5 et aussi I11.3.5).

Dans le chapitre 11.2.7, suite logique du précédent, on étudie “I’hyperboli-
cité globale” des systémes présentant une valeur propre linéairement dégénérée.
Cette notion, introduite par D.Serre [Ser12, Serl3], vise & étudier la structure
des oscillations qu’autorise la dégénérescence linéaire.

Qu’il suffise de dire ici qu’il s’agit de I’hyperbolicité du systéme “moyennisé”
qui décrit I’évolution transverse de certaines solutions asymptotiques oscillantes
(cf introduction au chapitre I1.2.7 pour plus de détails). Tous les systémes
physiques sur lesquels cette notion a été étudiée se sont révélés globalement
hyperboliques, ce qui a conduit D.Serre & formuler dans [Ser13] la “conjecture
d’hyperbolicité globale” (voir III.1 pour un énoncé).

Le cadre de I’étude est celui de la géométrie transverse du feuilletage de

6Cette transformation, notée entre autres par Godunov [Go3, Go4], Lax-Friedrichs [Fri-L,
Lax3], Boillat [Bo2], intervient dans de nombreuses situations. Elle est par exemple & la base
de l'existence d’une “extension” hyperbolique (si E est convexe) A(u,v) de A(u) telle que
f(u) — f(v) = A(u,v)(u — v), utilisée dans certains schémas numériques [Ha-L-vL], et aussi
par M. Schatzman dans [Sch].
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contact, dont I’hyperbolicité globale fait naturellement intervenir un champ
d’automorphismes du fibré normal, qui est en quelque sorte “moyenné” le long
du feuilletage. L’hyperbolicité globale est alors simplement inversibilité (pro-
priété “d’évolution globale”) ainsi que la nature hyperbolique (R-diagonalisable)
des moyennes obtenues.

Un pas en direction de la conjecture ci-dessus est effectué en caractérisant
Phyperbolicité globale d’une certaine classe de systémes au moyen d’une pro-
priété géométrique du feuilletage de contact (dans I'espace d’état dual). Cette
propriété est interprétée comme une condition de “non-enlacement infinitési-
mal” de celui-ci (thm. 18). Elle coincide avec le non-enlacement topologique
dans certains cas (e.g. n = 3, feuilles “complétes”), mais est essentiellement
affine en général.

Parmi les systémes de la classe concernée figurent tous ceux qui ont une
entropie quadratique convexe (non-dégénérée), i.e. les systémes “gradients” (ce
sont des systémes hamiltoniens).

Au passage, on a montré que dans tous les cas, la propriété d’évolution
globale (“moitié” de 'hyperbolicité globale) ne dépend que du couple entropie-
feuilletage de contact (II1.2.2, cor. 6). Ceci est en fait un corollaire d’un autre
résultat de rigidité (thm. 5), montrant que le champ des automorphismes “dis-
tingués” du fibré normal au feuilletage est déterminé par ses valeurs sur une
transversale & ce dernier, ’extension a tout l’espace des états se faisant par
holonomie et “transport parallele”.

Divers critéres d’hyperbolicité globale sont ensuite dégagés, basés sur I’exis-
tence d’une métrique transverse invariante ayant certaines propriétés (lemme 9,
prop. 10,13). Un seul des exemples physiques traités (celui de la MHD) échappe
a ces critéres généraux, bien qu'’il soit globalement hyperbolique. Les systéemes
ayant une entropie quadratique (“hamiltoniens”) occupent une position privi-
légiée dans cette approche de ’hyperbolicité globale, et avec eux les systémes
vérifiant une certaine condition sur les dérivées d’ordre 3 de ’entropie. En gros,
la raison en est que le passage de ’espace d’état (ol siege I’hyperbolicité glo-
bale) & son dual (ot “tout se passe bien”) au moyen de dF respecte alors les
propriétés affines du feuilletage de contact.

On montre ensuite que tous les exemples du chapitre II sont globalement hy-
perboliques, au moyen des techniques développées précédemment (3 I’exception
de la MHD, ou ’on n’a pu éviter ’approche “calculatoire” directe).

Enfin, on construit sur le feuilletage (par cercles et droite) de Hopf dans R®
des sytémes qui ne sont pas globalement hyperboliques, et dont certains sont
définis dans un domaine convexe, comme c’est le cas pour les systémes d’origine
physique. IIs ne contredisent cependant pas la conjecture d’hyperbolicité globale
(I11.3.5). Ces exemples sont paramétrés par une fonction holomorphe. Bien
entendu, c’est la propriété d’enlacement du feuilletage de Hopf qui a servi de
guide. Elle entraine en fait que ces systémes ne sont pas globalement d’évolution,
et les solutions oscillant le long du feuilletage de contact sont donc probablement
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tres fortement instables.

L’appendice A montre comment on peut interpréter un systéme hyperbo-
lique de n lois de conservation, muni d’une entropie supplémentaire F, comme
une “transformation par plans tangents parallzles” au sens de Darboux [Dar2]
d’une certaine hypersurface dans ’espace affine de dimension n + 1. L’hyper-
surface en question n’est autre que que le graphe de E. Ces transformations,
étudiées par G. Darboux & la fin du siécle dernier (avec une motivation essentiel-
lement géométrique), font apparaitre la géométrie des sous-variétés d’un espace
affine comme un cadre naturel pour I’étude de la géométrie des systémes hy-
perboliques de lois de conservation (voir [Fel] pour une constatation analogue
dans le cas particulier des systémes hamiltoniens, ot F est quadratique).

L’appendice II1.3.5 regroupe des résultats concernant les transformations
du type “Euler-Lagrange”, généralisation aux systémes quelconques de celle qui
permet de passer de la formulation eulérienne de la dynamique des gaz (ol la
variable z est une position) 4 sa formulation lagrangienne (ol z est une masse).
On y voit que ces transformations sont de nature projective (ce qui étend le cadre
“affine” précédent), et qu’elles respectent “toutes” les propriétés des systémes
hyperboliques de lois de conservation (par exemple P’existence d’une entropie
convexe, la dégénérescence linéaire et ’hyperbolicité globale). Leur importance
vient du fait qu’elles respectent aussi les solutions faibles entropiques [Wa).

Enfin, ’appendice I11.3.5 est consacré a I’étude des feuilletages, dits “admis-
sibles”, qui peuvent étre feuilletage de contact d’un systéme d’entropie donnée.
On montre qu’en codimension > 1 les candidats naturels (feuilletages par E*-
sphéres) ne sont pas en général admissibles : ils doivent satisfaire pour cela des
conditions différentielles d’ordre < 3.

On étudie aussi certains exemples de feuilletages (de codimension 2) “por-
tant” plusieurs systémes distincts, et parmi lesquels figure le feuilletage de Hopf
dans R3.

Enfin l'invariance par le groupe des transformations conformes (similitudes
et inversions) de la classe des feuilletages admissibles associés & une entropie
quadratique est établie.






I Conservativité et structures affines

I.1 Systémes conservatifs
Considérons un systéme quasilinéaire hyperboliquede n équations
O + A(v)0,v =0 (1.1)

dans un ouvert V' de R®, ot A: V — M,(R) est de classe C*, avec & > 2.

On suppose que les valeurs propres de A(v), v € V sont de multiplicité
constante , et on les note A;(v) < ... < Ay(v). Ce sont alors des fonctions de
classe C* de v € V, de méme que les sous-espaces propres correspondants. On
peut donc localement dans V' trouver une base (;(v))i=1,...n de R™ telle que

A)ri(v) = Ni(v)ri(v) ,i=1,...,n (1.2)

et telle que v — 7;(v) soit C* pour i = 1,...,n. On note enfin (I!(v)); la base
duale de (r;(v));.

Il est important de remarquer que du point de vue “intrinséque”, I’équation
(1.1) fait de A(v) un élément de End(7,V), et en particulier que ses éléments
propres \;,7;, 1! sont respectivement une fonction sur V, un champ de vecteurs
dans V, et une 1-forme différentielle dans V.

Définition 1 Le systéme quasilinéaire hyperbolique(1.1) est dit conservatif dans
V' sl eziste un changement de variable u = ¢(v), ¢ € Diff*(V,U), U owvert de
R", tel que le systéme (1.1) devienne : :

By + 0, f(u) = 0 | (13)
pour une application f:U — R"™ convenable, soit aussi
D¢(v)A(v) = Df(¢(v))Dé(v) = D(f 0 $)(v) .

St le systéme (1.1) est conservatif au voisinage de tout point de V', on dira qu’il
est localement conservatif (dans V). |

‘ Ainsi, un sytéme est conservatif si on peut ’écrire sous forme d’un systéme
de lois de conservation 8yu; + 0, fi(v) =0,i=1,...,n (cf. introduction).

On peut encore exprimer la conservativité du systéme (1.1) au voisinage d’un
point vy € V en disant qu’au voisinage de vy, il admet n entropies ¢y,..., ¢,
“indépendantes”, au sens ou leurs différentielles d¢;(vo),7 = 1,...,n sont li-
néairement indépendantes. Rappelons (loc. cit.) la
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Définition 2 Une fonction E : V — R est appelée entropie du systéme (1.1)
sl eziste une fonction F' : V — R, appelée flux de E, vérifiant

dE(v).A(v) =dF(v) ,veV (1.4)

ce qui revient aussi & dire que pour toute solution (locale) réguliére v(z,t) de
(1.1), on a Végalité
OE(v)+ 0, F(v)=0. (1.5)

On voit facilement que E est une entropie d’un systéme sous forme conser-
vative (1.3) (avec U simplement connexe) si et seulement si la forme bilinéaire

(X,Y) = D*B(u)(Df()X,Y),

notée simplement D?E(u).D f(u), est symétrigue pour tout u € U , ou encore
(puisque Df(u) est diagonalisable sur R) si et seulement si les sous-espaces
propres de D f(u) sont D?E(u)-orthogonaux pour tout u € U.

Sin =1, toute fonction FE est une entropie; si n = 2, ’espace vectoriel £ des
entropies est encore de dimension infinie (c’est ’espace des solutions d’une EDP
hyperbolique linéaire d’ordre 2) , et en particulier un tel systéme est toujours
localement conservatif (cf. par ex. [Lax5)). Mais si n > 3, £ est en général réduit
aux fonctions constantes pour un systéme quasilinéaire (1.1), et aux fonctions
affines pour un systéme déja sous forme conservative (1.3).

De méme que si I'on s’intéresse a la classe des changements de variables
(g,p) — (G,P) qui préservent la classe des systémes (d’équations différentielles)
hamiltoniens g= 0H/dp, p= —O0H/dq, on obtient les transformations sym-
plectiques (ou “canoniques”) et la géométrie symplectique associée, on peut se
demander quels sont les changements de variable & = ¢(u) qui préservent la
classe de tous les systémes sous forme conservative (1.3). Le résultat est que ce
sont les changements de variable affines.

Pour le voir, il suffit de montrer que les entropies communes a tous les
systémes (1.3) sont les fonctions affines. Or, si E est une telle entropie, les
exemples linéaires f(u) = A.u, A € M,(R) diagonalisable sur R , montrent que
D%E(u).A est symétrique Yu, A, d’ou D2E = 0.

Ainsi, la géométrie naturellement associée aux systémes (1.3) est la géomé-
trie affine. Cela explique en particulier que 1’on puisse considérer Df(u) comme
un endomorphisme de T,U = R" (voir aussi I’appendice A).

Il n’est donc pas surprenant de voir apparaitre les structures affines sur
V dans la caractérisation suivante (théoréme 4 ci-dessous), sous la forme de
connexions affines plates. Rappelons auparavant (cf. par ex. [Hel, K-N]) la

Définition 3 Une connexion affine sur une variété V (de classe C?) est une
application R-bilinéaire
X' (V)x X(V) — xYV)
(X,Y) —» VxY
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(XY(V) désigne lespace des champs de vecteurs C! sur V) qui est une “déri-
vation covariante”, i.e. vérifie pour toute fonction f € C1(V)

VixY = fVxY,  Vx(fY)=(Xf)Y + fVxY .

Théoréme 4 Le systéme quasilinéaire (1.1) est localement conservatif dans
V si et seulement si il existe une connezion affine V dans V', de coefficients
Tk = (1%, V,,r;) dans la base (r;);, et vérifiant :

(a) V est plate
(b) (Aj = M)TE = (A = M)T%; pour 4, 5, k distincts
¢) (N = M) =rh; pouri #3457,
A1 J

Démonstration. La nécessité s’obtient en remarquant d’abord que les condi-
tions du théoréme sont indépendantes des coordonnées choisies, et donc qu’on
peut supposer le systéme écrit sous forme conservative (1.3). On peut alors
prendre V = D, connexion affine standard (plate!) de R™, dont on se sert pour
dériver la relation Df r; = Ajr; dans les directions r;, ¢ # j. Il vient :

sz(’l‘,',Tj) + (Df - /\j)D,-,.Tj = (7‘,‘/\]')7‘]’ et donc
D?f(ri,rs) = (ridj)rs + 2 J(A; = AT .
k

Les relations (b),(c) s’en déduisent grace A la symétrie de D?f.

Pour montrer que les conditions sont suffisantes, on commence par choisir
des coordonnées (locales) o la connexion est standard : V = D , ce qui est
possible d’apres la condition (a). Vu l'indépendance remarquée ci-dessus vis-a-
vis du choix des coordonnées, on peut supposer que ce sont les (v;);.

Alors en utilisant les égalités

(Dr;A)rj = D, (Ar;) — A(Dy,r;) = Dy, (Ajrs) = ; LT

on voit facilement que les conditions (b),(c) équivalent & (Dy,A)r; = (D, A)r; ,
i,j = 1,...,n. On en conclut que VX,Y,(DxA)Y = (DyA)X, et donc que
A = Df pour une application f convenable. [ ]

Remarques.

1. On peut rapprocher cette caractérisation de celle donnée par Tsarev,
Dubrovin-Novikov [Ts2, Du-N2, Du-N1] des systémes quasilinéaires (1.1) “ha-
miltoniens” (qui sont en particulier conservatifs). La caractérisation s’énonce
alors en termes d’existence d’une métrigue riemannienne plate (cf 1.6).

"ici et dans toute la suite, on note Xt la dérivée de la fonction ¢ suivant le champ de
vecteurs X
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2. La platitude de V équivaut & I’existence au voisinage de tout point de V'
de coordonnées locales dans lesquelles V est la connexion affine standard (notée
D) de R™. On peut aussi ’exprimer en écrivant que la torsion et la courbure de
V sont nulles, i.e. que pour tout triplet (X,Y,Z) de champs de vecteurs, on a

T(X,Y):=VxY -VyX—-[X,Y]=0 (1.6)
R(X,Y)Z :=VxVyZ -VyVxZ - Vixy|Z =0 (1.7)
[X,Y] désignant le crochet de Lie des champs X,Y [Hel, K-N]. Rappelons que

ce dernier est donné, pour des champs X = ¥; X;8/0u;,Y = ¥;Y;0/0u; dans
R™ (ou dans des coordonnées locales), par

[X,¥]=Dx¥ ~DyX =3 (X;g—z - K%) .
En introduisant les fonctions wf; définies par
[rivrs] = kzl whiry (18)
on peut réécrire (1.6) et (1.7) :
I = i = wi (19)
rilj =il =Y Wil + [T, 1] =0 (1.10)

ou I'; € M,(R) désigne la matrice (I'%),; et [[;,T;] := INT'; — T;T.
3. On déduit aussitot de la remarque précédente que I’on peut remplacer la
condition (b) du théoréme par :
(b’) (A = M)TE = (A = M) pour i, j, k distincts.
k.
1] ) A
les mémes pour toutes les formes conservatives), puisque les I';; (A; # A;) sont

Les fonctions T'Y; , A; # A; sont donc déterminées par les \;, r; (et sont donc

donnés par (c) et I'; = w}; — I'; d’aprés (1.9). En particulier, dans le cas d’un
systéme strictement hyperbolique, i.e. dont les valeurs propres A; sont simples,
les seuls coefficients “inconnus” sont les I'};,4,5=1,...,n.

Notons qu’il suffit de n fonctions (des coordonnées affines) pour donner
une structure affine, alors qu’il y a n? fonctions I'}; . C’est qu'’il y a beaucoup
de contraintes sur ces derniéres, données par les équations d’annulation de la
courbure (1.10), qui sont en général inextricables (voir cependant 1.2).

4. L’examen des conditions (b’) et (¢) montre aussitot que si A est une valeur
propre multiple, de multiplicité m > 1, on a w,"j =0siXi =X =X# A, et que
riA = 0 si A; = A. Autrement dit, d’apres le théoréme de Frobenius, le champ
des sous-espaces propres K = ker(A — \) est intégrable, c’est-a-dire définit un
feuilletage de dimension m, et la valeur propre A est linéairement dégénérée, i.e.
d) s’annule sur K. Ces résultats sont déja connus (cf. [Bol, Frel, Fre2, Gue]).
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L2 Systemes hyperboliques “riches”

Une premiére conséquence du théoréme 4 concerne les systémes diagonali-
sables conservatifs :

Proposition 5 Si un systéme diagonal
Syw; + Ai(w)d,w; =0 , i=1,...,n (1.11)

admet une forme conservative, alors pour tout triplet d’indices (i,j,k) tel que
Ai et \j sotent distincts de A , on a, en notant r; = 0/0w; :

Tj)‘k 1",'/\k

n ) =l o)

(1.12)

Démonstration. On observe que dans ce cas on a [r;, r;] = 0,V4, j, et donc les

wf; sont tous nuls. La condition (b’) (cf. remarque 3 ci-dessus) entraine alors
que

I, =0si A # Aj et 4,5,k sont distincts. (1.13)
Par ailleurs il est clair qu’il suffit de démontrer (1.12) pour i, j, k distincts, i.e.

pour ¢ # j.
Considérons alors dans 1’égalité matricielle (1.10) le coefficient (k,k) :

il = 1; .k——Z(F.s e — L5al%) (1.14)

Comme T'% = Tf; = rjAe/(Aj — M) (de méme pour T'%), il s’agit de montrer
que le second membre de (1.14) est nul. Or d’aprés (1.13) dans cette somme les
seules quantités I'¥ "%, éventuellement non nulles correspondent & A; = \; ou
s = k (puisque i # k; et s € {j,k} (puisque A; # Ag), c’est-a-dire s =k ou
‘Ai=Ajet s=7j’;de méme pour les F" I’} en échangeant 1etj.

Le terme d’ 1nd1ce s = k étant T%, [‘ - 1"" I% =0, on a le résultat cherché
lorsque A; # A;. Dans le cas contralre le second membre de (1.14) est :

“(FZF;I: ]1 xk)

Mais T, = rk/\ [k = X)) = redi /(A = Aj) = FJ',: , puisque A; = Aj # A, et

1"" - l"" = w =0, d’ou a nouveau la conclusion souhaitée. [ ]
Remarques. 1. Les égalités (1.12) équivalent a Dexistence de n fonctions M,
k=1,...,n (avec My = My si A\ = Ap) vérifiant :

Ti)‘j

r/\j = T,‘Mj si )\,’ ;é /\j . (115)

Elles sont trivialement satisfaites si n = 2.
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2. La considération d’autres coefficients dans (1.10) fournit d’autres rela-
tions. Par exemple, supposant pour simplifier les A; distincts, et en posant
aij = riAj/(Ai — A;), on a pour i, 5, k distincts

r;a_,—k = a,-jajk + AjiQik — AikAjk (1.16)

qui sont en fait équivalentes aux relations (1.12). On peut d’ailleurs les obtenir
en écrivant les relations de compatibilité du systéme r;(A;jr;E) = r;(AiriE)
(i # j) et en exprimant ’existence de n solutions indépendantes. Remarquons
que ’on peut simplifier les relations (1.16) en les écrivant (pour ¢, j, k distincts)

ribjk = bjibix

ol b,'j = T,'Nj/N,', les N,‘ vérifiant T,'Nj/Nj = aij, 1 ;": ] (1e Nj = log|M_,|)
Cette remarque est die indépendamment & D.Serre, S.P.Tsarev [Ts4] et...G.
Darboux [Dar2, Livre III]!

3.Sii# jet Ay = A; =X, on avu que A est linéairement dégénérée des que
le sytéme est conservatif. On en déduit aisément une seconde démonstration de
Pégalité (1.12) dans le cas A; = Aj # Ag .

4. Si le systéme (1.11) n’a que deuz valeurs propres distinctes, et si celles
qui sont multiples sont linéairement dégénérées, la remarque précédente montre
que (1.12) est vérifiée.

5. Méme dans cette situation, la partie “condition suffisante” du théoréme 4
semble difficilement exploitable, & cause de la complexité de (1.10). Cependant,
les conditions (1.12) suffisent d’aprés [Dar2, Ser7] & assurer la conservativité du
systéme diagonal (1.11) (au moins dans le cas strictement hyperbolique, voir
ci-dessous). ]

Les systémes strictement hyperboliques diagonaux (1.11) vérifiant (1.12)
ont été considérés par D.Serre sous le nom de systémes “riches” (cf. [Ser7, Ser9,
Ser10]). Ce sont, parmi les systémes diagonaux, ceux qui admettent un nombre
“maximal” d’entropies : ils sont en particulier conservatifs. La démonstration
repose sur le fait que les égalités (1.12) sont aussi les relations de “compatibilité
maximale” du systéme (sur-déterminé quand n > 2) dont les solutions sont les
entropies de (1.11) (cf [Ser7], et aussi [Dar2, p.325] et [Darl, p.267-] pour des
calculs analogues). Ce sont essentiellement les systémes possédant les mémes
propriétés que les systémes 2 X 2, et aussi, du point de vue de I’analyse, les
mieux compris actuellement. La proposition ci-dessus permet donc d’énoncer :

Les systémes riches sont ezactement les systémes conservatifs dia-
gonalisables.

Ces systémes ont aussi été considérés par Tsarev [Ts2] (cf aussi B.A. Dubrovin,
S.P. Novikov [Du-N1]) sous le nom de “systémes diagonalisables semi hamil-
toniens”. La caractérisation précédente permet d’ailleurs de répondre & une
question de [Du-N1, p.77], ol les auteurs demandent comment doit étre définie



CONSERVATIVITE ET STRUCTURES AFFINES 21

la classe des systémes semi-hamiltoniens “généraux”, i.e. non-diagonalisables :
ce sont les systémes conservatifs.

Les exemples de tels systémes tirés de la physique sont assez nombreux : éléc-
trophorése (I1.2.6), chromatographie, électromagnétisme non-linéaire (c¢f11.2.4),
systéme “moyennisé” décrivant les oscillations des solutions de ’équation de
Korteweg-de Vries [Lax-Lv, Lev] (ou d’autres EDP “complétement intégrables”,
¢f [Du-N2, Du-N1]), ainsi bien sir que tous les systémes 2 x 2...

I.3 Entropies et intégrabilité

Comme seconde application du théoréme 4, on va maintenant voir que I’exis-
tence de plusieurs formes conservatives pour un systéme quasilinéaire (1.1) en-
traine que celui-ci satisfait des conditions “d’intégrabilité”, formes affaiblies de
la diagonalisabilité précédemment envisagée. On en déduit des énoncés mon-
trant que Dexistence d’entropies non-triviales de (1.3) est liée (d’une maniére
assez complexe) & ses propriétés d’intégrabilité (cf. 1.18).

Sauf mention explicite du contraire, les systémes envisagés seront supposés
strictement hyperboliques.

Proposition 6 On suppose le systéme quasilinéaire (1.1) strictement hyperbo-
ligue. Si V,V sont deuz connezions affines vérifiant les conditions (a),(b) et

(c) du théoréme 4, de coefficients respectifs T

%, Tk dans la base (ri)i , alors les
vecteurs

A,‘ = V,,.T,' - 6,‘,.1‘,'
vérifient les équations linéaires :
Bixli + BLA; + BE AL = 0 pour i, 5, k distincts (1.17)
o ,I; = wf’/(/\, - )\])
Démonstration. on a vu (cf. remarque 3 suivant le théoréme 4) que les condi-
§i;n§ (a), (b), (c) déterminent les coefficients I'f; pour A; # A; , donc ici pour
T# .

Dans I’équation matricielle (1.10) exprimant I’annulation de la courbure de
V , Pannulation de la colonne k s’écrit pour i, j, k distincts :

k T T —
"UJ"ijk + F”]'-‘jk - F]JFik = -
ou on a posé I[';; = (Ff»‘,.)k=1,,“,,, € R™, et ou le second membre est une expression
“connue”, i.e. déterminée par les A;,r; . Mais on sait par ailleurs que (A; —

AeTh = (A = M)wie et (A = M) = (N = Aj)wl , dott il résulte que

ﬂfjl"kk + ﬂ;kF;; + ﬂi;l"jj = expr. connue.
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Le résultat en découle immédiatement. [ |

Puisque les entropies d’un systéme sous forme conservative (1.3) fournissent
des lois de conservation “supplémentaires”, et donc d’autres formes conserva-
tives du méme systéme, elles permettent de construire plusieurs connexions
affines vérifiant les hypothéses du théoréme 4. Précisément :

Lemme 7 Si E est une entropie du systéme (1.3) et dE(uo) = 0, alors au voi-
sinage de ug la connezion affine D = ¢*D transportée de la connezion standard
D au but par le difféomorphisme (local) ¢ : u — u+ E(u)é (£ € R®) est donnée
par ~

DxY = DxY +(¢')"'¢"(X,Y)

et au point ug par
DxY (uo) = DxY (uo) + & D2E(uo)(X (uo), Y (uo))-
Cette connezion vérifie les hypothéses du théoréme 4.

Démonstration.

Remarquons d’abord que ¢ est bien un difffomorphisme au voisinage de uq
puisque ¢'(uo) = Id, et que le changement de variable v = ¢(u) fournit une
autre forme conservative du systéme, d’ou le fait que D vérifie les hypotheéses
du théoreme 4.

La démonstration de la premiére formule consiste maintenant & vérifier que
siXop=¢ XetYoop=4lY, alors (Dg Y)o¢ = ¢'.DxY + ¢""(X,Y), c
qui est immédiat (appliquer Dx a Yog=4. Y'); la seconde formule en résulte
aussitot. |

Remarques. 1. L’hypothése dE(ug) = 0 peut étre satisfaite en un point ug
quelconque en ajoutant & E' une entropie “triviale”, c’est-a-dire affine.
2. 11 est facile de voir que ’expression de D est

DxY = DxY + ¢ D’E(X,Y),

1+ (dE,¢)

ou (.,.) désigne le crochet de dualité. On retrouve sur cet exemple le fait que
I"fj = l",l‘j si Ai # Aj (¢f L1, rmq 3), puisqu’alors r; et r; sont D? E-orthogonaux.
]

Proposition 8 Si le systéme sous forme conservative (1.3) est strictement
hyperbohque et E en est une entropie, les n coefficients v; := D2E(r,r;),
i=1,...,n vérifient les C3 = n(n — 1)(n — )/6 relations :

,B;:kll,' + ,Bi,’Vj + ﬁfjuk =0pouri<j<k (1.18)
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Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 6 et du
lemme ci-dessus (noter que I’échange de deux indices dans (1.18) fournit la
méme relation). u

Ainsi, dans le cas ou tous les v; sont non nuls, i.e. ou la forme quadratique
DE est non-dégénérée (on dira alors que E est non-dégénérée), 'annulation
de deux des coefficients w}k,wii,wfj entraine ’annulation du troisieme.

On rappelle & cette occasion la notion d’invariant de Riemann (strict) d’un
systéme hyperbolique (1.1) : c’est une fonction w dans V' dont la différentielle dw
est en chaque point un (co-)vecteur propre de A4, i.e. dw.A = A.dw . L’existence
(locale) d’une telle fonction, associée & la valeur propre (simple) A;, équivaut a
I'intégrabilité du champ d’hyperplans v + ker I{(v) (i.e. par exemple & I Adl' =
0).

En remarquant que l’existence d’un invariant de Riemann pour la valeur
propre A; équivaut a ’annulation des wj-k , pour j,k # ¢, on peut donc énoncer :

Corollaire 9 Si le systéme (1.3) posséde p invariants de Riemann w; , 1 € I
(0% w; correspond & X;), ainsi qu’une entropie E non-dégénérée, alors pour
i, jEl etk glI, ona w!‘j =0, c’est-a-dire que le champ u — T ;c;Rri(u)
est intégrable, et donc que le systéme peut s’écrire localement sous la forme
“bloc-diagonale” :

0 (iel)
0

Byw; + X (w)d,w;

ot w = ((w;)ier, W) € R™ et B(w) € Mn_p(R). u

En particulier si p = n — 1 cela signifie que le champ caractéristique “res-
tant” admet lui aussi un invariant de Riemann, et donc que le systeme est
diagonalisable (c’est-a-dire riche). On peut remarquer que dans le cas de la dy-
namique des gaz (monodimensionnelle), oi n = 3, il y a un seul invariant de
Riemann, ce qui est le maximum autorisé par ce qui précéde pour un systéme
3 x 3 non diagonalisable possédant une entropie non-dégénérée (en I’occurence
fortement convexe).

Par ailleurs, le résultat est faux en ’absence d’une entropie non-dégénérée,
comme le montre ’exemple

f(u) = fur, g, us) = (Aru1, Asug, Asus + gu, uz))

ol les \; sont des réels distincts et g : R2 — R une fonction telle que 8,859 # 0.
Ce systéme admet en effet deux invariants de Riemann u;, u,, associés aux va-
leurs propres (constantes) A;, As , mais n’en admet pas de troisi¢me (une forme
propre pour Az est 19/(As — A1) duy + 929/ (A3 — Az) dug + dus). En particulier
les entropies de ce systéme sont toutes dégénérées, de noyau contenant Os .
On montre maintenant que si un systéme conservatif admet n entropies
supplémentaires “indépendantes”, il est nécessairement riche :
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Corollaire 10 Si le systéme (1.8) posséde, au voisinage du point ug , n entro-
pies E,, @ = 1,...,n dont les hessiennes D?E,(ug) sont linéairement indépen-
dantes, alors il est diagonalisable au voisinage de uq .

Démonstration. L’indépendance des hessiennes, qui s’écrivent, dans la base

(r;), D?E, = diag(Va1,---sVan), 1 £ @ < n, équivaut A celle des n vecteurs
Ui := (V1iy. .., Vi) € R® . Or les relations (1.18) fournissent
Birdi + Bl + B =0 (1.19)

d’oli nécessairement ’annulation de tous les ﬂfj (pour i, j,k distincts), et la
conclusion. |

Remarque. La démonstration montre qu’il suffit en fait d’avoir ¢rois entropies
E,, E,, E;5 dont les hessiennes DzEa(uo) soient “en position générale” au sens
suivant : les n vecteurs 0; := (vy;, va;, v3;) € R3 (notations de la démonstration)
sont trois a trois linéairement indépendants. n

L’existence d’entropies “dégénérées” impose aussi des contraintes a la géo-
métrie du systéme :

Proposition 11 Si le systéme (1.8) posséde une entropie E telle que D*E soit
de rang constant r, posons I := {i [ v; = D*E(r;,r;) = 0}. Alors le champ des
noyauz ker D2E = ¥;c; Rr; est intégrable, et ses variétés intégrales sont affines.

Démonstration. L’intégrabilité de ker D?E se déduit facilement des relations
(1.18), mais c’est aussi une conséquence de ce que D*E = D(dE), et donc que
les fibres de lapplication u — dE(u) en sont des variétés intégrales.

En ce qui concerne la “platitude”, il suffit de montrer que si X, Y sont deux
champs de vecteurs dans K := ker D?E, on a aussi DxY € K. On note que si
Z est arbitraire (non nécessairement dans K), on a

D*E.D;Y + D*E(Z,Y,.) = Dz(D*E.Y) =0 , (1.20)
d’oul en évaluant sur X (et en utilisant la symétrie de D3E) :
D3E(X,Y,Z) =0 pour X,Y € K et Z quelconque.
Maintenant on applique & nouveau (1.20) avec Z = X pour obtenir
D*E.DxY = -D*E(X,Y,.) =0 ,

i.e. le résultat voulu. |

Remarques. 1. Ces résultats montrent que les systémes admettant n entropies
a hessiennes indépendantes de rang 1 sont riches, et que leurs hypersurfaces
caractéristiques (variétés intégrales des ker’) sont des hyperplans. Ils ont été
introduits par B.Temple [Te2], et peuvent étre considérés comme généralisant
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“naturellement” le cas scalaire (n = 1). En particulier on dispose pour ces
systémes de résultats d’existence et d’unicité de solutions faibles entropiques
[Ser4, Hb3). Des exemples sont les systémes (trés voisins) de 1’électrophorése
(I1.2.6) et de la chromatographie.

2. On peut aussi déduire la proposition 11 de la théorie des caractéristiques
pour les EDP du premier ordre. En effet, sous les hypothéses faites, dE a
localement pour image une sous-variété de dimension r = rg D2E de (R")*.
Donc E satisfait (localement) n — r équations indépendantes du premier ordre
hj(dE(u)) = 0, j = 1,...,n — r, dont lées caractéristiques sont des droites
affines puisque h; ne dépend pas de u. On en déduit facilement le résultat, en
remarquant que dE est constante sur ces caractéristiques. ]

I.4 Interaction d’ondes élémentaires et intégrabilité
Dans cette section on va donner une interprétation des coefficients “wf,” qui
fait directement intervenir les solutions du systéme hyperbolique (1.3), reliant
ainsi les résultats des sections précédentes a 1’étude de ces solutions. Aupara-
vant, on rappelle quelques faits concernant le probléme de Riemann [Sm)].
On fait ’hypothése que le systéme considéré est strictement hyperbolique
et que chacune de ses valeurs propres A; est

- soit vraiment non-linéaire, i.e. r;\; ne s’annule pas,
- soit linéairement dégénérée, i.e. r;\; = 0.

On notera respectivement ¢ € VNL, i € LD les deux éventualités, et pour
¢ € VNL on normalise (et on oriente) r; par la condition

1','/\,'= 1.

Le probléme de Riemann pour le couple d’états (u~,u*) € U x U consiste
alors & trouver une solution faible “admissible” (cf. théoréme 12 ci-dessous) de

{ Owu(z,t) + 0, f(u(z,t))

lim, o u(z,t)

0 dans D'(RxRy)

vt sixz >0 (1.21)

Pour certains couples (v, u*) , (1.21) admet une solution particuliérement
simple. C’est le cas par exemple si u~,u" satisfont pour un s € R la relation
de Rankine-Hugoniot :

flwt) = fw™) =s(ut —u7) (1.22)

puisqu’alors une solution est

u~ siz < st
ua,t) = { ut siz>st. (1.23)
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On parle dans ce cas de choc de vitesse s reliant u~ et u™.

Un autre “cas élémentaire” est celui ol u~ et u* sont sur une méme courbe
intégrale de r; pour un i € VNL, avec s~ < st pour s* = \;(u*). Alors une
solution est donnée par u(z,t) = u,(z/t), ot u, est continue et vérifie

u” si€é<s”
w(l) = { + . +
4 u si§>st. (1.24)
Z- @ = n(w@) s <E<s
(noter que r;A; = 1). On parle dans ce cas de détente reliant u~ et ut, par

référence a la dynamique des gaz (ou 4 la circulation automobile ...).

Enfin si pour un 7 € LD les états u~ et ut sont sur une méme courbe
intégrale de r;, on a par définition de LD X;(u~) = X\;(u*) = s et aussi f(ut) —
f(u™) = s(u* — u™), de sorte que (1.23) définit une solution, mais on parle
alors de discontinuité de contact plutot que de choc.

On peut maintenant énoncer :

Théoréme 12 (Lax [Lax2, Lax5]) Pour tout uo € U, il eziste des voisinages
W C W de ug tels que si u™,ut € W, (1.21) admet une solution unigque
vérifiant les conditions :

(i) Régularité : u(z,t) = u,(z/t) ot u, : R W est C' par morceaus.

(11) Condition d’admissibilité : en tout point de discontinuité s de u, , on a,
en posant \f := \;(u.(s £0)) :

s € L AN A [ pour uni € VNL , ou bien  (1.25)
s = M =)\ pour uni€ LD (1.26)

De plus, u, est constituée d’au plus n+ 1 états constants ug = v~ ,uy,..., Uy, =
u™ reliés par des “ondes élémentaires” (chocs,détentes,discontinuités de contact).
|

Remarques. 1. On vérifie aisément [Lax3] qu’en présence d’un entropie forte-
ment convexe E de flux F', la condition (iz) équivaut pour u~,u" proches I'un
de autre & la “condition d’entropie” (cf. Introduction)

0 E(u)+9,F(u) <0.

Celle-ci s’écrit pour une discontinuité (1.23)

[F] - s[E] <0 (1.27)
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ot [E] := E(u*)— E(u~) et [F] := F(u*) — F(u~). En particulier, la condition
(1.26) étant symétrique en u~,u", les discontinuités de contact sont “réversi-
bles”, i.e. réalisent ’egalité dans (1.27). Au contraire, pour un choc (admissible)
O,E + O, F est une mesure < 0 portée par la droite z = st (plus précisément
cest ([F] — s[E]).d(z — st) ).

2. Le cas d’un systéme “général” pour lequel r;); change de signe est beau-
coup plus complexe, et a été traité par Liu [Li2]. Le cas d’états u~,u™ non
nécessairement proches n’est compris que pour des classes particulieres de sys-
teémes [Ni-Sm, Lil, Li3, Tel, Mo3, Mo5].

3. La question de la régularité des solutions du probléeme de Riemann lors-
qu’on remplace ’hypothése (z) par u, € L™ a été étudiée dans [Hb2], ou il est
montré que sous certaines hypothéses générales de non-linéarité, u, est nécessai-
rement C! par morceaux. Par ailleurs, en I’absence de ’hypothése de structure
u(z,t) = u,(z/t), la question de 'unicité a été étudiée dans [Sch]. ]

La résolution du probléme de Riemann peut s’effectuer & I’aide des “cour-
bes d’ondes”; celles-ci sont données au voisinage de chaque point u € U par n
applications ¢ = ¥§(u) , ¢ = 1,...,n, qui vérifient au voisinage de € = 0 les
conditions :

(1). W¢ coincide avec le flot du champ 7; si ¢ € LD ou € > 0, c’est-a-dire :

{ ()

A HO)

u
ri(¥5(u)) sii€LDoue>0

(2). f(¥5(u)) — f(u) = 5.(¥f(u) — u) pour un s < A;(u) sie < Oeti € VNL
(3). € = U§(u) est C?
Alors la solution de (1.21) évoquée dans le théoréme est obtenue en résolvant

U(u™,€1,...,6n) = u’ (1.28)

par rapport aux €;, ot ¥(u,€1,...,&,) := ¥ro...0U7! (u). Les “états constants”
u; du théoréme sont ensuite donnés par u; = U (u;_;) et u;_;,u; sont reliés

- par un choc (admissible) si s € VNL et ¢; < 0
- par une détentesit € VNL et g; > 0
- par une discontinuité de contact si i € LD .

Le probleme de l'interaction des ondes élémentaires peut maintenant étre for-
mulé comme suit :

étant donnés u~,ul,ut tels que v’ = V(u",04,...,0,), ut =
U(u®, Br,...,0:) et ut = ¥(u™,€y,...,&,), exprimer les ¢; en fonc-
tion des oy, 3; .
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Signalons que ’étude de ce probléme revét une grande importance pour ’étude
de la stabilité du schéma de Glimm. Une réponse partielle (¢f [Sm, thm 19.2]
pour un résultat plus fin) est fournie par la

Proposition 13 [Gl, Sm] Pour des o, B, €; voisins de 0 on a

er =+ G+ Y wiaifi+O0((la| +]81)7°) (1.29)

i>7
ot les w!‘j = (15, [ri,r5]) = (N = M)/ (\i — /\,,)l"fj sont ceuz introduits en (1.8)

(évalués en l'un des points u=,ul\ut), et ol |a |= a1+ ...+ an , | B |=
,31+...+ﬂn.

Démonstration. Il résulte des propriétés de ¥ que I'on a
2
U (u) = u+ ery(u) + %D,,.r,.(u) +0(%) (1.30)
et on en déduit facilement que

2
U(u,€1y...,6n) = u+ Z eiri(u) + Z %’Drﬂ”i(u)

+ Y eie;Dyri(u) + O(| € °) . (1.31)
i<j
On a donc en particulier
2
wW—u = PAACBEDY %Driri(u’) + Y ajojDyri(u”) + O(] o 1)
i i i<j

e
I
e
l

= T AR+ T D) + 88D ) +0(1 8 1)

i<j

d’ou I’on déduit :

Y R OLEDY (ﬁ:ﬂ[’r.ﬂ + (i + Bi)(e + B;) Drir;
+Y iBi(Dyrj — Dyri) + O((| | + | B 1)) (1.32)

i>j

ou les évaluations sont prises en u~, et ont été omises. Le résultat en découle,
compte tenu de (1.31) et de D,,r; — D,;r; = [ri,75] . |

Les coefficients wfj jouent donc le role de “coefficients d’interaction non-

linéaire” des ondes élémentaires de faible amplitude. En effet pour un systéme
linéaire on aurait simplement le “principe de superposition” ¢; = a; + §;. En



CONSERVATIVITE ET STRUCTURES AFFINES 29

particulier pour les systémes riches (et en particulier les systémes 2x2) les ondes
élémentaires de faible amplitude interagissent beaucoup moins que dans un
systéme quelconque, et plus généralement ’existence d’un invariant de Riemann
pour la valeur propre ); entraine que les i-ondes sont “peu produites” par
interaction non-linéaire. Si de plus le i-éme champ est de Temple, i.e. si les
variétés intégrales de kerl’ sont des hyperplans, on peut montrer que les i-
ondes ne sont pas du tout produites par interaction non-linéaire [Ser4, Serl5].
Cela tient & ce que les courbes d’ondes ¥;, j # ¢ sont alors contenues dans les
hyperplans variétés intégrales de ker I'.

Enfin, lorsque n > 3 et que le systéme posséde une entropie fortement
convexe E (D?E > 0), les relations (1.18) montrent que les signes des coef-
ficients d’interaction wf = (A; — A;)B% ne sont pas arbitraires, mais sont liés
par groupes de trois. Ceci peut ensuite étre interprété en notant que pour une
valeur propre \;, ¢ € VNL, les “amplitudes” ¢; négatives (resp. positives) cor-
respondent aux i-chocs (resp. i-détentes).

Une autre approche du probléme de I'interaction des ondes a été employée
par John [Jn], puis Liu [Li5], pour conclure & ’apparition nécessaire de discon-
tinuités lorsque les données initiales sont suffisamment “petites” et le systéme
vraiment non-linéaire (voir aussi [Sch], & un autre sujet).

Leur point de départ est un systéme semi-linéaire gouvernant les “ampli-
tudes” ¢; = (I*(u),0,u) des i-ondes, i = 1,...,n, pour une solution réguliére
u(z,t). Il s’écrit

Oui + Ni(u)0:0i = D viju(w)djdx - (1.33)
i<k
On donne ici une fagon naturelle d’obtenir ce systéme ainsi que ’expression des
“coefficients d’interaction” 7;jp.

On commence par noter que u(z,t) est solution de d;u + A(u)d,u = 0 si et

seulement si

(I, Byu) + Ai(lF, Opu) = 0

i.e. si sur le graphe G C R**" de u ,on a

fG = (I',0,udz + dudt)
= ¢i(dz—Ndt) (1<i<n) (1.34)

Comme par ailleurs on a classiquement

il = = Y WiV ATk
J<k

avec wiy, = (I',[r;, 7]}, on en déduit les relations

d(d’,(d(t — /\,‘dt)) = - Z w;-kdajgbk(dx - )\jdt) A (dl‘ - /\kdt)

i<k
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que 'on réécrit

Budi + 0:(Nidi) = Yo (A = M)y -

i<k
On retrouve donc le systéme (1.33), avec
Yijk = ()\J - /\k)w;k sii ¢ {],k}
Yie = (Ai— Ae)wi = Tedi (i<k)
Yiki (N = Awig — i (1> k)

En particulier, on vérifie comme dans [Jn] que 7;;; = 0 si 1 # j , et aussi que
~iii = —r;A;. La suite de ’argumentation consiste a prouver que si les données
initiales sont assez petites, la solution est presque découplée pour les temps
assez grands, et qu’alors le systéme (1.33) est essentiellement un systéme de n
équations de Riccati indépendantes. L’explosion d’un ¢; au bout d’un temps
fini en résulte.

Enfin, dans le cas ou le systéme est riche, les wf‘j sont tous nuls pour i, 7,k
distincts, et on peut supposer que dl‘ = 0 pour tout i. D.Serre [Ser7] a mon-
tré, généralisant le résultat de Lax (n = 2 [Lax5]), que dans ce cas on peut
réécrire le systéme (1.33) sous la forme de n équations de Riccati le long des
caractéristiques

(0 + Xi02) (%’1) + Ni(riX) (%)2 =0

avec 1;N; = 7;);j/(A — A;) pour ¢ # j. L’explosion en temps fini en résulte, par
exemple pour toute donnée initiale uo constante hors d’un compact (mais non
constante). :

I.5 Symétries des systémes quasilinéaires

Il est bien connu que les symétries d’un probléme facilitent souvent son
étude, et ce d’autant plus que le groupe des symétries est plus “gros”. Les
systémes d’équations aux dérivées partielles n’échappent pas a cette régle (cf

[Olv, Ovs]).

On étudie ici les symétries des systémes quasilinéaires &
uy + A(u)u, =0, ueUCR" (1.35)

en se limitant & deux types particuliers :

8Dans la suite, on emploiera souvent la notation “indicielle” pour les dérivées partielles :
u; pour dyu, etc...



CONSERVATIVITE ET STRUCTURES AFFINES 31

— Dun est celui des symétries “ponctuelles” (ou “d’ordre 0”), i.e. des difféo-
morphismes
(z,t,u) = O(z,t,u)

qui préservent I’ensemble des graphes des solutions (régulieres) de (1.35).

— L’autre est celui des symétries “d’ordre 1” engendrées par les systémes
quasilinéaires
uy + B(u)u, =0, vweUCR" (1.36)
qui -commutent avec (1.35), c’est-a-dire dont le flot (local) commute avec
celui de (1.35). A proprement parler, ces flots ne peuvent étre définis (sur
un espace convenable de fonctions u : R — U) que si les systémes en
question sont hyperboliques (strictement-, ou encore symétriques-).

I.5.1 Symétries ponctuelles.

Pour qu’un difféomorphisme local ® de R? x U C R**" préserve I’ensemble
des graphes {(z,t,u(z,t)) | (z,t) € @ C R?} des solutions régulieres (C') de
(1.35), une exigence naturelle est que ® préserve les verticales (zo,%,) X R",
c’est-a-dire préserve déja ’ensemble de tous les graphes. On a dans ce cas

®(z,t,u) = (¢(z,t), ¥(z,t,u)), (1.37)

et on dira que ® est fibré (au-dessus de R?).

Un champ de vecteurs dans R? x U sera aussi appelé symétrie du systéme
(1.35) s’il engendre un groupe & un paramétre de symétries au sens précédent.
Exemples.

1) Dans le cas n = 1, les champs de vecteurs §(u) 9/dz+7(u) /9t dans R] , ,
engendrent des “symétries” de tous les systémes (1.35), réduits & une équation
(cela résulte facilement de la théorie des caractéristiques pour les équations
du premier ordre). Ces “symétries” n’en sont pas au sens introduit plus haut,
puisque les images de certains graphes de solutions ne sont pas des graphes. Ce
sont cependant des symétries “locales”, en un sens évident.

2) Tout systéme quasilinéaire (1.35) posséde des symétries provenant de son
invariance par translation en z et en ¢ et de sa nature quasilinéaire, & savoir

(z,t,u) — (cz + a,ct +b,u) (c#0). (1.38)

Les générateurs correspondants sont 8/dz, 8/t et  8/0z +t /d¢t. Notons que
c’est I'invariance par les homothéties (¢ = b = 0 dans (1.38)) qui intervient
dans la résolution du probléeme de Riemann (voir 1.4).

3) (exemple “canonique”) Le systéme de la dynamique des gaz (formulation
eulérienne, voir 11.2.1)

pi + (pu)s =0
utuu, +p.fp = 0 (1.39)
e;+ue, +pu,fp = 0
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admet les symétries “galiléennes” (fibrées)
Y : (z,t,p,u,e) = (z + Vi, t,p,u+V,e),

engendrées par le champ de vecteurs ¢ 8/9z + 0/0u.
On voit en effet facilement que si p,u,e vérifient (1.39), c’est encore le cas
des fonctions g, 4, € définies par

“p(z,t) = p(z—Vi,t)
“u(z,t) = u(lz-Vit)+V
“e(z,t) = e(z —Vtt).

4) Si ¢ est un difféomorphisme de U, (z,t,u) — (z,t,9(u)) est une symétrie
de (1.35) si et seulement si

Vu €U, (Dy(u))™ A(¥(u)) Dy(u) = A(u) .

Le cas intéressant des systémes invariants par les transformations orthogonales
¢ € O(k) (k < n) est étudié dans [Fre3], notamment en ce qui concerne Pexis-
tence de solutions “stables” du probléme de Riemann. Le systéme de la magné-
tohydrodynamique (I1.2.5) est un exemple présentant cette symétrie, ainsi que
les systémes u;+(A(|u|)u). = 0, ou encore le cable élastique (I1.2.3), I’électroma-
gnétisme non-linéaire (I1.2.4), etc.... Signalons aussi que le systéme de 1’élec-
trophorése (I1.2.6) admet de nombreuses symétries ponctuelles, qui s’écrivent
(en notant w; les invariants de Riemann de ce sytéme)

n

d L d n
Z’ﬂx%+§a‘“”'a_m’ ﬂ—n_l(;ai)_al-

Généralisant I’exemple de la dynamique des gaz, on peut appeler “galiléen”
un systéme possédant un groupe & un parameétre de symétries du type

@V(IE, t, U) = (.’l,‘ + Vta ta 1/)‘/(“))’

i.e. engendré par un champ de vecteurs

0 0 o 0

Voici un critére général pour qu’il en soit ainsi :

Proposition 14 Le systéme (1.35) admet un groupe & un paramétre de symé-
tries engendré par

Z = (=, t)% + 7(z, t)% + X (u) (1.40)
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si et seulement si A(u) vérifie la condition

LxA=§&I+ (6 —n)A— 1 A% (1.41)
ot Lx A est la dérivée de Lie de A le long du champ de vecteurs X, donnée par
d
(LxA)w) = —| (DY*(u)) A(¥*(v)) Dy’ (u)
8=0 (1.42)

= Dx(u)A(u) - [DX("’)’ A(u)]

(¥*°) désignant le flot engendré par X, et Dx A la dérivée de u — A(u) € M,(R)
dans la direction X € R™.

Démonstration. Le champ Z engendre des symétries de (1.35) si et seulement
si pour toute solution (locale, réguliére) u(z, 1),

u®(z,t) & u(z — e€(z,t),t — er(z,t)) + X (u(z,t))
vérifie
uf + A(u)us = 0(e?) (e —0).
Ecrivant u®(z,t) = u(z,t) + e(—€u, — Ty, + X(u))(z,t) + O(?) on obtient la
condition cherchée sous la forme

(—€ug—Tus+X (u))e+A(u) (—fu,—Tut+X(u)),+(D_§u,_mt+x(u)A(u)) uy =0,

qui doit étre vérifée par toute solution u du systéme (1.35). Or on tire de ce
dernier les égalités

(Cuz)e + A(u)(€uz)e = (& + A(v)a)us — EA(u)2us
(Tue)e + Au)(Tuy), = —(1+ A(u)72)A(u)u, — TA(U)ius .

Comme Dgy,4ru, A(u) = EA(u), +7A(u);, on en déduit que pour toute u(z), on
doit avoir

(LxA-&I-(& - ) A+ A?) u, =0,
ce qui équivaut a (1.41). ]

Remarques. 1. Dans le cas général, ou &, 7 dépendent aussi de u, et X de z,¢,
on obtient en plus de (1.41) les deux conditions

0X ox |
W(.’l‘, t, u) + A(u)%(l', t,u) =0

et
VY, —(0¢/0u, AY)Y +(0¢/0u,Y)AY +(07/Ou, AY)AY —(07 | Ou, Y)AzY =0.
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La premiére de ces conditions entraine que X = ¥ X;(z — A\;(u)t, u)ri(u), ou A;,
r; sont les valeurs et vecteurs propres de A. Quant a la seconde, elle implique
0¢/0u = 871 /0u = 0 dés que A posstde trois valeurs propres distinctes. Dans
ce cas, les symétries sont donc nécessairement fibrées.

2. On peut comparer I’expression du membre de droite de (1.41) & celle de

I’action d’une “homographie infinitésimale” sur A € RP! = R U oo, qui est
(1+ea)d+eb 2 2
o Tited =A+ed+(a—d)A—cA*)+0() .

b
Pour ( Z d ) = ( f_: f_: ), le facteur de € est & + (&, — 1) A — 7, A%. Cette

“coincidence” n’en est bien siir pas une...

3. Les symétries (infinitésimales) d’un systéme formant toujours une algebre
de Lie, les crochets de (1.40) avec 8/0z, 9/0¢t, z0/0x + td/dt sont encore des
symétries, et elles sont de la forme (1.40) avec X = 0 (le résultat qui suit montre
qu’elles sont en fait presque toujours “triviales”). u

De Pobservation que le membre de gauche de (1.41) est indépendant de
(z,t), alors que le membre de droite en dépend a priori, on déduit le

Corollaire 15 Si A(u) est (uniformément) diagonalisable, et admet ou bien
trois valeurs propres distinctes, ou bien une valeur propre non-constante, (1.41)
ne peut étre satisfaite que si £, T sont des fonctions affines de (z,t).
Démonstration. Notons a = &, 8 = ({; — 7¢), ¥ = —T,, de sorte que (1.41)
s’écrive

LxA= ol +BA+~A%. (1.43)
On voit aisément qu’il suffit de montrer, sous les hypothéses faites, que a, 3,7
sont constantes.

Dérivant (1.43) par rapport & z et ¢, on obtient

a,,I + ,B;EA. + ’)‘ZAZ = atI + ,BtA + ’)’tAz =0 (1.44)

d’ou le résultat si A admet trois valeurs propres distinctes, son polynéme mi-
nimal étant alors de degré > 3.

Si A admet une valeur propre non-constante A, on obtient la méme conclu-
sion en dérivant par rapport a u les égalités (déduites de (1.44))

a,+ﬁ,/\+'y,)\2=at+ﬂy\+7t)\2=0.
|

Remarque. Si A n’a que deux valeurs propres distinctes et constantes A, Az,
on peut trouver des symétries £0/0z + 73/t avec &, T non-affines, dépendant
d’une solution arbitraire ¢(z,t) de I’équation

(8]0t — X10/0z)(8/8t — X20/0z)¢p = 0.
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Corollaire 16 Si €2 + 72 + X(u) est une symétrie du systéme (1.35) et si
ce dernier est strictement hyperbolique, ses valeurs propres A; vérifient le long
de X Uégquation (“de Riccati”)

XA:' = ét + (fz - Tt)Ai - TZA? .

De plus, les champs de sous-espaces propres ker(A(u) — X\;(v)) = Rri(u) sont
invariants par le flot de X (u).

Enfin, si E(u) est une entropie de (1.85) et si 7, =0, E' = LyE = XE =
(dE, X) est aussi une entropie de (1.35).

Démonstration. En utilisant les propriétés classiques de la dérivée de Lie, on
a

o
I

Lx((A = X)ri) = (Lx(A = M))ri + (A = M) Lxri
= (LxA)T,’ - (X/\;)r,- + (A - /\,)[X, ’I‘,'] .

Les valeurs propres de A étant distinctes, Rr; et im (A — );) sont supplémen-
taires et on a nécessairement

(LxA)’I‘,' = (X)\,‘)T.'
[X,r] € Rri=ker(A-X).

Ceci fournit I’équation de Riccati cherchée, et I'invariance des Rr; par le flot de
X.

Enfin, si E est une entropie de (1.35), on a par définition dE A = dF, et
appliquant Ly a cette égalité, il vient

dE'.A+dE.LxA =dF' (F'=LxF=XF).
Sous ’hypotheése 7, = 0, on a

dE.LxA

LAE (&1 + (6, — 1) A)
&dAE + (¢ — m)dF .

La différentiation ne s’appliquant qu’a la variable u, et £, 7 n’en dépendant pas,
on en déduit le résultat, puisque

dE'.A=d(F — &E — (€, — 7)F) .
n

Exemple. Les symétries galiléennes du systéme de la dynamique des gaz (1.39)
sont engendrées par Z = t9/0z + 8/0u. La matrice A est ici

0 p 0
A=ul+| pfp 0 pe/p
0 plp O
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ses valeurs propres sont u, utc, avec ¢ = pp./p?+p,, et la condition (1.41) est
simplement LgjsuA = I, que I'on vérifie aussitot, ainsi que X\ = OMou =1
pour toute valeur propre A de A. De méme, les entropies sont données classi-
quement (pour une loi d’état p(p, e) générale) par

E = pS(p,e) + fct affine de(p, pu, p(e + u?/2))
S vérifiant p?S, + pS. = 0. On vérifie bien que JE/du est alors une entropie,
d’ailleurs fonction affine de (p, pu). ]

1.5.2 Symétries d’ordre 1.
On dit que les systémes hyperboliques

1

u + A(u)u,
u; + B(u)u,

0 (1.45)
0 (1.46)

commutent, ou que (1.46) est une symétrie de (1.45), si leurs flots locaux com-
mutent (sur un espace convenable de fonctions régulieres de z). Cette notion a
déja été envisagée dans [Serl, Ser7] et (indépendamment) dans [Ts2, Ts4], ol
il est notamment montré qu’un systéme riche commute avec beaucoup d’autres
systémes, eux aussi riches. Dans [Ts4], ce fait est utilisé pour obtenir “algé-
briquement” les solutions d’un systéme riche (1.45) & partir de ses symétries
(1.46) °. Voir aussi [Ser10].

Si (1.45) et (1.46) commutent, il existe pour toute donnée initiale réguliére
u(z) une solution @(z,t,s) (définie pour ¢, s assez petits) du systéme surdéter-

miné
{*u,+,4(a)az =0

“u, + B, 0 u(z,0,0) = u(z) . (1.47)

Ecrivant @;; = @, on en déduit que A, B vérifient, pour toute u(z), la condition
Dpuyu, A(u)u, + A(u)(B(u)u,), = Daqyu, B(u)u, + B(u)(A(u)u,), . (1.48)

Cette condition exprime la commutation des champs de vecteurs définis par
(1.45) et (1.46) sur l’espace des fonctions de z. Elle peut étre prise pour dé-
finition (formelle) de la commutation des systémes considérés. Son avantage
est de ne pas faire appel au choix d’un espace “convenable” de fonctions de z,
ni a existence d’un flot sur cet espace, de sorte qu’elle permet de définir la
commutation de systémes éventuellement non-hyperboliques.

Exemple. Les systémes (1.45), (1.46) commutent lorsque

B(u) = aA(u) + 81, (a,B €R). (1.49)

9D’aprés [Ts2], ce résultat peut étre regardé comme analogue 3 I’“intégrabilité compléte”
de certaines équations non-linéaires, comme par exemple KdV.
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En effet, on vérifie aisément que (1.48) est satisfaite. On peut procéder autre-
ment, en remarquant que si u(z,t) est solution de (1.45),

a(z,t,s) = u(z — Bs,t + as)

est solution de (1.47) avec B = aA + SI. Les symétries ainsi obtenues seront
dites triviales. ]

L’examen de la condition (1.48) donne aussitdt :

Lemme 17 Les systémes (1.45), (1.46) commutent si et seulement si

Yu € U, [A(u),B(u)]=0 et (1.50)

Vu € U,VX € R", (1.51)
DpyxA(w)X + A(u)DxB(u)X = DawxB(u)X + B(u)DxA(u)X .

Notons que la condition (1.51) est nécessairement invariante par difféomor-
phisme.

Lorsque (1.45) est strictement hyperbolique, i.e. A(u) est diagonalisable &
valeurs propres réelles distinctes, on voit que B(u) est aussi diagonalisable, dans
la méme base. En particulier si le systéme (1.45) est diagonalisable, c’est aussi
le cas de toutes ses symétries (1.46).

Lemme 18 Si (1.45) est strictement hyperbolique et st E en est une entropie
(densité conservée), c’est aussi une entropie de (1.46) lorsque les deuz systémes
commutent.

Démonstration. Il est clair que E(u); = dE(u).B(u)u, est alors une densité
conservée pour le systéme (1.45) (on a ([ E,dz); = ([ Eydz)s = 0). Mais une
telle densité conservée pour un systéme strictement hyperbolique est nécessai-
rement triviale, i.e. de la forme F(u), = dF(u)u,, d’ot dE(u).B(u) = dF(u).
En effet, posant a(u) = dE(u).B(u), on a

((u)uz); = DA(u)uza(")-uz + a(u).(A(w)us): = (Y(u, usz))s

pour une fonction ¥(u,v) convenable. Egalant les coefficients de u,, dans les
deux expressions, on en déduit ¢(u,u,) = Yo(u) + a(u)A(z)u,. On voit facile-
ment que 9o est nécessairement constante, et on peut la supposer nulle. L’égalité
ci-dessus s’écrit alors simplement D4, a.u, = D, a.Au,, i.e. da(u,, Au;) = 0.
On en tire Vi # j, (A; — Aj)da(r;,r;) =0, et donc da = 0. q.e.d. [ ]

En particulier :
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Proposition 19 [Ser!, Ser7] Un systéme commutant avec un systéme stric-
tement hyperboliqgue conservatif est lui-méme conservatif. |

On retrouve en particulier le fait que les systémes commutant avec un sys-
teme riche (i.e. diagonalisable conservatif, cf 1.2) sont eux-mémes riches [Ser7].

On suppose maintenant que (1.45) est strictement hyperbolique, de valeurs
propres J; et directions propres ;. On note comme d’habitude (I*) la base duale
de (r;). On a donc, si (1.45) et (1.46) commutent,

Ari= N Nri, Bri=pr;.

Lemme 20 La condition (1.51) est équivalente d la conjonction des deuz condi-
tions

Vi g, (A= Ap)rip; = (i — pi)rid; (1.52)
Vi, gk #,  wh (O — M) (i — me) = (5 — )N — M) =0 (1.53)

ot w{’j = (I%,[ri,r;]). En particulier deuz systémes commutant d un systéme

strictement hyperbolique commutent aussi entre euz.
Démonstration. Dérivant la relation Ar; = A;r; dans la direction r;, on ob-

tient, en notant T'¥; = (I¥, Dyr;)

(Dr; A)rj = (ridj)rj + ;(Aj = M)Tire .

On a une relation analogue pour B, a savoir
(Dr,B)rj = (ripj)r + D (ns — me)Thirs -
k

Polarisant D'identité (1.51) par rapport & X (elle est quadratique en X), on
obtient, tous calculs faits, son équivalence avec I’antisymétrie par rapport aux
indices i, j de ’expression

(i = p3)ridj = (Ai = Aj)rips) it
> T (O = )i = pe) = (5 = pe) (X = Ae)) 7
k#i,j
Le lemme en résulte, compte tenu de la relation wf; = I"f?j - Ff,-. ]

On a vu (¢f 1.2) qu’un systéme diagonalisable est riche s’il est conservatif, i.e.
possede n entropies indépendantes. C’est encore vrai si ’on remplace “entropie”
par “symétrie” :
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Proposition 21 Si un systéme strictement hyperboligue diagonalisable (1.45)
posséde n symétries indépendantes uy+ Bo(u)u, =0, a =1,...,n (i.e. Uouvert
des u tels que les matrices Bo(u) € M,(R) soient indépendantes est dense),
alors il est riche, c’est-a-dire conservatif.

Notons que ’on peut toujours prendre B;(u) = I, By(u) = A(u).

Démonstration. On peut supposer A(u) = diag(Ai(u)) (ou les X; sont
distinctes par hypothése), et r; = §/0u;. D’aprés ce qui précéde, un systéme
u; + B(u)u, = 0 commute avec (1.45) si et seulement si B = diag(y;) et

Vi# j, ripj = aij(pi — pj),

en posant a;; = r;A; /(A — A;). Ecrivant r;(r;ux) = rj(ripe) pour i, j, k distincts,
on arrive a

(riajx — Tj0ik) e + ajirpi — aijrp; =0, (1.54)

en ayant posé pour ¢, j, k distincts
Qijk = TiGjk — GijGjk — GjiGik + AikGjk (1.55)

d’oll en particulier r;ajx — rjaik = aijx — ajix (comparer a (1.16)). Mais I'hy-
pothése entraine que pour tout u d’un ouvert dense, ce systéme linéaire en
(i1, - - -y tn) posséde n solutions linéairement indépendantes. Tous ses coeffi-
cients sont donc nuls, et en particulier r;aj; = rja; pour i, j, k distincts, autre-
ment dit le systeme est riche.

Notons que I’annulation des coefficients a;jx en résulte. En effet (u;) = (\i)
est solution de ce systéme, et rjaj, = rja; entraine alors a;jr = aji, d’ol
a;jk(Ai — A;) = 0, et la conclusion puisque \; # A;. n

Remarques. 1. Un systéme riche possede en fait une infinité de symétries
d’ordre 1, dépendant de n fonctions d’une variable [Du-N1].

2. La “dualité” mise en évidence entre quantités conservées (entropies) et
symétries reste quelque peu mystérieuse : on ne connait pas en général de
formulation variationnelle pour les sytémes considérés, alors que le théoréme
de Noether ne s’applique que dans ce cadre [Olv]. Cela s’applique aussi au
résultat qui suit. ]

Convenons d’appeler “partout non-triviale” une symétrie (1.46) de (1.45)
telle que B(u) ne coincide sur aucun ouvert non vide de U avec aA(u) + 81,
a,f € R. On a alors un énoncé montrant que l’existence de symétries non-
triviales d’un systéme (1.45) entraine pour ce dernier des propriétés d’“intégrabi-
lité” des champs de sous-espaces propres, analogues & celles impliquées par
'existence d’entropies “supplémentaires” d’un systéme conservatif (cf 1.3).
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Théoréme 22 Un systéme strictement hyperbolique “général” (au sens ot pour
tous 1,7,k distincts {u | wk(u) = 0} est d’intérieur vide) n’admet aucune sy-
métrie non-triviale si n > 3.

Plus précisément, si il admet une symétrie (1.46) partout non-triviale (voir
ci-dessus), il existe des indices i,j distincts tels que

Vk & {i,j}, wf=wl =wl=0. (1.56)

Autrement dit, le champ de plans Rr; + Rr; est intégrable et les champs d’hy-
perplans kerI', ker IV sont invariants par les flots respectifs de rj, r;.
De plus, pour les mémes indices 1, j, on a

Vk & {i,7}, riajx =rj0
(et en fait, avec la notation (1.55), aijr = ajir =0).
Démonstration. Considérons, dans le plan R2, les points
Pi(u) = (Ai(u),pi(w)), i=1,...,n.
Alors la condition (1.53) du lemme 20 s’interpréte sous la forme
Vi, j, k #, wij(u) # 0= Pi(u), Pj(u), P(u) sont alignés .

Pour montrer la premiére assertion, il suffit donc de vérifier que si pour tout u,
les Pi(u) sont alignés, on a B(u) = aA(u) + I pour des constantes o, € R.
Il est clair que cette égalité a lieu pour des fonctions a(u), 3(u) convenables, et
il s’agit de voir qu’elles sont constantes.

En dérivant p; = a); + § dans la direction r; (avec ¢ # j), il vient d’aprés
(1.52)

0 = ripj = ridi(i — i)/ (N = X))
('I‘,'C!)/\j +7i0.

Sin > 3, on a donc r;a = ;6 = 0 pour tout ¢, et les fonctions «, 5 sont bien
constantes.
La preuve de la seconde affirmation est basée sur le

Lemme 23 (“lemme de Sylvester”) Un ensemble fini de points du plan tel
que toute droite en contenant deur en contient un troisiéme est nécessairement
constitué de points alignés. ]

La proposition en résulte. Supposons en effet que pour tout u € U’ (U’ ouvert
non-vide de U), on ait

Vi# 5,3k € {i,5}, (wh(u),wi(u),wf;(w)) # (0,0,0) .
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Alors pour tout u € U’ 'ensemble {P;(u)} vérifie ’hypothése du lemme, et les
P;(u) sont donc alignés. Le méme raisonnement que ci-dessus permet alors de
conclure que B(u) = aA(u) + I dans U’, pour des constantes a, 3 € R.

Montrons la derniére affirmation. Les indices i, j sont choisis de sorte que
P;, P;, Py ne sont alignés pour aucun k # ¢, j. Quitte & normaliser r;,r;, on peut
supposer qu’ils commutent, et alors la relation r;(rjus) = r;(ripx) est vraie. On
utilise ensuite la condition de commutation (1.52) comme dans la proposition
21, pour obtenir

Vi & {i,5}, aije(ui — ) = g — ) -

Mais cette relation est aussi vérifiée par i, Aj, Ak, de sorte que si a;jx ou ajix
est non nul, on conclut que P;, P;, Py sont alignés, ce qui est exclu. q.e.d. m

La démonstration précédente montre aussi :

Proposition 24 Un systéme quasilinéaire 3 X 3 admettant une symétrie par-
tout non-triviale est nécessairement riche. Plus généralement, un systéme n xXn
possédant n symétries indépendantes est riche.

Démonstration. Il suffit d’observer que tous les w,!;- (3, 4, k distincts) sont alors
nuls, ainsi que les o;jk, puisque le systéme possede alors une symétrie pour
laquelle les points P; sont trois a trois non-alignés. ]

Remarques. 1. Par le méme raisonnement, on peut montrer que parmi les
3C3 coefficients w!‘j, au moins 3C2_, doivent s’annuler dans un ouvert non-vide
si le systéme possede une symétrie non-triviale (cette borne est donnée par le
cas ol n — 1 des points P; sont alignés, le n-iéme ne I’étant pas).

2. Pour démontrer le “lemme de Sylvester”, il suffit de considérer trois points
P;, P;, Py tels que la distance de P; & la droite (P; P;) soit minimale et > 0.
On obtient alors une contradiction en observant que deux points de ’ensemble
considéré ne peuvent étre situés sur (P; Px) d’'un méme coté de la projection
du point P;. n

1.6 Systémes “hamiltoniens”.

Ce sont les systémes de la forme
u + (Q 'dH(u)), =0 (1.57)

ol @ : R® — (R™)* est symétrique non-dégénérée et H : U — R. Suivant par
exemple [Ga, Gui-St, Du-N1], ces systémes peuvent étre formellement consi-
dérés comme des sytémes hamiltoniens sur ’espace de dimension infinie des
fonctions de z. En effet, on peut les écrire sous la forme

& = {®,H)} (1.58)
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pour toute “fonctionnelle” u(-) — ®(u(-)), out {-,-} est un crochet de Poisson,
i.e. est bilinéaire antisymétrique en ses arguments et vérifie Iidentité de Jacobi

{{Ql, @2},@3} + {{@2,@3}, Ql} + {{Q;«;, ‘Pl}, @2} = O . (159)

Le crochet correspondant aux systémes (1.57) est défini par
_ [0, (09,
{@,8:} = [0, ( 1) da, (1.60)

dont on vérifie aisément qu’il satisfait (1.59). Notons que ce crochet est dégé-
néré (non-symplectique), de noyau contenant les ®(u(-)) = [ ¢(u(z)) dz avec ¢
affine. Le hamiltonien H est simplement

H(u()) = [ H(u(z))da .

Si on désire étre moins formel, il faut choisir un espace fonctionnel. Ce peut
étre par exemple un espace de fonctions rapidement décroissantes a I'infini, ou
bien périodiques, presque-périodiques, etc...Dans les deux derniers cas, [ doit
étre compris comme opérateur de moyenne. Par ailleurs, on peut supposer que
H(0) = 0 (et méme dH(0) = 0), puisque le systéme (1.57) ne dépend en fait que
de D?H. Cela permet de définir H(u(-)) quand u est rapidement décroissante
Iinfini.

Ces systemes peuvent étre caractérisés comme ceux qui possedent une entro-
pie quadratique non-dégénérée. En effet, un systéme u; + f(u). = 0 admettant

B(u) = 5(Qu,u)
pour entropie peut s’écrire sous forme symétrique
(dB@)): + (dH(w). =0
(¢f [Fri-L, Lax3, Go4, Bo2], le chapitre suivant ou bien Pappendice A), avec
H(u) = (dE(u), f(u)) - F(u),

en désignant par F le flux de E. L’écriture (1.57) en résulte.

Ils présentent aussi la particularité d’admettre, en plus de E, une autre
“entropie supplémentaire”, & savoir H : sa conservation est simplement celle du
hamiltonien H = [ H(u(z))dz par le flot du systéme.

Comme tout systéme hamiltonien, (1.57) est susceptible d’une formulation
variationnelle. Pour I’exprimer, on considére le systéme équivalent d’inconnue
v(z,t)

v+ Q 'dH(v,) =0
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ol v, = u. Noter que, [u(z)dz étant conservée, on peut, par changement
d’origine dans l’espace des états, supposer que [ u(z) dz = 0. Il existe alors une
primitive v de u rapidement décroissante, ou (presque-) périodique selon le cas.

On vérifie alors aussitét que (1.57) équivaut a §.A/dv = 0, pour la “fonc-
tionnelle d’action”

A(v(+, ) = // (%(sz,vt) + H(v,)) dz dt .

Il semble que cette formulation n’ait pas pour 'instant été utilisée en vue de dé-
montrer l’existence de solutions (faibles) de (1.57). Notons qu’un point critique
.de A n’est jamais un minimum local, ni méme d’indice fini.

Certains systémes d’origine physique ne sont pas de ce type, par exemple
la dynamique des gaz ou la MHD (IL.2), bien qu’ils soient en fait hamilto-
niens pour un crochet dégénéré du type “Dubrovin-Novikov” [Du-N1], i.e. de la
forme (1.60) ot Q'8, est remplacé par G(u)d, + B(u,u.), avec G(u), B(u,v) :
(R™)* — R™ symétriques et B(u,v) linéaire en v, avec de plus G, B “compati-
bles” au sens ou ils définissent bien un crochet de Poisson. Le cas ot G(u) est dé-
générée ne se ramene pas au cas “Q'9,”. (voir aussi [Du-N1, Mo-F, Fel, Fe-P]
pour d’autres généralisations).






II Dégénérescence linéaire

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’une propriété “non-générique” pour
un systéme de lois de conservation, et pourtant présente dans la plupart des
exemples d’origine physique!® : la dégénérescence linéaire d’un ou plusieurs
champs caractéristiques. On en rappelle la définition (voir 1.4) :

Définition 1 Une valeur propre A de multiplicité constante du systéme quasi-
linéaire hyperbolique (1.1) est linéairement dégénérée si dA s’annule sur ker(A—

A).

C’est (trivialement) le cas pour les valeurs propres constantes, mais aussi pour
les valeurs propres multiples d’un systéeme conservatif, auquel cas le champ des
noyaux ker(A — M) est intégrable et définit donc un “feuilletage de contact”
C dans U (cf fin de la section 1.1, remarque 4 ). Mentionnons que la notion
de dégénérescence linéaire, s’opposant a celle de véritable non-linéarité, est
centrale dans ’étude des solutions oscillantes des systémes hyperboliques de
lois de conservation (voir chapitre 11.2.7).

Dans la section II.1 , on met en évidence une propriété de “rigidité” du
feuilletage de contact, lorsque le systéeme posséde une entropie non-dégénérée.
Ainsi par exemple, si 'entropie est quadratique (dans les coordonnées conser-
vatives) et strictement convexe, les feuilles sont des sphéres (pour la structure
euclidienne définie par P’entropie), de dimension égale & la multiplicité de la
valeur propre A.

Dans la section I1.2, on explicite sur un certain nombre d’exemples la rigidité
du (ou des) feuilletage(s) de contact. Certains de ces exemples seront réexaminés
au chapitre 11.2.7 du point de vue de ’hyperbolicité globale.

II.1 Rigidité en présence d’une entropie

On considére dans cette section un systéme hyperbolique sous forme conser-
vative

Su+0,f(u) =0 (2.1)

défini dans un ouvert connexe U C R" et vérifiant “I’hypothése standard”:

10La raison pourrait en étre cherchée dans la présence de “symétries” de ces systémes, ou
des systémes & plusieurs dimensions d’espace dont ils proviennent par réduction aux ondes
planes.
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(A) le systéme (2.1) posséde une valeur propre A : U — R, de multiplicité
constante m dans le complémentaire U,y d’un fermé de codimension > 2
dans U, et A est linéairement dégénérée dans U,.,.

On notera C le feuilletage de contact associé, défini dans U,., par le champ de
ses plans tangents
Tu(0) = ker(Df(u) — Au))

(noter que A n’est en général pas différentiable aux points de U — U, et que
le feuilletage y est singulier).

Si (2.1) est aussi muni d’une entropie fortement convexe E : U — R, avec
de plus U convexe'!, on sait [Fri-L, Lax3, Go3, Go4, Bo2] qu’il peut étre “sy-
métrisé”. Plus précisément, le changement de variable

q=dE(u)

le transforme en

:(dL(q)) + 0:(dH(q)) = 0 (2.2)
avec ¢q(z,t) € U* = dE(U). Dans (2.2), on a noté

L=E":U*">R
la transformée de Legendre de la fonction E, et
H:U*->R
est la fonction (unique & une constante prés) vérifiant
£(w) = dH(dE(u)) (2.3)

Elle est donnée par

H(q) = (dE(u), f(u)) — F(u)
si ¢ = dE(u), ou F est le lux de E, i.e. dE.Df = dF (voir ’'appendice A pour
une interprétation géométrique).

On considére plus généralement le cas ol F n’est pas nécessairement for-
tement convexe, mais seulement non-dégénérée, au sens ou D2E D’est partout.
Notons que cela n’empéche pas le systéme de posséder par ailleurs une entropie
fortement convexe, comme c’est par exemple le cas pour le systéme des cibles
élastiques ou I’éléctromagnétisme non-linéaire (cf. I1.2).

Alors dE : U — (R™)* est un difféomorphisme local, dont les inverses locaux
sont de la forme g — dL(q), ot L(q) = (u,q) — E(u) si ¢ = dE(u) (cf. par ex.
[A2]). On fera dans la suite du chapitre I’hypothese que U est assez “petit” au
sens suivant :

14F n'est en général pas injective sans cette hypothése
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(B) dFE est un difffomorphisme de U sur son image dE(U) = U* C (R™)*,

son inverse étant dL = dE* : U* — R". C’est par exemple toujours le cas si E
est quadratique. Le feuilletage image

dE(C) = C*

est alors défini dans U}

reg = dE(U"ey) par
Ty(C*) = ker(D*H(q) — Ma)D*L(q))

en désignant encore par A (et par commodité) la fonction AodL : U* — R.
En effet on a pour ¢ = dE(u)

T,(C*) = D*E(u).T.(C)
ker[(Df(u) — A(u)) o D*E(u)™"] .

Mais D2E(u)~! = D?L(q) et Df(u) o D*E(u)~! = D%H(q) d’aprés (2.3), d’ot
le résultat.
On notera

%, = D’H(q) — Mq)D*L(q)

de sorte que

Df(u) — Mu) = &, D’E(u) . (2.4)

L’hyperbolicité du systéme (2.1) entraine alors :

Lemme 2 Le feuilletage C* est non-isotrope pour D?L, i.e. pour tout q € Uregs
la forme quadratique D?L(q) restreinte d T,(C*) est non-dégénérée.

Démonstration. En effet, ’'endomorphisme D%L(g)-symétrique
D*L(q)"'D*H(q) — Ma)I

est diagonalisable (comme conjugué de D f(u) — A(u)). Son image et son noyau
sont donc en somme directe, ce qui s’énonce encore

T,(C) N(T,(C)* =0

I'orthogonal étant relatif & D2L(q). C’est exactement la conclusion du lemme.
[
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L-sphéres dans le dual de I’espace des états. Introduisons l’espace vec-
toriel £* de fonctions sur U* engendré par L et les fonctions affines.

Définition 3 Une L-sphére de dimension m dans U* est une sous-variété S
de dimension m de U*, composante conneze de l’ensemble des zéros

ZV)={qlVp €V,p(g) =0}

d’un sous espace vectoriel YV C £* de dimension n — m, les équations ¢ = 0 de
S étant de plus “réguliéres”, au sens ou pour tout q € S, ’application

¢ €V dp(q) (2.5)

est injective.
Une L-sphére, et plus généralement une sous-variété S, sera dite non-isotrope
si pour tout g € S, T, S est non-isotrope pour D*L(q). |

Remarques. 1. Si L est quadratique > 0 et U* = (R")*, on retrouve bien siir
les spheéres euclidiennes de dimension m et les m-plans affines.

2. Une L-sphére S est en particulier une composante connexe réguliére d’un
ensemble qui est

- soit de la forme II™ N U* pour un m-plan affine II"™ dans le cas o V ne
contient que des fonctions affines, et on dira alors que S est “plate”

- soit une hypersurface de niveau de L+« dans [I™**NU* pour une fonction
affine o et un m + 1-plan affine II™*! convenables, si V contient une
fonction non-affine.

3. 11 est encore équivalent de dire que S est — une composante connexe de
- P'image par la projection R” x R — R" de l'intersection du graphe de L avec
un m + 1-plan affine de R™ X R, si toutefois cette intersection est transverse le
long de la composante concernée.

4. Si S est une sous-variété de dimension m, on voit facilement que pour
avoir

S cZW) NZ(W)

avec V) # V, de dimension n—m, il faut et il suffit que .S soit plate et L|s affine,
ce qui nécessite D2L(g)|r,s = 0 pour tout ¢ € S. En particulier s’il existe ¢ € S
avec D?L(q) non nulle sur T,S, on a nécessairement V; = V, =: V (unicité), et
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) S est “plate”, i.e. contenue dans un m-plan affine
(i) tous les éléments de V sont affines

C’est par exemple le cas si S est non-isotrope. n

La condition d’injectivité de (2.5) n’est en fait pas trés contraignante :
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Lemme 4 Soit V C £* de dimension n — m et S C Z(V) une sous-variété
de dimension m. Alors s’il eziste ¢ € S et ¢ € V — {0} tels que dp(q) = 0,
la forme quadratigue D?>L(q) est nulle sur T,S. En particulier, I’application
@ € V — dp(q) est injective pour tout ¢ € S si S est non-isotrope, ou st
m>nf2.

Si on suppose de plus que S est une composante conneze de Z(V), on a

T,S C ker (D*L(g) |z,nm+1)
pour un m + 1-plan affine II™*! contenant S, et en particulier on a nécessaire-
ment m < (n —1)/2.

Démonstration. Tout d’abord il est clair que ¢ ne peut étre affine, donc,
quitte & remplacer ¢ par c.p avec ¢ # 0, on peut supposer que ¢ — L est affine,

et en particulier
D*¢(q) = D’L(q) -

La condition dyp(q) = O entraine classiquement que la hessienne D%p(q) a
une signification intrinséque, et en particulier que

D?p(q)|r,sx1,s = D*(¢ls)(q) =0,

d’oti la premiére assertion.
Démontrons la seconde : I’annulation des éléments affines de V définit un
m + 1-plan [I™*! dans (R")*, avec par hypothése

S = <p"1(0) n Hm+1

au voisinage de ¢ . On choisit des coordonnées (z,y) € R™ x R au voisinage de
q sur II™*! telles que S soit définie (localement) par y = 0. Alors il résulte de
dp(q) = 0 que ¢ est nécessairement de la forme

¢ =(a(z,y) -z +bz,y)y)y
avec a(z,y) € R™, b(z,y) € R.
Supposons a(0, 0) # 0, par exemple a,(0,0) # 0. Alors, posant z = a(z,y)-z,
on peut choisir (z,%2,...,%n,y) comme coordonnées locales au voisinage de g,
et Z(V) coincide dans ce voisinage avec ’ensemble (connexe) d’équation

y(z+b(z,22,...,2m)y) =0.

En particulier, S = {y = 0} n’est pas une composante connexe de Z(V), ce qui
contredit I’hypothése.

On a donc nécessairement a(0,0) = 0. Mézalor, dans les coordonnées (z,y),
la hessienne D%p(q) est simplement

(0 200

et donc D*L(g) = D%p(q) est de rang < 1 sur T,II™*!, son noyau contenant
T,S, ce qui démontre le lemme. [ ]
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Théoréme de rigidité. On peut maintenant énoncer le résultat principal de
ce chapitre :

Théoréme 5 On considére un systéme hyperbolique sous forme conservative
(2.1), muni d’une entropie non-dégénérée E et satisfaisant auz hypothéses (A)
, (B). Alors les feuilles de C* = dE(C) sont des L-sphéres de dimension m
dans U*, qui sont de plus non-isotropes. La réunion de celles qui sont plates est
Vensemble {d)\ = 0} C Uy,,.

Démonstration. Introduisons pour g € Uy,, 'élément 6, de £* qui “épouse le

mieux” la fonction H au point g, au sens suivant :

b,(9) = H(q) (26)
di,(g) = dH(q) (2.7)
ker(D?9,(q) — D*H(g)) D T,(C*) (2.8)

(Rappelons que T,(C*) = ker(D?H(q) — Mq)D?L(g)) ). Il est immédiat qu’un
tel élément est unique et s’écrit

84(-) = Ma)L(.) + {a(q), -} + b(a)
ol a(g) € (R")** = R™ et b(q) € R sont donnés par

a(g) = dH(q) — A(g)dL(q) (2.9)
blg) = H(q) - Ma)L(q) — {a(q),q) - (2.10)
L’application
©:U;,, &
g 6, (2.11)

est alors constante le long des feuilles de C*, i.e. a et b sont, comme )\, constantes
le long des feuilles de C*. En effet, pour toute “variation” dq du point g les
variations correspondantes de a, b sont données par

da Da(q)dqg = &,0q — AdL(q)
db db(q)dq A ((dL(9),9) — L(9)) — (2,09, 9)

(rappelons que ®, = D?H(q) — A(g)D?L(q) ), et on a donc bien da = 0, 6b =0
si 0q € Ty(C*) = ker ®,, puisque 6 = dA(q)dgq et P,dq sont alors nuls. Mieux :
des formules (2.12) on déduit aussi que l’application © est de rang constant
n — m avec

(2.12)

ker DO(q) = ker &, = T,(C*)
puisque I'annulation de dA, da et 6b entraine ®,6q = 0.
Classiquement, on en déduit que I'image de © est une sous-variété immergée
de £*. Plus précisément, on peut décomposer © en

O=jom:U,, "% L ¢ (2.13)

reg
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pour une variété ¥ de dimension n — m, une submersion 7 et une immersion j.
Ona
ker Drr(q) = ker DO(q) = T,(C")

donc le feuilletage C* est exactement constitué des (composantes connexes des)
fibres de 7 (ou de ©). Une conséquence importante est que les feuilles de C*

sont fermées dans Uy,,.

Lorsque ¢,q sont sur une méme feuille de C*, ce qu’on notera ¢ ~ ¢', on a
6, = 04, et en particulier

0,(¢") = 0y(¢') = H({) - (2.14)

Si maintenant “q + 8q ~ ¢’ + &¢'”, c’est-a-dire si (dq,dq’) est tangent en (gq,q’)
au graphe de la relation ~ dans U* x U*, on déduit de (2.14) que

864(¢') + df,(¢')dq' = dH(q)d¢

en posant 86, = DO(q).0g = 6\ L(.) + (a,.) + éb.
Compte tenu de §; = 0y et dfy(¢') = dH(¢') (la seconde égalité faisant
partie de la définition des fonctions 6,), il vient

80,(¢) =0 (2.15)

et ce pour tout couple (6q,d¢') tangent en (g,¢') au graphe de la relation ~.
Observons que d¢’ ne figure plus dans (2.15). La feuille de C* passant par

q € U;,, est donc contenue dans I'ensemble Z(V,) d’équations ¢ = 0, ol ¢

décrit I’espace vectoriel V, C £* des fonctions “06,”, qui n’est autre que

V, = im DO(q) .

En particulier,
dimV,=n—-m.

Le feuilletage C* étant non-isotrope d’aprés le lemme 2, V, est exactement 1’en-
semble des éléments de £* s’annulant sur la feuille C* contenant g (c¢f remarque
4). En particulier V; ne dépend que de C*, et pas du point ¢ € C*. On le note

V=V(C).

Pour la méme raison, ¢ € V — dp(q) est injective, grace au lemme 4. Dans un
voisinage B C Uy,, de ¢ € C*, ZN B = Z(V) N B est donc la sous-variété de
dimension m définie par les équations régulieres p; = ... = @n_m = 0, olt (g;)
est une base de V. Mais C*N B C ZN B est aussi une sous-variété de dimension
m, donc pour B assez petit

C*NnB=ZNB.
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Or ceci signifie que C* est ouverte dans Z = Z(V), et comme on a vu plus
haut qu’elle est aussi fermée dans Uy,, (donc dans Z), C* est une composante
connexe de Z.

Donc toute feuille de C* est une L-sphére non-isotrope.

Enfin, compte tenu de I’expression de ©(q) = 6, V, = im D©(q) ne contient
que des fonctions affines si et seulement si dA(¢g) = 0, ce qui termine la démons-
tration d’aprés la remarque 4 ci-dessus.

u

Remarque. Ce théoréme permet de retrouver immédiatement dans le cadre
présent un des résultats de [Fre2] (thm 2), & savoir que I’ensemble des feuilles
compactes de C est ouvert. L’hypothése supplémentaire faite ici est essentielle-
ment celle de P’existence d’une entropie non-dégénérée. [ ]

Il ressort de la démonstration précédente que les systémes (2.2) vérifiant
(A),(B) peuvent dans chaque cas étre construits & partir d’une immersion

T o€, (2.16)

les feuilles de C* étant alors des composantes connexes d’ensembles de la forme
Z(im Dj(s)).

Inversement, supposons que ’on ait une immersion (2.16), donnée par

3(s) = Ms)L() + {a(s), ) +b(s)

et définissant un feuilletage F dans un ouvert W C U*. Plus précisement,
posant
V, =im Dj(s) C &* (seX)

toute feuille de F est une composante connexe F, d’un Z(V,), avec la condition
de “régularité” habituelle (i.e. ¢ € V, — dyp(q) est injective Vg € Fy).
Sous ces hypothéses, on a

Proposition 6 En posant

H(q) =j(s)(q) pourq€F, (2.17)

on définit dans W un systéme symétrique (2.2) ayant X pour valeur propre LD
et F pour feuilletage de contact associé.
Si L (ou H) est conveze, le systéme obtenu est hyperbolique.

Démonstration. Considérons j comme fonction des deux variables s, q. Alors

H(g) = 32((0), )Dr(a) + 2 (r(a),0
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avec m(q) = s si et seulement si ¢ € F,. Mais par définition 95/0s(s,q) = 0 si
g€ F,, dod

Py
dH(q) = a—;(s,q) = X(s)dL(q) + a(s)

si ¢ € F,. Dérivant cette relation, il vient, avec des notations évidentes

(D*H(q) - X(s)D*L(q))6q = §AdL(q) + da = dp(q)

pour
¢ = Dj(s)ds = §AL(-) + (da,-) + b,

qui appartient & V,. Donc dq € ker(D?H(q)—A(s)D%L(q)) équivaut a dp(q) = 0,

donc & ¢ =0, i.e. §s = 0 (j est une immersion), et donc enfin & g € T,(F) :
ker(D?H(q) — A(s)D2L(q)) = T,(F) .

Ceci démontre la premiére affirmation, et la seconde est triviale. ]

Remarque. Un probleme intéressant est de caractériser parmi tous les feuille-
tages F par L-sphéres ceux qui “portent” un systéme (2.2).

Ce n’est pas trivial quand m < n — 1 : il s’agit de déterminer la possibilité
“d’intégrer” la famille s — V; C £* de sous-espaces vectoriels de dimension
n — m définissant C* en une immersion j : ¥ — £* dont elle soit “I’application
de Gauss”, i.e. V, = im Dj(s). (voir appendice I11.3.5)

Le cas m = n — 1 est au contraire trés simple (cf 11.2.7). ]

II.2 Exemples

On va donner dans cette section un certain nombre d’exemples de systémes
de lois de conservation auxquels s’applique le théoréme 5. La plupart de ces
exemples sont d’origine physique. Quand cela ne prétait pas & confusion, la
notation indicielle pour les dérivées partielles a été systématiquement adoptée
(u; pour O, etc...).

II.2.1 La dynamique des gaz : formulation “eulérienne”

Le systeme en question s’écrit sous la forme

pi + (pu)s =0
(pu)e+(p+pu?), = 0 (2.18)
e+(ulpte), =0

ol p, m = pu, € = p(e + u?/2) sont respectivement les densités de masse,
d’impulsion et d’énergie, e désignant 1’énergie interne spécifique (i.e. par unité
de masse), et ol enfin

p=p(p,e)
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est 1'équation d’état du milieu considéré (p est la pression). L’espace des états
est défini par les relations p > 0, e > 0 c’est-a-dire

1
U = {(p,m,€) € R®|p > 0, pe > Emz}

ol ’on reconnait un céne convexe ouvert de sommet 0 dans R3.
Le systéme (2.18) s’écrit plus simplement dans les variables (non conserva-
tives) (p,u,e) sous la forme

pet(pu)e =0
u+uu, +pfp = 0 (2.19)
e+ ue; +puzfp = 0

Ses valeurs propres sont u,u=c, avec ¢ = pp./p® + Pp, et Uhyperbolicité stricte
du systéme équivaut donc a

PPe
p?

+p,>0. (2.20)

La quantité ¢ = c¢(p,e) > 0 n’est autre que la vitesse du son dans le milieu
considéré.

On déduit facilement de (2.19) que la valeur propre u (resp. u%c) admet pour
forme propre de + pd(1/p) (resp. dp % pedu), et en particulier que la direction
propre pour la valeur propre Ay = u est donnée par du = dp = 0. Cette valeur
propre est donc linéairement dégénérée (les autres ne le sont pas en général), et
le feuilletage de contact C qui lui est associé est formé des courbes u = const,
p = const dans U CR3 .

Par ailleurs, on peut montrer que si la loi d’état p(p,e) est telle que dp A
d(pc) # 0, lespace vectoriel des entropies est engendré par les fonctions affines
des variables conservatives (p,m,€) et par les fonctions

€
E(p,m,¢€) = pS(p,e) = pS(p, Py
avec dS proportionnelle a de + pd(1/p), i.e.
p’S, = —pS.

de sorte que S est un invariant de Riemann (si dp Ad(pc) = 0 on montre facile-
ment que le systéme est riche, et admet donc d’autres entropies, voir chapitre I).
Il est classique que E est fortement convexe si et seulement si (v,e) — S(1/v,¢€)
Pest et S, < 0, et qu’une telle fonction existe sous la seule hypothése d’hyper-
bolicité stricte (2.20).
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Afin d’expliciter I'image C* de C par dF on introduit les “variables duales”

* 2
pPo= E, = (p5),+ (_% + 552)5e
m* = E, = —%Se = —uS,
e = E = S,..
On vérifie déja que les feuilles de C* sont planes, puisque m* = —ue*. Ensuite
on calcule L = E* = pp* + mm* + ee* — E, et il vient aussitot
E* = _p€*

qui montre que les feuilles sont bien des “E*-sphéres” de dimension 1.

I1.2.2 La dynamique des gaz : formulation “lagrangienne”

Ce systéme s’écrit

v—u = 0
u+p = 0 (2.21)
e+ (up)e = 0

ot v = 1/p, u, € = e + u?/2 désignent respectivement le volume spécifique,
la vitesse et 1’énergie spécifique’?, la variable “spatiale” ¢ ayant la dimension
d’une masse. La loi d’état est ici de la forme

p=p(v,e).

Les deux formulations (2.18) et (2.21) sont reliées par le changement de
variable (dépendant de la solution)

d¢ = p(dz — udt) . (2.22)

Ceci a un sens, puisque la premiére équation de (2.18) exprime que le second
membre de (2.22) est une forme fermée (donc exacte) sur le graphe d’une so-
lution. Ce changement de variable garde un sens pour les solutions faibles (cf.
[Serl1, Wa)).

Les valeurs propres de ce systéme sont 0, £c, avec ¢? = pp, — p,, |’hyperboli-
cité stricte étant donc équivalente a pp, — p, > 0. La valeur propre Ay = 0 est
(trivialement) linéairement dégénérée, et la direction propre correspondante est
encore donnée par du = dp = 0. Des formes propres pour 0, ¢ sont de + pdv,
dp % cdu.

Ici encore, on peut montrer que si la loi d’état p(v,e) est telle que dp Adc #
0, l’espace vectoriel des entropies est engendré par les fonctions affines des
variables conservatives (v,u,€) et les fonctions

E(’U,U, 5) = S(U,e) = S(’U,E — %"Lﬂ)

12ce n'est pas le e de (2.18) : e = ¢/p
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avec dS proportionnelle a de + pdv, i.e.
Sy = pS.

et qu'il existe (au moins) une E fortement convexe (il faut et il suffit que S(v,¢€)
le soit et que S, < 0).

On introduit encore les variables duales v* = E, = S, = pS,, v* = E, =
—uS,, e* = E, = 5., et il apparait aussitét que les feuilles de C* sont les droites
v* = pe*, u* = —ue* (u,p fixés), ce qui est en accord avec le théoréme 5, puisque
drs =0.

I1.2.3 Le cable élastique

Un cable élastique en mouvement dans le plan ou dans ’espace est décrit
par une application
(z,t) = Y(z,t) €RP

(p = 2 ou 3) et son évolution est gouvernée par le systéme du second ordre
Yy = (T(r)w), (2.23)

ol )
r=lv=1v e (2.24)

La fonction T : R* — R est la loi de tension du cble, supposée satisfaire
T(1)=0,T">0. (2.25)

Posant v = Y, v = Y;, on déduit de (2.23) le systéme du premier ordre dans
R?
Uy = Uy

ve = (T(r)u/r). (r=l|ul)

dont les valeurs propres sont +), +u avec A2 = T'(r) et u2 = T(r)/r. Des
vecteurs propres associés sont respectivement (w,+Aw) (modes longitudinaux),
(X,xpX) avec w - X = 0 (modes transversaux). En particulier il résulte de
(2.25) que le systéme n’est hyperbolique que dans le domaine

(2.26)

U={r>1}.

De plus, les deux valeurs propres +u sont linéairement dégénérées, et de multi-
plicité p — 1 si A # p, ce que ’on suppose On a donc A > g, en vertu de (2.25).
Il est facile de vérifier que cette hypothése s’écrit aussi

(-@)50.
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Les valeurs propres £ sont alors simples, et sont vraiment non-linéaires lorsque
T" # 0, ce que I’on suppose aussi.

Le feuilletage de contact C., associé & *u est constitué d’ellipsoides de
dimension (p — 1)

{ (row, vo £ rop(ro)w) | w € SP71 } (ro > 1, vo € RP), (2.27)
qui sont aussi déterminés par les conditions
r = const, v F pu = const .

Quant aux entropies du sytéme (2.26), on montre qu’elles sont combinaisons
linéaires de fonctions affines de (u,v) et des deux fonctions @, E

{ Q(u,v) u-v
E(u,v) = V(r)+[v[*/2

avec V/(r) = T(r). La seconde est fortement convexe dans U, mais la premiére
est seulement non-dégénérée (de signature (p,p) ).

Les variables “Q-duales” sont u* = v, v* = u, et on a Q*(u*,v*) = u*-v*. Il
en résulte que les images par d@ des feuilles de Cy, sont bien des Q*-spheéres,
sur chacune desquelles Q* est affine.

Les variables “E-duales” sont u* = E, = V'(r)ufr =T(r)w ,v* = E, =v
et on a

E*(u*,v*) = rV'(r) = V(r) + [v]}/2 = V* (r*) + |[v*]*/2 (2.28)
avec r* = |u*| = V'(r) = T(r). 1l faut noter que I'application dE est injec-
tive dans chacun des domaines {r > 1} = U, {r < 1}, mais ne est pas
globalement : 4

[wi = —ws , T(ry) = —=T(r2) ]| = dE(r1w1,v) = dE(rows,v) .
L’image du “domaine Hyperbolique” U est
dE(U)=U*={u"|0< |u*| < T(+o0) } xRP.

Enfin, on vérifie facilement que dE envoie C4, sur un feuilletage par E*-
sphéres dans U*, les feuilles proches du cylindre r = 1 s’envoyant sur des
E*-spheres proches du sous-espace u* = 0. Plus précisément, d’aprés (2.27) une
telle image est décrite par

ut = rjw , vt = vy £ ropow (we SP)

ou r§ = V'(ro) = T(rg), et po = p(ro) = /T(ro)/r0 . 1l s’agit donc d’un
ellipsoide de dimension p — 1, sur lequel E* donnée par (2.28) est affine, donc
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c’est bien une E*-sphére. Lorsque ry tend vers 1, cet ellipsoide tend vers le
point (0, vo). Enfin, peut encore définir les feuilles de dE(C.,) par les conditions
r* = const, v* F u*/u = const.

Dans le cas ot la loi de tension satisfait 7"’ = 0, c’est-a-dire T(r) = A%.(r—1),
toutes les valeurs propres sont linéairement dégénérées. On peut prendre V(r) =
A(r — 1)2/2, de sorte que

A2 1
E(u, U) = 7(7’ - 1)2 + §|v|2 .

Le feuilletage C.y associé & £ est alors constitué des demi-droites
{ (rwo,vo £ rpwo) | 1 > 1} (wo € SP7Y, vo € RP),

et, les applications d@ et dE étant affines, les feuilletages images sont aussi par
demi-droites. C’est conforme au fait que la valeur propre considérée (+A) est
constante.

I1.2.4 L’électromagnétisme non-linéaire

Ce sytéme décrit la propagation des ondes électromagnétiques planes dans
un milieu “non-linéaire” (cf. [Co-D, Daf3, Ser6, Ser8]). Ses variables sont les
composantes transverses B, D € R? = C de I'induction magnétique et du dépla-
cement électrique respectivement (les composantes “paralléles” sont constantes)

Bt + ZE,_- = 0
Dt - ZH; =0
avec B = oW /oD, H = 0W/dB, (B,D) — W(B,D) étant une fonction

fortement convexe (I’énergie électromagnétique). Il s’écrit aussi sous forme sy-
métrique

(2.29)

(dQ(u)): + (AW (u)). =0 (2.30)
ot u = (B, D) et Q est la forme quadratique de signature (2,2) définie par
Q(u) = D A B. La convexité de W entraine ’hyperbolicité de (2.29), puisque
d’aprés (2.30) la matrice du systéme est (D?Q)~1D?W, dont les valeurs propres
sont réelles. On peut méme préciser qu’il y a deux valeurs propres > 0 et deux
< 0, puisque la matrice du systéme est conjuguée & une matrice symétrique
de signature (2,2). De plus, (2.30) montre que @ et W sont des entropies de
ce systéme, de flux associés respectifs (dW(u),u) — W(u) et Q*(dW(u)) =
E A H (remarquons que la fonction W n’est une entropie que parce que @ est
quadratique).

Dans un milieu homogene et isotrope, les invariances suivantes sont plau-
sibles :

W(eB,eD) = W(B,D)
W(-B,D) W (B, D)
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et il en résulte que W (B, D) ne dépend que de |B|, |D| et D A B. On fait
I’hypothése plus forte que W (B, D) ne dépend en fait que de

(IB* +|D[*)/2
DAB.

€
©

Ceci généralise le cas étudié par D.Serre dans [Ser6, Ser8], o W ne dépend que
de €. Si on observe que |B £ iD|?/2 = € £ ¢, il est clair que cette hypothése
revient & supposer W fonction des modules r = |u| et s = |v| de v = (B +
iD)/V2 ,v = (B—iD)/+/2 3. Un calcul sans difficulté montre que la convexité
forte de W comme fonction de (B, D) équivaut a sa convexité forte comme
fonction de (r,s) , jointe & ‘

W./r>0 et W,ls>0. (2.31)

Notons que la régularité de W entraine W = F(r?, s?) pour une fonction ré-
guliére F', et donc que (2.31) garde un sens en 7 = 0 et en s = 0. Avec ces
notations, le systéme (2.29) s’écrit

u + (A(r,8)u), = 0

v+ (u(r,s)v), = 0 (2.32)

UA=W,[/r=W,+W, et p=—-W,/s =W, — W, (remarquer que A > 0> p
d’apres les conditions (2.31) ). Ce systéme se décompose en deux sous-systémes

S . po{ rr e = 0
| B+ p(r,8)B, 0 Tl st (p(r,s)s). = 0

(2.33)

ot u = re'® et v = se”? (o, 8 € R/27Z) . Le second sous-systéme étant diago-
nalisable (car 2 x 2), on voit que le systéme complet est riche.

I1 est alors clair que A et u sont des valeurs propres linéairement dégénérées
de (2.32), de directions propres respectives R(iu,0) et R(0,7v) si u # 0 (resp.
v # 0). Si u = 0 (resp. v = 0) la valeur propre A (resp. p) est double, de
sous-espace propre R? x 0 (resp. 0 X R?). Les autres valeurs propres sont celles
du sous-systéme (2.33.b), i.e. celles de la matrice

A+7A, T, _ W W
( Sir H + SHs ) B ( —Wrs _Wss ) (234)

Les vecteurs propres correspondants de (2.32) sont situés dans le plan R(u,0) @
R(0,v). Remarquons qu'’il est possible que (2.34) admette A ou p pour va-
leur propre ailleurs que sur {rs = 0}, mais la décomposition en sous-systémes
(2.33.a,b) permet de négliger ce fait.

13]1 serait intéressant de savoir si cette invariance par §* x S! a une signification physique
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Le feuilletage de contact Cy associé & A est constitué des cercles {|u| =
70,V = v} (1o > 0). Comme Q(u,v) = (|u|? — |[v|?)/2, il est évident que dQ(C»)
est un feuilletage par Q*-cercles. En ce qui concerne ’entropie W, les variables
duales sont uv* = W,u/r, v* = W,u/s, et on a W* = W, + sW, — W, de
sorte que dW(C,) est constitué des courbes {|u*| = r},v* = v}, qui sont des
W*-cercles sur lesquels W* est constante. La situation pour le feuilletage C, est
identique.

I1.2.5 La magnétohydrodynamique (MHD)

Ce systéme 7x 7 décrit la propagation des ondes magnéto-acoustiques planes
dans certains milieux [Ger, DiP3, Frel, Fre2, B-H]. En coordonnées eulériennes,
il s’écrit sous forme conservative

.+ (pu)s

0
(pu): + (p + pu® +|B*/2). =0

e + (up+e+|BP/2)-V-B), = 0 (2.35)
(V) + (puV = B), =0

Bt + (uB—V)z = 0

avec € = p(e + (u® +|V|?)/2) + |B|?/2 (densité d’énergie totale) et la loi d’état
p = p(p, €). Les variables p, p, u, e ont la méme signification qu’en dynamique
des gaz (eulérienne), et V, B € R? sont les composantes respectives de la vitesse
et du champ magnétique orthogonales a la direction de propagation. L’espace
des états est le cone convexe ouvert

U= {(p,m,e, M,B) €R" | p> 0, 2pe > m?+ |M|* + p| B|*}

en notant m = pu, M = pV. Pour calculer les valeurs et vecteurs propres du
systeme (2.35), il est plus commode de le réécrire en variables non-conservatives
(p,u,e,V, B), ce qui donne

pr + (pu)2 =0
u + uu,+(p.+B-B;)lp = 0
e + uez + pu,[p =0 (2.36)
Vi + uV, — B, /p = 0
Bt + (uB - V), =0
Les valeurs propres sont
/\4 = u
/\2,6 = uzx Ca (237)
)\1,3,5,7 = uxcy

ol ¢y = 1//p est la “vitesse d’Alfvén”, et c;,c_ > 0 sont données en fonction
de la vitesse “ordinaire” du son ¢ = (pp./p? + p,)'/? par

(c —c*)(cd = (1 +1BI)/p) = | B*/p
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avec 1
0<c_<ca=—<c;.
N

En particulier (2.35) est strictement hyperbolique dans U,., = {B # 0}, et
si B=0onac_ =inf(c,ca), cy = sup(c,ca)-

Comme pour la dynamique des gaz, la valeur propre u est linéairement dégé-
nérée, de direction propre donnée par du = dp = 0, dV = dB = 0. Le feuilletage
de contact C4 associé est donc formé des courbes sur lesquelles p,u,V, B sont
constants.

Les valeurs propres A\2¢ = u =+ c4 sont aussi linéairement dégénérées. En
effet, les directions propres correspondantes sont données (si B # 0) par dp =
du=de=0et

dB =+ \/pdV =0, B-dB=0.

Les feuilletages Co dans U,y sont donc constitués des cercles
{(p,m,e, M £ /pB, |B|) = const}. (2.38)

L’existence de ces valeurs propres linéairement dégénérées est die a Iinvariance
du systéme (2.36) par le groupe O(2) agissant sur les variables V, B [Frel, Fre2,
Fre3] .

Les fonctions

E(p,m,e, M,B) = pS(p,e) = pS(p,

— 2 2 2

2p?
telles que p2S, = —pS. sont des entropies de (2.35), et on peut trouver des E
fortement convexes (comme pour la dynamique des gaz, S est un invariant de
Riemann). Les variables E-duales sont donc, en notant M = (m, M) € R® et
V=(uV)eR?:

= E, = S+4pS,- f_IELL l_il_

M* = Ey = _%SC,M_-S,,.V (2.40)
e = E( = Se
B* — EB = —Se.B.

On en déduit aussitot
E*:=pp*+M-M*+e*+B-B*—E=—pe* (2.41)

ol p = p + |B|?/2 désigne la “pression totale”. Il n’y a maintenant plus de
difficulté & vérifier que dE(C4) est un feuilletage par E*-cercles : on a d’aprés
ce qui précede
M 1%
B* = —¢'.B (2.42)
p

Il
|
a

E* = —¢.
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et les feuilles de C4 sont données par (V, B, p) = const.

En ce qui concerne les feuilletages C3 ¢ correspondant aux “ondes d’Alfvén”,
leurs feuilles sont données par ( p, u,e, B,|B|) = const, ot B désigne B+ /pV.

En particulier, €* = S,(p,e) et p = p(p, e) + |B|2/2 sont aussi constants le
long de Cy, ainsi que m* = —e*u , B* £ ,/pM* = —€e'B, et E* = —pe".

Pour vérifier que le feuilles de Cg (par exemple) sont des E*-cercles, il nous
manque encore une relation affine en les variables “duales” (p*,m*,e*, M*, B*),
vérifiée le long des feuilles de Cs .

On tire cette relation de

pto= (09), = (e~ (W +|V]*)/2)S.
= 1/2¢*|V|* + const
le long de Ce, et aussi de V = (B~ B)//p .
11 vient en effet _
pp* — B - B* = const (2.43)
le long de Cg, ce qui constitue la relation cherchée pour les feuilles, puisque p
et B sont constants le long de celles-ci.

Comme la dynamique des gaz, la MHD admet aussi une formulation lagran-
gienne, qui se déduit de la précédente par le changement de variable (2.22), et
pour laquelle les résultats sont analogues.

On trouve facilement que ce systéme s’écrit, en posant v = 1/p

vy - Ug =0

Uy + ﬁf =0
(e+vB%/2); + (pu—V-B) = 0 (2.44)

‘/t - Bf =0

(vB): - Ve =0

avec les variables conservatives (v, u,é = e+vB?/2,V,vB), et ¢ = e+(u?+V?%)/2
, = p+ B?/2. Dans les coordonnées non-conservatives (v, u, e, V, B), on trouve

vy — Ug =0
u + De =0
e + pug =0 (2.45)
Vi - B, =0
B, + (wB-Vg)Jv = 0

Les valeurs propres linéairement dégénérées sont ici 0 , +1/4/v . Pour les
“vitesses d’Alfvén” Ay = +1/4/v, les directions propres sont données par

dv=du=de=0
d3=B-dB=0 (8 =B?/2) (2.46)
dV +/vdB =0

14Ce serait I'opposé dans le cas de C,
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soit encore, pour la derniére équation, dW, = 0 , ot on a posé Wy = V +£/vB.
Ainsi, les feuilletages de contact C. associés & Ay sont définis par (v,u,e, =
B%/2,W.) = const, c’est-d-dire que (v,u,e, 3, W) sont des coordonnées trans-
verses pour Cy.

11.2.6 L’électrophorése

Ce systéme de lois de conservation s’écrit [Ser9, Serll, Fi-G]

Btu.' + 8, ( ?_'iu‘

j=1

):0 (1<i<n) (2.47)

Uj
ot u; > 0 et les a; sont des constantes > 0 distinctes avec
0<a;<...<ay,.

Ce systéme appartient a la classe de B.Temple,c’est-a-dire est un systéme riche
dont les hypersurfaces caractéristiques sont des hyperplans. Pour le voir, on
remarque avec D.Serre [Ser1l] que les entropies affines

n

i Buw) =)

i=1 a; —

Ui

(w€R, w#a)

admettent des flux qui leur sont proportionnels , & savoir

u U(yyw) =

D(u;w) .

i Ui
Ceci entraine que les hyperplans H, = {u|®(v;w) = 0} sont caractéristiques
et que les racines w;(u) € Jai—1,a;[ , 2 < ¢ < n de ’équation

n u;

P(u;w) =) =0 (2.48)

i=1 @i W

sont des invariants de Riemann, de valeurs propres associées

M=) (2<i<n).

Par ailleurs, la fonction linéaire

n

u;
wi(u) = —
1(u) 2

est clairement un invariant de Riemann, associé & la valeur propre A; = 0, ce
qui achéve de démontrer ’assertion.
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On peut montrer [Ser9, Ser1l] que les valeurs propres A;, ¢ > 1 sont vrai-
ment non-linéaires, alors que A; = 0 est évidemment linéairement dégénérée.
Le feuilletage C associé & cette derniére est constitué des demi-droites d’origine
0 dans U = R%, puisque f(c.u) = f(u), Ve > 0.

Le systéme (2.47) étant riche, il admet “beaucoup” d’entropies F, et parmi
celles-ci beaucoup d’entropies non-dégénérées. Cependant pour toutes celles-ci
on sait par avance d’aprés le théoréme 5 que dE(C) sera constitué de droites
de (R™)*. On peut le vérifier en utilisant la formule de représentation [Ser11]

Bna(w) = h(wy(w) + [ (@(u; 0))* du(w)

qui fournit des entropies pour toute mesure finie y sur Ry vérifiant 1/(a; —w) €
LY(dp), i = 1,...,n et toute fonction h : Ry — R . En effet, en utilisant la
définition (2.48) des w;, ¢ > 1 (et en supposant u assez réguliere), on obtient

OB u(u) _ R (w;(w)) + /a.' dp(w)

Ou; a; wi(u) G — W

i>1
Comme les feuilles de C sont définies par les conditions w; = const , @ > 1, ceci

montre clairement que dE(C) est contenu dans une droite affine de (R™)* de
direction constante Rdw;.

I1.2.7 Systémes i feuilletage de contact prescrit (codim. 1)

a. Cas général. Lorsque m = n—1, les seules restrictions imposées au feuilletage
C* par Dexistence d’un systéme symétrique (2.2) “porté” par C* (i.e. dont C*
soit le feuilletage de contact), sont celles données par le théoréme 5.

Plus précisément, fixons la fonction L = E* : U* — R , et soit C* un
feuilletage par L-sphéres de codimension un Fy; C U*, donné pour simplifier
par une courbe paramétrée

s, € &~ {0}

ou s varie dans R ou S, la feuille F, étant une composante connexe de U* N
©71(0). On peut toujours localement se ramener a cette situation. Les conditions
suivantes doivent alors étre satisfaites :

dips(q) # 0 et Op,(q)/0s # 0 pour g € Fy . (2.49)
Si on explicite ¢, € £* sous la forme
s(q) = a(s)L(q) + (B(s),q) +7(s) - (2.50)

Il résulte de la démonstration du théoréme 5 que pour toute fonction g — H(q)
définissant un systéme porté par C*, les fonctions A, a,b du parameétre s doivent
vérifier

(X(5),d'(s),b/(5)) = k(s).(e(s), B(s),7(s)) k() #0. (2.51)
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Inversement, si s — (A(s),a(s),b(s)) vérifie (2.51), posons, conformément a
(2.17)
H(q) = A(s)L(q) + (a(s),q) + b(s) si g € F, . (2.52)

D’aprés la proposition 6, H définit un systéme (2.2) dont A est une valeur
propre linéairement dégénérée de multiplicité constante n — 1 et de feuilletage
de contact C*, en bref un systéme “porté” par C*.

Remarquons que si {s | a(s) = 0} est d’intérieur vide (i.e. si la réunion
des feuilles plates est d’intérieur vide), la fonction s — A(s) détermine H a
Paddition prés d’une fonction affine, c’est-a-dire détermine complétement le
systéme hyperbolique symétrique (2.2). En effet on déduit de (2.51) que a'(s)
et b'(s) sont alors connus, d’oli ’assertion.

b. Systémes gradients. Pour décrire des exemples plus explicites, prenons
1
B(u) = 5Juf

de sorte que dE permet d’identifier linéairement R™ et (R™)*, donc u et ¢. On
obtient ainsi les “systémes gradients”

u+ (VH(u)), =0. (2.53)

Les feuilletages C (ou C*, c’est la méme chose) sont constitués de sphéres ou
de plans de codimension un, et on peut commencer par le plus simple, défini
par des sphéres concentriques : @ (u) = E(u) — s (Urey = R — {0}). Alors H
donnée par (2.52) est telle que a’(s) = 0 et ¥'(s) = —sA'(s). On choisit a = 0,
et il vient
H(u) =h(r’/2)  K(s)=Xs)  (r=ul)

d’ou f(u) = A(|u|?/2)u (cf. [Frel, Fre3]).

D’autres exemples sont fournis par les faisceauz linéaires de sphéres. Pour

n = 2 (cas assez représentatif), ce sont les faisceaux “4 points limites” comme
par exemple

po(u) = pu(ur,ug) = s(ful? + (= 1) = 2wy (Js| < (1=c?)72) (2.54)
si ¢ > 1, et les faisceaux “a points de base”, par exemple
©s(u) = @q(u1,uz) = sin s (|ul* +(c? = 1)) +2¢ cos sy, (s €R/2rZ) (2.55)

si 0 < ¢ < 1. Les faisceaux de cercles qui leurs sont orthogonaux constituent
alors les courbes intégrales de 'autre champ de directions propres.

Dans le cas (2.54), toute fonction s — A(s) pour laquelle \' ne s’annule
qu’en 0 avec A''(0) # O convient, et dans le cas (2.55), A : R/2n7Z — R doit
avoir aux points 0,7 un maximum et un minimum, tous deux non-dégénérés
(A" # 0). On note une différence qualitative entre ces deux cas : alors que dans
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le premier, le systéme peut étre prolongé & R? tout entier (la valeur propre A
devient double aux points limites), cela est impossible dans le second, puisqu’en
chaque point base (0, £+v/1 — ¢?) il y aurait deux valeurs propres distinctes A(0),
A(m) pour la direction propre du; = 0.

Enfin, le cas “parabolique” ¢ = 1 est intéressant aussi :.on a U = R% - {0},
et ’espace des feuilles est la variété non-séparée “R avec 0 dédoublé”. Cela
force en particulier les fonctions A, a, b naturellement définies sur cette variété
a prendre les mémes valeurs sur les “deux 0”. Les systémes correspondants sont
donc encore donnés par les fonctions s — A(s) telles que A’ ne s’annule qu’en
0, avec A"”(0) # 0.



IITI Hyperbolicité globale

Ce chapitre est consacré a I’étude d’une notion, introduite par D.Serre dans
[Ser12], qui précise celle habituelle d’hyperbolicité pour les systémes de lois de
conservation

Ou+0,f(u)=0 u(z,t)eUCR", (3.1)

lorsqu’ils possédent une valeur propre linéairement dégénérée (voir chapitre
précédent).

Pour de tels systémes, il est facile de construire des solutions qui sont ad-
missibles dans tous les sens possibles (par exemple C'), tout en étant “trés
oscillantes”. Si A est la valeur propre linéairement dégénérée et C le feuilletage
de contact associé, il suffit en effet de prendre

uf(z,t) = u*(f_—/;(—%) ,€>0,

ol u, : R = C est mesurable bornée, & valeurs dans une feuille C' de C, et A\(C)
est la valeur (constante) de A sur C. L’admissibilité, entropique par exemple,
résulte de ce que si E' est une entropie quelconque, de flux F, alors F' — AE est
constante le long des feuilles de C, et en particulier sur C. On en déduit que
toutes les inégalités d’entropie sont satisfaites, sous forme d’égalités 0;FE(u) +
0. F(u) = 0.

Un grand nombre de résultats semblent indiquer que la réciproque est vraie,
i.e. les oscillations de grande amplitude ne sont possibles qu’en présence de
dégénérescence linéaire!®. Le premier est celui de Lax (voir [Lax4, Lax5]), qui
montre dans le cas n = 1 que la véritable non-linéarité (ici équivalente & f'' 3 0)
entraine par exemple la décroissance vers 0 de Var’ u(.,t) pour ¢ = +00 et tout
intervalle borné [a,b], lorsque la donnée initiale uy est périodique. Glimm et
Lax [GI-L] démontrent ensuite des résultats analogues dans le cas n = 2, pour
des solutions construites & 1’aide du schéma de Glimm. La généralisation au
cas n > 2 a été effectuée par DiPerna [DiP3], qui a montré que pour les sys-
temes strictement hyperboliques dont les valeurs propres sont soit linéairement
dégénérées (LD), soit véritablement non-linéaires (VNL), le résultat suivant
est vrai. Soit 4y € VB une donné initiale coincidant avec une constante hors

15 Grossierement, I’idée est que pour une donnée initiale rapidement oscillante, la véritable
non-linéarité provoque ’apparition de nombreux chocs. La dissipation liée & ces derniers
amortit alors rapidement les oscillations. En fait, I’apparition nécessaire de chocs n’est établie
que pour n = 2 [Lax5] (ou les systémes riches [Ser9]), ou encore pour n quelconque mais des
données initiales C*-petites [Li5, Jn]
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d’un intervalle borné. Soit ¢ : U — R une fonction constante le long de tous les
feuilletages de contact (de dimension 1) associés aux valeurs propres LD (on
dit aussi “constante & travers les discontinuités de contact”). Alors si Varug est
assez petite, on a, pour toute solution u fournie par le schéma de Glimm,

Var ¢(u(.,t)) — 0 pour t — +o00,

i.e. les oscillations “purement non-linéaires” disparaissent..

Cet énoncé est a rapprocher d’une hypothése, émise par D.Serre dans [Serl1],
généralisant des résultats antérieurs de DiPerna [DiP5] et de [Ser3]. Elle peut
s’énoncer comme suit : si {u®}.5¢ est une suite bornée dans L™ de solutions de
(3.1), alors {¢(u)}es0 est compacte dans Lf, ., Vp < oo, pour toute fonction ¢
constante le long de tous les feuilletages de contact du systeéme.

La section IIL.1 contient un bref rappel des résultats de D.Serre [Serl2,
Ser13] concernant les solutions oscillantes & une phase, qui établissent & nou-
veau un lien entre les oscillations et la dégénérescence linéaire, et la notion
d’hyperbolicité globale qui s’introduit en considérant le systéme “moyennisé”
auquel satisfont les “modes transverses”. Cette notion est analysée dans la sec-
tion II1.2, o ’on donne différents critéres d’hyperbolicité globale. Pour cela, on
s’appuie’sur les résultats du chapitre II concernant la structure du feuilletage de
contact. On met notamment en évidence une caractérisation géométrique par
le “non-enlacement” du feuilletage C, pour une classe de systémes qui contient
par exemple les systémes “gradients”.

Dans la section III.3, on applique la théorie précédente aux exemples non
triviaux du chapitre II. On y construit aussi (II1.3.5) des sytémes non globale-
ment hyperboliques définis dans un domaine convexe U C R3, pour lesquels le
feuilletage C est le “feuilletage de Hopf”.

ITII.1 Solutions oscillantes
Considérons une famille de “solutions oscillantes & une phase”

6(z,t)

[

u®(z,t) = uo(z, t, 0—(2—’2) + euy(z, ¢,

)+ R(z,t) €>0

du systéme (3.1). On suppose que les valeurs propres de ce dernier sont de
multiplicité constante dans U,.; C U et sont soit LD, soit VNL. On fait comme
dans [Ser12] les hypothéses

(i) La phase 6 : R — R est C! et vérifie df(z,t) # 0, Vz, 1.

(i) ug : (z,t,y) » ue(z,t,y), k = 0,1 est C!, périodique de période 1 en la
variable y, uo est & valeurs dans U,., et 9,uo ne s’annule pas.

(i) Lereste R, vérifie pour tout compact K C R? les estimations || R. ||z(x)=
O(e?) et || Dzt Re ||z(xy= Oe)-
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L’annulation des termes en O(1/¢) dans yu® + 9, f(u®) fournit alors le

Lemme 1 (D.Serre [Ser12]) Sous les hypothéses précédentes, il eziste une va-
leur propre linéairement dégénérée A, de feuilletage de contact C, telle que
y — u(z,t,y) soit d valeurs dans une feuille de C pour tout (z,t), et la phase 6
vérifie ’équation eikonale

0:0(z,t) + Muo(z,t,9))0:0(z,t) =0  Vz,t,y. (3.2)

Introduisons alors, toujours suivant [Ser12, Ser13], des coordonnées locales
(v,w) € R*™™ x R™ telles que les feuilles de C soient de la forme v = const (m
est la multiplicité de A). Il est alors clair que v := v(u®), w® := w(u®) sont de
la forme

v¥(z,t) = vo(z,t) + evy(z, t, bz, t)) +0(e?) . (3.3)

w®(z,t) = wo(z,t, u) wi(z,t, e, t)) +0(e% . (34)

Par ailleurs, la matrice du systéme s’écrit dans ces coordonnees

Alv,w) = ( 13((5,’5)) AWl )

d’olt ’on déduit en utilisant (3.2),(3.3) que vy, vy, wy, w; satisfont &

6;’!)0 + B(Uo, ’U)())az’l)o + 6,0 (B(Uo, ’ll)o) - /\('Uo))ayvl =(%)
Bywo + A(vo)d,wo + 1(vo, wo)(8xv0 + 0,0 Oyv1) + 320 (dA(vo), v1)dywe =(306)

(noter que vy ne dépend pas de y). Multipliant ’équation (3.5) par (B(vo, wo) —
A(vg))~! et prenant la moyenne par rapport & y, on obtient la partie du systéme
moyennisé qui concerne vg :

MwD(Uo)aﬂ)o + (Id + ’\(UO)Mwo (Uo))azvo =0 (37)

ol on a posé pour v € R*™™ et y = w(y) € R™ fonction 1-périodique

Mo0) = [ (Bo,0() = N0 dy € My m(R)

Le systéme moyennisé complet pour vy, wq s’obtient en tirant v; de (3.5) (alors
(3.7) assure que v, est périodique en y), et en reportant dans la seconde équa-
tion (3.6). Une fonction arbitraire de (z,t) s’introduit dans ce processus, qui
représente un degré de liberté du développement asymptotique (3.4), et revient
a remplacer wo(z,t,y) par wo(z,t,y+ a(z,t)) [Serl2] (“changement de jauge”).
En particulier, les opérations de moyenne en y n’en sont pas affectées.
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On retrouve parmi les solutions de (3.5),(3.6) celles pour lesquelles

v¥(z,t) = v (constante)
w(z,t) = wo(f(z,t)/e) (wo(y) fonction 1-périodique arbitraire de y)
0(z,t) = z— A(vo)t.

(3.8)

Définition 2 [Ser12] Le systéme (8.1) est dit globalement d’évolution (relati-
vement & A, valeur propre LD) si pour toute fonction 1-périodique y — wo(y),
le systéme (3.7) est d’évolution par rapport d vg, i.e. si'®

Yv € R*™™,
M(v) := Conu{(B(v,w) -Aw)twe R'"} C GL(R™™) (3.9)

On dit qu’il est globalement hyperbolique (relativement & \) si, de plus, (3.7)
est hyperbolique par rapport d vy , i.e. si pour tout v, l’ensemble M(v) défini
ci-dessus ne contient que des éléments diagonalisables sur R.

Ainsi, ’hyperbolicité globale est une condition nécessaire pour que le systéme
moyennisé (3.7) soit linéairement bien posé pour v, au voisinage des solutions
oscillantes “triviales” (3.8).

Notons aussi que le choix des coordonnées (v,w) est sans importance (cf
[Ser12, Ser13]), du moins si de telles coordonnées existent dans un voisinage
de chaque feuille, au besoin en remplacant R™ par la fibre type si C est une
fibration. Comme ce n’est pas toujours le cas (voir chapitre II), on remplacera
dans la section suivante cette définition par une autre, intrinséque.

L’étude des solutions oscillantes & plus d’une phase (i.e. § € R¥, N > 1)
souléve des questions non résolues & ce jour, pour ne citer que la plus simple
(voir [Ser12]) :

existe-t-il un systéme (3.1) dont toutes les valeurs propres sont VNL
et qui posséde une solution u : R? — U doublement périodique et
non constante?

On sait (loc. cit.) qu’un tel systéme ne peut pas étre riche (en particulier n > 2).
Cette question est liée & I’hypothése de structure des oscillations émise dans
[Serl1, VI], dont elle est en fait une conséquence (voir aussi I'introduction & ce
chapitre pour I’énoncé de cette hypothése).

L’hyperbolicité globale est vraie pour les systémes riches : la matrice (B —
A)~! est diagonale pour des coordonnées (v, w) convenables, et le résultat est
alors évident (convexité des composantes connexes de R — {0}...).

Bien plus, elle est vérifiée par tous les exemples d’origine physique exami-
nés jusqu’a présent (et notamment ceux du chapitre II). Cela conduit D.Serre
[Ser13] & formuler la

16Conv E désigne I’enveloppe convexe de 1’ensemble E



HYPERBOLICITE GLOBALE 71

Conjecture d’hyperbolicité globale : Tout systéme (3.1) dé-
fini dans un ouvert conveze, invariant U et possédant une entropie
fortement convexe E : U — R est globalement hyperbolique.

On suppose implicitement que le systéme en question vérifie “I’hypothése stan-
dard” (A) (cf sec-rigid) et “globalement hyperbolique” se référe alors & la valeur
propre A. On verra (cf I11.3.5) que les hypothéses sur U ne peuvent étre sup-
primées. Rappelons & ce sujet que le domaine convexe U est invariant si sa
frontiére est réunion d’hypersurfaces caractéristiques du systéme [Ser5].

Pour finir, signalons que, sous ’hypothése de ’existence d’un “symétriseur”
convenable (hypothése équivalente & celle du lemme 9), A. Heibig a montré
récemment [Hb4] que les solutions du systéme moyennisé correspondent effecti-
vement & des solutions oscillantes du systéme initial, “validant” ainsi en quelque
sorte la notion d’hyperbolicité globale.

IIT.2 Géométrie transverse du feuilletage de contact
II1.2.1 Préliminaires

Les systémes hyperboliques (3.1) considérés & partir de maintenant seront
“standard” au sens de la

Définition 3 Un systéme est standard s’il vérifie les hypothéses (A) et (B) du
chapitre II, que ’on rappelle ici pour la commodité :

(A) il posséde une valeur propre A : U — R, de multiplicité constante m dans
le complémentaire U,., d’un fermé de codimension > 2 dans U, et X est
linéairement dégénérée dans Uy, de feuilletage de contact C.

(B) Il est doté d’une entropie non-dégénérée E : U — R, et dE est un difféo-
morphisme de U sur son image dE(U) = U* C (R™)*.

On introduit maintenant un certain nombre d’objets dont il sera fait un
usage constant dans toute la suite.

Fibré normal. Introduisons le fibré normal N' = N(C) au feuilletage C
[Law] : c’est le fibré vectoriel au-dessus de Uy, dont la fibre en u est

N, = N,(C) = T,U/T,(C) = R"/K,

avec K, = ker(Df(u) — A(u)). On peut le représenter “concrétement” dans TU,
comme champ des sous-espaces

—

N, =im (Df(u) — A(u))
puisque K, & N, =R,
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Automorphismes distingués. Les endomorphismes Df(u), u € U, défi-
nissent par passage au quotient un champ d’endomorphismes

B(u) = B, € End(N,)

et on a B(u) — A(u) € GL(N,), Yu € U,ey. On définit alors les automorphismes
distingués du fibré normal N(C) par

Zy = (B(u) — A(u))™! € GL(N,) .

Notons que pour tout u € Uyey, Zy est symétrique pour la forme quadratique
D% (u) sur N, & N,.

Holonomie. Ensuite, il résulte de la démonstration du théoréeme de rigidité
I1.5 (voir (2.13) ) que les feuilles de C sont les composantes connexes des fibres
d’une submersion

T iUpg S UL, 5T,

reg

ou encore les composantes connexes des fibres de © = © o dE, qui est de rang
constant.

On définit alors, entre les espaces normaux N; = N,,, N; = N,, en deux
points u;, u; d’une méme feuille C de C, un isomorphisme d’holonomie (linéaire)

ol Ny 5 N

par la condition [dus] = oy?[du,] si et seulement si D7 (u;)du; = D7t (us)dus, ou
encore DO(u)du; = DO(uz)du, (en notant [du] € N, la classe de du € T,U).

Remarquons que pour un feuilletage quelconque il existe aussi de tels isomor-
phismes, mais ils dépendent alors a priori. du choix d’une classe d’homotopie de
chemins reliant u; & u; dans la feuille qui les contient [Law]. On dit que le feuilletage
est & holonomie linéaire triviale quand ils n’en dépendent en fait pas, ce qui est le
cas ici, comme pour tout feuilletage défini par une submersion (loc. cit.).

On a trivialement, pour trois points u;, 1 = 1,2,3 sur une méme feuille
opoa =0, .
On pose alors, pour toute feuille C' de C et tout point uy de C
Muy(C) = Conv {02 Z,0%, | u € C} C End(N,,) ,
ensemble qui vérifie en particulier
My, (C) = 0t My, (C)oy? Yug,uy € C . (3.10)

La version intrinséque de la définition 2 est maintenant :
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Définition 4 Le systéme (3.1) est globalement d’évolution st M,(C) C GL(N,)
pour toute feuille C et tout u € C (ou pour un seul u, d’aprés (3.10) c’est équi-
valent). Il est dit globalement hyperbolique si de plus M (C) C Diagg(N,), ot
Diagg C End désigne l’ensemble des endomorphismes diagonalisables sur R.

Des exemples évidents sont fournis par les systémes dont les champs de direc-
tions propres transverses sont invariants par holonomie, comme par exemple les
systémes riches (il suffit en fait d’avoir un “drapeau” transverse invariant par
holonomie : le systéme est alors “triangularisable”).

Passage au dual. Toute la situation peut étre transportée dans le dual au
moyen du difféomorphisme
dE:U S U*.

On notera N'* = N(C*) le fibré normal & C* = dE(C), et N; = Ny(C*) sa fibre
au point g € Uy,,.
Les isomorphismes d’holonomie (linéaire) de C* seront notés (abusivement)

ol : Ny —= N .
Ils sont reliés & ceux définis plus haut par les relations!”
0! = D’E(u') 0¥ (D’E(v))™  siq=dE(u), ¢ = dE(x) (3.11)
en notant encore D?E(u) I'isomorphisme de N, = R"/K,, sur N; = (R")*/Ky

obtenu par passage au quotient & partir de D?E(u) : R® 5 (R")*.

Transport parallele. Le “théoréme de rigidité” I1.5 permet d’introduire une
autre famille d’isomorphismes entre les espaces normaux & une méme feuille de
C ou de C*. En effet, si £* désigne, comme au chapitre II, ’espace vectoriel de
fonctions sur U* engendré par L = E* et les fonctions affines, et si V = V(C*) C
E* est le sous-espace des fonctions s’annulant sur la feuille C* = dE(C) de C*,
on a pour tout ¢ € C* un isomorphisme

Vv 5 (V)

e de(q). (3.12)

Or, si ¢ = dE(u), on a
(N;)" = N = im (Df (u) = Au))

comme on le vérifie aisément.

17Ici et dans toute la suite, on verra une forme quadratique Q sur un espace vectoriel V
tanto6t comme application @ : V — V*, tantét comme Q: Vx V - R..
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Par composition, les isomorphismes (3.12) fournissent donc des isomor-
phismes de transport paralléle entre les fibres de N(C) au-dessus d’une feuille

¥ : N, = (N;)r = (Ng) = No
de(q) +— de(d)

et aussi, par transposition, des isomorphismes

(3.13)

74 : Ny = Nj
entre fibres de N(C*), de telle sorte que si ¢ = dE(u) et ¢ = dE(u'), on ait
v = Y73). (3.14)

Enfin, rappelons (2.4) que l'on a, si ¢ = dE(u)

DW= Mw) = (DH@ - X@DE@DEW (50
= &, DE(u). ’
II1.2.2 Un résultat de “commutation”
On peut maintenant énoncer le
Théoréme 5 Pour toute feuille C de C, et u,u' € C, on a
' (B(u) — A(w)) = (B(') — A(w)) 0¥, (3.16)
soit encore , ,
ZyTy =08 Zy (3.17)
et, si q,4 € C*=dE(C),
Qp = (740, 00°) - (3.18)

Démonstration. On commence par se ramener & démontrer (3.18). Notons
auparavant que dans cette formule, la forme quadratique ®, = D?H(q) —
AMq)D?L(q), de noyau T,(C*), a été identifiée (sans risque de confusion) a la
forme quadratique non-dégénérée qu’elle définit sur le quotient N;. Pour mon-
trer I’équivalence de (3.16) et (3.18), on réécrit cette derniére sous la forme

t !
(73)8g = Bgaf .
D’aprés (3.15) et Pégalité 72" = *(r) qui définit 77, cela s'écrit aussi

¥ Z\DE(u)"! = Z;'D*E(u') 'e?

q

utilisant (3.11), c’est donc équivalent & 7¥'Z; = Z, ¥, soit (3.16).

u
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Démontrons maintenant (3.18); on observe que, par définition de *(73) = ¥,

Vo €V =V(C*), {(73) dp(a) = de(d)

Or un élément de V s’écrit
o = DO(q)dq = 6\ L(.) + (da,.) + éb

avec ¢ € C* et 6\ = dA\(q)dq, da = Da(q)dq, 6b = db(q)dq (notations (2.9),(2.10)),
de sorte que
“(15)(6a + 6A dL(q)) = (§a + 6AdL(q')) . (3.19)

Par ailleurs (et par définition), dg € N, et d¢' € Ny, sont reliés par d¢' = og'dq
si et seulement si ils vérifient DO(q)dq = DO(q')d¢', i.e. les relations dA(q)dq =
d\(¢')d¢ = 8, Da(q)dg = Da(q')éq = éa et db(q)dg = db(¢q')é6q' = 6b. Par
conséquent, en utilisant (2.12) sous la forme 8¢’ = da + dAdL(q') :

{18)B,8q = ;(r;)%m@)duq))
= da+dAdL
= &6 (3.20)
= (I)q;ag'éq
ce qui est le résultat voulu. |

Remarques. 1. Ce résultat peut étre vu comme une contrainte de “rigidité”
supplémentaire, puisque les automorphismes distingués Z, € GL(N,) de NV, ou
les formes quadratiques ®; sur A*, sont déterminés le long d’une feuille par
leur valeur en un seul point de celle-ci (une fois connus 7,0, c’est-a-dire C et
2. La formule (3.19) permet de justifier ’appellation “transport paralléle”
pour 7 . En effet, elle montre que si u,u' € C (u = dL(q),u' = dL(q)), et si

W -ugN,
(par exemple si u,u’ sont proches), I'image &' de £ € N, par 7Y est donnée par
E=rv¢=¢+s.(u —u)

ol s € R est fixé par la condition &' € ﬁu;, et est d’ailleurs indépendant de
u' pour ¢ fixé. Cela définit entirement 7, en procédant de proche en proche le
long des feuilles.

Or, si C est une feuille de C, le fibré des sous-espaces normaux ﬁu, ueC
est naturellement muni d’une connexion, induite de la connexion canonique
de R" (affine) par projection sur N, parallelement & T,(C) ®. On vérifie sans

18Cette construction est classique en géométrie différentielle affine (cf [Chk, Di-V, No-Pi,
Sp], par exemple).
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N

peine grace aux formules ci-dessus que le transport paralléle associé & cette
connexion coincide avec celui déja défini, et en particulier que cette connexion
est plate (le transport paralltle ne dépend pas du chemin suivi sur la base C).
En fait, on peut voir que les sous-espaces affines (de dimension n —m) u + Nu,
u € C, passent tous par un méme “axe” (dépendant de C'), qui est un plan de
dimension n — m — 1, éventuellement a I'infini si dA\ = 0 sur C. Le transport
paralléle est alors naturellement défini par “rotation” autour de cet axe. m

Corollaire 6 Pour toute feuille C de C et ug € C, on a

Mu(C) = 27} Comv{rial |ueC} . (3.21)
En particulier, la propriété d’évolution globale Vug, C, My, (C) C GL(N,,) est
une propriété du “couple feuilletage-entropie” (C, E).
Démonstration. On déduit immédiatement de (3.16) que

ug 7—1 _u __ -1, uo LU
Uu Zu auo - Zuo Tu auo

d’ou le résultat. n

Pour tout espace vectoriel V' (sur R, de dimension finie), qualifions de “tri-
angulaire” un sous-ensemble T' C GL(V) s’il existe une base de V' dans laquelle
tous les 7'ty (t; € T) s’écrivent comme des matrices triangulaires supérieures
a diagonale > 0. Il est clair qu’alors Conv(T) C GL(V'). On en déduit aussit6t
le

Corollaire 7 Si pour toute feuille C' de C et ug € C, l’un des ensembles
{ow 2,08 |ueC), {riook | ueC} C GL(N.,)

est triangulaire, le systéme (3.1) est globalement d’évolution. |

On rencontrera cette situation en étudiant I’exemple de la MHD et de ses valeurs
propres LD Ag, A (cf I11.3.3).

Corollaire 8 Pour toute feuille C* de C* et g € C*, les automorphismes
ol € GL(N,,), (q € C*) sont 4y -symétriques.

Démonstration. D’aprés (3.18), on peut écrire g, = @y, (18008 -, 07 ) ce
qui est exactement 1’énoncé. [ |
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II1.2.3 Meétriques transverses

Appelons (pseudo-) métrique g sur N une famille u — g, de formes quadra-
tiques non-dégénérées sur les Ny, u € Uyey. On a alors la condition suffisante '°
d’hyperbolicité globale (dont dépendront toutes les suivantes) :

Lemme 9 Pour que le systéme (3.1) soit globalement hyperbolique, il suffit
qu’il eziste sur N une métrique g, invariante par holonomie (“o-invariante”),
ou méme seulement conformément o-invariante, pour laquelle les automor-
phismes distingués Z,, u € Uyey, soient symétriques définis positifs (SDP),
c’est-a-dire tels que pour tout u, la forme bilinéaire gy(Z,-,-) sur N, soit SDP.

Démonstration. La métrique g étant o-invariante “a un facteur positif pres”,
la démonstration consiste & remarquer que les endomorphismes SDP pour une
métrique fixe (non-dégénérée) forment un céne convexe, dont tous les éléments
sont inversibles et diagonalisables sur R. ]

Remarques.

1. Une condition suffisante équivalente est de demander que les B(u) —
Au) = Z]? soient SDP pour g, puisque g,(Z;*-,*) = gu(Z4.-2;*,Z7-) (Pen-
semble des automorphismes SDP est stable par inversion).

2. Pour les feuilletages considérés (“sans holonomie”), ’existence sur N’
d’une métrique conformément o-invariante entraine aussitot l’existence d’une
métrique invariante proportionnelle & g.

3. S’il existe une métrique g sur N positive et o-invariante, telle que les Z,
soient g-symétriques (non-nécessairement positifs), on aura

VC,Vu € C, M,(C) C Diagg(N,)

mais a priori, la propriété d’évolution globale M,(C) C GL(N,) n’est pas
vérifiée (on en verra plus tard un exemple).

4. Dans les coordonnées locales feuilletées (v, w) de la section III.1,la condi-
tion du lemme équivaut & P’existence d’une matrice symétrique G(v) (indépen-
dante de w) telle que les matrices G(v)(B(v,w) — A(v))~? soient SDP. |

On en déduit déja un résultat qui s’applique directement a la dynamique
des gaz et a ’'une des valeurs propres linéairement dégénérées de la MHD :

Proposition 10 Supposons E (fortement) conveze. Alors, si la métrique
g= D?E(Df — X) sur N est conformément o-invariante, ou, de maniére équi-
valente, si ® est conformément g-invariante sur N*, le systéme (3.1) est glo-
balement hyperbolique.

190n peut vérifier sur I’exemple de la MHD (pour les valeurs propres Az, \¢) que cette
condition n’est pas nécessaire en général (en revanche, le corollaire 7 s’applique).
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Démonstration.

Notons d’abord que, d’aprés (3.15), on a ®(D?E-, D’E-) = D’E((Df — ))-,-) =
D?E(Z7!.,-), notée encore D’E Z~. Donc ® est conformément o-invariante
sur N* si et seulement si ¢ = D?E Z~! ’est sur M. Or on a évidemment
9(Z-,-) = D’E, d’ot le résultat. [

Si ’on ne se trouve pas dans cette situation agréable, le théoréme 5 permet
de construire des métriques invariantes par holonomie (o) lorsqu’on en connait
d’invariantes par transport parallelle (7) :

Proposition 11 Soit g une métrique sur N, h = g(A-,A-), A = (D?E)7}, la
métrique correspondante sur N*. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) g est o-invariante sur N
(i) h est o-invariante sur N'*
(ii1) ®h~1® est T-invariante sur N'*
(iv) @ h® ' = ZgZ = g(Z-,Z-) est T-invariante sur N

Démonstration. L’équivalence (i) < (i) est triviale. Pour (it) & (44), il
s’agit de montrer que

‘oho = h & 'T®h™ @7 = OL'D .

Or ’égalité (3.18) du théoréme 5 montre que ‘7®c = &, d’ott *7®h~'1®7 =
®0~1h~1te71®. L'équivalence voulue en résulte aussitot.

Démontrons enfin (i) < (iv); la conclusion du théoréme 5 peut s’écrire
Zr = 0Z. Alors g(Z7-,Z7) = g(Z-,Z-) équivaut & g(6Z-,02-) = g(Z-,Z"),
c’est-a-dire & g(o-,0°) = g. [ |

Remarque. Il faut prendre garde au fait que, par définition, les transports
paralléles dans A et A/* ne sont pas reliés par le diffomorphisme dE : U — U*,
C’est-a-dire ne vérifient pas D?E(u')TY 2 T,;"DzE(u) pour ¢ = dE(u),qd =
dE(u'), mais plutét 7 = *(7§')~! (voir cependant le lemme 14 ci-dessous).
C’est ce qui fait qu’une métrique h est T-invariante sur N* si et seulement si
la métrique duale k™! (et non la métrique “transportée” h(D?E-, D’E-)) est 7-
invariante sur A’ (rappelons qu’on identifie N, au dual de N; grace a (N;)* =
N,). ]

En vertu du lemme 9, les métriques o-invariantes g sur N auxquelles on
s’intéresse sont celles qui rendent les Z, = (B(u) — A(u))~! symétriques (et
si possible définis positifs. .. ). L’équivalence () < (iv) dans la proposition 11
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montre qu’il revient au méme de chercher des métriques 7-invariantes sur N
vérifiant cette condition.

Une métrique évidente sur N pour laquelle les Z, sont symétriques est
D?E = A~!. Cependant, elle n’est pas toujours T-invariante :

Proposition 12 La métrigue D?E (sur N) est T-invariante si et seulement si
E vérifie N

Yu,V¢€ € Ky,Vn1,m2 € Ny, DaE(f,fh,ﬂz) =0. (3.22)
C’est en particulier le cas si E est quadratique (D3E =0).

Démonstration. Soit C une feuille de C, et u — 7, € N, un champ de vecteurs
normaux le long de C, invariant par 7 (i.e. 7‘;"17,, = ny). 1l suffit d’établir que

u = (DB ()1, 1) (3.23)

est constante sur C' pour tout choix de 7 si et seulement si (3.22) est vérifiée
lorsque u € C. Or on sait que n, = da+dAu, u € C (voir (3.19)), pour da € R”
et A € R convenables. Donc, par dérivation le long de C, (3.23) est constante
sur C si et seulement si

Vu € C,V€ € Ku, D’E(§,0u,1u) + 26A (D*E(u)€, ) =0 .
L’orthogonalité (pour D?E) de K, et N, fait que le second terme est nul, d’olt
le résultat. |

Ceci permet d’énoncer une autre condition suffisante d’hyperbolicité glo-

bale :

Proposition 13 Lorsque E vérifie la condition (3.22) (en particulier si elle
est quadratique), on a

(a) sila métrigue D?E (Df — ) est positive sur N, ou de fagon équivalente, si
® est positive sur N'*, alors le systéme (3.1) est globalement hyperboligue.

(b) si E est conveze, alors VC,Yu € C, My(C) C Diagg(Ny).

Démonstration. D’apres les propositions 11 et 12, I’hypothese signifie que la
métrique sur N définie par

g=D*E(Z'.,Z71)

est o-invariante, et il est clair que Z est g-symétrique.

Dans le cas (a), g(Z-,-) = D?E (Df — \) = ®(D’E-,D?E"), et le lemme 9
qui permet de conclure.

Dans le cas (b), on a g > 0, d’ott la conclusion (cf remarque 3 suivant le
lemme 9). ]

L’éventualité (a) ci-dessus est réalisée par exemple si E est convexe et A = \;
est la plus petite valeur propre de Df, ou encore, quitte a changer E en —F, si
A = A, (plus grande valeur propre).
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II1.2.4 Evolution globale et enlacement

La condition (3.22), c’est-a-dire I'invariance par 7 de la métrique D?E, admet
une autre interprétation, peut-étre plus naturelle :

Lemme 14 La métrigue D’E sur N est T-invariante si et seulement si les
transports paralléles dans N et N* sont “reliés par dE?”, i.e. vérifient

DEW)rY =1IDE(u)  (¢=dE(u),qd = dE(x)). (3.24)
En particulier, sous cette hypothése, la propriété d’évolution globale équivaut d
Conv{‘rq“agu |q€ C"} C GL(Ny,)
pour toute feuille C* de C* et tout point gy de C* .

Démonstration.

La relation (3.24) équivaut d’aprés (3.14) a D*E(u')r¥ = *(r%)D?E(u), soit
encore & D?E(u)(r%-,7%:) = D?E(u'), ce qui démontre la premiére partie du
lemme. Pour la seconde, il suffit d’observer que ’hypothése permet d’écrire

800, = D’E(uo)7,° 05, (D’E(u0)) ™ .

On conclut alors grace au corollaire 6. |

Le résultat suivant, “dans A'*”, aura donc automatiquement une contrepar-
tie “dans N lorsque (3.22) sera vérifiée. Cela permettra de donner pour ces
systémes une caractérisation géométrique de la propriété d’évolution globale

Proposition 15 Pour toute feuille C* de C* et qo € C*, la forme quadratique
(sur Ny, )
Py(0%,,0%)  (@€C)

dépend affinement de (g, L(q)). De fagon éguivalente, ’application
q€C* 10l € GL(N,,) C End(Ny)
est la restriction ¢ C* d’une application affine de (q, L(q)).

Démonstration. Soit « : U;,, = ¥ une submersion définissant le feuilletage
C*, et, pour s voisin de so = m(C*), soient p;(s,:) € £€*, (1 £ j < n—m)
les éléments d’une base du sous-espace V; = V(n!(s)) des fonctions de &*
s’annulant sur 77!(s). En particulier, on a ¢;((g),q) = 0, et en dérivant cette
relation il vient

9p

i Op; .
I Dn(q) = -2 -
25 Dn(q) 3 (1<j<n-m). (3.25)
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Soit maintenant § € Ny, et posons {, = o & pour ¢ € C*, de sorte que

Dn(q)éq = Dn(qo)ég,- Alors, pour g € C*, on peut écrire, en utilisant (3.25) et
les définitions de T et o

e B (s @) TR ) = (%4 (s0,0),,)
< (30, 9), D(9)éy) (3.26)
( (30"1) Dm(go)éo) -

Comme (0¢;/3q(50,90))j=1,..,n—m st une base de (Ny )*, et que le dernier terme
ci-dessus est une fonction de ¢ appartenant a £*, on conclut que pour tout &,
P’application

gelCr T"“ a" 6o €N,

est la restriction & C* d’une application affine de (q, L(g)). La seconde assertion
en découle immédiatement. Son équivalence avec la premiére assertion résulte
du théoréme 5, puisqu’il fournit

® (qu ’ q )— qo(qu %0 v') .
| ]

Remarques. 1. La démonstration ci-dessus prouve que la seconde assertion
(concernant uniquement o et 7) vaut aussi pour tout feuilletage par L-spheéres,
et pas seulement pour ceux qui “portent” un systéeme hyperbolique.

2. Comme L coincide sur chaque feuille non-plate avec une fonction affine,
on peut remplacer partout (g, L(g)) par ¢ dans ’énoncé ci-dessus si la feuille
C* n’est pas plate. |

Suivant le schéma annoncé plus haut, on en déduit un résultat analogue
dans NV lorsque (3.22) est vérifiée :

Corollaire 16 Si la métriqgue D*E sur N est T-invariante, i.e. si la condition
(8.22) est vérifiée, alors pour toute feuille C' de C et tout ug € C,

u€C 0 Zyoy = Zy, T, 0y, € GL(Ny,) (3.27)

est une application affine des variables (dE(u), (dE(u),uv) — E(u)) = (g, L(q)).
En particulier, si E est quadratique, (3.27) est une application affine de (u, E(u)).

Démonstration. On a en effet dans ce cas
T 0y, = (D2E(uo))"17';’°agoDZE(uo),

d’ou I’énoncé. [
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On va maintenant utiliser la dépendance affine exprimée par (3.26) pour
traduire géométriquement la condition d’évolution globale, sous ’hypothése
(3.22).

En reprenant les notations utilisées dans la démonstration de la proposition
15, on peut écrire

ij('s?q) = 951'(8"1’ L(Q)) (1 S .7 S n-— m) )

ot (g, z) — $;(s,q, z) est affine.
Soit C* une feuille de C*, s = n(C*), et

C*:={(¢,L(g)) | ¢ € C*} =T* N (C* xR)

ol I désigne le graphe de L.
On note II, le (m +1)-plan intersection des hyperplans @;(s,:) =0,1<j <
n — m qui est aussi le sous-espace affine de (R")* X R engendré par C*.
D’apres (3.26), pour que Conv{7{°d{ | ¢ € C*} contienne un élément non-
inversible, il faut et il suffit qu'’il existe (g, 2) € ConvC* C 11, et §s € T,X — {0}
vérifiant
635.1' §s) = .
—a?(saqaz)a S)—O (1SJSn_m)
Mais c’est exactement dire que le point (g, z) appartient & ’enveloppe de la
famille des (m + 1)-plans I, , et plus précisément est un “point stationnaire”
de ﬁ,. On note W, C ﬁ, I’ensemble de ces points. B
Notons que les traces sur I}, := I'* N (U, x R) des plans II,, s € I,
forment un feuilletage sur I';, , image de C* par le difféomorphisme évident g —
(¢, L(g)). En particulier, enveloppe des II, ne rencontre pas I}, - Remarquons
aussi que “génériquement”, cette enveloppe est une hypersurface (singuliére)
dans R**! = (R")* x R, puisque c’est 'image du lieu critique de la projection
¥ x R**! — R™! restreinte & la sous-variété de dimension n + 1 d’équations
p;=0,7=1,...,n—m.

La discussion précédente motive en partie 'introduction de la

Définition 17 Le feuilletage C* est dit infinitésimalement non-enlacé si pour
tout s € X

W, Conv(C*) =0 .

C’est en particulier le cas si I’enveloppe des plans II, (s € ) ne rencontre pas
l’ensemble

U CowC* c (R")* xR
C‘

(o C* parcourt lensemble des feuilles de C*).
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L’appellation est motivée par le cas ot L (donc E) est convexe, m = (n—1)/2etles
feuilles de C* sont topologlquement des m-spheres dans Uy,,. Dans ce cas, soient Ct et
C; deux feuilles, 1'[1, 11, les (m+1)-plans correspondants dans R"+1 et supposons que
l’mtersectxon I, NI, rencontre ConvCj (ou ConvCj). Alors les m-spheres C;, C; sont
(topologiquement) enlacées dans R", c’est-a-dire que C; rencontre transversalement
en un seul point un (m 4 1)-disque de bord C}. On peut par exemple le déduire
du fait que, dans ’épigraphe {(g,2) | z > L(q)}, les ensembles Conv C; (i = 1,2)
sont deux (m + 1)-disques, de bords CY, et qui s’intersectent transversalement en un
seul point (noter que I’hypothése sur les dimensions s’écrit aussi 2(m + 1) =n + 1).
Sous les mémes hypothéses, on montre facilement par un argument de connexité que
I’enlacement infinitésimal équivaut & ’enlacement de toutes les paires de feuilles.

Dans les autres cas (feuilles non “completes”, m # (n — 1)/2), la notion d’enla-
cement infinitésimal devient essentiellement affine, puisque ’enlacement topologique
des paires de feuilles n’a plus de sens.

Le résultat suivant n’est alors qu’un résumé de ce qui précéde, combiné au
lemme 14 et & la proposition 13

Théoréme 18 Si (3.22) est vérifide (en particulier si E est quadratique), le
systéme (8.1) est globalement d’évolution si et seulement si le feuilletage C*
est infinitésimalement non-enlacé. Lorsque de plus E est conveze (fortement),
cette propriété équivaut donc d l’hyperbolicité globale. ]

Remarques. 1. Lorsque L est convexe, vérifie (3.22), est propre dans U*, et
que de plus m > n/2, le systéme (3.1) est globalement hyperbolique. En effet,
lintersection de deux sous-espaces affines de dimension m + 1 dans R™*! est
soit vide, soit de dimension > 2m — n + 1 > 1. En particulier son intersection
avec U* X R ne peut pas rencontrer ’épigraphe de L sous les hypotheéses faites,
puisque ce dernier ne contient aucune droite.

2. En I'absence de toute hypothése (autre que la non-dégénérescence) sur
Pentropie E, on peut quand méme énoncer une résultat (négatif) : si m = 1,
n = 3 et les feuilles de C sont topologiquement des cercles deux & deux enlacés,
alors le systéme n’est pas globalement d’évolution. En effet, pour tout & €

— {0} (uo € C, C feuille de C), la courbe u € C +— 704 & € Ny, — {0} a
un degré topologique non nul, et en particulier son enveloppe convexe contient
0.

n

III.3 Exemples

On applique dans cette section la théorie développée ci-dessus aux exemples
du chapitre II, en excluant ceux qui sont “triviaux” du point de vue de ’hyper-
bolicité globale (c’est-a-dire riches, par exemple). Il apparait qu’ils sont tous
globalement hyperboliques. On construit aussi (II1.3.5) une famille d’exemples
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non globalement hyperboliques pour lesquels le feuilletage C est le “feuilletage
de Hopf” dans R3 .

II1.3.1 La dynamique des gaz “lagrangienne”

Rappelons que pour ce systéme, les densités conservées (“variables conserva-
tives”) sont (v,u,¢), de flux respectifs f = (—u,p,pu), et qu’on a € = e+ u?/2,
p = p(v,€), avec pp,—p, = ¢ > 0. La fonction E définie par E(v,u,&) = S(v,e)
est une entropie si S, = pS., et on peut la choisir conveze (fortement).

Les variables duales ¢ = (v*,u*,€*) vérifient (cf 11.2.2)

v* = pe*, u* = —ue* . (3.28)

On a A =0, et les feuilles de C, C* sont les courbes u,p = const. On peut donc
choisir (u,p) pour coordonnées transverses (c’est-a-dire “sur X”).

On commence par expliciter la fonction H qui apparait dans la forme sy-
métrisée du systéme (elle vérifie f = dH o dE). On a

dH = —udv*+pdu*+ pude*
= u'dv*/e* +v'du’[e* — urv*rde*/(e*)?
= d(u*v*/e*)
i.e. on peut poser
u*v*
H(v*,u*e*) = o= —upe* . (3.29)

On calcule maintenant & = D?H —AD?E* pour la valeur propre linéairement
dégénérée A = 0, i.e. ® = D?H : on a, en utilisant (3.28)

® = —dudv®+dpdu* + d(pu)de*
= —dud(e*p) + dpd(—ue*) + d(pu)de*

c’est-a-dire
® = —2¢*dudp . (3.30)

En particulier, ® est conformément o-invariante (sur A'*), puisque seul le fac-
teur —e* > 0 varie le long des feuilles. On vérifie d’ailleurs que ® est affine en
(g, E*(q)) = (v*,u*,e*, E*), conformément & la proposition 15 . La convexité
de E permet alors d’appliquer la proposition 10 : le systéme est globalement
hyperbolique.

On peut le retrouver directement ici : on obtient aisément ’expression de Z
(dans les coordonnées transverses (u,p)) sous la forme

0 c2
7=(1 %)

et il est clair que ’ensemble des matrices de cette forme est un convexe contenu
dans GL N Diagg .
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I11.3.2 La dynamique des gaz “eulérienne”

Les variables conservatives sont (p, m = pu,e = pe), et ont pour flux associés
f = (pu,p+ pu?,u(p+e)), avec p = p(p,e), € = pe = p(e +u?/2). Une entropie
convexe est
E(p,m,e) = pS(p,e)
= pS(p,elp = (m/p)*[2),

ot S vérifie p2S, = —pS. . Les variables duales correspondantes sont ¢ =
(p*,m*,€*), avec

m* = —ue*, & =38, , et E*(p*,m*,€*) = —pe* . (3.31)
On a A = u, et les feuilles de C, C* sont encore les courbes u,p = const.

Pour obtenir H, on écrit ici

dH = pudp* + (p+ pu®)dm* + u(p + €)de*
= p(dm* + ude*) + u(pdp* + mdm* + ede*)

= —pe*du+udE*
d(uE*),
en utilisant (3.31), d’ou
*E*
H(p*,m*,e") = —met . (3.32)
Noter que cela sécrit aussi H = —upe* (comparer a (3.29)).

La valeur propre linéairement dégénérée est ici A = u, et on calcule donc
& = D*H — uD?E* . Commengcons par réécrire dH sous la forme

dH = pdm* + pude* + udE*
(voir ci-dessus). Il vient alors
® dpdm”* + d(pu)de* + du dE*

dp(dm* + ude®) + du(dE* + pde*)
—2¢*dudp ,

en se servant de (3.31).

La forme quadratique @ sur N/* est, comme dans l’exemple précédent,
conformément o-invariante, et F étant convexe, on conclut de la méme fa-
¢on que le systéme est globalement hyperbolique. Ici encore, il est facile de le
retrouver directement.

On peut aussi le déduire du résultat correspondant pour la formulation
“lagrangienne”, en utilisant les propriétés générales des transformations du type
“Buler-Lagrange” (voir appendice II1.3.5).
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111.3.3 La MHD
Les variables conservatives sont

BZ
(p,m=pu,€=p€+|—2.|—,M=pV,B)

avec € = e + (u? + |V|?)/2, et ont pour flux
(pu,p+ pu*,u(p+¢) =V - B,puV — B,uB - V),

ott on a posé p = p+ |B|?/2 = p(p,e) + |B|?/2 (“pression totale”). On a encore
une entropie convexe E(p,m,e, M,B) = pS(p,e) avec p2S, = —pS., et les
variables duales vérifient

m* = —€'u, M = —eV
B* = —¢B , E* = _e*ﬁ (333)
(et aussi €* = S,(p, e)). Les valeurs propres linéairement dégénérées sont Ay = u
et \gg = u p~ 12, Les feuilles de C4 (défini par Ay = u) sont données par
(u,p,V, B) = const, et celles de Cy le sont par (p,u,e, B £ ,/pV,|B|) = const,
avec U,eg = {B # 0}.

Procédant aux mémes regroupements que dans ’exemple précédent, on ar-
rive &

dH = -pe*'du+udE*+¢€'V-dB—-B-dM*
d(uE* — B - M*)
en utilisant (3.33). Ainsi
H= _M — —*(up—V-B). (3.34)

On peut aussi écrire dH sous la forme
dH =pdm* + upde* + udE* — B-dM* -V - Bde* -V -dB*

et il en résulte que la forme quadratique ®; = D?H — M\,D?E* associée 3 la
valeur propre Ay = u est donnée par

¢, = D’H —uD?E*
= du(dE* + pde*) + dp(dm* + u de*)
—dB - (dM* + Vde*) — dV - (dB* + Bde*)
= —2¢*(dudp—dV -dB),
grace aux relations (3.33). Comme u,p,V, B sont exactement les quantités

constantes le long des feuilles de Cy4, on en conclut que ®,4 est ici encore confor-
mément o-invariante. La convexité de E permet alors d’affirmer que le systéme
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est globalement hyperbolique (pour A4). Il est cette fois moins facile de le re-
trouver directement.

En ce qui concerne les valeurs propres g ¢ (“vitesses d’Alfvén”), I’hyperbo-
licité globale ne semble pas résulter des mémes arguments 2°.

On va D’obtenir ici pour la formulation lagrangienne du systéme, ce qui
d’apres appendice I11.3.5 Pétablit aussi pour la formulation eulérienne.

De plus, on pourra & cette occasion voir a contrario ’avantage de 1’approche
générale développée dans la section précédente, en ce qui concerne la quantité
de calculs... , .

Dans les coordonnées (non-conservatives) (v, u, e, V, B), le systéme est (2.45)

vy — ug = 0
u + pe+B-Be = 0
e + P = 0 (3.35)
Vi — Be = 0
Bt + (’MgB - ‘/E)/U = 0.

On rappelle aussi que les feuilletages Cy associés & Ay = £1/+/v sont définis

par
(v,u,e,8,Wy) = const

avec § = |B|?/2,Wy = V % /vB. Choisissons A = 1//v = ca, en notant
C =C;, W =W, , et calculons dans la base (8/0v,...,0/0W5) la matrice
de I’endomorphisme “B — A” du fibré normal au feuilletage. Pour éviter les
confusions, on désignera par Z cette matrice.

L’inspection des trois premiéres équations de (3.35) fournit aussitot les trois
premieres lignes de Z :

-1/\/v -1 0 00
Py _1/\/6 Pe 10
0 p -1/y/v 0 0
(ici et dans la suite, les deux derniéres lignes et colonnes sont regroupées en

bloc).
Ensuite, § = B?/2 vérifie

,Bt+(UEB2—B~V5)/v=0;
or

(wB* = B-Ve)/v— N3 = ueB*[v—Bfv- (Ve +VuBy)

B?Jvug — Bfv - W¢ + B%/(2v%/?)v;

200n peut vérifier que pour ces valeurs propres, il n’y a pas de métrique transverse (non-
dégénérée) o-invariante qui rende les Z, symétriques.
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puisque V; + \/vBe = W, — (//v)¢B.

On en déduit la quatriéme ligne de = :
( B*/(2v*?) B*fv 0 0 —'Bfv) .
Enfin ’équation en W s’obtient de méme
W + Bug/2v/v — We/[v/v + vB/[(2v) =0
et la matrice compléte est donc

-1/\v -1 0 0 0

Dy '_]'/\/B De 1 0
= = 0 p  -1\5 0 0
B?/(20%?)  B%Jv 0 0 -'Bfv

B/2v  B/(2vB) 0 0 —2/\/ol

Pour ne pas avoir & l'inverser, on va effectuer deux manipulations sur les
lignes de Z, la transformant en P,P,Z = @, matrice constante le long du
feuilletage de contact (et inversible dans U,, = {B # 0}). On aura alors
Z-1= Q~1P,P;, en désignant par F' — F un opérateur quelconque de moyenne
le long des feuilles de C. L’avantage de ceci est que P,P; est bien plus simple
que Z71,

Précisément,

I 0 0
P = 000 10
B/(2y/v) 00 0 I,
c’est-a-dire on ajoute au dernier bloc de deux lignes B/(24/v) fois la premiére,
ce qui le transforme en

(0000 —2/voL).
On prend ensuite

I 0 0
P2=(0 1 —’B/(2ﬁ))
00 L

i.e. on ajoute & la quatriéme ligne — *B/(24/v) fois le dernier bloc de deux lignes
dans P, Z, ce qui donne

-1/ -1 0o 0 0

Dy _]-/\/5 Pe 1 0

B%/(20%%) B%Jv 0 0 0
0 0 0 0 —2/\ol
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Comme la matrice

I3 0 0
P=PP =| -B?/(4v) 0 0 1 —‘B/(Zﬁ))
B/(2y/v) 00 0 I

est, & conjugaison prés par une matrice de permutation, triangulaire & diagonale
de “1”, P est inversible pour tout opérateur de moyenne (-) le long des feuilles
de C.

Donc E-1 = QP est aussi inversible, i.e. le systéme est globalement d’évo-
lution pour la valeur propre A : on se trouve en présence d’un systéme auquel
le corollaire 7 s’applique.

Notons au passage que =~ ! est, le long de chaque feuille, une fonction affine
de vB (v est constant sur les feuilles), qui est 'une des variables conservatives
(v,u,&,V,vB). Autrement dit, le systéme vérifie la conclusion du corollaire 16,
bien que I’on puisse montrer qu’il n’en vérifie pas ’hypothese.

Pour démontrer I’hyperbolicité globale, il reste a vérifier que les valeurs
propres de (1)1 = ]_D_IQ sont réelles. Ce sont les u tels que

det(uP - Q) =0.
Posant = X — 1//v = X — c4, on peut calculer
det((X —ca)P—Q) = X (X +ca)(X*—= (P +A+7c%) X2 —-26¢% X+ (S +c40))

(3.36)
avec ) _2
_3B+B _B*-B
=Ty =T 4
Désignant par F(X) le dernier facteur dans (3.36), on remarque que
FO) = (2+48) > 0
F(xcs) = A(-v+F29) ,d’ou
Fley) = —c% B? <0
F(—ca) = —AB° < 0.
_Le polynéme F(X ) a donc toutes ses racines réelles distinctes si B#0,et
si B =0, on vérifie aisément que ker(uP — Q) est de dimension 2 si p = —2c4,

ce qui prouve I’hyperbolicité globale pour la valeur propre Ag = 1/4/v. Le cas
de Ay = —1/4/v est tout-a-fait analogue.
II1.3.4 Le cable élastique

Ce systéme 2p x 2p sécrit (voir 11.2.3)

atu = 3,,'0

atU = az(T(r)w) (U,’U € Rp,’l' = |u|,w = u/r) (337)



90 B. SEVENNEC

Ses valeurs propres linéairement dégénérées sont +u = +4/T(r)/r, et elles sont
de multiplicité p — 1. Les feuilletages de contact C, associés sont définis par

(Ju|,v + pu) = const .

Enfin, (3.37) admet pour entropies E(u,v) = V(r) + |[v|?/2 et Q(u,v) = u - v,
avec V'(r) = T(r).

Puisque I’entropie @ est quadratique (non-dégénérée), le critére d’hyperbo-
licité globale de la proposition 13 (b) s’applique. Il suffit donc de vérifier que
la forme quadratique hy = D2Q(Df F p), dont le noyau est tangent a Cx en
tout point, est positive (ou négative, en remplagant @ par —@Q ...).

Or on a, en notant duj,du; les composantes parallele et orthogonale &
w=uf|u| de du :

hy = (—dv—pdu)-dv+du-(=T'duj — T/rduy — pdv)
—(dv + pdu) - dv — du - ((T' — T/r)dwy + p(dv + pdu))
= —(dv + pdu)® — (T = T/r)dr?

de sorte que hy est négative, grace & T' — T'//r = A% — u? > 0 (cf 11.2.3). De
méme, h_ = —(dv — pdu)? — (T" — T/r)dr? est négative, et ce systéme est
globalement hyperbolique.

II1.3.5 Systémes construits sur le feuilletage de Hopf

Les systémes 3 x 3 mis en évidence ici sont des exemples de systémes “gra-
dients”, i.e. admettant E(u) = |u|?/2 pour entropie. On ne distinguera donc
pas u de la variable “duale” ¢ = dE(u) = u, et on conservera la notation “g”.

Soit S* la sphére d’équation |z|? + |w|? = 1, dans C? = R* muni des coor-
données (z,w) = (z + ty,u + iv) . Les traces des droites vectorielles complexes
définissent sur S le feuilletage (par cercles) de Hopf, noté #. Ses feuilles sont
aussi les fibres de la fibration de Hopf

n:S83cC?-{0} — CP'=52=CU{o0}
(3.38)

(z,w) — w/z.
On note A, (s € CU {oo}) la droite complexe d’équation w/z = s.
La projection stéréographique 7 de péle P = (0,i) € S3 sur ’hyperplan
{Sw = 0} = R® envoie ce feuilletage dans R3, I'unique cercle de Hopf passant
par P étant envoyé sur une droite. On note C le feuilletage image dans R3, et

n=for 1:R® 5 §?

la submersion qui le définit.
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Il sera commode d’obtenir C comme suit. Considérons la transformation
projective

w
—v'1-=

Elle envoie & l'infini ’hyperplan affine {v = 1}, tangent & S® en P, et on voit
sans peine que S3 — {P} est envoyé sur le paraboloide I, graphe de la fonction
quadratique

I:(z,w) ( ) (v=Sw). (3.39)

_lgfP -1 _ —R3
¢~ Lg="5— (@=(su)€eCxR=R)
De plus, les droites complexes A, sont visiblement invariantes par II (dans
(3.39), 1 — v est réel). Enfin, Papplication composée

-{P} BHTCcR*xR IR (3.40)
n’est autre que la projection stéréographique notée m ci-dessus :

(q,v) € S* - {P} > 7r(q,v) —_ G R?, (3.41)

de sorte que le feuilletage image II(#) sur I' se projette (par pr;) sur C. On
retrouve en particulier le fait que les feuilles de C sont des cercles, a I’exception
d’une droite, image de ’'unique cercle de H passant par P (& savoir A, NS® ).

Les résultats du chapitre II (prop. 6) montrent alors qu’un systéme porté
par C est donné, s’il est défini dans U = n~1(X) (X ouvert de S?), par une
immersion

j:xcs? - &£ =R®
s = A(S)L() + (a(s), ) + b(s)

(a(s) € (R3)* = R®, A(s), b(s) € R) . Celle-ci doit de plus étre telle que pour
tout s € X, im Dj(s) C £* coincide avec le sous-espace V, des fonctions nulles
sur C, = n~(s). Or il est clair qu’on peut identifier £* & ’espace des fonctions
affines sur R® x R, V, s’identifiant alors & I’ensemble de celles qui s’annulent sur
A,.

Introduisons ¢, : ¥ — C en posant

(3.42)

¢(s) = ai(s)+1ax(s)
as(s) +1iA(s) . (3.43)

<

=
@

Ny
|

Alors

Lemme 19 L’application j définie par (3.42) convient si et seulement si pour
tout s € X — {0}, on a

db(s) = 0
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D¢(s)+sDy(s) = 0 (3.44)
rg Dy(s) = 2 (3.45)

etsico €X
Dy(c0) = 0 (3.46)
rg Dg(oo) = 2 (3.47)

(Dans cet énoncé, Dé(s), Diy(s) : T,X — C sont des applications R-linéaires).

Démonstration. On 'obtient en écrivant, pour ¢ = (z,u), w = v+ w =
u+1L(q)

i(s)(9)

(a(s),q) + A(s)v + b(s)
R ((a1(s) + 1a2(s)) 2 + (as(s) + iA(s)) w ) + b(s)
R(p(s)z + Y(s)w) + b(s) -

Alors im Dj(s) C V; si et seulement si db(s) =0 et

R(zD¢(s)ds + wDy(s)ds) = 0

pour tout (z,w) € A, et tout & € T,X, d’ou les conditions (3.44), (3.46). On
voit alors aussitét que la condition rg D](S) = 2 est traduite par (3.45), (3 47).
Le lemme est démontré.

La résolution de (3.44) sera immédiate une fois démontré le second

Lemme 20 Sous les hypothéses du lemme précédent, ¢ et ¢ sont nécessaire-
ment holomorphes dans ¥. On peut donc écrire les conditions (3.44) & (3.47)
sous la forme

& (s)+s¥'(s) = 0
YP'(s) # 0 pour s # 0o
et sioo €L
lin ) = 0
Jim 5*¢'(s) # 0

Démonstration. De (3. 44) on déduit que, dans ¥ — {00}, on a 8(¢ +s¢) = 0,
olt 8 := 9/35 (et de méme & = 0/ds). Donc ¢ + sy est holomorphe. Or
O(d+sv) = dp+s0Y+1 = 1, toujours d’aprés (3.44). Donc ¢ est holomorphe,
et ¢ = (¢ + s¢) — sy aussi. Lorsque oo € X, on choisit ¢ = 1/s pour coordonnée
locale holomorphe, et un calcul immédiat permet de conclure. [ ]

Ainsi, lorsque oo ¢ X, les systémes portés par C dans U = n~!(X) corres-
pondent aux fonctions holomorphes 9 : ¥ — C sans point critique et telles que
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sv'(s) (donc v) ait une primitive dans ¥ (contre-exemple : ¢(s) = 1/s dans
Y =52-{0,00} ).

Si 0o € ¥, ils correspondent aux 9 : ¥ — C holomorphes sans point critique
dans ¥ — {oo}, de la forme

Y(s)=cotec/s®+... (c1 #0)

pour s = 00, et possédant de plus une primitive dans ¥.

D’apres le théoréme de Liouville, on ne peut avoir ¥ = S? : il y a toujours
au moins une “feuille singuliére”, a laquelle le systéme n’est pas prolongeable.
En particulier, les domaines “naturels” d’existence U = n~}(Z) (X # S?) ne
sont jamais convexes, ni méme simplement connexes.

11 est classique que les feuilles de C sont deux & deux enlacées. On peut s’en
assurer ici en remarquant que 1’“enveloppe” des plans A, C R* est réduite au
point 0, qui appartient & tous les disques Conv(A, N T'). Le feuilletage C est
donc infinitésimalement enlacé, ce qui entraine 1’enlacement topologique dans
ce cas (voir la discussion précédant le théoréme 18).

Les hypothéses du théoréme 18 étant satisfaites (L est quadratique), on
peut d’ores et déja affirmer que les systémes obtenus ne sont pas globalement
hyperboligues®*, bien qu'’ils possédent une entropie (fortement) convexe. On va
montrer comment en extraire un exemple non globalement hyperbolique dans
un domaine conveze.

Prenons ¥ = 52 — {0}, de sorte que n™}(T) = U = R3 — C, ot

Co= {(z,u) ER®| |2 =1Lu= 0} .
Soit alors U’ le cylindre (convexe)
U'={lz| <1} xRCU

et choisissons par exemple ¥(s) = —1/s%, ¢(s) = 2/s. Il résulte du théoréme 18
que le systéme obtenu dans U’ est globalement hyperbolique si et seulement si

0 ¢ Conv {(q,L(g)) | g€ C, NU"}

pour toute feuille C, = n~1(s). Mais on voit facilement que Coo = {0} X R ne
vérifie pas cette condition (pas plus d’ailleurs que C, pour tout autre s), de
sorte qu’on a bien un exemple de systéme non globalement hyperbolique dans
le domaine convexe U’.

On s’intéresse maintenant aux (deux) directions propres de ces systémes
distinctes de T,(C), afin de déterminer s’il peut exister des domaines convexes
invariants (on verra qu’il n’y en a pas).

1cela résulte aussi de la remarque 2 qui suit le théoréme cité
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Notons d’abord qu’en tout point, une base propre est orthogonale pour
D?L(q), i.e. pour la métrique euclidienne |dg|? . Ensuite, on réalise le fibré N
normal & C comme champ des orthogonaux (euclidiens) K- dans R? . Alors les
directions propres cherchées sont celles de la forme quadratique ® sur A par
rapport & la forme euclidienne |dg|? = |dz|? + du? restreinte & A/. Rappelons que
Pon a &, = D’H(q) — A(q)D?L(q), avec dH(q) = a(s) + A(s)dL(q) si s = n(q),
c’est-a-dire aussi (voir (3.43))

dH(q) = R(4(s)dz + Y(s)dw)
en posant ¢ = (z,u), w = u + 1w = u + ¢L(g). On en tire aussitot
R(¢'(s)ds dz + ¢'(s)ds dw)
R ((¢'(s) + s9/(s))ds dz + 29/ (s)ds?)

L]

(puisque w = s2), et d’aprés (3.44) c’est aussi

® = R(2¢'(s)ds?) . (3.48)
On aura aussi besoin du
Lemme 21 La restriction de |dg|> ¢ N est de la forme c(q)|ds|> (c(q) > 0).

Démonstration. La métrique induite par celle de S® sur le fibré normal & H
au point (z,w) = (z,sz2) est
_|dw —sdz]?
14 s)?
et comme dw — sdz = zds, on obtient g = ¢y|ds|?, avec ¢o = (1 + |s]?)72.
1l est par ailleurs classique que la projection stéréographique 7 : $®—{P} —
R? est conforme (c’est la restriction & S* d’une inversion dans R*). Le lemme
en résulte aussitot. u
(On peut montrer que ¢(q) = c(z,u) = |22/(1 + |s|?)).
Ainsi, les directions propres cherchées (dans ) sont aussi celles de la forme

quadratique ® = R(2¢'(s)ds?) par rapport & |ds|?. On voit aisément qu’elles
sont données par 29'(s)ds/ds € R, soit

arg(52) = — arg(=4/(s)) (mod m)
argds = —%arg(zw’(s)) (mod %) . (3.49)

Les valeurs propres correspondantes du systéme sont A* = A % u, ol p :=

|29/ (s)l/e(q) -
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De (3.49) on va déduire plusieurs choses. D’une part, les fibrés K* :=
ker(D?H — A*D?L) sont non-triviaux : quand q¢ = (z,u) parcourt un cercle
de C, s est constant et z fait une fois le tour de l’origine, donc le sous-espace
K;h accomplit un demi-tour par rapport au feuilletage (c’est-a-dire que son
image par n : U = ¥ accomplit un demi-tour dans T,X). En particulier, il n’y
a de champ de vecteurs propres continu et globalement défini pour aucune des
valeurs propres A*.

D’autre part, ces derniéres n’admettent pas d’invariant de Riemann, méme
localement. Globalement, cela résulte de ce qui précede : il n’y a méme pas de
1-formes [* # 0 telles que ker!* = (K*)L. La non-existence locale se déduit
de (3.49). En effet, si un tel invariant existait dans un ouvert V C U, le second
membre de cette relation serait constant le long des feuilles de C}y, ce qui n’est
pas le cas. En fait, on déduit facilement de (3.49) que les champs de plans
(K*)* sont deux structures de contact dans U, i.e. sont “complétement non-
intégrables” [Al].

Notons a ce sujet que la valeur propre A n’admet pas non plus d’invariant de
Riemann (méme localement : classiquement, le champ des plans orthogonaux a
la fibration de Hopf % sur S® définit sur celle-ci la structure de contact standard,
et K* est (par construction) son image par la projection stéréographique.

En particulier, le cylindre U’ = {|2] < 1} x R, bien que convexe, n’est pas
invariant : sa frontiére ne peut étre une surface caractéristique, puisque de telles
surfaces n’existent pas...La “conjecture d’hyperbolicité globale” n’est donc pas
infirmée par ces exemples.






A Transformations par plans paralléles

La lecture de [Dar2, p.348] suggére le cadre géométrique suivant pour étude
des systémes de lois de conservation munis d’une entropie non-dégénérée : deux
hypersurfaces S, S’ sont données dans ’espace affine R"*!, ainsi qu’une appli-
cation

g:5—-8
vérifiant T,S = Tj(,) S’ pour tout p € S, i.e. telle que les hyperplans affines tan-
gents & S et S’ aux points “correspondants” p, g(p) soient paralléles. Darboux
envisage le cas n = 2 et fait les hypothéses de généricité et d’analyticité plus
ou moins implicites & I’époque, mais la généralisation est immédiate.

Si S est le graphe de E : R® — R, et si pour p = (u, E(u)) € S on pose
9(p) = (f(u), F(u)) € S, on vérifie aussitét que la condition de parallélisme
est

dE(u).Df(u) = dF(u),
i.e. E est une entropie, de flux F', du systéeme de lois de conservation

Bu+ 0, f(u) =0. (A.1)

De plus, il est clair qu’on peut toujours localement se ramener a cette situation,
et aussi qu’il n’y a a priori pas de raison pour que g soit un difffomorphisme
local, ni g(S) = S’ réguliére. On peut se contenter de la condition

im Dg(p) C T,S .

Pour Darboux, on sait alors que “en général” il y a n tangentes distinctes & .S
auxquelles correspondent des tangentes a S’ qui leur sont paralléles, c’est-a-dire
n directions propres Ag(p), 1 <k < n, p € S de endomorphisme

Dy(p) : TS = Ty S' = T,S

(ces directions pouvant étre imaginaires. .. ).

Dans la situation envisagée précédemment, les A; sont réelles lorsque le
systéme (A.1) est hyperbolique, les valeurs propres de Dg(p) étant aussi celles
de Df(u) si p = (u, E(u)). C’est par exemple le cas si E (c’est-a-dire S) est
fortement convexe.

En outre, ces directions propres sont “conjuguées”, ce qui a la signification
suivante : si ¥ = 0 est une équation réguliére de S au voisinage du point p, on
définit sur 7,5 une forme quadratique par

11,(6p, 6p) = (D*¥(p)dp, dp) .
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Alors les directions propres Ag(p) sont deux & deux orthogonales pour II, (en
supposant bien sir les valeurs propres A¢(p) distinctes), ce qui revient aussi &
dire que Dg(p) est symétrigue pour II,. Remarquons que cette orthogonalité
ne dépend pas du choix de ¢ : si on la remplace par ¥ = c avec c(p) #
0, IT, est remplacée par c(p)Il,. On montre ainsi que sur toute hypersurface
S d’un espace affine, il y a une structure “pseudo-conforme” intrinséque, qui
est une structure conforme si S est fortement convexe??. Cette structure est
méme projectivement invariante. En effet, on définit facilement ’orthogonalité
en termes d’intersection de deux hyperplans tangents en des points “infiniment
voisins”.
La symétrie de Dg(p) pour II, = D*y(p) se déduit de la relation

dy(p).Dg(p) =0

ui donne, une fois dérivée, 1’égalité de formes bilinéaires sur 7,5
9 ] ’ 14

D*)(p).Dg(p) = —dy(p).D’g(p) -

La seconde étant évidemment symétrique, on a le résultat annoncé.

La “symétrisation” d’un systéme (A.1) muni d’une entropie non-dégénérée
E, c’est-a-dire le passage au dual par le changement de variable ¢ = dE(u), a
aussi une interprétation trés naturelle dans ce cadre : il s’agit d’appliquer & S
la “transformation par polaires réciproques”, i.e. de considérer ’hypersurface
duale S* C (RP"*!)*, ensemble des hyperplans affines tangents a S [A2, p.32].
En effet, S étant le graphe de E, ’hyperplan affine II tangent 4 S au point
Po = (ug, E(ug)) a pour équation

z = (qo,u) — E*(qo) pour gy = dE(uy) .
L’hyperplan affine I’ tangent & S’ au point g(po) est par hypothése paralléle &

I1, donc de la forme
z = {(qo,u) — H(qo) (A.2)

pour une fonction H convenable sur (R")* 2. On voit ainsi que S* et S
sont simplement les graphes des fonctions E* et H, si on donne & I’hyper-
plan z = (g,u) — s les coordonnées “naturelles” (g,s) € (R")* x R. On re-
trouve alors S’ comme enveloppe de ses plans tangents, i.e. en dérivant (A.2)
par rapport & go, ce qui donne u = dH(q), et donc g(po) = g(vo, E(ug)) =
(dH(go0), (g0, dH(g0)) — H(go)). Les formules reliant 1’écriture (A.1) du systéme
a son écriture “symétrique”

0.(dE*(q)) + 0:(dH(q)) =0

22En fait [Bla, Sp, Di-V, No-Pi], on peut définir sur toute hypersurface “non-dégénérée”
d’un espace affine une métrique pseudo-riemannienne, unique a un facteur constant pres, et
invariante par les transformations affines unimodulaires (i.e. préservant le volume)

23Ces équations sont classiquement appelées “équations tangentielles” de S’
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en découlent immédiatement :

f(u)
F(u)

dH(dE(u))
(dE(u), f(u)) — H(dE(u)).

Le théoréme 5 du chapitre II posséde dans ce cadre I'interprétation suivante
(dans le cas m = 1) : si pour un des champs de directions propres A la valeur
propre correspondante A est constante le long des courbes intégrales Cy dudit
champ, alors les images Cy C S* sont les. intersections de S* avec des 2-plans
de (RP™*!)*. Lénoncé dual (équivalent) est : les hyperplans tangents & S le
long d’une courbe Cj passent par un méme sous-espace de dimension n — 2
(éventuellement & Dinfini). Bien siir, le cas d’une valeur propre de multiplicité
m > 2 est identique (en remplagant 2 par m + 1), I'intégrabilité du champ des
sous-espaces propres faisant alors partie de la conclusion.

On peut aussi envisager la généralisation & des sous-variétés S de codimen-
sion p > 1 dans l’espace affine R™*?, ce qui correspond aux systémes (A.1)
possédant p entropies non-affines lorsque S est un graphe dans R" x RP.

En fait, on peut associer canoniquement & un systéme de n lois de conserva-
tion muni de p entropies supplémentaires une sous-variété de dimension n dans
un espace affine de dimension n+p : si £ est ’espace vectoriel des entropies du
systéme envisagé, on considére ’application (définie sur I’espace des états U)

k:U — &
v o 8= (er e(u) . (A-3)
Il est clair que 'image k(U) est contenue dans le sous-espace affine des e* € £*
prenant la valeur 1 sur ’entropie constante 1 (lui-méme canoniquement plongé
dans I’espace projectif P(£*)). Si on choisit une base

(l,ul,...,u,.,El,...,E,,)

de &, et la base duale dans £*, le point x(u) a (trivialement!) pour coordonnées
(1,u1,...,un, E1(u),..., Ep(u)), ie. on retrouve le cadre décrit plus haut. La
dualité mentionnée plus haut fonctionne aussi dans ce cadre lorsque p = 1
(Ey = E) : k(U) est alors une hypersurface de P(£*), dont la duale s’identifie,
dans P(€), au graphe de la tranformée de Legendre L = E*.






B Changements de variables
“Euler-Lagrange”

Suivant par exemple [Gel, p.317] (voir aussi [Ser1l, Wa)), on peut introduire,
pour tout systéme de lois de conservation

O+ 0, f(u) =0 (B.1)
dans U C R", des changement de variables généralisant celui qui fournit la

formulation “lagrangienne” du systéme de la dynamique des gaz & partir de sa
formulation “eulérienne” (voir I11.2.1 et 11.2.2 ).

Si @ : R® — R est affine et telle que
VYu € U,a(u) >0
on a pour toute solution C* u(z,t) de (B.1)
Ora(u) + 9:0(u) =0
avec B(u) = a(f(u)) + const, c’est-a-dire aussi
d(o(u)dz — B(u)dt) =0

sur le graphe de w. Il existe donc une fonction &(z,t) (dépendant de la solution
u) telle que

d¢ = a(u)dz — B(u)dt (B.2)

et il est clair que (z,t) — (&,t) est un difféomorphisme (a(u) > 0).
De (B.2) on peut tirer dz en fonction de d§, d¢, et en reportant dans

d(udz — f(u)dt) =0

(qui équivaut & (B.1)) et dans d(dz) = 0, il vient

i+ (G- ) ‘”] =0

"(a(u) de+ Ziogd ) o

et
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Autrement dit, considérant (abusivement) u comme une fonction de (§,t), on

(a2 (29)-

Quitte a faire un changement de variables affine, on peut supposer que
a(u) = u,, B(u) = fa(u), et le systéme transformé s’écrit

O + Feg(v) =0 (B.3)
pour
et
gi(v) = fi(u) = falw)ui/un (i <n)
ga(v) = —fa(u)/u, .

On a donc obtenu, par une transformation “non locale”, des solutions v(§,t)
d’un autre systéme de lois de conservation, pour lequel les variables conserva-
tives sont v = II(u), IT étant une transformation projective.

Ainsi, sur les systémes de lois de conservation agit naturellement non seule-
ment le groupe affine, mais aussi le groupe projectif (on s’assure facilement que
ce dernier est engendré par II et les transformations affines).

Notons aussi qu’a tout couple entropie-flux (E, F') du systéme initial (dont

les (u;, f;(w)) sont des exemples) correspond un couple entropie-flux (E’, F ) du
systeme tranformé, avec

sy _ E(u) _ E(u)
Bl) = ov)  u,
" 20 Falw)
~ u u
F = —_——_— = —imi .
() = F(w) - 52 B = Fw) - 25 p(w)
(I suffit d’écrire d(E(u)dz — F(u)dt) = 0 et dz = ...) . La convexité des
entropies est aussi préservée, puisque I’épigraphe de E est I'image de celui de
E par la transformation projective (u,2) = (u1/Un,...,Up—1/Un,1/Up,2/uy)

dans R™*! (rappelons que u, > 0 dans U).

Il est remarquable (cf [Wa]) que la correspondance établie entre les solutions
réguliéres des deux systémes reste valable pour les solutions faibles entropiques,
du moins celles pour lesquelles a(u) = u, reste isolé de 0. Le changement de
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variables (z,t) — (£, 1) est alors bi-lipschitzien, ce qui suffit pour pouvoir Ieffec-
tuer dans les intégrales dont I’annulation (ou la positivité) définit les solutions
faibles entropiques [Wa)]. Indiquons-en briévement une démonstration (essen-
tiellement équivalente & celle de D. Wagner) : u € L*(R2,) est solution faible
entropique si et seulement si pour tout couple entropie-flux convexe (E, F), on
a Fy + F, <0 dans D'. Cela signifie aussi que les 1-formes a coefficients L™

w = E(u(z,t)) dz — F(u(z,t))dt

vérifient [ —pdw < 0 pour toute fonction test ¢ € Wi (R?), ¢ > 0, c’est-a-
dire encore
Vo >0, /dgo/\wSO.

Or le changement de variables

(z,8) = x(&:1)

défini par (B.2) est bilipschitzien si a(u) > a > 0, de sorte que ¢ — @ o x est
alors un automorphisme de ’espace de Banach Wclo',lup, qui préserve évidemment
le céne positif. De plus, x*w = E(u)df — F(u)dt = @, avec (E,F) couple
entropie-flux convexe du systéme transformé (cf ci-dessus), ce qui définit une
bijection entre les couples entropie-flux convexes des deux systémes. Il suffit
maintenant de remarquer que pour toute fonction test ¢ > 0, et ¢ = ¢ o x7!,
on a

/dzp/\dz = /d(goox)/\u?
/x‘(dso/\w)
/dcp/\wSO,

d’ou le résultat.

Remarquons que ’on aurait pu choisir dés le début un entropie quelconque
(positive dans U) pour e, mais on aurait bien sir alors perdu la propriété
précédente de correspondance des solutions faibles.

Le systéme transformé (B.3) peut encore étre écrit dans les coordonnées
(non conservatives!) u = (uy, ..., u,), sous la forme

B + un B¢ f(u) — falu)Oeu = Byu + A(u)deu = 0
avec A(u) = u,Df(u) — fa(u)l, et plus généralement A(u) = a(u)Df(u) —

B(u)I. Ses valeurs propres s’expriment donc en fonction de celles (A;) du systéme
(B.1) au moyen de

Xi(w) = a(u)hi(u) = B(w) = uni(u) = fu(u)
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tandis que les vecteurs propres (r;) sont inchangés.

Pour terminer, on regroupe dans la proposition suivante une série de pro-
priétés invariantes par ces transformations.
Proposition 1 Les transformations “Euler-Lagrange” préservent, pour chaque
valeur propre A;

- le caractére LD ou VNL,

- Dezistence d’un invariant de Riemann,

- le caractére BT (“de B.Temple”, voir démonstration),
- Uhyperbolicité globale (si la valeur propre est LD).

Démonstration. On a

i\ 0(7','/\,') + (T{a)/\i -1

= a('r,-/\;)

(puisque df = da.A). Donc r;:\.' = 0 si et seulement si 7;\; = 0, i.e. :\,- est LD
ou VNL si et seulement si A; ’est.

Les directions propres étant les mémes pour les deux systémes, il est évident
que A; posséde un invariant de Riemann si et seulement si c’est le cas pour
A; : dans les deux cas, c’est équivalent & ’intégrabilité du champ d’hyperplans
u > ker li(u) (I.A = N\i).

En ce qui concerne le caractére BT, rappelons qu’il s’agit pour la valeur
propre A; d’avoir un invariant de Riemann w; dont les hypersurfaces de niveau
sont des hyperplans (affines). Autrement dit, ker I’ est intégrable et définit un
feuilletage par hyperplans. _

L’équivalence du caractére BT pour A; et \; résulte alors du fait qu’une
transformation projective (telle que IT) envoie hyperplans sur hyperplans (éven-
tuellement & I'infini).

Venons-en enfin & ’hyperbolicité globale. On a déja vu que A; est LD si
et seulement si A; Pest. Les systémes (B.1) et (B.3) ayant mémes directions
propres, ils ont aussi méme feuilletage de contact C = C,,. L’hyperbolicité
globale du second (pour J;) équivaut 2

M.(C) CGL(N,) (uv€C)
pour toute feuille C de C, ot (¢f I11.2.1) M,(C) est 'enveloppe convexe des
Fu(w) = o5 [B(W) - M) 0¥ € End(NV,)
pour v’ € C, et B(u) désigne la restriction de A(u) & N, . En particulier,
B(w) = a(w)B(u) - A@)I ,



CHANGEMENTS DE VARIABLES « EULER-LAGRANGE » 105

de sorte que )
Bla) — X(a)-! — = oy (a1-1
[B(u) = Ai(u)] () [B(w) = Mi(w)]™" .
On en déduit que (B.3) est globalement hyperbolique (pour ;\,) si et seule-
ment si (B.1) Pest (pour J;), grice aux deux remarques évidentes suivantes :

- R4.(GL N Diagg) = (GL N Diagg) .
- Pour toute partie X d’un R-espace vectoriel, on a I’égalité

Conv(R;.X) = R4.Conv(X).

La proposition est démontrée. n

Signalons aussi que les transformations considérées préservent la validité
d’une conjecture de D.Serre en rapport avec la compacité par compensation,
et qui précise la structure des oscillations dans les systémes riches (voir [Ser3,

Serll1]).

Enfin, cette interprétation géométrique des transformations “Euler-Lagran-
ge”, jointe & celle des systémes hyperboliques (munis d’une entropie non-dégéné-
rée) comme “transformations par plans tangents paralléles” (TPP) entre hy-
persurfaces de I’espace affine (appendice A), permet d’éclairer certains résultats
et calculs de [Fel].

En effet, on peut voir une TPP g :S — S (notations de 'appendice A)
comme l'inverse d’une “application de Gauss généralisée” pour 'hypersurface
S'. Cette derniére associe & tout point de S’ (la direction de) ’hyperplan tangent
a S’ en ce point; & ce dernier on associe alors le point de S ou I’hyperplan
tangent a méme direction (en supposant p — T,S injective). Le cas classique
est celui ot S est une sphére de rayon 1 : & tout point de S’ est associé le vecteur
normal unitaire en ce point (pour se conformer strictement au cadre précédent,
il faudrait prendre pour S une demi-sphére, ou fixer des orientations...on ne
rentrera pas dans ces considérations ici).

Les systémes considérés dans [Fel] sont hamiltoniens, i.e. possédent une
entropie quadratique @) (non-dégénérée). Le graphe S = {z = Q(u)} de celle-
ci est une quadrique “parabolique”, i.e. tangente & ’hyperplan & l'infini (au
point & linfini sur ’axe z). Par une transformation Euler-Lagrange convenable
(par exemple avec @ = £@Q + ¢, ¢ # 0), et éventuellement en se restreignant
a un ouvert ot @ > 0 (si @ est indéﬁ~nie), on arrive a un systeme de lois de
conservation, associé & une TPP  §:S — &, pour lequel S est une quadrique
non-parabolique. Pour fixer les idées, supposons () définie positive et o = Q +c,
¢ > 0; alors S est un ellipsoide, et pour la métrique euclidienne correspondante
sur R"*! (celle qui fait de S une sphére de rayon 1), § est bien 'inverse de
I’application de Gauss classique de hypersurface S C RZH (la généralisation
au cas pseudo-euclidien est évidente).
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L’apparition dans [Fel] de métriques (riemanniennes) & courbure constante
est alors naturelle : la géométrie affine de ’espace ambiant induit sur une
quadrique (paraboloide, ellipsoide, hyperboloide,...) une métrique & courbure
constante (cf [Bla, Sp, Di-V, No-Pi]).



C Feuilletages admissibles.

L’objet de cet appendice est 1’étude des feuilletages “admissibles”, au sens
de la
Définition 1 Un feuilletage F par L-sphéres (L = E*) de dimension m <
n — 2 dans U* C (R™)* sera dit admissible s’l est feuilletage de contact “dual”
F = C* = dE(C) associé d une valeur propre LD d’un systéme hyperbolique
admettant E pour entropie.

On commence par dégager des conditions locales (en fait différentielles) sur
F pour qu’il soit admissible. Comme conséquence, un feuilletage par L-spheéres
de codimension > 1 est génériquement non-admissible. On donnera aussi des
exemples de feuilletages “bi-admissibles” (i.e. portant plusieurs systémes), ainsi
qu’une propriété d’invariance de ’admissibilité par le groupe des transforma-
tions conformes associé a I’entropie E' lorsque celle-ci est quadratique.

Conditions d’admissibilité

On a vu dans le chapitre II (thm 5, prop 6) que les feuilletages de contact
C des systémes hyperboliques vérifiant les “hypothéses standard” (A),(B) sont
tous ceux qui proviennent d’une immersion j : ¥ — &£*. Chaque feuille de
C* = dE(C) est alors une composante connexe de I’ensemble Z(V,) des zéros
communs aux éléments de V, = im Dj(s) C £*.

Rappelons que £* est I’espace des fonctions sur U* C (R™)* engendré par
L = E* et par les fonctions affines, E' étant une entropie non-dégénérée fixée
du systéme envisagé.

Considérons maintenant un feuilletage F par L-sphéres de dimension m,
donné par une application

Y — Grp-m(&*)

s o W, (C1)

oudimY =n-—m et Grp_,(E*) désigne la variété des sous-espaces vectoriels
de dimension n — m dans £* = R"*2, Puisqu’on travaille localement (disons,
au voisinage d’une feuille), on peut supposer que ¥ est un-voisinage ouvert
de 0 dans R"~™. On identifie £* & R"*? par choix d’une base, et enfin (pour
simplifier) on suppose les Z(V;), (s € &) connexes. Ce sont donc les feuilles de

Ces données sont soumises & la condition de “régularité” habituelle :

1% = waro. ©2)
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Ceci signifie simplement qu’une base (p1,...,9n—m) de V, est un systéme
d’équations régulieres indépendantes pour la feuille

Fo=2(V))={q€U" | pi(q) =...¢n-m(g) =0} .

Notons que le fait de définir un feuilletage impose & s — V, des conditions
(ouvertes) : la projection (g,s) — g de G = {(g,s) € U* x £ | q € Z(V,)} dans
U* doit étre un difffomorphisme (tout point ¢ € U* appartient & une unique
feuille F,, qui dépend différentiablement de g).

Pour que F soit admissible, il faut et il suffit qu’il existe une immersion
j:—&

telle que pour tout s, V, = im Dj(s) (¢f chap II,prop 6; s — V; est “I’application
de Gauss” de j ).

Posons p = n—m, ¢ = m+ 2, de sorte que £* = RP*?, Par choix d’une base
convenable de £*, et quitte & restreindre X, on est alors ramené a la situation
suivante :

Vs € X,V, =im ( )CR”qu (C.3)

I
C(s)
pour une application s € X — C(s) € M, ,(R) (avec par exemple C(0) = 0).

La recherche de j telle que V, = im Dj(s), sous la forme
i(5) = (a(s),b(s)) € R? x Re

, équivaut alors a la résolution du systéme différentiel linéaire en (a,b)

Db(s) = C(s) Da(s) (C.4)
avec la contrainte supplémentaire
Da(s) € GL(RP), SEX. (C.5)

Il suffit par exemple d’imposer Da(0) = I, (ce qui n’est pas restrictif), pour
que (C.5) soit vérifiée au voisinage de s = 0.

Il s’agit d’un systéme de pg équations pour les p + ¢ fonctions inconnues
(a,b). 11 est donc en général surdéterminé dés que pg > p + g, i.e.

(p-1(g-1)2>2

(ce qui n’exclut que les cas p =1, ¢ = 1, p = ¢ = 2). Dans la situation présente
g =m+2 > 3, de sorte que le seul cas ol (C.4) n’est pas surdéterminé est le
cas p=1,ie. m =n —1, dont on a déja vu qu’il est “trivial” : F est toujours

admissible (c¢f I1.2.7).
Notons C = (¢ij)1<i<q,1<j<p» €t @ = (a1,...,ap). Alors (C.4) s’écrit
P
db;:Zc,-jda]-, ].Sisq
i=1
et on a immédiatement le
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Lemme 2 Le systéme (C.4),(C.5) admet une solution si et seulement si il
eziste un p-uplet de fonctions (ay,...,ap) vérifiant day A ... Ada, # 0 et

P
> dcij Adaj =0, 1<i<gq. (C.6)
j=1
En particulier, pour que F soit admissible, il est nécessaire que pour tout s € L,
Vapplication linéaire
U, : ((RP)*)P = R — (A2(RP)*)? = Rep(p—1)/2

(lel, ooy Cl’p) — (Z?:l dC,’j A a]) (C-7)

1<i<q

soit non-injective (i.e. de rang < p?) et admette dans son noyau un p-uplet
(a1,...,0p) de formes linéaires indépendantes sur RP (a; A... Aoy #0). =

Si p? < gp(p — 1)/2, c’est-a-dire si
P-1)(g-2)22

on peut s’attendre a ce que ¥, soit injective pour des valeurs génériques des
dc;;(s). Pour montrer que c’est bien le cas, il suffit d’exhiber un exemple de tels
dci;(s), puisque la condition rg ¥, < p? est algébrique en les dc;;(s).

Lemme 3 Si (p—1)(q—2) > 2, il eziste pq formes linéaires 0;; (1 <i<¢q,1<
J < p) sur RP telles que

P
U (ag,...,ap) — (Za,-j/\aj)
j=1

1<i<q

soit injective.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que 'on a ¢ > 3, p > 2, et que
si p < 3 il suffit d’envisager le cas ¢ = 3 (en prenant sinon o;; = 0 pour

i=3,...,q). Pour p =2 on peut se restreindre a ¢ = 4.
On cherchera des g;; vérifiant en plus les conditions

U;lA...Aagp;éo,ISiSq,

de sorte que pour chaque i, les p 1-formes 03, ...,0, constituent une base de
(RP)*. D’aprés le “lemme de Cartan”

P P
Z"ij/\o‘j =0&a;= Zsijktfik
j=1 k=1
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pour des s;j; symétriques en j,k, de sorte que le noyau de ¥ s’identifie a un
espace de g-uplets (Si,...,S,) de matrices symétriques, S; = (8ijk)jk-
Plus précisément, définissons des matrices P, ..., P, € GL,(R) par

Ulj=Z(R)jkaik’ j=1,...,p,i=2,...,q.
k

On voit alors que ker ¥ correspond aux (Si,...,S5,) qui vérifient
S,’=SIP,’ i=2,...,q.

Il suffit maintenant pour démontrer le lemme de trouver P,..., P, € GL,(R)
telles que I’espace vectoriel des matrices S = S; vérifiant “S,SP,...,SF,
sont symétriques” soit réduit & zéro. On peut méme se contenter de P; non-
inversibles, puisque l'ensemble des (P,,...,P,;) ne vérifiant pas la condition
ci-dessus est algébrique dans (Mp(R))?*.

On choisit, pour des réels distincts ay,...,a,

P, = diag(ay,...,ap) .

Une matrice S telle que S, SP; soient symétriques est alors diagonale.
— Dans le cas ou p > 3, il n’existe pas, pour une matrice “générale” P; €
M,(R), de réels s11,...,s,, non tous nuls tels que

Vi # j, 8ii(Ps)ij = s;;(Ps)ji -

— Dans le cas p = 2, affirmation précédente tombe en défaut, mais comme

dans ce cas ¢ > 4, le résultat vient de ce qu’on ne peut en général (pour
Ps, P, € M,(R)) satisfaire

311(P3)12 = 322(P3)21, 311(P4)12 = 322(P4)21

autrement que par s;; = 855 = 0. ™

Comme p = n — m est supposé > 2 et g =m + 2 > 3, on en déduit :

Théoréme 4 Mis d part le cas m = 1,n = 3, et le cas “trivial” m = n —
1, Uadmissibilité d’un feuilletage défini par s — V, impose au 1-jet de cette
application une condition non-triviale. En particulier (sous ces conditions de
dimension), un feuilletage générique par L-sphéres n’est pas admissible. m

Comme on va le voir, la “non-admissibilité générique” vaut encore dans le
cas m = 1,n = 3, mais la condition porte cette fois sur le $-jet de s — V,
(il est d’ailleurs étonnant que le premier cas non-trivial du point de vue des
dimensions soit en ce sens “exceptionnel”).
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Sim=1,n=3,0onap=2,q=3, et les applications linéaires ¥, don-
nées par (C.7) vont de ((R?)*)? = R* dans (A%(R?)*)® 2 R3. Si s = C(s) est
générique, rg ¥, = 3 sur un ouvert dense de s € X, dont on peut supposer qu’il
contient 0.

Alors pour s voisin de 0, ker ¥, est engendré par (a;(s),a2(s)) dépendant
différentiablement de s. On peut en effet choisir

oi(s) = ). aij(s)ds;, i=1,2,

j=12
avec pour coefficients o;; les mineurs 3 x 3 (affectés de signes convenables) de

la matrice 3 X 4
[GC oC ]

sy |8sy

Il est clair que l'on a génériquement a;(s) A ax(s) # 0 au voisinage de 0. Pour
tirer de (C.6) une condition de compatibilité, on remarque que l’on cherche
(day(s),day(s)) € ker ¥, (avec da; A das # 0). Autrement dit, on cherche un
“facteur intégrant” ¢ commun aux deux formes indépendantes o, as :

dpar) =d(pag) =0  (p#0).

Lemme 5 Pour que deuz I-formes indépendantes ay,aq définies au voisinage
de 0 dans R? admettent un facteur intégrant commun @ # 0, il faut et il suffit
que lon ait

(C.8)

d(¢1012 - ?/12041) =0,

avec ¥; = da;[(on A a). C’est une condition sur les jets d’ordre 2 de oy, as.
Démonstration. Posant ¢ = exp(x), le probléme devient
dxANo;+do; =0 (i=1,2).
Définissant 1,19 par da; = ¥; a; A ag, on obtient le systéeme
(dx —roz) Aoy = (dx + Y1) ANy =0,

d’ou nécessairement dx = Y19 — Y201; cette derniére équation admet (locale-
ment) une solution si et seulement si d(1¢;ag — o0;) = 0, d’ott ’énoncé. [ ]

Puisque les 1-formes a;(s),as(s) s’expriment algébriquement en fonction
des Oc;;/dsk, on a obtenu une condition nécessaire d’admissibilité de F portant
sur le 3-jet de s = C(s), ou encore de s — V,. Il reste & s’assurer que cette
condition n’est pas 0 =0 ...

Lemme 6 La condition de compatibilité obtenue est non-triviale.
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Démonstration. Il suffit de montrer que 1’on peut choisir C(s) = C(s1, s2) de
telle sorte que

oy =dsy, az = exp(f(s)) dss

f étant une fonction arbitraire. En effet, supposant ce fait acquis, un facteur
intégrant commun exp(x(s)) de oy, a, est nécessairement tel que x = x(s1).
Alors d(exp(x + f)ds2) = 0 entraine 82f/8s18s2 = 0, donc il suffit de prendre
f = 8182 pour que a;,a, n’aient pas de facteur intégrant commun.

Montrons maintenant qu’il existe une matrice 3 x 2 C(s) = (ci;(s));; cor-
respondant & a;, az. Pour deux fonctions ¢;(s),ca(s), on a

302

dCl/\al+d02/\042=0¢$?ﬁ=exl)(f)5;-
1

332
On choisit alors trois solutions (c;1, ¢;2), ¢ = 1,2,3, vérifiant par exemple

3611(0)/381 =0 dClz(O) = d31
3021(0)/881 =0 d022(0) = d82
6031(0)/831 =1 dC32(0) =0

de sorte que la matrice (C.8), ainsi que ¥,, sont de rang 3 pour s voisin de 0.
Donc dim ker ¥, = 1, et par construction (a;(s),a2(s)) est dans ker ¥,, ce qui
termine la démonstration. u

En conclusion :

Théoréme 7 Un feuilletage générique par L-“cercles” (L-sphéres de dimen-
sion 1) dans R® n’est pas admissible. Plus précisément, dans Uouvert {s € T |
rg ¥, = 3}, le 3-jet de C(s) doit satisfaire une condition algébrigue non-triviale
(s1 cet ouvert est vide, c’est bien sir le 1-jet qui vérifie une condition non-
triviale). [ ]

On tire facilement de ce qui précéde une condition nécessaire et suffisante
d’admissibilité dans le cas m = 1,n = 3. Dans les cas relevant du théoréme
4, la condition obtenue sur le 1-jet n’est par contre pas suffisante. Il faut lui
adjoindre des conditions sur le 3-jet, exprimant 14 aussi ’existence d’un facteur
intégrant commun aux p 1-formes obtenues “algébriquement”.

Feuilletages “bi-admissibles”

Particuliérement intéressants sont les exemples ou F “porte” plusieurs sys-
témes distincts, c’est-a-dire ot

V, = im Dji(s) = im Djs(s)
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avec Dji(s), Dja(s) linéairement indépendants pour tout s.

C’est par exemple généralement le cas lorsque m = n — 2 et les V; sont
contenus dans un méme sous-espace (vectoriel) de dimension 4 de £* (situation
hautement “non-générique”).

En effet, on peut alors remplacer £* par R* (ou encore, prendre ¢;; = 0
pour ¢ > 2), et on se trouve dans le cas (non encore envisagé) p =2, ¢ =2:
le systéeme (C.6) est alors “déterminé”. C’est un systéme de deux équations
linéaires du premier ordre

dcu A dal + dclg A daz =0

d021 A da1 + ngg A da2 =0 (Cg)

pour les deux fonctions inconnues a, as.

Si (C.9) est elliptique ou (strictement) hyperbolique au voisinage de s = 0, il
admet “beaucoup” de solutions locales, et en particulier des solutions avec des
(da,da,) indépendants. Le feuilletage obtenu est donc bien “bi-admissible”.
L’ellipticité (resp. hyperbolicité stricte) signifie ici que la forme quadratique

¢ > det(deij(s) AE), € € (R?)*
est définie (resp. de signature (1,1)). Si on réécrit (C.9) sous la forme

0C 0a  0C Oa

s, 05y sy 081

on a det(dc;;j(s) A §) = det(&0C/[dsy — £:0C [0ss) pour € = &1 dsy + €2 ds, et
on retrouve le critére usuel.

Exemples
1. Le feuilletage de Hopf dans R3 (

n = 3) correspond & L(q) = (|q|* — 1)/2
eta V, CR*x 0 C R® = &* donné par (

C.3) avec
(3 7). .

Autrement dit, V, est la droite complexe {(z,w) | w = sz} C C?2 = R%.
Considérant a = (a;,a;) comme fonction de ¥ C C dans C, le systéme

(C.9) est simplement ds A da(s) = 0, qui se réduit & I’équation (elliptique) de
Cauchy-Riemann

Oa

—=0.

s
Les systémes portés par F correspondent donc aux fonction holomorphes (voir
I11.3.5 pour plus de détails).

2. Un exemple analogue au précédent, mais ou (C.9) est hyperbolique est

donné par
C'(s):('s1 32), s € R%,

S2 81
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puisque le systéme en question est simplement

Oa (0 1)\ Oa

sy \10)0s °
Pour L(q) = (|g|2—1)/2, on peut vérifier que le feuilletage F correspondant est
un feuilletage par arcs de cercles du complémentaire dans R® de la réunion de
deux cercles enlacés Z;, Z,. Chaque feuille de F est une composante connexe
de I'intersection (S; — Z;) N (S2 — Z;), ol Sy, Sz sont deux sphéres contenant
respectivement Z,, Z,.

3. D’autres exemples (toujours pour m = 1,n = 3) sont fournis par les cas
ot ¥, C 0xR* C £*, 0xR* étant le sous-espace des fonctions affines (L = E* est
quelconque). Les feuilles de F sont alors des droites. En particulier, les systémes
obtenus ont une valeur propre constante, que ’on peut supposer nulle. Ils sont

tous de la forme 8yu + 8, f(u) = 0 avec f(u) = dH(dE(u)), ot H : (R®)* - R
vérifie rg D’H = 2. |

Invariance par le groupe conforme dans le cas oll £ est quadratique.

Si ’entropie E est quadratique (non-dégénérée), de signature (ny,n_), £*
est naturellement muni d’une forme quadratique de signature (ny +1,n_ +1)
(voir ci-dessous). On suppose n_ = 0 pour simplifier, et on note E*(q) = L(q) =
lal*/2.

Tout élément de £* peut s’écrire

¢(q) = AL(q) + (a,q) +

et la forme quadratique en question est donnée par
Qp) = la* - 2xb

(3 un facteur d’homogénéisation pres, Q(p) est le carré du rayon de la sphére
v =0).

L’espace projectif P(£*) s’identifiant & celui des sphéres de R™ (éventuelle-
ment imaginaires), le groupe orthogonal O(Q) agit sur R® U {0} = S", qui
s’identifie en effet & ’ensemble des sphéres de rayon nul, i.e. des droites vecto-
rielles Q-isotropes de £*. Cette action est bien sir celle du groupe des trans-
formations conformes Conf(n) = PO(n + 1,1).

On peut maintenant énoncer

Proposition 8 La classe des feuilletages admissibles (avec E(u) = |u|?/2) est
invariante par le groupe conforme Conf(n).

Démonstration. Soit F admissible, défini par une immersion j : ¥ — &£*,
et soit g € O(Q). Il suffit de montrer que g(F) est le feuilletage défini par
Pimmersion 7' = go j.
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Or si gy € R® et p € £*, un calcul immédiat montre que

(ps0)@ = —p(20)

pour ¢o(q) = |g — go|?/2. On a donc gy € ¢~1(0) si et seulement si ¢, ¢y sont
orthogonaux pour Q. Par conséquent,

% € Z(im Dj(s))
VQO € im D](S), (‘P, (pO)Q =0

=4
&  Vepeim Dj(s), (9p,9%0)e =0
& gq0 € Z(g(im Dj(s))) = Z(im Dj'(s)),

c.q.f.d. |

(C.10)

Bien entendu, tout ceci reste valable lorsque E est une forme quadra-
tique indéfinie (seule l'interprétation géométrique est plus compliquée, notam-
ment en ce qui concerne la “compactification” sur laquelle opére naturellement
Conf(ny,n_), qui n’est plus une sphére).

L’intérét de ce résultat réside dans la possibilité de construire des exemples,
en appliquant & un systéme (hamiltonien) de structure assez simple (e.g. inva-
riant par certaines (pseudo-)rotations) une transformation conforme générale.
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