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SINGULARITES NON DEGENEREES DES SYSTEMES

DE GAUSS-MANIN RETICULES

§ 0 - INTRODUCTION

Soit X un germe de variété analytique complexe muni d'un diviseur a
croisements normaux & r composantes x1 ’ X2,...,Xr .
Pour tout O C'Ir.={1,2,...,r}, on posera X;= N Xi (en particulier
= s i€o ,
X{,J =X). On notera X la famille (Xa)oeg (Ir) ’ que l'on appellera

(germe de) variété r-réticulée.

Soit Xy Xgpee o Xy un systéme de coordonnées locales sur X tel que
xi soit 1'équation de Xi pour i=1,2,...,r.
Pour tout multi-indice a=(u1a2,...,ar) cn notera 0;a) le Qﬁ—module a

gauche, quotient-de 1'anneau 9& des germes d'opér;teurs différentiels

) = - -
analytiques par l1'idéal & gauche engendré par Xy Dx al,...,erx ar,

D PR ] (Dx désigne l'opérateur de dérivation par rapport T xi).

Xret *N i

Ce Qa—module 0;“) ne dépend pas du systéme de coordonnées choisi, et

c'est évidemment un systéme holonome , dont la variété caractéristique

est 1'union des 2% composantes lisses T{'x (fibrés conormaux dans X aux sous-—
(4

variétés Xa).

Le but de cet article est d'étudier ce que nous appellerons les

"systémes de Gauss-Manin réticulés", images directes microlocales du

Q;-module 0;a) par des germes d'applications F : X~ ¥, sous une hypothése

‘de "non dégénérescence" de F par rapport & la variété réticulée X -qui

garantit notamment que 1l'image directe est non caractéristique.

N.B. L'essentiel de ce travail a été fait lors d'un séjour de 10 mois
du dernier auteur & 1l'Institut de Mathématiques de Hanoi, dans le ca-
dre de la Coopération Scientifique Franco-Vié&tnamienne.
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Deux cas particuliers importants sont le cas (r =o) des systémes de Gauss-
Manin "ordinaires" (@;é)= OX) , qui donnent tous les systémes microdif-
férentiels holonomes & c;;actéristique simple, et le cas (r=1) des

;systémes de Gauss-Manin d'applications & bord" qui donnent toutes les
"interactions analytiques réguliéres" [8] [11] de composantes holonomes simples
(cf.§ 8). Les résultats du présent article englobent ainsi les résultats
démontrés ou annoncés dans [3] [4] [5] [16] [17] . On pourrait s'en servir pour
étudier les singularités d'une classe assez large d'intégrales de classe de
Nilsson, englobant comme cas trés particulier les intégrales étudiées dans
[15] (Chap. VI notamment).

On pourrait aussi s'en servir pour étendre & certains cas de caractéristiques
multiples les résultats bien connus sur la propagation des singularités des
solutions d'équations aux dérivées partielles & caractéristique simple ; un
travail de ce genre est fait dans un article de Melrose et Uhlmann [14], dont
nous avons pris connaissance aprés l‘aéhévement de [3] [4] [5]; pour autant

que nous le comprenions, cet article donne une version «opérateurs intégraux

de Fourier» de nos résultats dans les cas r=1 et r=2 (sans aborder

toutefois le probléme de la stabilité).

Les cing premiers paragraphes du présent travail sont purement géomé-
triques.

Le § 1 définit la condition de "non dégénérescence", ainsi que la

"variété caractéristique" d'une application réticulée de co-rang 1 (ce

sera la variété caractéristique, au sens usuel, du systéme holonome qu'est

@
le systéme de Gauss-Manin réticulé). Comme celle de 0; ), cette variété
r' ”

caractéristique est formée de 2 (r' Sr) composantes lisses, formant une

configuration que nous appellerons "r'-cubique réguliére" (n°1.0)

(x* =r—|0°|, ol 0, désigne le plus grand des 0 pour lequels leo est une

submersion) .
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Le § 2 exhibe toutes les fagons de modifier un germe d'application réticulée
non dégénérée sans changer sa configuration caractéristique, et construit

une "forme réduite” d'un tel germe.

Le § 3 construit un germe d'application réticulée non dégénérée ayant pour
configuration caractéristique une configuration r-cubique réguliére donnée
a l'avance ; les deux clefs de la construction sont une construction bien

connue de HO6rmander (qui répond entiérement & la question dans le cas'r =0)

et la notion de « modéle distingué»' (n°3.4), dont l'existence pour toutes

les valeurs de r sera établie au §5, & 1l'aide des Appendices Al et A2.

Le § 4 montre que les configurations stables sont exactement les configura-

tions caractéristiques des germes d'applications réticulées stables ; dans

le cas particulier r =0, ce résultat n'est qu'une version du résultat

connu sur la classification locale des variétés lagrangiennes stables par
les déploiements stables de fonctions de la théorie de Thom-Mather [1] [6] [21 ;
dans le cés r=1, on trouve un résultat qui nous avait été suggéré par

Ngux@h si Minh , & savoir que les "interactions géométriques stables" de
deux variétés lagrangiennes sont classifiées localement par les déploiements

stables de fonctions sur une variété l-réticulée ("variété & bord"), déploie-

ments qui ont été étudiés en détail par Arnold ([2].

Le § 5 étudie en détail un cas particulier, celui des ¢@éploiements de fonctions

de Morse réticulées» , auquel le probléme général du § 3 se raméne par trans-

formation de contact ; on y construit un « modéle universel pour les fonctions
de Morse réticulées” , ce qui permet - grice & une construction trés techni-
que faite dans 1'Appendice A2 - d'établir 1l'existence pour tout r des

«modéles distingués universels » annoncés au n°3.4.
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Le § 6 décrit quelques transformations générales auxquelles on peut soumet-
tre les systémes de Gauss-Manin réticulés : comment on peut les"réduire" &
des systémes de Gauss-Manin d'applications plus simples, comment dans le

cas non dégénéré ils sont tous équivalents entre eux (une fois donné a ,

ou plus exactement la collection des () _

. ) & une transformation de
i'ieCo,

contact quantifiée prés.

Le § 7 introduit la notion générale de déploiement d'un germe de systéme
microdifférentiel, et montre en s'appuyant sur un théoréme général de
Nguyén td Cﬁgag (Appendice C) qué le probléme de la stabilité des systémes
de Gauss-Manin réticulés ggf) se réduit, pour un choix générique de @ , au
probléme géométrique de la ;;abilité de leur configuration caractéristique,
résolu au § 4°; la condit%on générique sur « est %.# - % Vi€o, , et on a

des contre-exemples & la stabilité dés que cette condition n'est pas véri-

fiée.

Enfin le § 8 caractérise microlocalement les systémes holonomes qui sont
des systémes de Gauss-Manin d'applications réticulées non dégénérées :

aux conditions géométriques déja étudiées dans les premiers paragraphes
(avoir pour variété caractéristique une configuration r-cubique réguliére),
il suffit d'ajouter la condition d'étre & caractéristique simple aux points
génériques de chaque composénte Va , et d'étre une interaction analytique
(au sens de [8]) aux points génériques de chaque Vofﬁvo, pour tout couple
0 , 0' joints par une aréte du cube. Grice aux résultats des premiers para-
éraphes on peut se ramener au cas ou la variété caractéristique est la confi-
guration conormale aux strates d'une variété réticulée, et la démonstration
est un ecxercice d'illustration des résultats généraux de Kashiwara et al. [9]

[10] [12] sur les « systémes holonomes & singularités réguliéres » .
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§ 1 - CARACTERISTIQUES DES GERMES D'APPLICATIONS NON DEGENEREES

1.0 Configurations r-cubiques régquliéres

Considérons, dans un germe de variété W de dimension = n+r, un
germe de sous-ensemble V donné par n é&quations

*) W v =...=u v =V =...=vy =0

ou u1 reee ,ur N v1 reeo ,vn sont des germes de fonctions analytiques

& différentielles linéairement indépendantes & l'origine.

V est alors 1'union des 2° composantes lisses Vg 1 @ E?(Ir) , définies
par les équations

V, i 4, =o pour i€o , vj=o pour j €{1,2,...,n} -0

I
I1 sera commode d'identifier g’(Ir) au cube a r dimensions {o,1} ©

(en identifiant chaque 0 C Ir a4 sa fonction caractéristique). Une E
.du cube est une partie 2 de 9(Ir) définie en assignant une valeur fixée

(o ou 1),a un certain nombre de coordonnées du cube (le nombre des coor-
données laissées libres est la dimension de la face).

Explicitement, 2= 2(0,0) = {0 eg’(xr)[ 6C6Co} .

Toute partie P du cube est incluse dans une face minimale que nous noterons
2() :

() =20,0) avec 0= () 0, G = U o.
T - 0EP

(M%) On remarque que les V_= ﬂ Vo sont des sous-variétés qui ne dépen-
CEP
dent que de 92(P), et de codimension n+dim 2 .

La famille de sous-variétés (Vg) ainsi construite, indexée par 1l'ensemble

des faces du r-cube, sera appelée configuration r-cubique réguliére de

codimension n. On dira que cette configuration est engendrée par les Va B

o G?(Ir).

L'espace V = Laj Vo sera appelé support de la configuration.
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Il est muni d'une stratification évidente dont les strates sont les

o
v, =V - U Vg,
92 ] oY) 92
° u,=o si i€0 , u, # o sinon
Y9(0,0) ° . B
-’ j=o sijﬁg, % # o sinon.

Remarquons que la donnée du support de la configuration ne détermine

celle-ci que modulo le groupe des rotations et symétries du r-cube.

o
Remarquons enfin qu'au voisinage d'un point de la strate YQ la

configuration est en fait (r -dim2) - cubique réguliére.

Cas particulier important : r=1.

Il s'agit de deux sous-variétés V¢ et V, de codimension n , se coupant

1

"réguliérement" le long d'une sous-variété de codimension n+1 . Cette

situation sera appelée "interaction réguliére" de deux sous-variétés. Cette

terminologie est inspirée par Kashiwara [8], qui le premier a wemarqué 1'im-
portance de la notion d' "interaction" (réguliére ou non) entre composan-

0

tes holonomes de systémes microdifférentiels.
Remarque. La notion de "configuration r-cubique réguliére" peut &tre
caractérisée par la propriété (¥%) , jointe & la propriété de

"régularité" :V x € VP B Tx v = r] TV, .

Comme cette affirmation ne nous servira pas explicitement dans la suite,
nous laissons sa démonstration & la sagacité du lecteur (il s'agit de mon-
trer que les deux propriétés indiquées impliquent l'existence d'un systéme

d'équations locales (%), ce qui peut se faire par une double récurrence

assez compliquée sur (r,n), & l'aide du théoréme des fonctions implicites).
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1.1 FConfiguration de 1l'espace des jets de corang 1
(« & la maniére de THOM »[20] )

Avec les notations de 1l'introduction, désignons par J(XO,Y) R

o€ ?(Ir) , le fibré des jets d'ordre 1 de X, dans Y : c'est un fibré de
base Xo < Y, et pour tout 0€ Q(Ir) 1'application tangente & 1'inclusion
io :Xo < Y C—m Xxx Y permet de définir une application canonique de

"restriction des jets" :

o

o ¢ J(X’Y)|Xo>< g — T .

4
Désignons par S (Xa’Y) C J(XO,Y) le sous-ensemble des jets de corang au

K
but exactement égal & K, et par sa CJ(X,Y) son image réciproque par Pyt

K -1,k
Sy = i,(p " (s7(x,, 1)) .

Désignons enfin par J(X,Y)1 l'ouvert de J(X,Y) défini par

r’ .
J(X,Y)1 = J(X,Y) - U s (ouvert des jets "de corang <1 sur X")

o
K?l

1
o

1
Proposition. Restreinte & l'ouvert J(X,Y) la famille {S }
g€ Q(Ir)

engendre une configuration r-cubique réguliére de codimension

n = dim X-dim Y +1

(on suppose n = o, et r <n).

n+ X
Preuve. Posons X=(C p3(x1,...,xn_'.p) ' Xi : xi=o (i=1,2,...,x) ,

+1
Y=¢P a(yo,yl,...,yp).
La fibre de J(X,Y) est l'ensemble L(n+p , p+l) des matrices

®2..) , et 1l'application Py consiste & oublier
13 i=o,1,...,p ; §j=1,2,...,n+p

les colonnes d'indice j € 0 . Dire que le point (x=o0, y=o, £,) est dans

J(X,Y)l, c'est donc dire que la matrice Qo contient un mineur non singulier



N. TIEN DAI, N. HUU DUC et F. PHAM

d'ordre p n'ayant que des colonnes d'indices § > r ; dire que ce point

est dans S; , c'est dire que tous les mineurs d'ordre p+l ne comportant

pas de colonnes d'indice 3j €0 sont singuliers.

Soit 0 =0, la plus petite partie de'Ir pour laquelle ceci est vrai. Par un

changement linéaire des coordonnées xr+1,...,x d'une part, Yor¥yre-esy

n+p p

d'autre part, on peut ramener la matrice £, & la forme

[
° r+l,... n+p

\\Y

\
N\

Alors pour tout 0 DO, , S; est donnée localement au voisinage de %,

par les équations

1
. = s € s
So : xj o, 3 g ;

P

§M_6 xe1,2,...,n} -0,

o M e g0 )

désignant la sous-matrice carrée d'ordre p+l
déduite de £ € L(ntp , p+l) en ne gardant que la k-iéme colonne ainsi que

les p derniéres.

3 (%) 1 si (i,3) = (o,k)
De plus on a —p— & Q) =
ij o sinon
< . . : 5(1) 5(n)
Il en résulte que les différentielles en Qo des fonctions xl,...,xr , ooy

sont linéairement indépendantes, de sorte que la famille considérée engendre

bien, localement au voisinage de Qo, une configuration s-cubique réguliére

(s =r-lo,]) de support

1 1 (i) :
Us,= U s :( x, 8" '=0 pour 1 €I -0,
5 O 03000 i r
xj =0 pour j €.0,
B(k)= o _ pour k = r+l,...,n
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1.2 Germes d'applications non dégénérées

Soit X un germe de variétés r-réticulées, et F : X 2> Y un germe

d'application analytique sur X=X " ( on suppose dim X = dim Y+r-1). La

collection des applications (F0=leo) sera notée F : X > Y et
o e.?(xr)
appelée germe d'application r-réticulée. Son ensemble critique

E(g) est par définition 1l'union dans X des sous-ensembles
= € <di

E(Fo) {x X |rg T F, < dim Y} .

On dira que F est de corang 1 si l'application tangente & chacune des Fa

est de corang au but <1 , autrement dit si pour tout 0 le noyau de 1l'appli-

cation cotangente a Fa en tout point de Z’(Fo) est de dimension exactement

égale & 1. Remarquons que pour tout x € E(g) il existe un ax G?(Ir) tel
que x € E(Fo) had oDox , et que les noyaux des applications cotangentes aux

Fo sont ordonnés par inclusion. Il en résulte dans le cas du corang 1 que

l'espace vectoriel & une dimension Ker T';( Fc ne dépend pas de ODOX B

ce qui permet de définir une application

Xp * Z(F) —> P*'Y

de l'ensemble critique dans le fibré projectif cotangent & Y (& tout point
‘cfitique on associe la direction du noyau de l'application cotangente).

Cette application sera appelée application caractéristique de F .

Définition : F est dite non dégénérée si elle est de corang 1, et si
la section Jj(F) : X —=J(X,Y) du fibré des jets définie par F
est transverse & la stratification r-cubique réguliére définie

au n® 1.1.

Proposition. Si F est non dégénérée, alors l'ensemble critique Z(F)

est le support d'une configuration (r - |0°|)-cubique réguliére

de codimension n=dim X -dim Y+1.
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Cette affirmation est une conséquence immédiate de 1.1 et de la définition

@ =m =it (Y s ).
o

1.3. Modele local d'une application de corang 1

Avec les notation 1.2, munissons Y de coordonnées locales

yo,yl,...,yp telles que dyi,...,dyp soient linéairement indépendantes
modulo le noyau de l'application cotangente. Alors

i) X peut &tre munie de coordonnées locales xl,...,x

n+p
telles que xi : xi=o (i=1,...,r) et
F‘: X ———» Y
f— = £ = ceery =
x = Yo G 17 *nerr 'yp xn+p

i) 0€Z(F) 030°={i€1r | aa—xf(o) ;eo}
i

iii) F est non dégénérée si et seulement si la matrice
3’ f
7% ox, @

] i€{1,2,...,n}- 0, ; j=r+l,...,n+p

est de rang n—|0°[.

Pour démontrer i), il suffit de poser X" yk° F , k=1,...,p, et de

compléter en un systéme de coordonnées de X.

ii) est évidente.

Pour démontrer iii) on remarque que la sous-variété 52% correspondant
a4 la strate minimale Q°= {OIUIDqQ a pour équations locales (xi= o pouf
ter , 8%=0pour k€ {1,2,...,0)0,). Soit s : I(K,Y) el
la submersion définie par ces équations locales. Dire que Jj(F) est trans-

verse a S{@ = s (o) équivaut & dire que s o j(F) est une submersion.
0

(43

Mais s o j(F) est l'application qui & x associe (xl,...,xr) R vl
k

10
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kx € {1,2,...,n}- 0,). En calculant la matrice jacobienne de cette

application on obtient immédiatement iii).

1.4 Caractéristiques

Proposition. Si F est non dégénérée, alors l'application caractéristique

est un plongement, dont 1'image notée VF est appelée variété

PRV L r-lo |
caractéristique de F : c'est une union de 2 °

composantes
holonomes (Va (E)) qui engendrent une configuration (r—lool)—cubique

6 Do
o
réguliére, la ‘“configuration caractéristique" de F .

Preuve. Dans les coordonnées locales 1.3 i), X(F) est l'application

P .
qui & x € EF associe la direction du covecteur [s\' Z ni dyi tel
' - i=1

P P
que
* - = 3 - =
Tx Fa dy, E ni dyi o , c.a.d. dflxo Z ni dxn+i o
i=1 i=1
s £ X
(UDUO) , c.a.d. nl= TX— (x) (i=1,2,...,p).
n+i

n+p

Autrement.dit X(F) est la restriction a EF de l'application de X ® €
2p+ -
o2PH

dans P'Y & définie par

af L
*) YosE(X) , y =% . oM = (x) (i=1,...,p).
n+i

D'autre part EF est donné dans X par les équations

9f
_—= i € -0
Xi 3%, [e} pour i Ir

1

o
X,= O our j €0 af _ o pour k=xr+l n
j ol J o -aTk peeey

et son espace conormal de Zariski est engendré par les différentielles

des équations de la 2¢ ligne.

Dire que X(F) est un plongement, c'est dire que l'application cotangente

& (*) est transverse & l'espace conormal de Zariski de EF , c'est-a-dire

11
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o af af
que les différentielles Adf, dxn".1 PR ,dxm_p, d el ERR el s -
n+1 n+p
< - . 9f of
combinées aux différentielles dxj (j€o,) , 4 s d e
r+1 n

doivent engendrer tout T*X. Il est clair que cette condition est impliquée
par 1.3 iii).

Quant & 1l'holonomie de VF , on peut la vérifier par calcul direct sur

l'expression (%) de XF , l'image réciproque par (*) de la 1-forme fondamentale
o =

dy, - 2 ni dy:i. étant nulle par construction.
i=1

1.5. Applications non caractéristiques. Lieux discriminants

La notion de "variété caractéristique" peut étre définie, plus géné-
ralement, pour toute application réticulée de corang 1 dont 1l'application ca-
ractéristique est un morphisme fini : une telle application réticulée sera

dite '"non caractéristique", pour une raison expliquée au début du §6.

Comme exemples d'applications non caractéristiques (non réticulées), citons

les applications "de type singulier fini" (applications t.s.f.) de corang 1,

bien connues des géométres. Mais une application non caractéristique, et

méme non dégénérée, peut fort bien ne pas &tre t.s.f. (cf.[16]n°6.0).

Une autre notion importante pour les applications non caractéristiques

est celle de "lieu discriminant" , qu'on peut définir comme image de la va-
p g

riété caractéristique par la projection 7 : P*Y = Y. Plus précisément,

& chaque composante irréductible Va de la variété caractéristique nous

associerons un "lieu discriminant" Aa , image de celle-ci par m. Etant

holonome, V‘I est caractérisée par la donnée de son lieu discriminant Ao
(dont elle est le fibré conormal). Contrairement & ce qui se passe dans le
cas t.s.f. (de corang 1), le lieu discriminant n'est pas nécessairement une
hypersurface. Il peut méme arriver que certains des Aa soient inclus les

uns dans les autres.

12



GAUSS-MANIN RETICULES

§ 2 - THEOREMES D'EQUIVALENCE ET DE REDUCTION

2.1 A - équivalence

Deux germes d'applications réticulées F, F' : X — Y sont
dits .@- équivalents s'il existe un germe "d'automorphisme réticulé"

6:x D (c.ad. 6:xXDetGlxy %)) tel que F'=F o G.

Théoréme. Supposons que F et F' : X > Y soient non dégénérés.

Alors ils ont méme configuration caractéristique si et seulement si

s'ils sont - équivalents.

Preuve. (généralisation immédiate de [18], version géométrique d'un résultat
bien connu de HSrmander [7]).

Seule la partie "seulement si" du théoréme nécessite une démonstration.
Si F et F' ont méme configuration caractéristique leurs ensembles criti-

ques sont isomorphes par 1'isomorphisme

Z=2Z(F) Tb VE = VE' “i.— Z(F') =2

qui est évidemment "réticulé" (il met en correspondance zZn x’_7 =E(Fo)

et X' N Xy =E(F&)).»

Je dis que cet isomorphisme réticulé entre Z et Z' peut s'étendre en un

germe d'automorphisme.réticulé G : XD .

En effet, comme F est non dégénérée, la paire (5,2) admet une stratification
évidente, dont les strates sont définis par toutes les conditions possibles
de nullité ou non-nullité des fonctions XyreeesX 53;5 pooer r’j{— , qui peu-
vent étre considérées comme les r+n premiéres coordonnées d'un systéme de
bcoordonnées locales de X (condition 1.3 iii) ). Il en est de méme de la
paire (X,%').

L'affirmation résulte alors du

Lemme i) : Soit Z une union fermée de strates de 1l'espace mN stratifié
par ses r+n premiéres coordonnées. Alors tout germe d'automorphisme analy-
tique stratifié de Z s'étend en un germe d'automorphisme analytique strati-

fié de -¢N.
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Preuve du lemme i) : On utilise la structure vectorielle de la stratification.
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels, adhérences de strates. Etant donnés
deux automorphismes analytiques stratifiés GA A D) B GB H BD tels que

G,|ANB = Gy ANB (=G : anB ) ), on peut définir un automorphisme ana-

A ANB

. : A+B = T+ -

lytique GA+B A par la formule GA+B GA o GB ° 1l'B GAﬂB ° ”AOB
ol 1rA B "B B "AﬁB sont les projections linéaires évidentes de A+B sur
A,B,ANB .

On applique ce procédé & deux quelconques des composantes de Z , puis on recom-
mence avec le "nouveau" Z obtenu par cette extension, etc..., jusqu'ad ce que

Y soit tout G:N.

Soit donc G : 5:) un germe d'automorphisme réticulé envoyant Z(E) sur E(E') .
En remplagant F' par F" =F'oG on obtient un germe @ -~ équivalent & F'

et ayant méme ensemble critique que F, et méme application caractéristique

X=XF=X§"2_’ P*Y .

s X R +1 X
La structure vectorielle de Y (identifié a c® ) permet de construire une

famille & paramétre de germes d'applications

Ft = (1-t)F + t F" telles que F,=F , F1 =F" ,

qui ont tous méme application caractéristique X , et qui sont tous non dégé-

nérés sauf pour un ensemble discret de valeurs de t , excluant les points 0

et 1. Le complémentaire de cet ensemble dans le plan complexe des t est
donc un ouvert connexe { comprenant les points O et 1. Pour montrer la

A- équivalence de F, et F.

, il suffit de montrer que la famille (F_t)

teEQ
est localement @—triviale. Par une généralisation immédiate de la théorie

de Mather aux applications réticulées - généralisation que nous laissons en
exercice au lecteur, en lui conseillant de lire la version locale particulie-
rement simple de la théorie de Mather que donne [13]; cette version a l'avan-
tage de se transposer immédiatement du cas %w au cas analytique - on est

ramené 4 montrer la & - trivialité des déformations infinitésimales

t —t,

o

F, +€@® , ® = (OF /at)i ,pour tout t,E.
4 —t, e =t
o

Or 1l'hypothése selon laquelle les lieux discriminants Aa= Ft(zo) (cf. n°1.5)

sont indépendants de t implique que pour tout x€Z le vecteur ‘Pt (x) est
o
"tangent" a Aa au point F

(x) , et appartient donc & 1l'image de
X o

t

l'application tangente Tx lea (c'est évident pour tout x dont 1l'image

e

o

14
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est un point lisse de AU ; c'est donc vrai partout par passage a& 1'adhéren-
X
ce).

Pour montrer la @-trivialité infinitésimale il suffit donc de démontrer le

+
X = ((I:n p,O) —_— (¢p+1,0) un germe d'application

Lemme ii) : Soit F :

r-réticulée (par les r premiéres coordonnées) non dégénérée, d'ensemble
+

critique £ . soit ®€ 01; ! tel que pour tout x€ZXZ assez proche de O le

vecteur ®(x) soit dans 1'image de T, (leo ) . Alors il existe sur X un germe
x

de champ de vecteurs ¥ , tangent & la structure réticulée , tel que

¢=TX FoV¥ ; autrement dit la déformation infinitésimale F + € ® est

AR -trivialisée par 1X+e V¥, déformation infinitésimale réticulée de 4IX .

Preuve. On peut supposer que F est de la forme 1.3 .

Son ensemble critique Z est alors défini par 1'idéal réduit

df 9f of df .
fz=xla—,...,xrﬂ-—,ax reser IR , et l'image de
1 r r+l n

+1 of
TX(F]Xa ) est forméedes vecteurs (Vorvyse. .,vp) €cP™ tels que v,= E (x) vy

X j=1 xrrl—j
L'hypothése du lemme signifie donc que pour tout x € T ,
0 - 3 E e =0
Polx) = 4 ox_ . j T
j=1 n+j
R ’ p+1
ou (p, ,‘Pl,...,tpp) sont les composantes de ®€ (’)x . p
' df
Comme 1'idéal '}2 est réduit, cette hypothése entraine que ¢,- ; qj \pj’E ']E ’
c'est-a-dire :
P r n
df af of
¢°-Ea—¢.=2w. X, 57— + E Woom—
=1 %%pey 3 1m0 P71 Ox; 4o 3 9y
avec Wireeo W € Ox . La conclusion du lemme en résulte en prenant pour
¥ le champ de vecteurs de composantes (‘1’1=x1w1, ...,‘I’r=xrwr , q’r+1=wr+l’ ,‘I’n= w).

2.2. Théoréme d'équivalence avec changement de dimension de
1l'espace source
Soit F : c” = o > ¢xe® un germe d'application réticulée par les r
X,y Yo=f (x,y),y

15
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premiéres coordonnées, et non dégénérées.
En remplagant 1l'espace réticulé d:n > (I:p par un mn+m x (I:p 3(x,x',y) , et

la fonction f(x,y) par

m
£, Y = £y v 2 kP,
i=1
on obtient un germe d'application r-réticulée
F'oee™® x @ — > o xdf

qui est non dégénérée, et a méme configuration caractéristique que F .

Ce procédé, que nous appellerons "ajout d'une fonction de Morse parasite",

permet de varier & volonté la dimension de l'espace source sans changer
la configuration caractéristique. Du théoréme 2.1 nous déduisons par ce

procédé le théoréme suivant :

Théoréme. Deux germes d'applications r-réticulées non dégénérées

"E:X—=Y , F':X' —»Y
(avec dim X' = dim X)
ont méme configuration caractéristique si et seulement si F' est

@—équivalente a4 un germe déduit de F par ajout d'une fonction de

Morse parasite.

2.3 Lemme de réduction :

9%f
Soit f € (r{xl,...,xN} un germe de fonction tel que f(o) =o, df(o) =0 , 7
Xy

(o) #o.
Alors f peut s'écrire sous la forme

2
f(xi,...,xN) —fl(le--'lx )‘+§1 ’

ax

ol flec{x2,...,xN} B Elem{xi,...,xN} —— (o) #o0 .

Preuve. Posons x= (x ,X') , x'= (xz,...,x ).
D'aprés le théoréme des fonctions implicites 1'équation 3_ (xl,x ) = o
admet une solution unique ) =w(x'). On pose f (x') =f(w(x') ,x'), et on

of
)
remarque que —E% = WJ? (w(x'),x'), de sorte que la fonction f-f1 et toutes

16
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ses dérivées s'annule sur 1l'hypersurface lisse réduite 3——-= © . On a

2
donc bien f-f € xi, od x, est un générateur convenable de 1'idéal ('b_)
N.B. Le lemme ci-dessus est essentiellement un cas particulier du

« lemme de Morse avec paramétres » ou ¢«lemme de Gromoll-Meyer» , qui s'en déduit

par une récurrence triviale.

2.4 Forme réduite d'un germe d'application non dégénérée
soit f € ¢ {xl,...,x

n+p} un germe de fonction définissant le modéle
local 1.3 d'un germe d'application r-réticulée non dégénérée. On supposera
pour simplifier que 0,=¢ , c.id.d. df(o) =o .

La "réduction" de £ va se faire en trois étapes :

ére N . s
1 étape: rendre n = p+r : on y arrive en ajoutant a f

une "fonction de Morse parasite".

eéme .
2 étape: rendre n = ptr : on y arrive par une succession

de réductions 2.3. Si n > p+r , on a en particulier n >p de sorte que

d'aprés 1.3 iii) -la matrice jacobienne 5;TE§;T-(°) a au moins un
J i,j=1,2,...,n

mineur d'ordre n-p non nul dans la bande verticale jJ >r. Comme n-p >,r

ce mineur contient au moins un élément non nul aij dans une ligne d'indice

i > r. Alors la forme quadratique Hess f sera non nulle sur 1l'espace &

9
2 dimensions engendré par Pl il et un changement linéaire de coordon-
i 3

3’ f
nées dans cet espace permet de se ramener au cas ol 5——r(o) # 0 ce qui
X,

permet d'appliquer la réduction 2.3.

3°me étape: réduction des r variables distinguées :

on suppose que n=p+r, et il est commode de changer le nom des variables :

n+p

P = ¢F <P <P 3 (z,x,y) .

L'hypothése 1.3 iii) de non dégénérescence peut se décomposer en deux
conditions de rang maximum des matrices rectangulaires A et B figurées

ci-dessous :

17
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D P
3’ ¢ s

A%r PR EA 7z 3y T9 A=
aZf alf

B.{p dx ox 5x5y rg B =p

La condition rg B = p signifie que parmi’ les vecteurs

df of 9 f 0 f . . .
dx 371 Jeees dx a—x; , dx —-y—l PR dx —Wp il en est p qllfl. sont linéaire-

ment indépendants, et l'on peut toujours supposer que ce sont les p derniers

(quitte & faire un changement de variable linéaire du type x, I—-—xi + E cij yj v
j
. 9f of of
. —>vy. , qui change =S5 en —— + C..—a—).
yJ y] q 9 Yj Yj 12 1] xi

9 9
Alors les fonctions ZyseeaiZ s Wf—,...,—a;-f— € ¢ {z,x,y} peuvent &tre
1 p

prises comme coordonnées locales des fibres de la projection

r

c° <aP <P 5(z,x,y) —> yec® .

En notant toujours (z,x,y) les nouvelles coordonnées ainsi choisjes on a

) of -
X, = a—f peeesX = a—f ce qui veut dire que f est de la forme
¥y p Yp

. P
£(z,x,y) = h(z,x) + E Xy, + avec h indépendant de y.
i=1 :
Récrivons dans ces coordonnées les matrices A,B :

P D

.
A 31: ahx (0) 0

2

~

3’h
B 4Pl Tx oox @

et prenons en compte l'hypothése rg A =1r .
Elle implique que la lére ligne de la matrice A a au moins un élément non nul,

o
disons par exemple W;T(o) #.0 .

1 1
Par un changement de coordonnées (zl,x1) —a (zl,x1 +czl) on peut se ramener

=~
au cas ol % (o) # o , ce qui permet d'appliquer le lemme de réduction 3.3
23

18
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et d'écrire - 2~
h(z,x) = zy + hi(z"’() ’

V) € ' =
ot z, c{z,x} , ag_l/az1 0, et z (zz,...,zr).

On vérifie que la fonction ;1 vérifie les mémes hypothéses que ; avec (r,n)
remplacé par (r-1,n), ce qui permet de continuer la réduction et d'aboutir a
la formule .
;(z,x) = g(z,x) + h(x)
r

N 2 . s A
ol g = z; est une somme de carrés de fonctions Eie ¢{z,x} pouvant étre
i=1

considérées comme coordonnées locales des fibres de la projection
cf <P s (z,X) —>» x € P . Autrement dit g est un germe de déformation,
paramétré par x, d'une fonction de Morse des variables Zyrees ,zr (fonction

de Morse '"réticulée" au sens du n°5.1).

Conclusion : Tout germe d'application r-réticulée non dégénérée est équiva-

lent, au sens 2.2, & un germe de la forme

FxePxe®? —E » ¢ x
z X y o vo=£f(z,x,y),y
avec f(z,x,y) = g(z,x) + h(x)+ Z X,y
i=1
od h vérifie dh(o) = o , et ol g est une déformation de fonction de Morse

réticulée (cf. §5).

Cette forme sera appelée "forme réduite" du germe d'application

étudié.

19
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§ 3 - CONSTRUCTION D'UN GERME D'APPLICATION DE CONFIGURATION CARACTERISTIQUE
DONNEE
Le but de ce paragraphe est de construire un germe d'application
réticulée non dégénérée ayant pour configuration caractéristique une confi-

guration r-cubique réguliére donnée a 1l'avance.

3.1 Fonction génératrice d'un germe de variété holonome
(d'aprés Hérmander, [7]).

iy ¥ * ~ P+l
Lemme : SoitVCTY , Y= ¢P un germe, en dehors de la section nulle,
de variété holonome conique. Alors pour un choix générique des coordonnées
locales yo,yl,...,yp dans Y, les coordonnées cotangentes correspondantes

no,nl,...,np forment un systéme de coordonnées locales de .

Si le germe est considéré au point (0,dy,) il s'agit de s'arranger
pour que la section constante y ——» dy, du fibré cotangent soit trans-
Verse & V .

On y arrive par un changement de coordonnées
P

(y°'y1'“"yp) —> {yo=vo+ 2

A, V.Y 0 ¥Y{T Yqree¥ISY
i,j=o

i3 173 P P

N =

pour un choix générique de la matrice symétrique (aij).

Ayant choisi les coordonnées comme dans le lemme ci-dessus,
P

considérons sur 6 la forme différentielle :E:yi dni. C'est une forme
i=o

fermée (puisque ¥ est isotrope), donc une forme exacte (lemme de Poincaré).

Donc il existe sur V un germe de fonction B(ne,nl,...,np), homogéne de
o
degré 1, tel que vy = ani , i=o0,1,...,p.

v
On 1l'appellera fonction génératrice de V.

v
Soit maintenant V C P*Y le germe de variété projective associée & V .

n n
on munira V des coordonnées locales x,= 1,...,x = —= , et on appellera
1 n, P Mo
fonction génératrice de V la fonction h(xl,...,xp) =E(1,x1,...,xp).

20
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p
oh :
Sur V on a Y, =5 v i=1,2,...,p, et y,= h(x) - E X, ¥,
i i=1

3.2 Une transformation de contact

Soit h la fonction génératrice d'un germe de variété holonome V C P*y.
P
La fonction k(x,y) = h(x) - 2 X, yi vérifie les hypothéses de 1'Appendice
i=1
B 0, et définit donc une transformation de contact dont les équations sont

P
Yo =X, +h(x) - Z X ¥y
i=1
v b/ it
M, = £,
n_i/n,= x; i=1,...,p.

L'image réciproque de la variété V par cette transformation de contact est
la variété d'équations (x,=o , £/ =o0) .

Plus généralement, l'image réciproque de toute variété holonome vérifiant

les conditions du lemme 3.1, de fonction génératrice h', est la variété

]
holonome d'équations x,=h'-h , £/E_ =- 55 (h'-h) , autrement dit le fibré

conormal & 1'hypersurface lisse d'équation x, = (h'-h) (x).

Le lecteur pourra,s'il le désire, faire mentalement une telle transformation.

de contact avant de lire les constructions qui vont suivre.

3.3 Relations entre les fonctions génératrices d'une configuration
r-cubique réguliére !

soit (v )

o une famille de sous-variétés holonomes de P*Y

o0EXI )
r .
engendrant une configuration r-cubique réguliére, et choisissons dans Y
des coordonnées locales y‘,,...,yp telles que les conditions du lemme 3.1
soient vérifiées pour chacune ‘des variétés Vo . Notons ho les fonctions

génératrices des Vo .
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Propriétés des fonctions génératrices.

i) Pour toute aréte o , d'origine 0 et d'extrémité 0', il existe

un germe de fonction Xae (r{xl,.. .,xp}, a4 différentielle non nulle,
2

telle que ho,- ho =X, -

ii) Pour tout sous-graphe connexe A du l-squelette du cube, les
X ,& € A engendrent un idéal qui ne dépend que de 2(A), plus
petite face du cube contenant A, et qui définit une sous-variété
lisse de (I:P, de codimension égale & dim 2 (A). En particulier,

si A ne contient aucun couple d'arétes paralléles, les dxa (¢ € n)

sont linéairement indépendantes.

Preuve. Exprimons la condition "d'interaction réguliére" de deux variétés

VU ' VO'

té d'une méme aréte @ ) : elle revient & écrire que dans V l'intersection
q [

dont les indices sont deux sommets "contigus" (origine et extrémi-

VU n Vo, est un germe d'hypersurface lisse réduite.

En munissant Vo des coordonnées locales xl,...,xp définies en 3.1 , et

en posant hﬂ=h= ho' - ho , on voit immédiatement que Vo n VU, est définie
dh aha

dans Vo par 1l'idéal F e &;, ha , C'est-a-dire 1'idéal jacobien de

ha' Dire que cet idéal est un diviseur lisse réduit équivaut a dire que
(ha) = (x{f) . Xy étant n'importe quelle équation réduite de ce diviseur

(comme la notion "d'idéal jacobien" est invariante par changement de coor-
données on peut se ramener & démontrer l'affirmation lorsque x, est 1'une

des coordonnées ; le calcul est alors immédiat). Quitte & multiplier X, par

un élément inversible on a donc bien ha = xi , ce qui démontre 1i).

L 4
L'affirmation ii) se déduit immédiatement de la définition d'une "configuration

cubique réguliére" , compte tenu du lemme suivant :

Lemme : Notons A [resp.S] 1'ensemble des ardtes [resp. sommets] d'un

sous-graphe connexe du cube.

alors la projection x : P ——» o n "
1 p
——— x,= —,...,Xx_=—%
(yln) 1 ,no ’ r p no
envoie ﬂ Va isomorphiquement sur le sous-espace analytique de c?
g €S
s Vs
défini par 1'idéal 2 (Xa) .

a €A
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Nous venons de démontrer ce lemme dans le cas ol A n'a qu'un élément.
Le cas général s'en déduit par une récurrence immédiate sur le nombre
d'éléments de A.

Remarque. ' Compte tenu de la remarque 1.0, il est facile de voir que les

propriétés i) ii) suffisent & caractériser

une configuration r-cubique réguliére : autrement dit si les fonctions géné-

ratrices h, d'une famille de variétés holonomes Yy vérifient ces proprié-

tés, (Vo) engendre une configuration r-cubique réguliére.

3.4 Familles r-cubiques réghliéres de fonctions

Il sera commode de convenir désormais que le l-squelette du cube est
un graphe orienté, dont les arétes sont les couples & = (0,0') tels que

1'ensemble 0' ait un élément de plus que O (et non l'inverse). Avec

cette convention un ‘“chemin orienté" sur ce graphe n'aura jamais deux
arétes paralléles.

’ a2 P as) un tel chemin orienté partant du sommet ¢
un sommet 0 .

Soit donc (al
" pour aboutir a
Alors en posant go(x) = ha(x) -h¢(x) on a évidemment

S

2
X
o,

g (x)
o i=1 %3

ce qui donne une décomposition de Iy du type "fonction de Morse de s variables".
Il est remarquable que cette formule donne pour la méme fonction 9o autant de
"décompositions de Morse" (en général distinctes) qu'il existe de chemins

orientés joignant ¢ & 0. Ce phénoméne sera étudié plus en détail au §5.

Une telle famille (go) sera appelée "famille r-cubique réguliére de
o Eﬁ?(Ir)

fonctions" : autrement dit, il s'agit d'une famille de fonctions vérifiant

les propriétés 3.3 i) ii) avec la condition supplémentaire g¢ = o. Remarquons
que d'aprés la propriété 3.3 ii), les fonctions 2z, = X , 2, = X peos
1 9,1 2 ¢ ,2
ey zr = x¢ r (associées aux r "arétes de base" du cube) peuvent &tre
, !
prises comme r premiéres coordonnées d'un systéme de coordonnées locales. Si

les coordonnées sont ainsi choisies, et si 9y Re dépend pas des zj pour
lesquels j € I,- 0 , nous dirons que la famille r-cubique réguliére de

fonctions (ga) est "distinguée".

soit donc (Y. € €lz,,...,z_ , U, ,Uy,eesl) une telle famille distinguée.
o 1 r 1772
aeyuy
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Nous dirons qu'une famille r-cubique réguliére de fonctions

(go € c{xl""'xp}) admet (70) comme modéle distingué si par une

GEPT)
r
substitution convenable zi€¢{xl,...,xp}, uj € E{xl,...,xp}
on a
gg () =7,(z00) ,ux)) .
Question 1 : Toute famille r-cubique réguliére admet-elle un modéle
distingué ?

Question 2 : Existe-t-il un «modéle distingué universel ?2»

~ Nous entendons par la une famille r-cubique réguliére distinguée
(70), analytique pour (21""'zr) dans un voisinage de l'origine de mr et
pour u € U , variété analytique complexe, telle que toute famille r-cubique
réguliére de fonctions admette comme modéle distingué le germe de la famille

(Y,) en un point convenable u, € U.

Nous verrons plus tard que la réponse a ces deuk questions est affirmative :

les cas r =0,1 sont triviaux (pour r=1 on prend U= {1 point}, 7¢ =0, 71= zz) B

un modéle distingué universel pour le cas r=2 est construit dané 1'Appendice Al ;
les cas r = 3 sont beaucoup plus difficiles, et nous aurons besoin pour les
résoudre de toutes les considérations géométriques du §5, ainsi que d'une cons-

truction trés technique effectué dans 1'Appendice A2.

3.5 Construction d'un germe d'application réticulée & partir
d'un modéle distingué

P

Soit (go =h_ - h,)

- ” la famille r-cubique réguliére de
o eg‘(lr)

fonctions définie par les fonctions génératrices ho d'une configuration

r-cubique réguliére.

Supposons que (ga) admette un modéle distingué (VafEm{z <12 ul,...,uN})

17

gy (%) = Yo(z(x) ,ux)).

Pour tout O Géy(lr), considérons la décomposition de la fonction 7& :

r-lol r
2
“II (zyu) =7,(z,u) + 2 z, (z,u)”,
r i=1 i
ol (al Py ey ar-lol) est un chemin orienté joignant 0 a Ir .
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En faisant dans cette décomposition la substitution z b—»z+z(x) , u l—» u(x) ,

on obtient pour la fonction ‘)‘I (z+z(x) , u(x)), que nous noterons désormais

g(z,x) , une décomposition analogue dont nous allons regarder la restriction
T ”

a z, % e® = {(z,x) € cxeP|lvie€o , zi=o}.

Comme 7Y, ne dépend pas des zj (3 0) , ona
Vg (z+z(x) ,u(x))lzc,>< c® =Tg(z(x) ,yu)) = g, (x).

Par conséquent, la restriction de g(z,x) admet la décomposition

g(z,x) |Za = P = ga(x) + fonction de Morse parasite.

Conclusion : L'application réticulée
¢:af <P @ x @
z x X, X

°
]

g(z,x)

est non dégénérée, et pour tout 0O GQ(Ir) sa restriction GIZo = af

a pour lieu discriminant Aa 1'hypersurface d'équation x, =go(x) .

Compte tenu de 3.2, nous savons ainsi construire un germe d'application
réticulée non dégénérée ayant pour configuration caractéristique une configu-
ration donnée (pourvu que celle-ci admette un modéle distingué) : ce sera

1'application composée

GX1¢P F
(¢F <Py =P = (¢ =cP) <P ¢ <cP
z X y - X, X Y Yo ¥
“ 1] zP:
9(z,x) x,+h, (x) X
- .y
°e =1t

25



N. TIEN DAI, N. HUU DUC et F. PHAM

i

§ 4 - DEPLOIEMENTS ET STABILITE : point de vue géométrique

4.0 Déploiements d'applications réticulées

On appelle déploiement d'un germe d'application réticulée F un
diagramme commutatif d'applications réticulées

F
X — ¥

] ]

N

—e— > Y X S

xxs
pr2\~ . Az

Le germe de variété analytique S est appelé base du déploiement. Pour tout

germe d'application A :S' —»= S , on définit le déploiement }\—lg par le

diagramme cartésien )\—1’1;
XXS§' > ¥ xS
1. =N 4 | =<\
X Y
Y F Y
XX§ ————————= YXx§

On dit que )\_1E est le déploiement déduit de E par le changement de base A .

Deux déploiements E et E' de méme base S sont dits @ -équivalents s'il
existe un germe G de "déploiement réticulé de 1'automorphisme identique
4IX " tel que F'=FoG : par l'expression entre guillements, nous entendons

un G qui rend commutatif le diagramme

1|X
?S‘ ——————eee .)_(_
G
= X xS avec G(Xa)=Xo Vo.

XS ——
N
S

De méme, F et F' sont dits &/-équivalents si F'= HoFoG , ol G est comme

ci~dessus tandis que H est un déploiement (non réticulé) de ﬂY .
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Un déploiement est dit &£ -trivial [resp. & -trivial] s'il est @ -équivalent
[resp. &/-équivalent] au "déploiement constant" (déduit de F par le change-

ment de base constant S = *).

4.1 Déploiements d'ensembles analytiques holonomes

On se propose de définir une notion de "déploiement" d'un germe
d'ensemble analytique holonome donné en un point 8 de P*y .
Soit S =(S,s,) un germe de variété analytique, posons ? = Y xS, et notons
'P*Y 1'ouvert de P*Y formé des codirections "non paralléles & S" (c'est-a-
dire non images réciproques de codirections de S). On a une application cano-

nique de '"restriction des covecteurs"

p :'p*Y

= p*Yyx S

Soit € 'P*Y une codirection telle que p(8)= 0 , et soit V un germe en 6

d'ensemble analytique holonome vérifiant la condition suivante :

i) 1l'application p[V est un morphisme fini ;

cette condition équivaut & la suivante

i') l'inclusion Yxs, &—» Y XS = Y est non caractéristique pour v.
1

Notons vre l'ensemble analytique image de v par ce morphisme fini. On peut
le considérer comme ensemble analytique relatif de base S, et ses fibres sont

holonomes. Sa fibre au-dessus de s, sera notée V, et nous dirons que :

a

est un déploiement de V »

v
vrel est la déformation de V associée au déploiement ¥ ».

a

Cette définition purement ensembliste nous suffira pour le moment, en attendant
le §7 ou les ensembles v, ;irel , V seront porteurs de faisceaux de modules

analytiques cohérents.

Lemme :

i) Si Vrel est lisse au-dessus de S (c.a.d. si la projection vrel* S est

< & : : : ~ ., yrel
une submersion de variétés), V l'est aussi et l'application plv V>V
est un isomorphisme.

1

~

ii) La donnée de V' °" détermine sans ambiguité le point 6 et le germe

d'ensemble analytique holonome v, qui au-dessus de la partie lisse de

vrel en est un revétement de degré 1.
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Preuve. Il sera commode de remplacer les ensembles projectifs GAY grel v

par les cdnes correspondants V ' Vr el ,{l (considérés en dehors de la section
nulle des fibrés cotangents).

~rel-
Si v € est lisse au-dessus de S, on peut choisir sur Y des coordonnées

locales y°""’yp telles que les coordonnées cotangentes correspondantes

ﬂe,...,ﬂp , jointes a un systéme de coordonnées tl""'tq de S, forment

un systéme de coordonnées locales de Vrel‘ (il suffit pour cela que M,,...,M
forme un systéme de coordonnées locales de :I , ce qui est possible d'aprés le

lemme de HOrmander cité au n°3.1).

P q
Or la forme différentielle Z 17 dy + Z Tj dtj s'annule en restriction
i=o j=1

¥
a4 l'ensemble holonome conique qu'est V (car cette forme est le produit inté-

] ]
rieur de la 2-forme fondamentale par le champ de vecteurs 20 ﬂi 5—+ E 5 7o
i J
qui est tangent & tout ensemble conique ). Si donc on désigne par .
Y
‘rj(‘n,t) (3=1,...,q) les "fonct:l.ons multiformes" définies au-dessus de vrel}
par le morphisme fini p: V —_— \7r el , ces fonctions doivent vérifier 1l'équation
p q
Z n, dy, (M,t) = - E T.(M,t) at, ,
4 i i n 3 J
i=o . j=1

et sont donc en fait des fonctions holomorphes données par les formules

ay ™M,t)
.M, = 2 n, Lo
J i=o 3

ce qui démontre les deux affirmations i) et ii) dans le cas ol vrel est

lisse au-dessus de S.

L'affirmation ii) dans le cas général en résulte immédiatement par passage

a l'adhérence & partir de l'image réciproque de la partie lisse de Vrel

Remarque : Sous 1 'hypothése ol vrel est lisse au-dessus de S, il existe

localement une fonction ‘fx(n,t) , homogéne de degré 1 par rapport & n telle

que 3h 3h
yi("l,t) ‘BT‘ o Tj("’l ) = - a—tj-

Il suffit pour le voir de remarquer que sur V la 1-forme différentielle.

E vy an, - i Tj dt:j est fermée, donc exacte d'aprés le lemme de Poincaré.
i=o j=1
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Changements de base.

Soit V un déploiement de V, de base S, et soit A : S' —»S un germe
d'application analytique.

Considérons la paire ( 'p* ;,\7) comme paire d'espaces projetés sur ;

Par le changement de base 4|Y><7\ : ; '= Yyxg' —»; = ¥YX*XS on la transforme
en une paire d'espaces projetés sur ;' que nous noterons ('P‘ ;k{v. ,;|§f. ). or
1'application cotangente & 1 x\ définit une application p)\:'P'? l'f'"'“,P. 3,
et l'on vérifie que restreinte a '\7|?{:, cette application est un morphisme fini.
On pose

"7' = lb\ (VI?I) ’

On vérifie que V' est un déploiement de V, que l'on dira déduit du déploiement v

par le changement de base A.

Déploiements triviaux.

Deux déploiements V et V' de méme base S sont dits isomorphes s'il existe
un germe d'automorphisme de ¥ = Y >SS, déploiement de ‘ﬂY , tel que 1l'automor-

phisme cotangent transforme V en V'.

Un déploiement est dit trivial s'il est isomorphe au "déploiement constant”

(déduit de V par le changement de base constant S = *)

4.2 Déploiements de configurations holonomes r-cubiques réguliéres

En plus des hypothéses 4.1, supposons que ¥ soit le support d'une
configuration r-cubique réguliére \Z . Supposonsl de plus que chacune des strates
de la configuration soit lisse au-dessus de S (c.a.d. que la projection sur S,
restreinte 4 chaque strate, soit une submersion).

Sous ces hypothéses V est le support d'une configuration r-cubique réguliére V,
fibre de i au-dessus du point s,. Nous résumerons cette situation en disant

que la configuration z est un déploiement de la configuration V .

On définit comme en 4.1 les changements de base, déploiements isomorphes,

déploiements triviaux (isomorphes au déploiement constant)...

Exemple : Soit V la configuration caractéristique d'un germe d'application
réticulée non dégénérée F : X —> Y .  Alors tout déploiement E de F a
pour configuration caractéristique un déploiement i de V, et la correspondance
E M z est un foncteur de la catégorie des déploiements de F dans la

catégorie des déploiements de V (munies des morphismes de changement de base).
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Praoposition. Deux déploiements E R E' de F , de méme base S, sont

g?—équivalents si et seulement s'ils ont méme configuration caractéris-

tique.

Ils sont f?Léqpivalents si et seulement si leurs configurations carac-

téristiques sont isomorphes (en tant que déploiements).

Preuve. Pour prouver la premiére affirmation (d'ol la seconde découlera
immédiatement), il suffit d'appliquer le théoréme 2.1, en remarquant que
la condition pour G de commuter aux projections sur S est automatique dés
lors que E et E' commutent & ces projections.

Quant & la condition G|X > s, = ﬂx , on la réalise en multipliant G par
<

S .

le déploiement constant de gflli °

~
et seulement si sa configuration caractéristique V est un déploiement

constant [ resp. déploiement trivial] de celle V de F.

4.3 Caractéristiques des configurations stables

Théoréme. Soit F un germe d'application r-réticulée non dégénérée, de

configuration caractéristique V. Alors pour que V soit stable

(c'est-a-dire n'admette que des déploiements triviaux au sens 4.2)

il faut et il suffit que F soit stable (c'est-d-dire n'admette que

des déploiements &/ -triviaux).

Preuve. La nécessité de la condition est une conséquence immédiate du

‘corollaire 4.2.

Inversement, supposons F stable. Quitte & restreindre F a §0°= (Xo)oiDa;

on peut supposer que r'=sr (0.,= ¢). On réduit ensuite les "fonctions de

Morse parasites" (n°2.2), en remarquant que cette réduction n'affecte

pas la stabilité de F (résultat de la théorie de Mather bien connu pour

les applications usuelles, facile & généraliser pour les applications
réticulées). On est ainsi ramené au cas ou F est de la forme réduite 2.4,
donc é?-équivalent au germe construit au n°3.5. Soit i:un déploiement

de V. Si 1'on sait démontrer que z est configuration' caractéristique d'un
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déploiement E de F on a terminé, car F est censée n'avoir que des déploie-
ments & -triviaux. Le théoréme sera donc démontré quand nous aurons démon-

tré le

Lemme : Tout déploiement z d'une configuration holonome r-cubique réguliére
V peut étre considéré comme configuration caractéristique d'un germe d'appli-

cation non dégénérée E , qui est un déploiement du germe F construit au n°3.5.

Preuve du lemme : La remarque 4.1 permet d'associer & chaque composante G;
de V une "fonction génératrice" ha(x,t), analogue '"relatif" de la fonc-
tion génératrice du n°3.1.

En posant ga(x,t) =h0(x,t) —h¢(x,t) on obtient une famille r-cubique régu-

liére de fonctions, a laquelle la construction 3.5 s'applique sans changement.
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§ 5 - FONCTIONS DE MORSE RETICULEES

r
Soit Z le germe d'espace € réticulé par ses r coordonnées ZyreseaZo.

Une fonction de Morse réticulée est un germe de fonction g € G:{zl,. .. ,zr}

dont la restriction & chaque Za (o Eg(lr)) est de Morse. Autrement dit
. 0

pour tout O Gg’(Ir) les r fonctions z; (i €0, 52—9 (j & 0) forment un

systéme de coordonnées locales & l'origine de ct.

5.1 Famille r-cubique réguliére de fonctions engendrée par une fonction
de Morse réticulée

pPour tout 0 €EP(I ), notons z=(z_,2, . ) , z.= (z,) , zp o= (2,)
r , o'“Co (4 i'ieq Go 35 q0

L'hypothése sur g entraine, grdce au théoréme des fonctions implicites, que

le systéme d'équations

9 .

s (25 1255) =0 380

3

admet une solution unique 20 4= wo(za) , et 1'on pose

95 (2,) = alzg, wy(z)).
Il est facile de voir que chaque 9o est encore une fonction de Morse
réticulée de |0l variables, de plus le lemme de réduction 2.3 montre que

pour toute aréte « =(0,0') du cube, avec 0'=0 U {i}, on a

2 - 1< ' f !
go.(za,) ..go(zo) tz, og 2, est un eler‘nent d'ordre 1 de 1l'anneau Ct{za,}
a.
snérat de 1'idé .
générateur de l'idéal (EZ)

.

En résumé, la famille (g0)~ est une famille r-cubique réguliére

de fonctions, et cette famille est "distinguée" (n°3.4).

Exemple : Supposons que g soit une forme quadratique des variables
ZyrecrZ . La condition pour cette forme d'étre non dégénérée en restriction

a chacun des Za sera appelée condition de "compléte non dégénérescence".

En remplagant le théoréme des fonctions implicites par le théoréme de résolu-
bilité des systémes linéaires on obtient par la construction précédente un résultat
curieux d'algébre linéaire, qui précise la décomposition de Gauss d'une forme quadrati-
que non dégénérée :

A toute forme quadratique g complétement non dégénérée de r variables est

associée une famille (go) de formes quadratiques complétement non
gEP(1)
dégénérées des variables zi , i€0 , et une famille de formes linéaires

(z“) indexées par l'ensemble des arétes du r-cube, telles que
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i) pour tout arbre A ne contenant aucun couple d'arétes paralléles,
les (za )a ea SORt linéairement indépendantes ;
s

ii) pour tout chemin orienté al,az,... 'as joignant ¢ 4 0, on a 9= Z zi
i=1 i

Remarque. On prendra bien garde au fait que la construction 5.1 dépend
des coordonnées choisies : il faut la considérer comme une construction

sur un espace vectoriel réticulé, non pas sur une variété réticulée.

Une version plus intrinséque de cette construction sera donnée au n®5.3.

5.2 Un modéle universel pour les fonctions de Morse réticulées

Nous nous proposons de classifier, a @ -équivalence prés (n°2.1) ,
les germes & l'origine de fonctions de Morse réticulées. Pour cela,
imitant les techniques standard de la théorie de Mather, introduisons la

notion de .2- trivialité infinitésimale d'une déformation : une déformation

infinitésimale g +€¢ € € {z,,...,2} [el/(€?) est dite R - triviale s'il
existe une déformation infinitésimale de 1 ! tangente a 2y
[}
transforme g + € ¢ en la déformation constante ; explicitement, cela
r

...2_=0 ui
r r q

s o aes s . r 9
signifie qu'il existe sur € un champ de vecteurs de la forme 2 : a; 2y 35

i=1 i
. r
]
(aiE [ {zl, zr}) tel que g+€p={1 +€ b @, Z; 5|9 4 clest-a dire
i=1 i
dg g
p €|z yeeer2Z =4 .
1 z, r 3zr g
Lemme : Pour tout germe g de fonction de Morse réticulée,

i) Jg Dﬂrﬂ , ot M désigne 1'idéal maximal de E{zl,...,zr} .

ii) L'espace quotient EQ (9) = G:[zl,...,zr}/ Jg est un espace vectoriel

de dimension 2° , et admet une base formée par les monomes
o ¢
z = z, ,0€ P(1) (avec la convention z = 1.
i€o * r
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Preuve. Posons, pour alléger les notations
z=(z,,2") z'=(z z_) (z' -éi) = (z aaj- z ag)
1’ ! 21yt dz' 2 zz""'ra—z—r'

9 9
Comme 21?_31 n'est pas diviseur de zéro dans €{z}/(z' a?g,) on a une suite

exacte courte

z .
o —» G:{z}/(-aa?g, z' 3az_?) 1. (l:{z}/(z1 562—9, z' %)—» (1:{z}/(z1 ,z'aazi,)*o
1 1
Il I I
tl:{z'}/ygi c{z}/ .{3 c{z'}/ Q%T

ot gi resp. gT est la fonction de Morse réticulée des r-1 variables z'

)
définie en restreignant g a (ng = o) resp. (zl= 0). Grdce a cette suite
exacte, les deux affirmations du lemme se démontrent par une récurrence
facile sur r.

De la partie i) du lemme on déduit le

Corollaire i) : Pour r = 2 tout germe de fonction de Morse réticulée est

| @ -déterminé par son jet & l'ordre r.

En effet soit g un germe de fonction de Morse réticulée de r variables (r = 2),
+

et soit ¢ € AT ! pour montrer que g+¢ est £ -équivalente & g on considére

la déformation & un paramétre 9 =g+ty. Comme r = 2, 9y est encore une

fonction de Morse réticulée (propriété qui ne dépend que du jet d'ordre 2).
agt r+1
Donc 3T oM (e .{; d'aprés le lemme i), ce qui veut dire que la

t
déformation (gt) est infinitésimalement @ -triviale pour tout t , donc
_@—triviale d'aprés un argument standard d'intégration de champ de vecteurs

(cf. par exemple [13]).

D'aprés le lemme ci-dessus, un candidat plausible au titre de "famille

universelle de fonctions de Morse réticulées" est la famille

r

"/u(z)=:zi+2 Z uaza

i=1 o€ Q(Ir)
lol 2 2

paramétrée par u = (u
( ”)oe,?(:[r) Jdol = 2

La restriction |0l 2 2 assure que l'origine est un point critique de 7,
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La propriété d'étre "de Morse réticulée" est garantie en imposant

aux coefficients (-.\o)l de la partie quadratique des inéquations

ol=2
polynomiales 1 -uij # o,

2 2 2
- - - + e = = PY
1 uij ujk w 2uij ujk U # o , etc (non dégénérescence de tous
les mineurs diagonaux de la forme quadratique). On notera U l'ouvert de

r
27 -r-1
[ , ensemble des valeurs de u pour lesquelles ces conditions sont

vérifiées.

Théoréme.
i) Pour tout germe & l'origine de fonction de Morse réticulée g , il

existe un u€U et un seul tel que g soit @ -équivalente a ‘yu.

ii) Pour toute famille analytique (gx) ex de germes de fonctions de
X

Morse réticulées, l'application x b—»u(x) définie par i) est

analytique. De plus la .@ -équivalence entre 9y et 7u peut étre

(%)
choisie localement sur X de fagon a& dépendre analytiquement de x

(ce choix peut é&tre fait globalement dans le cas ol X est de Stein) .

La démonstration du théoréme (évident pour r = 1) va se faire par
récurrence sur r = 2. La clef de la récurrence sera le lemme suivant, qui

compléte le corollaire i) :

Lemme iii) : Soit g un germe & l'origine de fonction de Morse réticulée
(avec r = 2), et soit ¢ € z .- .zr./{ . Alors la £ -équivalence entre
g et g+ ¢ peut &tre choisie de fagon que sa restriction & tous les

hyperplans zi= o soit égale & l'identité.

La preuve est analogue & celle du corollaire i), en remarquant que mainte-

99, 39y 99,

—_—= € = . e . i
nant 3T ("4 zl...zr.,/{ 21' zr (bz—l, ,az—r) (car gt est de Morse)
pour tout t la déformation infinitésimale gt+‘€tp est donc £ -trivialisée

par un champ de vecteurs nul sur 1'hypersurface zl...zr =0 , et dont

1'intégration définit donc un automorphisme égal & 1l'identité sur cette

hypersurface.
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Pour exploiter ce lemme, considérons la filtration évidente de
r r-1
z=c" : z =275 on 2% = U &z

lol=s ©

Appelons(fg?(s)—équivalence» entre deux fonctions g(s) et 7(5) définies

sur Z(s) (s)

la donnée d'un ‘germe d'automorphisme G de Z(s) (restriction d'un

“automorphisme réticulé de Z) tel que 7(s)= g(s)o G(s).

(s)

Remarquons que la restriction 7h|Z du « modéle universel» 7u ne dépend que

des u, pour lesquels lol<s.

(s-1)

Corollaire iii) : Toute g?(s-l)—équivalence entre g|z et 5 (s=1)

peut s'étendre, pour un choix convenable des (ua)lok g ¢ &n une
(s) )

QI(S)—équivalence entre glz(s) et 7,2z

Preuve du corollaire iii) : Commengons par supposer s = r.
soit 6571 une §?<r-1)—équivalence entre glz(r_l) et 1&[Z(r-1), restriction
d'un automorphisme réticulé G de Z.
: y ~ 2 Y .
Des relations (g'ch)Iz = = z.+2 U 2 , i=1,...,x
i0 i4i) 0ePa -
lol= 2
r
2: 2 S o
on tire goG = z, + 2 u, 2z mod. (zl...zr).
=1 oEP(1))
(4
I
< s . ca s r-1
D'aprés le lemme iii), un changement de variable égal & 1'identité sur Z( )
permet de se ramener au cas ol le terme correctif est de la forme Up Zp...Zy

r
(uI-E €), ce qui démontre le corollaire iii) dans le cas s = r.

(s) (s)

En gemarquant que la donnée d'un automorphisme G de 2 équivaut a la donnée
d'une collection d'automorphismesG; de 2 (lol = r-s) dont les restrictions aux
Za,(|0'|= r-s+1) coincident, le cas général se raméne au cas précédent, avec Z

remplacé par Zo(|0|= r-s).

Le corollaire iii) appliqué de proche en proche démontre la partie i) du
théoréme (& 1'exception peut-&tre de l'unicité de u qui découlera de la proposi-
tion ci-dessous). Dans le cas oi g varie dans une famille analytique (g_) '

X'x€X
la construction du corollaire iii) peut &tre rendue analytique en x dans
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la mesure ol la A “équivalence du lemme iii) peut étre choisie dépendant

analytiquement de x ; il suffit pour cela que l'appartenance de ¥ au faisceau

g g
Vs t t L .
d'idéaux zl...zr( o fz—) C)x{zl,...,zr} implique 1l'existence de
1 r ) agt
: e =
sections globales a; G(X){zl,...,zr} telles que ¢ 25_ a; z,...2, Wl- ,

ce qui est toujours vrai si X est de Stein.
En particulier, on peut prendre pour famille (gx) la famille de tous les poly-
némes de degré < r qui sont des fonctions de Morse réticulées, et 1l'on obtient
ainsi une application analytique

N r-1 r

w: X =Uxq —» U (N=cC,. -2
2xr

de 1'espace % des jets d'ordre r de fonctions de Morse réticulées sur le

sous espace U = U % {0} des jets de la forme particuliére (’yu) .

Proposition. L'application w : X —» U fait de U 1'espace analytique quotient

de & par 1l'action du groupe % .

En effet, pour tout u € U (')-l(u) est un sous-ensemble analytiqué de X, de
codimension au plus égale & dim U, inclus dans l'orbite de u qui est une sous-
variété & (u) de codimension exactement égale & dim U (lemme ii) ).

Comme cette orbite est connexe (car .?_l agit sur & comme un groupe algébrique
connexe), on a l'égalité w ' (u) =% (u).

L'application @ est donc une « projection paralléle aux orbites» de Z sur une
sous variété U transverse aux orbites (lemme ii)), et coupant chaque orbite en

un point et un seul. -
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5.3.Fa.mille r-cubique réguliére de fonctions engendrée par un
déploiement de fonction de Morse réticulée

Soit G : €x € ———= ¢ x "
z , X X,=9(2,x) ,x

un déploiement d'une fonction de Morse réticulée g(z) =§'(z,o).

En restriction & chacune des variétés Za‘>< ﬂ:n , G est un déploiement de
fonction de Morse ordinaire, donc un déploiement trivial, dont le lieu

discriminant Ao est donc la forme
: =h h € .
Ao : %, =h_(x) by (:{xlr ,xn}

Supposons que l'application réticulée G soit non dégénérée (d'aprés 1.3 iii),
32

cela signifie que la matrice jacobienne (o) est de rang r).

_9°g
0z 0x

est une famille r-cubique réguliére

Alors la famille (3. =h -h,)
————— o [/ € !
%0 W(Ir)

de fonctions : en effet la variété caractéristique Vo =PZ(¢ = a:n) est
[

donnée par les équations x, =‘}\1‘o(x) , Ei/ £, = Bha/ axi , i=1,...,n , et

1'on peut répéter les raisonnements de 3.3 avec les "fonctions génératrices"

~

hy -

Exemple : Le "déploiement par translation"
r r r
C xC —_—> T <X C
z X X, X

- I
g(z +x)

est évidemment non dégénéré (pour toute fonction de Morse réticulée g), et l'on
vénfie aisément que les §. définis par ce déploiement particulier sont les g  construitesau

J ‘ _| n°5.1
La remarque, faite en 5.1, que la construction des 94 dépend des coordonnées —*
choisies correspond au fait que la notion de la "translation" dépend des

coordonnées !

® Caractére fonctoriel de la construction précédente :
Il est clair que la construction 5.3 est fonctorielle par rapport aux
changements de base : si N g : ¢fx @ — = ¢ =" estun déploiement
non dégénéré, déduit de G : ¢ <" —> ¢ xq" par un changement de base
A ¢n' — (‘.‘n , la famille r-cubique réguliére associée a X !G est déduite

de (go (x)) par le changement de base x'=A(x) (cf. n°4.2).
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Autrement dit la construction 5.3 définit un foncteur % de la

catégorie des déploiements non dégénérés de fonctions de Morse réticulées

dans celle des familles r-cubiques réguliéres de fonctions. Ce foncteur a

la propriété suivante :

deux objets de la catégorie de départ ont méme image dans la catégorie

d'arrivée si et seulement s'ils sont @ -équivalents (cf. Proposition 4.2).

De plus si le déploiement G <«contient les translations» , c'est-a-dire

s'il est de la forme

r r+n r+
G:ex g M — > gxcg "
z X, X Xo X, X
~
g (z+x,x)

la famille r-cubique réguliére G est distinguée '(n°3.4).

Corollaire. Soit I' : @ x¢af xu exa =xu
z X u X, X u
('Yu(2+§)

le déploiement «contenant les translations”» associé au modéle

universel Ya du n°5.2 (on considére 'comme germe d'application le

long du sous-ensemble O >0 XU C < c xU).

alors FT' est une famille r-cubique réguliére distinguée par rapport

aux coordonnées x , qui a la propriété d'«universalité? suivante :

Pour tout déploiement G de fonction de Morse réticulée il existe une

>(I:r < U unique telle que

application analytique X : c”
FG = (FT) o .

Autrement dit, FI' peut servir de modéle distingué universel & toutes

les familles r-cubiques réguliéres de fonctions qui sont dans 1'image

du foncteur ¥ .

Preuve. La relation cherchée #G = (¥T) eX équivaut & dire que G est
@ -équivalente a N 'TI' . L'existence et l'unicité d'une telle application A

est garantie par le théoréme 5.2 .

Remarque. Inversement, la construction 3.5 montre que toute famille r-cubique
réguliére qui admet un modéle distingué est dans l'image du foncteur &% . Répon-

dre affirmativement & la question 1 du n°3.4 équivaut donc & montrer que le
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foncteur & est surjectif sur les objets. D'aprés le corollaire ci-dessus
on a donc équivalence entre les questions suivantes (auxquelles le n®5.4 va

répondre affirmativement) :

Question 1 Question 2 o FI est-il un modéle distingué
du n°3.4 du n°3.4 universel pour toutes les familles

r-cubiques réguliéres de fonctions ?

5.4 Réponse aux questions du n°3.4

On sait déja que la réponse est affirmative pour r< 2 (cf. Appendice Al
pour le cas r =2). Supposons donc r=3, et soit (g")o P ) une famille r-cubique
réguliére de fonctions. r
Pour construire un modéle distingué de (qo) , on va partir d'un «¢modéle distingué
défectueux » , c'est-a-dire une famille r-cubique réguliére distinguée

v, (z,u')
(g2, ¢ g
verra que 1l'existence d'un tel modéle défectueux découle facilement de 1'hypothése

telle que pour tout 0 # I_on ait g, (x) =70(2(x) ,u'(x)) (on

de récurrence). On cherchera ensuite & « corriger le défaut» en ajoutant &

')‘I (z,u') un terme correctif convenable Y¥(z,u',v) (dépendant d'un paramétre
r

supplémentaire v).

Comme on a affaire & des familles r-cubiques réguliéres, on peut écrire pour tout

i=1,2,...,r

9 (x)
r

2 !
g{x) +xi ;X =x£(x)

v, (z,u')

2
' = '
Ir 'yi(z,u ) +zI B zi zi(z,u )

o 1l'indice i dénote tant6t le sommet Ir—{i}, tantét 1l'aréte joignant ce
Sommet au sommet Ir . Compte tenu la relation gi(x) ='Yi(z(x) ,u'(x)), le «défaut»’

du modéle peut s'écrire
p(x) = 9 (x) —’)’I (z(x) ,u' (x)) =x§-zi(x) (i=1,2,...,x) ,
o o ol z (x) =zi(z(x) Jut(x)).

Comme ('yo(z(x) ,a' (x))) est une famille r-cubique réguliére, les fonctions

0€ P (1)
zI(x) (i=1,2,...,r) sont a dirfférentielles linéairement indépendantes, et quitte

a choisir convenablement les coordonnées locales x on peut supposer que x = (X,x'),

ol x = (_)51,...,_351_) r X, = zi(x). Le « défaut» peut alors s'écrire
2 2
() P(x) =¢(x,x") =x; - X7 (i=1,2,...,7), od X, € e{x,x'}.
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Lemme-clef: (démontré dans 1'Appendice A 2) :
Pour r =3, il existe ¥ : (¢¥ =<c , {0} *x€) ——» (€,0), germe de fonction

analytique au voisinage de {o} <@ vérifiant :

. r
i) Vis=t,...,r, 3 s; : (@xa, {o}xE) —= (C,0) telles que
2 2
¥(x,v) = s -x;
. n
ii) V¢ : (C,0) —» (C,0) vérifiant (¥), il existe un germe de fonction

analytique unique v : ((I:n,o) —»(C tel que

px) = ¥x,vx)).

Corollaire. i * ' i p
ire La famille (‘Ya(z,u V) )0 Ey(Ir) définie par

.
Yo~ % oI,

Tzt v) =7 (zu') +W(E,v)
r r ) )
oi z = (z_(z,u")
R i=1,...,r

est un modéle distingué pour la famille (ga)

o EP! -
?\Ir)

Preuve. Pour voir que (‘7;) est une famille .r-cubique réguliére (évidemment

distinguée) il suffit d'écrire

V'I'r(z,u'.p) -7, (zu') = 7Ir(z,u') -7, (zu") +¥(z,v) -

= zi(z,u') + ¥(z,v) = si(i,v).

Cette famille distinguée est bien un modéle pour la famille (go) , car

77 () ) v )=v (20 0 ) + Hx,vix) =7, (2(x),u' (x)) +¢(x) =gI(x5 .
r r r r

Le corollaire ainsi démontré donne une réponse affirmative aux question du n°3.4,

3 condition de savoir fabriquer un « modéle distingué défectueux ». Si (’70)

o€ P (Ir)
désigne la famille r-cubique réguliére distinguée FT du n°5.3, on remarque que
pour toute partie J de Ir’ distincte de Ir, la famille (70)0 eP) est de la

forme fI‘J (ot FJ est construit de la méme fagon que I' avec Z remplacé par ZGJ) .
On peut donc supposer, par hypothése de récurrence, que cette familleﬁ)‘-'l‘;r est

un modéle distingué universel pour les familles |J|-cubique5 réguliéres de fonctions.

Soit alors (qa(x)) P une famille r-cubique réguliére. Pour tout J 1l'hypothése
o I

de récurrence nous donne = une application analytique unique XJ: X ——> G:Jx U telle
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que g, = 70 o7\J pour tout 0 C J , et étant uniques ces applications 7\J

1]
commutent nécessairement & toutes les projections CI:J>< U —» GJ x U induites
par les inclusions J'CJ.

On a donc bien pour tout 0 € |J2(J) = @(Ir) -I une relation
J r

9y ) = 7,(z(x) ,u'(x))

ol z(x) =(z1(x),...,zr(x)) , u'(x) =(uo(x) )ae ?(Ir) -Ir sont les fonctions

définies par la collection des )\J.

Autrement dit on peut prendre comme «modéle distingué défectueux” n'importe
quelle famille r-cubique réguliére coincidant pour 0 # I, avec la famille ¥r
du n°5.3 (par exemple #T elle-méme, ou bien la famille qui s'en déduit en

remplagant 1'indéterminée uL dans ’)‘I par une constante arbitraire).
r r
Bien entendu la remarque finale du n°5.3 implique que la famille #T est un

modéle distingué «non défectueux » , mais nous n'avons pas réussi & le démontrer

directement.

5.5 Exemples de configurations stables

Les configurations caractéristiques des déploiements stables de fonctions

de Morse réticulées nous fourniront les exemples les plus simples de configurations
stables (cf. théoréme 4.3).

La théorie de Mather [13], facilement généralisée aux applications réticulées,
permet de caractériser simplement les déploiements de fonctions qui sont des

applications stables : : ce sont les déploiements qui sont des déformations verselles

de leur fibre g_l(o), c'est-a-dire -dans le cas réticulé- les déploiements définis
par des déformations E(z,x) telles que l'espace vectoriel quotient

22

rdz,

g g
soit engendré sur € par les classes des fonctions 1, -ﬁ yeees —&—?— .

g
1
Ef(g) = a'{zl,...,zr}/(g,zl-gz—l,...,z

Cet espace F.‘:){(g) est un quotient de 1l'espace E@(g) du lemme 5.2 ii) (et lui est
égal si g est homogéne) . -
Par conséquent si g(zl,. . .,zr) est une fonction de Morse r-réticulée queiconque,

son déploiement .Z -universel
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r xr
o x g2 1 s oxgl
z X,X X, X,X
I
g (z+x,x)

I
[4
g(z+x) + E X, (z+x)
lol=2
sera une déformation verselle (réticulée) de sa fibre g_1 (o), de dimension
minimale si g est quadratique.

Nous disposons ainsi d'un procédé systématique pour construire des exemples

de configurations stables.

Exemple 1 : r=1,g=2z
Le déploiement s'écrit
CxXE ——————> C %X
z X X
I 2
(z+x)

o X

son ensemble critique a deux composantes 2¢: z=-x et El: z=0 , et sa variété
caractéristique est l'union des fibrés conormaux aux deux courbes lisses tangen-

tes A¢: X,= 0 , Al: X, =§2.

2 2
Exemple 2 : r=2,g=zl+z2
Le déploiement s'écrit
q:2 x ¢3 _ a:3
ByrZy EyrEpr¥yo ¥o XyiXyi¥yy

2 2
(z,+x.) +(22+§2) +2x12(z1+§1)(z2+§2)

Ecrivons ci-dessous les équations des ensembles critiques et des lieux discriminants

correspondants

E¢ : 2z +K) =24, =0 A¢: 0 =0

By 2oz = gty ey, Xy =0 B¢ me=(iox g

2, t = (e by Xm0 Ay xe=(ioy) %

iyt 2 =270 Byt %o =iy 435+ 2y, Xy X
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§ 6. QUANTIFICATION.

Nous allons maintenant "quantifier" au sens de S.K.K. [19] les résultats des paragra-
phes précédents, c.a.d. considérer les objets géométriques qui précédent comme supports
de Modules sur 1l'Anneau des opérateurs microdifférentiels.

Rappelons les notations de l'introduction : X est un germe de variété r-réticulée

de dimension N = n+p, on considére sur X = X, le germe de systéme différentiel

¢

holonome

(o) _ )
o —%/% (g Dy = @ seeeyx D=0, D ...,D )

X X
- r r+1 n+p
dont la variété caractéristique sera notée A = U A,
oEAI ) o

Ao : X;=0 pour i€0 , £j=0 pour j¢o .

On se donne un germe d'application réticulée

F:X — Y =cxe® 3 (Yor¥yreeer¥y)

que l'on suppose_non caractéristigue pour @;Ot) en dehors de la section nulle de

T*Y (cf. [16] 4, § 5) ; si F est de corang 1 cela revient i exiger que l'application

caractéristique XF soit un morphisme fini, ce gui est le cas notamment si F est non

dégénérée (Prop. 1.4).
L'hypothése "non caractéristique" implique la cohérence du %—Module "image

o . <
directe microlocale" de (9)(( ), qui sera noté

(0) (o)
@Gt = o
E rF £

et appelé "systéme de Gauss-Manin" de F.

[N.B. : la notion 6Y désigne 1'Anneau des opérateurs microdifférentiels d'ordre fini ;
toutes nos notations sont celles de [16] , empruntées aux papiers récents de l'école
japonaise] .

Comme tous les systémes (micro)-différentiels que nous allons étudier, le systéme
de Gauss-Manin est "filtré", c.é.'d. muni canoniquement d'une bonne filtration (image
de celle, évidente, de 0)((0')). On peut vérifier que le symbole de cette filtration a pour

R, P (a)
support V(F), qui est donc la variété caractéristique de gF .
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Dans l'étude qui suit, 1'hypothése de non dégénérescence n'interviendra qu'a

partir du n°® 6.3.

6.0. Réduction microlocale de (D}io‘) .

N DO g o) ; e X res . (o)
otons v - % % X le microlocalisé du systéme différentiel (DX .

X
Nous nous proposons d'étudier micro-localement la restriction de é(a) a4 une strate
quelconque de sa variété caractéristique. Une telle strate 7}’2, i:dexée par une
face du cube
9=29(9,5) ={0eP1)|gCcoCt}
a pour équations

o {x‘=0 © i€o
A, : .
2°lg0 & j¢g

Soit X' l'ouvert de X défini par les inégalités x, #0 Vi ¢5 .

Il est clair que X' a une structure r'-réticulée (avec r' = |G|) définie
(@ 0%
par X' = (X)) =, et que (9)E |X' = X' ol 1'on a noté (a)z le r'-uple
(o) .
i€ed

Soit enfin jc'I = X'o“—> X' le plongement évident, et munissons X('j de la structure

(r'- Ig] )-réticulée

' = (X! —
%5 ( c)c_r Co Co
o
: En restriction & la strate A —, on a
Lemme 9(0,3)
v (o) -a, -1
g i () | =
(%) 0., =II o f CO(?‘ Io-g
X ieg *i My Xo
g J-q g
_ai_l
ol les Dx désignent les puissances d'ordre (—ui—l) € € des opérateurs Dx
i ! i
(inversibles sur la strate considérée).
Preuve : facile, laissée en exercice au lecteur.
' o
: i i i - e X!
Remarque : Soit § un point de la strate A_Q(gla)' et soit (xl, ,xr) — (xl, ' r)

un changement de coordonnées linéaire tel que la codirection 6 soit donnée par
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Eé =...= E; = 0.

Alors il est clair que chacun des Dx , 1€0 , peut s'écrire comme le produit de
- i
Dx' par un opérateur microelliptique au point 6 . La formule (%) peut donc se
1

récrire comme suit :

v A (a)]-
(o) g & -0
(%) O™ =p 5 ( =)
9 "
X *1 %o o
g
ol A = - z (ai+1), et jo désigne le plongement de X dans X.
= ie g =
o
Cas particulier : strate A,Q(O,G)' ouvert dense de AO .
La formule précédente se 1lit
A A
. v(u) (ol v v o
O, =D, o) & ,.D, 8
n, L}
X,0 x} X5 X,0 X)) g
30
ou 6(x) est la couche de Dirac portée par la sous-variété X5 -
o . .
Définition : Rappelons que si / est un germe de systéme microdifférentiel filtré

a caractéristique simple, porté par le fibré conormal & une sous-variété lisse S,
M peut &tre engendré par une dérivée d'ordre A (A EC) de la couche de Dirac portée
par S. Nous dirons alors que M est "d'ordre X " (cette définition différe quelque
peu de celle de S.K.K. [19] déf. 4.2.3.).

Nous ver;ons ainsi de démontrer qu'en un point générique de chaque composantef‘Ao,

v
0)((a)est a4 caractéristique simple d'ordre )\G= -z (OLi+1) .
= i€o

6.1. Réduction des variables non critiques.

Pour tout point critique x € L(F) d'une application r-réticulée de corang 1,
on a défini (au n°1.2) Ox comme "le plus petit" des OE.?(II) pour lesquels x € E(Fo).
La collection des (Xo)o So définit sur X une structure de variété (r - |0x|)—réti—
X X

culée que nous noterons 2(_0 , et a laquelle on peut "restreindre" F, définissant ainsi

X
un germe d'application (r - |cxl)—re‘ticulée :
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F : X — Y.
el )
X x
Proposition : Soit ey € P*Y un point dont 1'image réciproque par l'application

caractéristique XF consiste en un seul point x € Z(g) . Alors au voisinage de ey on a
DY
(o] (o)
g %% g o
EY L
X
ou (a)tox désigne la collection des (oti)i ¢ox, tandis que on désigne l'ordre,

calculé au n° 6.0, de la composante A_ de 0(0&) .

Gx X

Preuve : On suppose ox # ¢ sinon l'affirmation est vide.

. * * P . . t3
Alors Gy # Ker TXF, de sorte que (TXF) (Sy) définit une codirection de ‘I‘xX, que
nous noterons 0 .

Par définition de GX, 6 est conormale & Xo mais n'est pas conormale aux XO' pour
X o

0' 0 . Autrement dit O est un point de la strate A,Q(O 1)
x'"r

résulte alors de la formule (x)e du n° 6.0, en remarquant que l'image directe micro-

. La formule annoncée

v
locale en ey ne dépend que du comportement de 1'intégrand @)((a)au voisinage du

point 6 , et que D ov-+- =D ... (parce que
F 1 Yo F
8 of
(8 ®dx dy) D, = —— D_ (8 ® dx dy), et =—(0) # O
vy ~£(x,¥)) X} Sx; Tyg (v mEGe ) ox;
par hypothése) .
6.2. Réduction des fonctions de Morse parasites.
Proposition : Soient F et F' deux germes d'applications r-réticulées de corang 1,

telles que F' se déduise de F par ajout d'une fonction de Morse parasite de m
variables (cf. n°® 2.2).
Q) _-m/2 (0)

Alors ‘5’5, = v, {95 .

Preuve : En écrivant F et F' comme des applications composées

a7



N. TIEN DAI, N. HUU DUC et F. PHAM

cxc®xaP _ T x ¢p

G X, Xy v, ¥
! I

X, + f(x,y)

on obtient la formule annoncée par composition des images directes, compte tenu

des formules

NE]

J @(?) = D Q(Q) (lemme ci-dessous)
X . X
G — [e) 3j =

et J_ D ... =D e
r X Yo JF

La seconde formule est immédiate, car

(8 ®dx dx dy) DO =D 8 ® dx_ dx dy
(yo xo-f (x,y) o e Yo (yo—xo-f(x,y)) [<]

La premiére est un cas particulier du lemme ci-dessous :

Lemme : On sedonne un diagramme
T ¥ s exd > N
X 2z, X X, X (x_=0)
o o
1l
m
z zg
i=1

Alors pour tout systéme différentiel 4 sur CN on a l'égalité des images directes

) * N
microlocales (non caractéristiques en dehors de la section nulle de T  (€xC))

_n
(%) M = D 2 M.
G ° 7
Preuve : Il suffit de la démontrer lorsque 4= E?N, ce qui se fait par calcul

C
explicite

(O ,...,D_)
N r 4
c % “n

%
TD = Dn N/@mmx
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x
ki QN = (& § ® dz dx)/ méme chose x (Dz reaeiD, ),

G [ exc®xaV (XO—Z zi) 1 m

dont le calcul montre que c'est égal a

.
2 m
D D= & / & (x_ D -+ 1).
b
o ; o oxd” o 0 %o 2
Remarque : Dans le cas particulier m=1, les images directes ci-dessus sont non

caractéristiques méme sur la section nulle (car G est un morphisme fini), et 1'éga-

lité (%) peut s'écrire comme une égalité de systémes différentiels :

1
TT*/” = Sj 2 % M
G CN
-1
ol S, 2 est le (g N'9D y) - pimodule défini par

J CxC C

-1

2 1
S. = 9 / 9. (x D + ).
J exdd exdd ° %o 2

6.3. Construction d'une transformationde contact guantifiée associée a

une F sous la forme réduite 2.4.

Soit F un germe d'application réticulée non dégénérée.

. - [¢) - N
Par des réductions 6.1., 6.2., l'étude de gbf ) se raméne au cas ou F est de la

forme réduite 2.4. Remarquons que la forme 2.4 peut s'écrire comme une application

composée
r Gx 1 p K
@ xc®) x o _(1:) ©xc®) x cf —> ¢ x ¢
z x y X, x y Yo ¥
] I\
g(z,x) xo+k(x,y)
p
ou k(x,y) = h(x) - z X, ¥y vérifie les hypothéses de 1l'Appendice B.O. (avec
Ci=1

n=p), et définit donc une transformation de contact quantifiée xk' D'autre part
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G est non dégénérée en tant qu'application r-réticulée, ce qui veut dire que la

2
3
matrice - est de rang r, et 1l'on peut donc décomposer les coordonnées x en
9z 9x 9
r 9
x = (x,x') € € x cd (@ = p-r) de fagon que det —5;—%;— # O : autrement dit g

vérifie les hypothéses de 1l'Appendice Bl avec n=r, g=q, et définit donc une transfor-

mation de contact quantifiée Kg.

Proposition : La transformation de contact quantifiée 6;15;1 transforme le
5 (o) 5
systéme @% en le systéme
Gfg) = & /& (X Xy D = qgreees Xy va- Opr DyvreeesDyidy
i 'xe? exe®  exc® 1 r 1 g

image directe microlocale de @(S) par le plongement

, ¢ xc
(x_=0)
r g °© r qd
j =@ xC > Cx¢C xC
X, x' X X x'
X o X
Preuve : Plus généralement, on va regarder comment la transformation de contact

r . X <
Xk Jg agit sur un systéme différentiel quelconque 4 sur C x€1. L'affirmation annoncée

¢ (¢}
correspondra au cas particulier ./ = 0( ) .
LS |
o xC
Considérons le diagramme commutatif
exe’ xed & exe’ xe" xe? AN exe’xed
z z x' z z x x' X X x'
° S o
j\] ' j /
r m r
e xec? & ¢ xcP
ou G est défini par xo=zo+g(z,x) ; les projections ﬂx consistent & oublier x, et les
plongements j a faire zO=O.
L'appendice Bl nous montre que
*
Yo | = | 7% = |5
j G = j G ~

Notons A le systéme microdifférentiel défini par les égalités précédentes, et consi-

dérons le diagramme
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- _
aexa® X cxePxe? X, exe®
X X X, Xy y. vy

D'aprés 1l'appendice B.O on a JR(A/) = j TT:M
K

de sorte que
* | . * *
@ Y. Y | = LW* / m ,//=/f U J”=/n Mo
Fi Xg /J Y Jo % g Joxa =Y Jp Xy

ce qui donne bien la formule annoncée (on a noté “x v la projection z, x, x',y— 2z,x').
’
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§ 7 DEPLOIEMENTS ET STABILITE DES SYSTEMES DE GAUSS-MANIN RETICULES.

7.0. Nous nous proposons de définir une notion générale de déploiement
d'un germe de systéme microdifférentiel filtré sur P*Y.
Soit (S,so) un germe de v;riété lisse, et soit./;l'un germe de systéme microdifféren-
tiel filtré sur Px(YxS) remplissant les conditipns suivantes :

i) 1l'inclusion Yx{so} ¢y YxS est non caractéristique pour ,/}7;

{0)

ii) le "symbole" de la filtration, 0(/117 =ﬁ b;l\(_l) (%l)pﬂ(l_l), est plat sur Q..
o

En appliquant le foncteur CS ® (ol cs est le corps résiduel du point so) a

o 5 o
la suite d'inclusions
R kL R (lim. ind. =.%)

on trouve encore, grdce a ii), une suite d'inclusions
oo e a Ve o e @M ... (lin. ind. =c_ @

So 0 Y S5 0
S S S

que nous noterons

J{(Q’_l)

... C c,”m C ... (lim. ind. =4).

La condition i) garantit que . est un germe de systéme microdifférentiel sur

P*Y, et il est filtré par la suite ci-dessus.

Nous dirons que .# est un déploiement de ., de base S. La notion de "changement

de base" d'un déploiement se définit de fagon évidente (avec conservation évidente

des conditions i) ii)).

Remarque : La définition purement ponctuelle que nous venons de donner peut aisément
atre "mise en faisceaux" moyennant quelques précautions d'écriture. En reprenant les

notations du n° 4.1., il convient de distinguer

0(%, qui est un faisceau cohérent de 0,{ -modules, de support Vi
P (YxS)
 prel . . , P . X :
ovz (faisceau image directe du précédent par la projection p ), qui est un
; < ~rel
faisceau cohérent de () -modules, de support V ;
’
PTYXS
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. ~rel
o{#f, faisceau cohérent de () , -modules, de support V. Le trio (’\\;,V V) est

PY
évidemment du type étudié au n°4.1.

7.1. Proposition : Soit f : XxS — ¥xS un déploiement d'un germe d'application
réticulée F : X —> Y. Si F est non caractéristique pour (9;0‘) ' T est aussi non

o (o N . T (o .
caractéristique pour Q)EX)S, et le systéme de Gauss-Manin gf(“' )est un déploie-

ment du systéme de Gauss-Manin gb(,“) .

La preuve facile est laissée au lecteur. On remarquera que le symbole de ) est

l"‘éﬁa

défini par une suite réguliére, ce qui rend la condition de platitude 7.0 ii) facile
a vérifier.

a
Corollaire : Si F est instable, gé‘ ) est aussi instable, c.a.d. admet des déploie-

ments non triviaux.

o U e s
7.2. Proposition : Si F est stable, mais si l'un des o, vaut - > (avec i ¢ Go) '

(o)
gg .

est encore instable.

Preuve : Aprés "réduction des variables non critiques" (n° 6.1), on peut supposer

que 00=¢.

1 1

Supposons alobrs que OL1 = - 5 posons O = (- E,u') ;o' = (az,...,ar) , et munissons

X, de la structure (r-1)-réticulée définie par X

s
1 (X5 5 1+ D'aprés la remarque

1= Yo

6.2. on a évidemment

ol G est l'application "pli"

G : X' B —d X
x'l,xz,...,xNv-—) ﬁl,xz,...,xN
xiz
sur l'espace X' = X muni de la structure (r-1)-réticulée
X' = (Xc)o 31 (on a "effacé" la composante xl).
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Par conséquent,

1 L} ' L
gF(- et (Diot ) g(a ) ,
- FoG =

ol FoG est considérée comme application (r-1)-réticulée surlﬁ'. Cette application

est certainement dé&générée, car l'image de son application caractéristique coincide
avec celle de F et a donc 2r composantes, ce qui est beaucoup trop pour une applica-
tion (r-1)-réticulée !

Etant dégénérée elle est instable (car toute application dégénérée admet des déploie-
ments non dégénérés). L'instabilité du systéme de Gauss-Manin en résulte par le

Corollaire 7.1.

Exemple : Sur ¢2 3(z,x), l-réticulé par la coordonnée z, considérons l'application

stable (n° 5.5, ex. 1)

F : ¢2 D (2,x) —>- (xo=(z+x)2,x) € ¢2.

Composée avec un "pli" de l'espace source

G: € 3 (x',x)—> (z=x'2,x) € ¢

elle donne l'application (non réticulée) instable

FoG : €@ 3 (x',0) — (x=(x'Z40?,0 €’

dont les déformations tont bien connues des géométres.

La Fig. 1. représente dansim2 le lieu discriminant (contour apparent) d'une petite
2

déformation générique de FoG : IR ——+:m2 (la zdne hachurée est 1'image de l'applica-

tion réelle, ol l'on reconnait une "fronce").

Fig.1.

avant déformation aprés déformation
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7.3  Théoréme : gF est stable si et seulement si les deux conditions suivantes sont

remplies : F est stable ; Vi ¢ Ogr Oy # - %

Preuve : Il s'agit de montrer que les cas envisagés par le corollaire 7.1. et la
proposition 7.2. sont les seuls cas d'instabilité.

Supposons donc remplies 1e§ deux conditions du théoréme, et soient ‘/'/;’un déploiement
de M = g;“) , ’\\J' le support de /7, Vrel son image par p . Grace au résultat de

X - ~
NGUYEN TQ’ cuoNG démontré dans 1l'Appendice C, le probléme de la trivialité du déploie-

7 N N PP ~rel <
ment # se raméne au probléme purement géométrique de montrer que V est une défor-

mation triviale de V = V(F).

Pour cela on fait les remarques suivantes.

Remarque i) : ol = @V, faisceau structural de la variété caractéristique réduite.
~ rel - . . - ~rel
Comme o) est une déformation plate de gi#), il en résulte que o) =0 rel’
v
faisceau structural d'un l'espace analytique relatif réduit, & fibre spéciale
réduite.
Remarque ii) : En un point générique de chaque composante Vg r celle-ci est le fibré

conormal & une hypersurface lisse. Au voisinage d'un tel point . est & caractéristi-

que simple et ne peut se déployer que de facon triviale. L'ordre \)G de M en un tel

point générique de vo est donné par

() Vv =A_ - “';0 , o dim¥ = pfl, dim X = ntp, A_= - I (a+D)

(pour le voir, on applique les réductions 6.1 et 6.2).

Remarque iii) : Etant le support d'une configuration r-cubique réguliére, V est défi-
nie par une suite réguliére

¥ 5]1é '
(u1 vl,...,ur v_, wr+1,...,wp), ou les ug Vi wj sont des éléments d'ordre 1 de

r

1'anneau local de P*Y. Comme vrel est une déformation plate de V, elle peut aussi

étre définie par une suite réguliére
N N
W

N
(wl""'wr' r+1,...,wp),

déformation de la suite précédente.
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Deux possibilités sont alors & envisager :

i’

ler possibilité : Tous les Wi (i £ r) sont réductibles, donc de la forme gi 3
ol gi [gesp. 3iI est une déformation de ui [gesp. v;] . Cela signifie que % est

le support d'une configuration r-cubique réguliére,-déEloiement au sens 4.2. de la
configuration de V. La trivialité Qe ce déploiement est alors assurée par le théoréme

4.3.

2éme possibilité : L'un des W (i < r) est irréductible. Cela entrdine que pour
toute aréte (0,0') du cube, de direction i, les deux composantes VO' VO' se défor-

n,
ment en une seule composante de vrel. D'aprés la remarque ii) cela n'est possible que

~r , .
si v = (= ordre de la composante irréductible de V el qui contient V0 et Vo,).

\Y
(¢} g’

N =

D'aprés la formule (%) cette égalité équivaut a ai = - =, ce qui est contraire &

1'hypothése.

Le théoréme est ainsi entiérement démontré.
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§ 8. COMMENT RECONNAITRE UN SYSTEME DE GAUSS-MANIN RETICULE NON DEGENERE ?

On sait déja d'aprés le § 6 que pour un germe de systéme microdifférentiel .4
la premiére des deux propriétés suivantes implique la seconde :

i) M est isomorphe au systéme de Gauss-Manin d'un germe d'application
réticulée non dégénérée.

ii) # est équivalent, par une transformation de contact quantifiée, & un systé-
me de la forme

() _ (a)
Cx|exx T O

image directe microlocale de 0)((0” par le plongement canonique

j: X & €xxX = X'
X xo=0,x

Pour démontrer l'implication réciproque ii) = i) il nous suffira de résoudre le

probléme suivant :

Probléme : Caractériser de fagon unique_par des propriétés manifestement

()
lexx

invariantes de contact (jointes a sa propriété de support).

En effet si# vérifie ii) le § 3 nous garantit que son support est la configuration
caractéristique d'un germe d'application réticulée non dégénérée ; le systéme
de Gauss-Manin de cette application a méme support que M et, comme M, il est équi-

N o o a : :
valent de contact & %( ) Ayant méme support que / et mémes "invariants" (en

x|exx
un sens facile & préciser quand nous aurons résolu le probléme ci-dessus), il est

donc isomorphe a .

Par exemple si r=0 on sait que tout germe de systéme microdifférentiel &

P e * X s
caractéristique simple, de variété caractéristique TX(CxX) , est isomorphe a

un DB € = DB (. (théoréme d'unicité des systémes & caractéristique
x_ X|exx  Tx X
o [S) 5

simple) .

Dans le cas r=1 la variété caractéristique est formée de deux composantes
holonomes en interaction réguliére (n° 1.0). Dans cette situation il résulte

des travaux de Kashiwara et al. ( [11] , et [9] Appendice) que le systéme
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est caractérisé par les propriétés suivantes :
. i1 est a caractéristique simple aux points génériques de chacune des deux compo-

santes ;

. les deux composantes sont en "interaction analytique", c.a.d. que . n'est pas

une somme directe de systémes portés par chacune des deux composantes.

Nous allons redémontrer et généraliser ce résultat, en montrant que pour r

B

quelconque les propriétés i) ii) sont équivalentes (& une transformation Dx prés
o

aux propriétés suivantes :

iii) M est a caractéristique simple aux points génériques de chacune de ses
x < . ; X < s
2" composantes holonomes (supposées former une configuration r-:cubique réguliére) ;

pour tout couple de composantes VO' VO, en interaction (c.a.d. telles que les

sommets O, O' soient joints par une aréte du cube), # est une interaction analytique

au point générique de Voﬁvo,.

Il nous suffira pour cela de démontrer la troisiéme des propositions suivantes
(qui seront démontrées conjointement par récurrence sur r) ; dans ce qui suit
X = (X est un germe de variété réticulée, et j : X &5 CxX = X'

i ( 0)0 € g(lr) g ’ J [

désigne le plongement canonique :

Proposition Ir : Soit A un systéme différentiel sur X, ayant pour variété caracté-

PP cs P a
ristique U T:: X, et vérifiant la condition iii) ; alors .//le)(( ).
(¢ (o -

Proposition IIr : Soit A un systéme différentiel sur X' = €xX, & support contenu

P . * s
dans X = OxX, ayant pour variété caractéristique LEEJ TX X', et vérifiant la
g
cas . N (¢} (¢}
condition iii) ; alors ./ est isomorphe & ‘@)(d;(' = (9)(( ) -
=9,/9,(x_,x, D_ -0, x_ D_ -0, D D_)
' ' ' Peser B Peses .
X o' "1 X, 1 rox, r X 41 Xy
v
Proposition IIIr : Soit AN un systéme microdifférentiel sur X' = €xX défini au voisi-
x . x ., s ST * e
nage de 'I‘Xx - TX,X , ayant pour variété caractéristique U TX X', et vérifiant
g [¢)
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v
la condition iii) ; alors A est isomorphe a
B ) B (@) _
= D - -
D gxlx' % 0 /é' (x, D +B+1, %y D @yseees X D a,
o o (<] 1 r

Dx ,...,Dx).
r+1 N

Schéma de récurrence : Au n° 8.2 nous démontrerons Ir dans un cas particulier. Puis

nous démontrerons dans le cas général les implications

t ITI_ ; .
I, = II et III ;I etII = I,

La récurrence peut partir de Io’ qui est bien connu (cf. par exemple [16] Prop. 10.3).
IIo et IIIO sont d'ailleurs également bien connus : IIIo est le théoréme d'unicité

des systémes microdifférentiels a caractéristique simple, déja cité.

‘Les demonstrations qui suivent sont bas@es surn Les nésultats géndraux de Kashiwara

et ab. [9] [10] [12)  sun Les "systimes holonomes & singularitis rdqulitnes".

M. Kashiwara nous a montré comment comriger une faute d'une premitre versdion,

et comment simplifier notablement certaines parnties de fLa démonstration.

8.1. Une construction générale (inspirée de [10] , Appendice A).
v/

Pour tout 9 -module #, on notera ¢£/f/} /Jl son image directe par

v v
l'inclusion j : X & X', considérée comme &, ,-Module (&, désigne le faisceau

X!

- . s aso s . x .
des opérateurs microdifférentiels considéré comme faisceau sur T X' tout entier).
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v
Le QX,-Module, restriction de @(/#) & la section nulle de T*X' , sera noté

Sy = M (dans toute la suite nous prendrons la précaution - que nous n'avons
3
pas prise jusqu'icv:i - de distinguer dans les notations l'image directe microdiffé-

rentielle, notée , de l'image directe différentielle, notée ).

On notera en particulier

v

v v v v
F= ‘P(@x) = é;(,/é’x,xo ; c'est un é;(,-Module (cohérent) & gauche, et un QX—Module

(cohérent) & droite, et l'on a pour tout %—Module M

v-1
™

<'I>Mt) = ¥
v-1
ﬂ (.@X)

w

¥
ol T est la projection canonique de T*X' sur X.
Par conséquent, si.# est donné par une présentation
A
2% = 9 — M — o,

X

on a une suite exacte

v A v b
® £ 2 g —>d>r(t) — o,
|
N
v
ol A est une matrice pxq & coefficients dans QX (dont les éléments agissent sur &

v v
par multiplication & droite). Inversement tout é”x,-Module ,/ admettant une "présen-

M v 4
tation" de la forme (%) est évidemment de la forme A= ®(#, et on "récupére" alors

v
M & partir de A4 par la formule
v v_l v v
M=yM =3 %"omg (LM,
xl
v
ol j : X & T™X' est 1'inclusion évidente.

v
Nous allons chercher & caractériser de tels .4, d'abord localement au voisinage

de la section nulle de *x" (c.&.d. comme @X,—Modules) , ensuite microlocalement au

- x *x
voisinage de TXX' - TX,X'. ‘
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8.1.1. : au voisinage de la section nulle.

Proposition : Pour qu'un @x,-Module cohérent A soit localement de la forme A= ¢ (#

il faut et il suffit que son support soit inclus dans X.

Preuve : Si A est a support dans X chacun de ses éléments est annulé par une puissan-
ce de X de sorte que A'est un quotient d'une somme directe de modules de la forme

m
QX'/QX, X . Or on a le
Lemme : @x,/g ,Xrng ,on ¥= 9)(./9 X

En effet, on a une suite exacte

«X

o —92./9, LY —> 2,9, — B./8.x, —> O

-;
d'ou le lemme se déduit immédiatement par récurrence sur m en remarquant que
th:é%ﬁ =0 (en effe.t comme ZLest le quotient de l'anneau de base par 1'idéal prin-
cipal @x,xo on a é’xtgi(.s.p,.?i =.‘f/xo$, qui est nul car le générateur canonique u_ de L2

vérifie la relation u, = -x D u ).

Grice au lemme ci-dessus, nous savons donc que A est un quotient de copies de %Z.

En réappliquant le méme raisonnement au noyau de l'homomorphisme.i”q——) N — 0

A
ainsi obtenu on obtient une suite exacte B ¥ — & — oovnest

un homomorphisme de QX,—Modules a4 gauche. Or tout élément de P s'écrit de fagon unique

sous la forme P(x,Dx,Dx )uo, ol P est un opérateur différentiel ne dépendant pas de
[<]
L el
X L'homomorphisme A transforme donc chacun des générateurs (O,... ,uo,...o) de &

- tgle
en un g-uple d'éléments de la forme (Pl(x'Dx'Dx )uo""'Pq(x’Dx’on)uo) , avec pour
tout i = 1,2,...,9 xoPiuo= 0, de sorte que [xo,Pij = 0, ce qui veut dire que Pi
ne dépend pas de Dx' L'homomorphisme A -est donc bien donné par une matrice & coeffi-
o
cients dans 9&, ce qu'il fallait démontrer.
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8.1.2. : au voisinage du fibré conormal T;X' . T;,X'.

v v
Proposition : Pour qu'un d)’(,—Module cohérent A, défini au voisinage de

v v
A= T:X' - Txx,x', soit microlocalement de la forme A= ®(#) il faut

et il suffit qu'il vérifie les deux conditions suivantes

v
Condition de support : La variété caractéristique de A'est incluse dans

la variété involutive

- X v * [ =
v={(x,xE,8) € Tpx' - T X' | x =0}

v
Condition de monodromie : A est A singularité réguliére le long de V

(au voisinage de A ); et sa monodromie le long de V est égale & 1'iden-

tité.
La démonstration de cette proposition est donnée dans l'Appendice A de ]:10] + Propo-
sitions A5 et A6. Elle fait intervenir de fagon cruciale les principaux résultats
de [12] , ou est définie la notion de "monodromie d'un systéme microdifférentiel &

singularité réguliére le long d'une variété involutive” ( |:12] , thm 3.8).

8.2. Preuve de Ir, dans le cas ol les opérateurs de multiplication &

auche par KpreeorX, dans A sont_injectifs.

Commengons par remarquer que toute connexion méromorphe de rang 1, & singularité

réguliére, ayant pour lieu polaire le diviseur Xpeoox = O, est isomorphe &

a Q. (@, ,...,0) a [¢)
0[}1(— 1—]}(1 x© i est isomorphe a () ! o9 oxtix”
X renery P Fp p X x *1 %
1 r -
si 1l'on a pris soin de choisir tous les oti dans €4N (la monodromie de la connexion
2mio 2mio
est caractérisée par r nombres e reees © , de sorte que les Otl,...,ocr ne

sont définis que mod. Z ; on utilise alors un résultat général de Deligne selon
lequel les connexions méromorphes a singularité réguliére sont caractérisées par
leur monodromiei .

Soit maintenant . un systéme différentiel vérifiant Ir’ Etant & caractéristique
simple aux points génériques de chaque composante de sa vafiété caractéristique, il
est & singularité réguliére, et il en est de méme d'aprés [10] de son localisé

1 1 :
.,ﬂ(xl“” %) = 0X [;1—, ..,x——] E@ M. On conclut en appliquant la remarque ci-dessus
r x X
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a ce localisé (dans lequel s'injecte par hypothése), et en remarquant qu'une con-
ngxion du type ci-dessus n'a pas d'autre sous—@X—Modules que les connexions du
méme type obtenues en "oubliant" certaines des composantes singuliéres Xi pour

lesquelles o € 2.

8.3. Preuve de l'implication Ir = Ilr.

Si A vérifie les hypothéses de :If:lf , on sait grdce a 8.1.1 qu'il est de la forme
N'= ®(# . De plus on vérifie 1mmed1atement que M = ll/(M verlfle les hypothéses

de I,. D'aprés I,, on a donc J{izﬂ(a) , de sorte que

N (@) _ pla)
N Q(Gl ) = ‘%x[x' .

8.4. Preuve de l'implication Ir = IIIr.

Si A 'vérifie les hypothéses IIIr il est a singularité réguliére.

4
Soit TV :JVj son automorphisme de "monodromie le long de V" (cf. [12] thm. 3.8).

Tout le probléme est de démontrer le

Lemme : TV est 1l'automorphisme de multiplication par une constante non nulle.
. -2mi B
En effet si le lemme est vrai on peut écrire TV =e 4}1;, ou BEC, et le
- v
systéme stﬂa une monodromie le long de V égale & l'identité. Il vérifie donc
° - Y
les hypothéses de la Proposition 8.1.2, de sorte qu'on peut écrire DxB._V= o,
o
oua M = KD(DXB JV) vérifie les hypothéses I . On a donc A = @(a) et
e B % (o,) . -
N =D" &0 %), ce qui démontre III .
x X r
o 2
o v
Preuve du Lemme : Sur un ouvert dense Aode chaque composante Ao , N est & carac-

o
téristique simple donc TleO = co’n, cce c" (les systémes a caractéristique simple

n'ont pas d'automorphismes autres que constants). Si l'on démontre que ¢y =¢ indé-

pendant de 0 on aura gagné, car le noyau et le conoyau de 1'homomorphisme TV— c 4.!./1/

seront des systémes microdifférentiels a supports de dimension inférieure & celle de

X', donc vides. Tout se raméne donc & montrer que 5 = c0 pour tout couple
) 1 2
(0,/0,) de .sommets consécutifs du' cube (compoéahtes:l\o ,Ac’ en interaction). Pla-
' 1 2
gons nous en un point générique de 1l'intersection Acn Ao , et supposons cc # Cc .
1 2 1 2
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En un point générique de Aofn.-sp.l\oj on a Ker(TV—c 1) =./V[resp.0] '
1

Ulﬂ
- = ' i
Ker ('I‘v coziby.) [¢) resp../V] , de sorte que 1'homomorphisme
Ker(TV—cc'1 l.I}V) ® Ker (Tv—cozj!w.) —— A" est un isomorphisme presque partout, donc

partout, ce qui contredit 1'hypothése d'interaction analytique.

8.5. Preuve de l'implication Ir’ II_ = I

r r+1°
Notons X' l'espace X' réticulé par les r+1 coordonnées X xl,...,x » et soit
r
M un %,—Module cohérent a support U T:,X'r vérifiant les hypothéses

oe?(:rﬂ) o

I . Considérons dans A les opéra'teurs de multiplication & gauche par x ,x

r+1 0! Xyt Xy

Si tous sont injectifs on sait déja que Ir est vrai (n° 8.2).

+1

Sinon on peut supposer que 1'opérateur X n'est pas injectif.

Considérons alors la suite exacte courte
o> N > M —3) M— ©
oa N'= T(x =O)‘/” (sous-module des sections & support dans (x,=0)) . En microlocalisant
o
cette suite exacte aux points génériques de chague composante de la variété caractéris-

tique on voit facilement que./? doit vérifier les hypothéses Ir’ et A/ les hypothéses IIr'

D'aprés 1'hypothése de récurrence, la suite exacte ci-dessus s'écrit donc »

. (@) ©)
(i) o —> Qxlx,—)o/ﬂ—) 0&% —> o,

et il s'agit d'une extension non triviale (sinon il n'y aurait pas d'interactions

analytiques dans #‘'entre les composantes T:, X' pour lesquelles O ?» O et celles ~
(o2
pour lesquelles 0 2 0).

Il s'agit maintenant de montrer qu'une extension non triviale de la forme (i)

est nécessairement isomorphe & 1l'extension

. (o) (0,a) (o)
(ii) o — gﬁlx' — 05' g (Dd:x5 —> o.

. o ; PP :
En notant u, le générateur canonique de 0)(( ), solution générique des équations

= ... = = =x, D_ - = - = =
Plu . PNu 0, ol P1 x1 % 0.1, ,Pr xI Dx ar, Pr+1 Dx ' 'PN Dx ’
1 r r+1 N
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le; générateurs canoniques des trois modules de la suite (ii) sont respectivement

i

§ Bu, B
(xo) Yo H(xo) 8 Yo La Yo’

ou d(x ) peut s'interpréter comme la distribution de Dirac portée par x =0, et
o o
H(x ) comme la "distribution de Heaviside" ; 1la fléche de gauche est définie par
o

§ B u D i
(XO) — » H(x ) @ ur et celle de droite par H ® ug — 1 ® ug-

o (<) (xo)
Pour montrer que l'extension (i) est isomorphe & l'extension (ii) il suffira
d'aprés le lemme des cing de construire un homomorphisme de la seconde vers la

premiére égal & l'identité sur les deux termes extrémes, c.i.d. de trouver dans

un élément 4, solution des mémes équations que H(x ) ® u_, c.a.d.
]
xo onu =0, Piu = L., = PNu = 0, et tel que
DxOu = é(x ) ®u, A@) =1@& u,-
Commengons par choisir dans ./ un élément quelconque u tel que A(u) = 1 8 u;), et

poso;\s v = DX u : v est un élément de Ker A qui vérifie la propriété
o

(%) Vi =1,2,...,N, Piv=0.

Or un calcul direct dans Ker A = C[_-Dx ] (S(X y @ 0;0')
o o

X'
montre que tout élément v € Ker A vérifiant (%) est de la forme

v=c6(x)QuO+va',c€C, v' € Ker A .
o o

En remplagant u par 0 = u-v' on a encore

A@ =18Bu, misD a=c§ @ u.
o (x ) o
o] o

X
sdui d = a=cé . = donc P4 = O car
On en déduit que on Pi a Pi onu c (XO) ® Pl u, 0O, don i

1'opérateur Dx est injectif dans Ker A qui contient Piﬁ.
[}
si la constante ¢ était nulle, 1 serait annulé par tous les opérateurs qui annulent

1 ® ugr et définirait donc une section de A , contrairement & 1'hypothése que 1l'ex-
N b X
tension (i) n'est pas triviale. Donc c#0, et en remplagant U par Zcon obtient

un élément de # ayant toutes les propriétés cherchées.

65



N. TIEN DAI, N. HUU DUC et F. PHAM

APPENDICE A1l
CONSTRUCTION D'UN MODELE DISTINGUE UNIVERSEL POUR r = 2.

Proposition : La famille distinguée

2 2 202 2 . 2
( x¢= o, 51 =z Y2 =2z, 312 = (1+u )(zl+z2) + 2u /q+u z, 22)

est un modéle distingué universel pour les "carrés réguliers" (familles

2-cubiques réguliéres) de fonctions (cf. n° 3.4 : on prend ici

U=1{uec| uttib).

al

. 1
Preuve : Donnons des noms aux arétes du carré : 2 12
v
% %
¢ 1

%

; X " P R . s

Soit (go(x))oegﬂlz) un "carrxé régulier" de fonctions et soient xal, xaz,

Kyer Xy € ¢{x} les fonctions qui lui sont associées d'aprés 3.3 i). On a

(%) X + x = x + *2 =4qg,,(x),
1 12

Comme X, et Xy ont leurs différentielles linéairement indépendantes (propriété

1 2
3.3. ii)), le membre de-gauche de 1l'égalité ci-dessus admet ses deux parenthéses comme
facteurs irréductibles. Il en est donc de méme du membre de droite, de sorte qu'en
choisissant convenablement les arguments de Xyrr X (dont seuls les carrés sont -

déterminés par 3.3i)) on peut supposer que

1
)=§- (x -xa),

(x , +x ,) =s. (x ,+x_ ), (x, -x
o % %

L ) )
¢} Ct2 1 (!2 0.1 0.2

ol s est un élément inversiblede C{x}. On en tire

(%x) X, =tx + u Xy
% Oy 2
X, =ux + t x
%2 % %
ol t = %(s+l) , u = % (s—éo, de sorte que t2—u2 = 1.
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De plus, la propriété 3.3. ii) implique que t doit étre inversible.

En substituant (x%*) dans (%) on trouve

(x) = (1+u2)(x2 + x2 ) + 2u /&+u X X
o [¢7 o

g
12 1 2 1

%

ot u € €{x} est un germe de fonction tel que u(0) # #i.

La proposition est ainsi démontrée.
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APPENDICE A2

Le but de cet appendice est de construire une solution universelle au probléme
suivant :

trouver, pour r > 3, tous les r-uples de fonctions analytiques

(s €€ Lxyoxyeeeenx )iy o r

vérifiant la propriété

2 2 2
(%) S| T X =S, - X, =...=s_ -x (avec si(0)=0).

A
Ce probléme a été résolu indépendamment par Jo&l BRIANCON et NGUYEN TIEN PAI par deux mé-
thodes différentes (aussi compliquées l'une que l'autre). La méthode exposée ci-dessous

est celle de bAI, mais la démonstration de la convergence utilise des idées de

BRIANCON.

- 2

Lemme O : Si (si) vérifie (%), s; = + x; mod. (x) . Nous supposerons désormais
2 : .

que s, =x. mod. (x)~ (remarquons que la propriété (%) est invariante par les transfor-

mations s, +— + s.).
i - 7i

Lemme 1 : Si (si) est choisi comme dans le lemme O,

Jvéc:si=xi+v T x, mod (x)°.

j#i
2
Ces deux lemmes se vérifient defagon immédiate : on écrit s; = z aij xj mod. (x),
: 2
et en regardant la partie quadratique des relations (%) on trouve aj; = 1, aij =0

pour j # i, c.a.d4. le lemme O ; on démontre ensuite le lemme 1 en comparant les for-

s oias 2 2
mes initiales de si-xi.

1. Construction formelle d'une solution quasihomogéne de (%) dépendant

d'un paramétre v.

Théoréme 1 : Le systéme (%) admet une solution formelle de la forme
(-]
i k
s; = z Sk(x) v € C[xi,...,xr] L[v]]
k=0
ol lsk est un polyndéme homogéne en x = (xl,...,xr) de degré 1+k(r-2), avec
s = x,
o i
J'Sl = I x, = % , B(x) = Xy Xpe..X .
3 d i
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1.1. Construction de lS

2t
Soit pour fixer les idées i=1 :
= 2 1 . 3
S| =Xy FV Xpe..x t+V Sz(x) mod. (v)~.
2 2 _ 2,2 2 1 3
S|7xy = 2v Xy Xpe e X + v (x2...xr + 2x1 Sz(x)) mod. (v) .

On obtiendra donc une solution de (%) mod. (v)3 en posant
r

X . X
1 1 2 2 2 2 1
52(X) =3 jiz X, x3...xj...xr =5 Aré2(x2""'xr)
i Xy -
et de méme sz(x) =3 Ar—2(x1""’xi""’xr)'
' . ' 2
ol l'on a posé A_,(x, ,...,x, ) = z I X .
r i i eg
P o Cliyi} )
lof=r
Remarque : Evid it
: 2
Ar.(xl,xz,...,xr) = Ar.(xz,...,xr) + ) Ar'—l(xz""'xr) ,
de sorte qu'en posant x = (xl,xz,...,xr) on a
. 2 2 2
oo (Kpreeasx ) = A ) - x (A _S(x)- ... - xl(Al(x)—xl))...)
1.2. Lemme : On considére les fonctions impaires d'une variable z, dépendant
r-2
S _ e )
des paramétres A (AI'AZ""'Ar—Z) cC et BEC :
SO(A,B,z) =z
B
Sl(A,B,z) =z
z 2 2 2
S2(A,B,zf = E{Ar_z—z (Ar_3—...—z (Al—z ))...)

Alors il existe une et une seule suite de polyndmes

5,(a,B,2), S,(8,8,2),... € ¢[a,z,z].
impairs en z, tels que la série formelle
N o .
k
s(a,B,z;v) = z Sk(A,B,z)v
k=0

ait la propriété suivante :

2 . ' o
dans le développement de S(A,B,z;v) en puissances de v, les coefficients de

3 4 . -
v ,v , etc... sont indépendants de z.
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Preuve : Pour k > 3, le coefficient de vk-dans S(A,B,z;v)2 s'écrit
. k-1
2z S, (A,B,z) + H, (a,B,z), on H (a,B,z) = $L£1 Sg(a/B,z) S, ,(A,B,2).

Dans le membre de droite de l'expression de Hk' tous les‘sl, Sk_lpeuvent étre

supposé€s polynomiaux par hypothése de récurrence, & l'exception de 81 = % i

mais 51 est multiplié par Sk 1 qui est divisible par z (car 1mga1r en z, tou30urs
par hypothése de récurrence). Par consequent Hk est un Qolxnéme pair en z, et

la seule fagon d'obtenir la propriété cherchée est de prendre pour S, le quotient

k

de la division euclidienne de Hk par -2z.

1.3. Preuve du théoréme 1 : Il résulte de la preuve du lemme 1.2 que si 1l'on

donne & z le poids 1, & B le poids r, et & (Al’Az""’Ar-Z) les poids respectifs

2,4,...,2(x-2), le polyndme S, est quasihomogéne en A, B, z de poids 1+k(r-2).

k
Posons

isk(x) =5, (X, B&), x;)

ol A(x) = (Al(x)"""Ar—Z(x)) et B(x) sont les polynémes'homogénes symétriques

définis au n°l.1. Il est clair d'aprés 1.1 et 1.2 que le r-uple de séries formelles .

'3
0

s . x
lS(x,v) = z lSk(x) v
vérifie bien

®  [fsewn]?- xf = ... = [Fsxm]? -

2. Universalité de la solution de 1.

Theoréme 2 : Pour toute solution formelle (s, € GEEH/...,XQ]I )i=1,2,...,r de

(x), il existe une série formelle unique v(x) € ¢[[%1,...,xr]j telle que

(o]
si(x) = s(x,v(x)) = I lSk(x) vk(x)-
k=0

Remarque préliminaire (évidente) : Le jet d'ordre L+r-1 de lS(x,v(x)) ne dépend

que du jet d'ordre & de v(x).
Cette remarque-pefmét de construire la série formelle v(x) de procheien proche,
par récurrence sur £ . Supposons, par hypothése de récurrence, que l'on sache

N
construire un polyndéme v(x) de degré < £~1 tel que
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s, (x) = I8 (x,%(x)) mod. (x)*+F"1

(c'est vrai pour %=1 d'aprés le lemme 1).
Tout le probléme est de construire un polyndéme
n
vix) = v(x) + vixdo,
ou v(x)l est homogéne de degré L , tel que
si(x) = 1S(x,v(x)) mod.(x)z+r.
Or la partie homogéne d'ordre f+r-1 de lS(x,v(x)) s'écrit
2,-
1+

i i ' ) k
S(x,v(x))2+r_1 = Sl(x).v(x)l + — S x).V (X)L—(k—

— 1) (z-2)

(pour toute fonction &(x), on note O(x)z sa partie homogéne de degré £ ).
On a donc

i i Y i 2+

TS(x,v(x) = TSk, V(X)) + T8, (x).v(x)y mod. (x) .

D'autre part on peut écrire

L+r

i N
si(x) = "S(x,v(x)) + Oi(x) mod. (x)

ot Gi(x) est homogéne de degré fL+r-1 ; compte tenu de la relation

. . i ~ %
ts(x,vix)) = X, mod.(x)z, on en tire si(x) = [}S(x,v(x)f]z + 2xi Oi(x) mod. (x) +r+1.

2 . s PR
En soustrayant X; des deux membres de cette égalité on en déduit que X, Oi(x) est

(un_polynome homogéne) indépendant de i. Il existe donc un polynome unique v(x)z
(de degré £ ) tel que Oi(x) = (I xj).v(x\g = lSl(x). V(X)Z' ce qui démontre

jAL
le théoréme.

3. Convergence des constructions précédentes.

Théoréme 3 : Pour tout v € € la série formelle S(A,B,z;v) du lemme 1.2 converge
absolument pourvu que ||A|| ,[Bl,lz[ soient assez petits.
o
i i k s
Il résulte de ce théoréme que la série formelle lS(x,v) = k§O Sk(x) v du théoréme

1 converge pour tout v € € (a4 condition que x soit dans un polydisque assez petit,

dépendant de v). De méme la série formelle v(x) du théoréme 2 est en fait dans
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C{xl,...,xr} , d'aprés le théoréme de M. Artin selon lequel tout systéme d'équations
analytiques admettant une solution formelle admet une solution convergente (de sorte

que l'unicité de la solution formelle implique sa convergence).

Preuve du théoréme 3. On peut écrire S(A,B,z;Vv) sous la forme

LY
S= z + E-+ z(A(C)v2 + U(C,v)va), ol 1l'on a posé

z
£=2" R = 2@ _,- T(A_, =...m T(&,-0))...), et od la "fonction i "
' =z -3 " 1 ...), et od la "fonction inconnue
u(g,v) € € [_:A,B,.C] [Ev]] est définie par la condition que le quotient de la division
euclidienne de 82 par v3 soit indépendant de T . Ce quotient s'écrit

(3.0) C02v3 + 2C ’KUVZ

L) n,
+ (ZA® + 2BU)V + (20 U + 2BA).
En retranchant de (3.0) sa valeur pour C=0 on trouve aprés division par C :

3.2

.
(3.1) vou? + 2(148v2)u + A2

N
v + 2BS (A+UV) = O

ol l'on a noté, pour toute fonction &(g,v),

d(g,v) - ®(0,v)

) T

Le probléme est de démontrer que la solution formelle U de cette équation (unique
d'aprés le lemme 1.2) est convergente pour tout v, pourvu que |%| , |B| soient assez
petits, ainsi que les coefficients du polyndme k. Comme cette solution est quasihomo-
géne (avec des poids de signes opposés pour v d'une part, {, B, X d'autre part)

il suffit de montrer la convergence de U en restriction & v=1. L'équation (3.1)

ainsi restreinte s'écrit

2
(3.2) U2 + 2(1+X)U + 3’ + 2B 5(’1\\I+U)

1]
o

En développant U en puissances de B :

: 2
= +...
U Uo + UIB + UZB

on voit que (3.2) équivaut formellement au systéme infini d'équations

N LY
U§+ 2(1+’1\{)UO +'1\(2 =0 = U°= -A + ( Y1422 - 1)

n N
(1+A+U°)U1 + 6(A+U°) =0

(3.3) v 2 _
(1+A+U°)02 +Up 8 U, o
e g

1
Y
(1+A+Uo) Uk +

51 Up U g+ 80U

[}
o]

k-1

o
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d'ol l'on tire immédiatement les Uy par récurrence.
Choisissons les coefficients du polyndme R'assez petits pour que
||X+U°|lp < %. Si par || llp on désigne la "norme de Grauert"
(| (2 Ckllp = Z[wkl pk), on a pour tout ¢ € €{z} 1'inégalité évidente
||6®[[p < é—||®||p. Compte tenu du fait que |[1+’1\\'+U°Hp 2 %y on tire ainsi-
des équations (3.3) les majorations

HUka S, k=1,2,...

ol les nombres positifs u sont définis par les relations de récurrence

u, =+
TP g u
u =2 (I u,u + )
k o=t L Tk-% p
Pour achever la démonstration du théoréme il suffit de montrer que la série entiére
oo
u= I uy Bk est convergente, ce qui est évident car elle est solution de 1l'équation
k=1
du second degré R

u=2uz+2u§+E .
[ P

4. Version "avec paramétres" des constructions précédentes.

Soit (si) un r-uple de fonctions analytiques vérifiant (%) et dépendant analytiquement

de paramétres t = (tl'tZ""’tp)' Pout chaque valeur de t, la construction 2 définit
une suite de polyndémes homogénes en x, que nous noterons v(x,t)l au lieu de V(X)Q
( 2 est le degré d'homogénéité en x). En relisant la démonstration du théoréme 2 on

voit que les coefficients de ces polyndémes dépendent analytiquement de t. De plus

le théoréme 3 nous permet d'affirmer que pour tout t fixé la série I v(x,t)l est
2

dans Cc{x}. Ces deux remarques impliquent que cette série définit une fonction v(x,t)

analytique par rapport & l'ensemble des variables (x,t), ce qui démontre le "lemme-clef"

du n°® 5.4.
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APPENDICE B

IMAGES DIRECTES ET TRANSFORMATIONS DE CONTACT QUANTIFIEES.

On note 6 la direction du vecteur cotangent dxo a l'origine de cxc” P (xo,xl,. .. ,xn) .

Soit k € € {xi,...,xn, yl,...,yn} une fonction telle que
‘ 2%k
dk (o) = o, det(a—xi—al}—j—_ (0)) # O.

i) Cette fonction définit dans P*(Cxttn) un germe en 0 de transformation de contact
quantifiée notée ak' dont le co-graphe est le fibré conormal & l'hypersurface
n .2 .
{1y 9 €exe)”| 'y - x - k(x,y) = 0}

et dont le noyau est § ] dxo dax.

(y ~x -k (x,y))
ii) Pour tout germe en 6 de systéme microdifférentiel .#, on a

xk.(/l{) = ﬂxﬂ (image directe non caractéristique)
K

ol T et K sont les applications notées sur le diagramme

€ xc® =" ¢ x"xc® K ¢ x®
X, X X, X y iio y
+k
X, (x,y)
Preuve : 1) est un résultat classique (cf. SKK [19] , theorem 3.3.3).

Par ailleurs, on vérifie sans peine que K est non caractéristique pour tout ensemble

v C P*(delnxcn) contenu dans la sous-variété involutive r]1 = ... = nn =0,

de sorte que l'intégrale dans ii) définit bien un germe de systéme microdifférentiel.

ii) affirme 1l'égalité de

Y ub = (& 8. Radx dx) &, 4
k X rXiY 0¥ (yc> X k(x,y)) o ng’x
avec
M =8, 8ty cx ckie,yy) ® 0% Ax AY) B ™ M
JK Xol IYOIY YO X 1'% xo,x,y
Il suffira de la vérifier dans le cas ol /= é'x %’ autrement dit - en posant
ol
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N=& § - de montrer 1'égalité
LINE 30 9D ¢ (yo-xo—k(x,y))

N %))( dxo ax = (W & dxo dx dy) @& * Jx x
W2 EINE 3¢ ENE o'
En fait, cette égalité est vraie pour tout d; X -module & gauche A, et
O' ’

signifie la commutativité du diagramme de foncteurs suivants :

(1)

2) ( L (@),
?

(1)
~ il : n
oa (1) [%esp. (1) ] est le foncteur qui change les & [;esp. Jx ,XJ modules

Xo,x:y '
a4 gauche en modules a droite, tandis que (2)g [}esp. (2)&] est le foncteur de
"restriction des scalaires" & gauche [}esp. a droitel pour l'inclusion d'anneaux

™ @& ) cé )
olx xolxly

Bl : (version relative du résultat BO)

0 est maintenant la direction du vecteur cotangent dxo 4 l'origine de

n

exe xe? 3 (KX )y x=(xppeeyx) €= (Bt

k € C{xl,...,xn, Yyreeer¥ tl""'tq} est une fonction telle gque
%k

dk(0) =0 , dét (———=—(0)) # O.
axi Byj .

i) Enoncé analogue au précédent mais dans P*(¢x¢nxcq). Le cographe de xk est
le fibré conormal a la sous-variété

{x %ot 7 vyt |y —x -k(x,y,t) =t - t' =0}

de codimension g+l1. Le noyau est /

q
8 8

(yo—xo—k(x,y,t) i=1 (ti'ti) ® dxo dx dt

ii) Enoncé analogue au précédent pour les applications

¢ xe"xe? =Z— ¢ xe"xc"xa? —=— ¢ xc"xd
g t
x° X t Xg X Y t ﬁo y
%tk (x,y,t)
Preuve : identique & celle de BO.
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APPENDICE C
TRIVIALITE DES DEPLOIEMENTS DE RESEAUX HOLONOMES

par

~ .
Nguyén tu Cudng

§ 0O NOTATIONS ETTERMINOLOGIE.

1 .
x0 = rn+ est muni des coordonnées x = (xo, Xq1 sees xn) . On

* *
se place au paoint X = (o, dxo) de son fibré cotangent projectif P X0 B
dont les fibres sont munies des coordonnées (n1, ey nn) y avec T, = gi/go

(o E.s €4y +ee, §, sont les coordonnées de 1'espace vectoriel cotangent).

La base des déploiements sera un germe de variété Z , muni des
coordonnées z = (21, ceey zp) . On note X = XD x Z , et on se place au
* ¥*
point x = (0, O ; dxo) de P X .
() (o)
On note ex , &, [resp. & , & 7 les anneaux des germes
o X XO X .

d'opérateurs microdifférentiels d'ordre fini [resp., d'ordre 0 7 .,

On se donne sur X un germe de systéme microdifférentiel holonome
. . R (a) -
M muni d'un réseau R , c.a.d. un sous EX =~module noethérien de M
engendrant M sur gx (se'donner un réseau égquivaut a se donner une

bonne filtration, dont ce réseau serait le terme d'ordre D) . Le "sznbole"

~1
du réseau est défini par s(R) = FI/DX R .
o

Les réseaux seront toujours supposés "EEEEE" , C.2.d. gque leurs
symboles seront des O -modules de Cohen Macauley (cF. [PZ}] .
En considérant XD = X: i {0} comme sous-variété de X , on suppose que le
plongement XD (:__,)( est non caractéristique pour M . L'image réciprogue

de M par ce plongement est alors un & ~ systéme holonome noté MD
o
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Moo= Wz M+ ...+ sz ,
muni du réseau
Ro = F!/z,IR + eee + sz .

Ce réseau R est plat, de symbole c(Ho) =o(R)/ (245 «uuy zp) (cf. [sz) .

Nous dirons que R est un déploiement du réseau plat HO N

Cette notion de déploiement cofncide, pour tout réseau holonome plat RD ,

avec celle introduite au n° 7,0 ,

* * .
Nous noterons P (X/Z) = Z x P X5 "P¥X = PTX - PL X et

X ’
[s]

* *
p:'PX — P (X/Z) 1la projection canonique.
VD désigne la variété caractéristique de M0 , V cellede M,
' . : R
Vr‘el 1'image de cette derniére par P . Vrel peut Btre considérée comme

une déformation de VD de base Z , a fibres holonomes, et V est appelée
un déploiement de v, .
Pour les déploiements (de réseaux, d'ensembles analytiques holonomes,...)

on distinguera les notions de

déploiement trivial (M [resp, V] est déduit de Mo [resp, VD] par un

changement de base F : X -~ Xo , o F est une rétraction

quelcongue)

déploiement constant (cas particulier ol l'on a choisi pour F la rétraction

canonique) .

§ 1 ENONCE DES AESULTATS,

THEOREME 1 , — Soit R un déploiement du réseau plat R, , de base Z .
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) R est un déploiement constant

z

ii) R est stable sous l'action de D, 1aeey D .
2] o
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Remarque 1 .

On peut choisir les coordonnées sur X0 de fagon que

(n*, x') = (ﬂ1, ceey My X ey xn) soit un systéme de paramétres

r+1’
sur V_ . Alors (m'y x*, z) sera un systzme de paramétres sur V
(o)

o
de g&o) [resp. 3;0)] formé des germes d'opérateurs microdifférentiels
o

Notons g& [resp. ei(o)] le sous-anneau (commutatif, noethérien)

dont le symbole total ne dépend que de (go y M'y x")[resp. g,M,x",2] .Alors,d'aprés
le théoréme de finitude deanutet ([P1] §3) et l'hypothase de platitude des réseaux,
(] [resp. Ei(o)] - module libre de rang fini k ,

a (o)

une base de R sur E}

1
Ha [resp. R] sera un ex

Soit u = . Alors il existe des matrices

.

.

.

L

carrées B, ..., B déterminées sans ambigliité, d'ordre k & coefficients
« (o)

dans DO ex , telles que

-8Plu=o0

z, 2,

La condition ii) du théoréme équivaut alors & la suivante :

iii) 01(51) = 4es = 01(Bp) =0 , ou 94 désigne le symbole d'ordre 1

(et ol pour B = (Bij) on a noté 01(8) = (01(Bij))) .

Remargue 2 .

En considérant R comme la fibre d'un faisceau cohérent g de
. 3
g&o) - modules défini dans un voisinage ouvert connexe assez petit U c P X
*
du point x , on voit en appliguant le principe de prolongement analytique

aux fonctions 01(81) (analytiques sur U) gque la condition iii) - et par

conséquent la condition ii) du théoréme - n'a besoin d'@tre vérifiée gu'aux

points génériques de la variété caractéristique V de M.

Soit I wun idéal de % « Nous dirons que le réseau R est
P

saturé le long de 1'idéal I si la condition suivante est vérifige :

Is(R)=0
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En particulier si I est défini par

I=I,=(fcoy, |flv=0)
P X

la condition pour M d'admettre un réseau saturé le long de IV est la

condition de "singularité réguliére" (le long de V) de Kashiwara—Oshima

(cf. [K.O7)

Le théoreéme 1 admet les corollaires suivants :

COROLLAIRE 1 , = Supposons que le réseau R soit saturé le long de
1'idéal Iv . Alors pour que R soit un déploiement constant
[resp. trivial] de Ho il faut et il suffit que V soit un

déploiement constant ([resp. trivial] de V_ .

Preuve . La nécessité étant évidente, montrons que la condition est suffisante,
D'aprés le théoréme 1 , R sera un déploiement constant de RD s'il est
. ‘s -1 -1 R
saturé le long de 1'idéal I = (Q1Eo )y enes Cpgo ) e ab*x (ol ¢
désigne la coordonnée cotangente associée a zi). Mais si V est un déploiement
D ) 3
constant de VO , les champs de vecteurs FEEIEELE) S;— sont tangents
1
. -1

_ P
a VvV , de sorte que g1§01 ‘V = e = 0E, ‘V =0 , Etant saturé le long

=1 . -1
de IV , R sera donc bien saturé le long de 1'idéal (g1§0 ) esey gpgo ) .

COROLLAIRE 2 , - Supposons que le réseau (plat) R, soit & caractéristique
simple aux points génériques de VD . Alors si la variété caractéris—
tigue V du déploiement R de Ro est un déploiement constant de VO y

R est un déploiement constant,

Preuve , D'aprés la remarque 2 il suffit de démontrer que le germe de réseau
Hy en un point générique y de V est saturé le long de 1'idéal
-1 -1
y seey E ) . Or 1'hypothése de la "caractéristique simple" signifie
1§D p'D

u'on a un isomorphisme R =~ d'ol il résulte que
q phisme o(R, ) O,y g

81



N. TU CUONG

c(Ry] / z1c(Ry] etz c(Hy) = O,y / 2y, e 20y

Mais comme R est plat, o(Hy) est un G y "~ module libre, de sorte que
’
O(Ry) > OV,y . Comme V est un déploiement constant de Vo on a

-1 1

01E, W beu = cng l'v=0 .

Par conséquent V est un germe en y de variété lisse, réduite, et 1'on

a bien

-1 —1
(§1§0 3 esey gpgo )O’(Hy) =0 .

Remarque 3 .

Dans le corollaire 1, on _ne peut pas se dispenser de 1'hypothése de

saturation le long de 1l'idéal IV .

2
Par exemple, considérons dans X = ¢ > (xo, z) 1le réseau plat

o2, ol
uy, = zx7 + X Log x_ (avec

(o) (o) N o1
R = u,l + EX u2 ou u,( = XD et
o £ 7). R n'est pas saturé le long de 1'idéal I, = (g§;1) , et ce n'est

pas un déploiement constant bien que sa variété caractéristique V soit

un déploiement constant,

§ 2 DEMONSTRATION DU THEOREME 1 ,

L'implication i) ==> ii) est évidente, Pour la réciprogue nous
aurans besoin du
LEMME . - (Comparer a [B] , Prop. 12.6) .
1
Soient B, 4.4y B les matrices de la remarque 1 , supposées

vérifier la condition iii). Alors il existe une matrice inversible

(o)

P & coefficients dans g& , solution du systéme différentiel
oIt i .
3= B"P s 1=140esp

(1) *
Plz=0 =1
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Preuve ., De la relation D_ D u = D D_ u on tire
— Z. Z. Z. 2.
i 73 J i
. . i J
i 3B oB .
tB ’ BJ] + g; - a—z_ = ’ 1, J= 1, eeey P .
J i

Ces relations sont justement les relations de compatibilité du systéme
d'équations aux dérivées partielles (1) ., Elles nous permettent donc de
nous ramener, par récurrence sur p , a ne traiter que lecas p= 1.

1
Posons pour simplifier B = B, comme par hypothése 01(8) = 0 la matrice

(o)

B est a coefficients dans & . Ecrivons son développement
-1 -2 e . aH
B =B+ B1Do + BZDD + .o. et définissons la matrice H par 331 = ElD ,
H\Z -0 = 0 . Alors A = eH est une matrice inversible & coefficients
17 .
' o)

dans e , de plus on a

e

=LH eH=BA
1 % o

Alors, en posant P = AQ on a

3P dA aQ el
S = = A ~ = B AQ + A —
321 521 + 321 o 321
et BP = BAQ+ (B-B )AQ .
(=] o

I1 en résulte que le systzme (1) peut Btre résolu si 1l'on sait résoudre

le systéme

aQ
=~ =18'q
0Z4
(2)

Q‘z1=0 =1

ot B' = A_1(B-BO)A est & coefficients dans 0315;((") . Il suffit donc

de démontrer le lemme dans le cas p = 1, BO = 0 , Alors la matrice

1

P=14+ P,ID; + PZD;2+ ees 3 OU les matrices Pk sont définies par récurrence

comme solutions unigues des équations
aPk =1
(‘3) 3—21 = Bk + & Bin—i y k= 1,240

83



N. TU CUONG

avec la condition initiale Pk‘z -0 sera la solution formelle cherchée
1=
du systéme (1) . Montrons gue cette matrice P est & coefficients dans
a).((o)
Py ' | . |
on a " g;: ”A = |lp “A (avec la notation Il P “A = SZD e, .

(0)

*
. 51 A est uh polydisque de centre x , de rayon assez petit,

est un anneau commutatif on a toujours

‘

D'autre part comme gi

Il B;P < | B \lA We .M .

N ked A

De la relation (3) on tire donc

LN N . LN
3] = TR = 1T C=3 .
® Ve I

Posons S(y) = g: kT A yk et définissons la fonction Y(y) par la
=1 ! .

formule Y(y) = Y(y) S(y) + S(y) . Comme S(y) est une fonction analytique
avec S(0) = 0 , d'aprés le théorzme des fonctions implicites Y(y) est

©
K
aussi analytigue pour y assez petit . Soit Y(y) = 2:: ay son
k=1

développement de Taylor, en comparant les coefficients on trouve

k=1 Wt B, Wl B
i K
8 = 11 A i T TEI o
i1
e ®

I1 en résulte que a_ =

. . . k
> , ce gui veut dire que la série ay
k k! & k

o | P "A K
est une série majorante de la série 2:% P y .
k: '

Comme P est évidemment inversible, le lemme est démontré,

Preuve de 1'implication iii) ==> i) .

En appliquant le lemme on trouve une matrice inversible P & coeffi-

cients dans g&(o) vérifiant (1) . Alors par le changement de base u = Pv

n

on trouve des matrices A1, eeey A et B'1, ceny B'p telles que R soit

donné par la présentation suivante
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(xj -Av =0, §j=0,1, sou, r (A a coefficients dans ei(o))

(Dk - Ak)v =0 , k=r+l, .o, N (Ak a coefficients dans Doéi(o))

(DZ -B" =0, i=1 .y p (B'" & coefficients dans DDEi(D))
i

od les B'" sont donnés par la formule

. 13 _
gt - e - P! %; =0 , i=1.0p
i
Alors en utilisant les relations de commutation ijz vV = DZ xjv
i i
(j =0,1 seey T et i=1, «euy p) et DkDZ'V = DZ_DkV (k =r+lheeeyn

i i
et 1i=1, su0, p) on voit facilement que la propriété 8'1 = yee = B'p =0

1 .
implique que les matrices A, ..., A" ne dépendent plus de Zqy sesr 20 .

s}
Donc R est un déploiement constant, et le théoréme est démontré,
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