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INTRODUCTION

Ce travail a, entre autres, pour objet de montrer L'intérêt qu'il peut y
avoir à considérer 'des applications multivoques dans certaines questions
d'algèbre où elles n'apparaissent pas de façon évidente.
Nous avons déjà utilisé un pareil point de vue dans un travail préliminaire,
[20] en montrant que L'on peut introduire dans L'étude des groupoïdes la
notion de demi-hypergroupe.
Un demi-hyper groupe est un ensemble H muni d'une loi de composition qui
associe à tous x , y ç H, un complexe (c'est-à-dire une partie non vide) de
H, noté x » y, et telle que

V x , y , z € H, (x » y) » z = x » (y » z ) .
Une telle structure généralise celle de demi-groupe.
Dans ce qui suit, H (resp. D) est un demi-hypergroupe (resp. un demi-groupe)
fixé.
Notons que H est dit un hypergroupe si

Yx,y € H, 3 z , z ' € H tels que x € (y » z)n ( z ' » y ) .
Cette structure a été étudiée par plusieurs auteurs (par exemple, [ 8 ] » [ 2 4 ] )
Dans notre travail préliminaire, [20] nous avons généralisé aux demi-hyper-
groupes et aux groupoïdes des résultats de La théorie des demi-groupes.
L'examen des méthodes utiLisées dans ce travaiL et dans certains mémoires
traitant des demi-groupes [ 5 ] » [ 9 ] » [ t 6 ] montre Le rôLe essentieL joué par Les
ensembLes de transLations. (Par exempLe, une transLation à droite de H
est une appLication de H dans 3 ( H ) de La forme y [——> y * x,x étant
un éLément fixé de H ) .



Ceci suggère Les définitions suivantes •:
On appeLLe hyper tas (resp. tas) La donnée d'un ensembLe E et d'un demi-

groupe 3& d'app Lications de E dans ^'(E^resp. de E dans E) . Une t e L L e

donnée est notée (E, ^p )•
On appe L Le bi-hypertas (resp. bi-tas) La donnée d'un ensembLe E, et de deux

demi-groupes 5^ et 3)^ d'app Lications de E dans ^^(E) (resp» de E

dans E) teLs que

^ 9 ^ ç 2^, 9^ € 5^, 9 ^ o 9^ = e^ o 9 ^ .

ExempLes
Soit ji (resp. J^ ) Le demi-groupe engendré par Les transLations à droite

(resp. à gauche) de D ou de H,(D, $^ ) est un tas, (H, ,% ) est un hypertas,

( D » »% » o& ) est un bi-tas, (H, ^ , oê ) est un bi-hypertas.
Dans ce qui suit, (E, ^ ) est un hypertas fixé, (E, §/., ^0^) est un

bi-hypertas fixé.
Nous étudierons dans ce travai L un certain nombre de propriétés des hypertas

et bi-hypertas, puis nous appLiquerons Les résuLtats obtenus à L 'é tude des
demi-groupes et des demi-hypergroupes.

Le point de vue consistant à étudier un demi-groupe à L'aide d 'ensembLes de
transLations sembLe avoir été considéré pour La première fois par notre
camarade P . G r i L L e t [to]. Nous avons défini indépendamment de Lui (mais
postérieurement) La notion de tas et d'autres notions annexes. Toutefois
un exposé qu ' iL fit au séminaire DubreiL-Pisot en 1962 [16] joue un. rôLe
particuLièrement important dans L'éLaboration de nos idées. SignaLons pour

terminer que nous avons en généraL utiLisé Les notations de P . G r i L L e t [17] î
certaines différences peu importantes apparaissent parfois ; ainsi ce que
nous désignons par tas est appeLé tas stabLe par P .Gr iLLet .
Dans Le chapitre 1, après avoir donné des exempLes d'hypertas et bi-hypertas,

nous définissons La notion d'hypertas inverse. Etant donnée 9 ç JÏ , nous
définissons une appLication F de E dans y (E) , en posant

Vx ç E, y € F (x ) <==> x ç e (y) .
^L'ensembLe des appLications de La forme F est un demi-groupe noté oD •

,f 9 ç^
L'hypertas (E, ^p ) est appe Lé hypertas inverse de (E ,S ) ) .
Cette construction permet de définir de nouveaux hypertas et bi-hypertas

(H, ^ /) , (H,^' ,^) etc.

A L'origine du chapitre II sont Les études des équivaLences réguLières ou
simpLifiabLes de D [14], [ t6] ,[26],[$2]
Une équivaLencepdéfinie sur E est dite

35 - compatibLe, si x py, u ç 9(x) =====> a v ç 9 (y) t eL que u p v
quasi-fortement j6 - compati'bie, si x p y, u ç 9 ( x ) , v ç. 9 (y) ====> u p v



^D - simplifiab Le,si u p v, u ç © ( x ) , v ç 9(y) ====> x p y.

Lorsque (E, p6 ) est L'un des hypertas (H,J^ ), (D,J^)..., ces définitions

fournissent Les notions cLassiques d'équivaLence réguLière ou simp LifiabLe.

On étabLit que si p est une équivaLence 2)- compatibLe, on peut définir

un hypertas quotient noté

(E,an, .p
On montre en outre Les points suivants :

Une équivaLence est 3- simpLifiabLe si et seuLement si e L L e est quasi-

fortement 5$' - compatibLe.

La condition pour une équivaLence de Laisser indivisibLes des compLexes

de E s'interprète en termes de quasi-forte compatibiLité.

Nous donnons en outre une construction de La pLus fine équivaLence quasi-

fortement oD - compatibLe, et nous caractérisons Les cLasses moduLo une

équivaLence quasi-fortement 2)- compati'bLe.

Tous Les résuLtats obtenus sont appLiqués à L'étude des équivaLences de

D ou de H.

Le chapitre III est consacré à L'étude de parties remarquabLes de E. Une

partie A de E est dite

^S - nette, si Vx ç E,. 2 x 0 A ^ $

3$ - fortement nette, si Vx, y ç E, 3 6 , 9 ' ç 3$ teLs que

9(x)H A ^ $, 9 o 9 ' (y) n A ^ î

3b - génératrice si E = oÛA

^ - forte, si 9(x) n A ^ $, 9 ' ( x ) n A ^ $, 9(y) n A ^ $ ===> 9 ' ( y ) n A ^ $

un 3> - idéaL, si SS A ^ A

ff - consistante, si 3&x n A ^ $ ——$> x ç. A

On définit tout de suite Les ^0 - idéaux minimaux ou maximaux. Les comp Lexes

3^ - nets minimaux, etc.

Une partie est 2) - nette (resp. est un3) - idéaL) si et seuLement si eLLe

est 5^' - génératrice (resp. si e L L e est^' - consistante).

Un compLexe distinct de E est un SS - idéaL minimaL si et seuLement si son

compLémentaire est un ç& ' - idéaL maximaL.

Toutes ces définitions s'appLiquent à D ou à H. Par exempLe, une partie A

de H, ofc - génératrice est une partie qui est teLLe que H = H * A, Une

teLLe partie est dite génératrice à gauche.

L'étude faite par P. DubreiL [9] des groupes homomorphes à D est à L'origine

du chapitre IV.

La notion de groupe est ici rempLacée par Les suivantes :



(E, 55 ) est dit :

injectif, si 9(x) n e(y) ^ $ ==> x = y

stationnaire, si 9(x) n 9 ' ( x ) ^ $ ——> 9 = 9'

transitif, si Vx, y ç. E, y ç. ^Q x.

A étant une partie de E, nous définissons une équivalence»^« (dite princi-

pale) en posant :

Vx, y (= E, (xj^ y) <==> (V 9 ç5Î, 9 (x ) n A -f. $ <==> 9(y)H A / $).

Nous montrons entre autres La

Proposition

Si A est un complexe de E oj - fort et où - fortement net, J^ est 3) -
^ "•

compatible, et (E,j& ),^ est un hypertas transitif et injectif.

Dans Le chapitre V, nous caractérisons certains hypertas au moyen de

propriétés de Leurs équivaLences. Ainsi nous montrons La

Proposition

Supposons que (E, SQ ) soit injectif, stationnaire, et vérifie ;

Vx ç. E, 9 ^ ^6 , 9(x) ^ $

A Lors pour que 3) soit un groupe de bijections de E, iL faut et iL suffit

que toute équivaLence ff - simpLifiabLe soit quasi-fortement 2 - compatib L e.

On déduit de La des résuLtats reLatifs à D.

Proposition (G. Thierrin)[$5]

Un demi-groupe simpLifiabLe est un groupe si et seuLement si toute équiva-

Lence simpLifiabLe à gauche est réguLière à gauche.

Proposition

Un demi-groupe simp Lifiab Le à gauche et stationnaire à gauche(l)est simp Le

à droite si et seuLement si toute équivaLence réguLière à gauche est simpLi-

fiabLe à gauche.

Dans Le chapitre VI nous étudions Les compLexes où - nets minimaux et

S& - générateurs minimaux de E.

Nous utiLisons des techniques de La théorie généra Le de L'indépendance f i ] ,

DB-I

Ainsi nous donnons La

Définition

Un compLexe A de E est dit 3) " Libre si

Va, b ç. A, a ç 56 b =====> a == b.

Cl) D est dit stationnaire à gauche s ' iL vérifie :

ax = bx ===> Vy ç D, ay = by



Nous introduisons également dans notre étude L'axiome suivant, dit

d'échange :
Vx, y ç E, x ç Sby ==> y € 3^ x U[x}
Nous montrons a Lors Le
Théorème
Supposons que pour tout x ç. E, ^D x soit non vide» Soit aLors Z l-o' réunion

des ^Q - idéaux minimaux de E g Les conditions suivantes sont équivaLentes :
1 ^ ^ est un compLexe j6 - net de E.
2) I L existe un compLexe de E,^Q - net minimaL.

$) Tout S - idéaL propre de E contient un 5b - idéaL minimaL.
L o r s q u ' e L L e s sont réaLisées, Les compLexes de E, ju - nets minimaux sont

Les compLexes de ^,5}- Libres, maximaux. Chacun de ces compLexes est
équipotent à L ' e n s e m b L e des oQ - idéaux minimaux de E.
Les résuLtats de ce chapitre découLent directement ou indirectement de ce

théorème» Citons en queLques uns.

a) En faisant (E,^D ) = ( D , < ^ ) , on retrouve Les résuLtats de P. Lefèbvre [26]
sur Les compLexes nets à droite minimaux de D, en particuLier, L'équipotence
entre un t e L compLexe, et L ' ensembLe des idéaux à droite minimaux.

On généraLise ces résuLtats au cas de H, en faisant (S, 55 ) = (H ,^ ) -
Notons cependant une différence importante entre Les deux cas, due au fait

que La réunion des idéaux à droite minimaux de D, si e L L e n'est pas vide, est
un compLexe net à droite (car c'est un idéaL biLatère), mais q u ' i L n 'en est
pas ainsi dans Le cas de H, en généraL.
b) En appLiquant Le théorème à L'hypertas (E ,5b ) , on montre, entre autre,
L'équipotence entre L ' ensembLe des 55 - idéaux maximaux de E, et tout compLexe

5j - générateur minimaL. P Lus précisément, Lorsque (E,5i ) = (H,JE . ' ) , on
étabLit La
Proposition
Si H ^ H = H. pou1' q ^ ' iL existe un compLexe générateur à droite minimaL,

i L faut et i L suffit que tout idéaL à droite propre de H soit contenu dans
un idéaL à droite maximaL, Un t e L compLexe est équipotent à L ' ensembLe des

idéaux à droite maximaux de H.

c) Pour que Le tas (D,^^, ) vérifie L'axiome d'échange, i L faut et iL suffit
que D soit s impLe et possède un idéaL à droite minimaL. ( I L en est ainsi
Lorsque L'intersection des idéaux à droite maximaux de D est vide). Un t e L
demi-groupe possède un compLexe qui est simuLtanément net à droite minimaL
et générateur à droite minimaL.

d) Soit W un jS- idéaL de E, distinct de E.
On dit qu'un compLexe A de E admet W pour 5b - résidu si on a
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W = {x ç E : jQx C E - A}

On peut étudier Les complexes de E - W .qui admettent W pour ^D - résidu et

qui sont minimaux pour cette condition^) de La façon suivante î on associe

à tout élément 9 de 2) , une application e,y de E - W dans ^ (E - W) de La

façon suivante :

Vx ç E - W, 9^(x) = 9(x) n (E - W) .

L'ensemble des applications de La forme 8,y est un demi-groupe notéçU^. Les

complexes de E - W, JQ - nets, sont ceux qui admettent W pour §) - résidu.

e) Supposons que E possède un complexe 5$ - net minimal K, et un complexe

oD - générateur minimal G. On peut, dans certains cas, comparer card(K) et

card(&), soit,Les cardinaux de L'ensemble des S - idéaux minimaux et de

L'ensemble des 3)- idéaux maximaux.

Par exemple, on a card(K) ^ card(G), si la condition suivante est vérifiée :

x ç3u, y Co6u ==>S6 x n^&y ^ ^

Dans ce cas, il y a dans E, moins de 55 - idéaux minimaux que deeD - idéaux

maximaux.

On déduit de Là, entre autres, La

Proposition

Si D possède un compLexe net à droite minimaL et un compLexe générateur

à droite minimaL^et vérifie La condition

x C u D, y €u D ===>xD H y D ^ $ (Rd)

iL y a moins d'idéaux à droite minimaux que d'idéaux à droite maximaux.

Remarque

Soit N La réunion des idéaux à droite minimaux de D (Si N est non vide,

c 'est Le noyau de D c'est-à-dire un idéaL biLatère minimum de D).

Supposons qu'iL existe un homomorphisme de D sur N, dont La restriction

à N est L'identité.

(On dit dans ce cas que N est un rétract aLgébrique de D). Dans ce cas Le

demi-groupe vérifie La condition (R.i)-

A L'origine du chapitre VII sont Les études de A.H. CLifford et D.D. MiLLer

du noyau et des éLéments zéroïds d'un demi-groupe[2j,[5],[4]. Nous entre-

prenons ici une étude simiLaire, en nous pLaçant dans Le cadre*pLus généraL

des bi-hypertas. Nous donnons Les

(1) Dans Le cas où (E,2)) = (D,J^), ces complexes sont Les compLexes

W - minimaux à droite de P. Lefèbvre. [26]
n

(2"> Ceci est par exemple vérifié si D est fini (ou compact) et si D = D
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Définitions

On appeLLe idéaL-biLatère de (E, 5û., 5^?), une partie de E qui est simuLta-
nément un ^Q - idéaL et unj$ - idéaL.

L'intersection des idéaux biLatères propres de (E,^$. ,5)o) est appelée
noyau de ce bi-hypertas.

(E, SS - i » ^ ^ ) e^ di^ réguLier, si un 2)^ - idéaL propre et un2f - idéaL
propre ont toujours une intersection non vide.

D'autre part,nous introduisons certaines conditions susceptibLes d'être
vérifiées par (E, 'y , S D 9 ) » notamment

x Ç 2$2 u, y ç 3^ u ==> x ç 3^ y IJ {y} (S^)

Ces notions d'appLiquent à H ou D. Ainsi Le bi-hypertas (H,<% , J^ ) vérifie
La condition S^ , si et seuLement si H possède La propriété suivante :

x ç a^ * . . . * a ^ , y ç a ^ * . . . ^ a^ ==> x ç(y » H) U {y} (D^)
On définit de même une condition D,

On a Le
Théorème

Supposons que (E,jS /3Sg) vérifie La condition Sg., et que La f amiLLe J '
des ÎS A - idéaux minimaux de E soit non vide. A Lors UL est un idéaL^^ ————
bi Latère de (E, 3^»oQn ) ; c 'en est même Le noyau si Le bi-hypertas est
réguLier.

Citons queLques appLications de ce théorème
1. La proposition suivante généraLise des résuLtats de A.H. CLifford et

D.D. M i L L e r [2J. f 4]
Proposition

Supposons que H vérifie Les conditions D^ et D^
a) Si H possède des idéaux à droite minimaux et des idéaux à gauche minimaux,

La réunion des premiers coïncide avec La réunion des seconds et avec Le
noyau de H.

b) Si H possède des éLéments nets à droite et des éLéments nets à gauche,
L 'ensembLe des premiers coïncide avec L 'ensembLe des seconds et avec Le
noyau de H.

2. Soit 1 (resp I-) L 'ensembLe des x ç H t eLs que H = x * H (resp H = H * x).
On a Le

Théorème

Si H est s impLifiabLe d'un côté et si I. et 1̂  sont non vides, on a 1^ =
L^_J_3L est un compLexe consistant de H, c'est égaLement un groupe Lorsqu'on
Le munit de La Loi de composition définie par
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Vx, y 6 I-,, x ®y = (x # y) fi I-)

Pour montrer ce théorème, on utilise entre autres Le résultat suivant î [22]
Tout hypergroupe simpLifiable d'un côté est un groupe.

Je tiens à exprimer ici ma'prof onde reconnaissance à Monsieur Le Professeur
P.DUBREIL, dont Les conseiLs et Les encouragements qu ' iL m 'a prodigués dès
Le début de ma recherche m'ont été infiniment précieux.
Je suis égaLement très heureux de remercier Messieurs Les Professeurs

C.PISOT et L.LESIEUR pour L'intérêt q u ' i L s ont bien vouLu me porter,
Messieurs Les Professeurs M.KRASNER et J.NEVEU qui ont accepté de faire
partie de mon Jury, mes coLLègues de Brest enfin, et notamment Monsieur Le
Professeur J. QUERRE, pour L'appui qu ' iLs n'ont cessé de me prodiguer.
Je remercie enfin MademoiseLLe THIBAULT de La FacuLté des Sciences d'Amiens

qui a dactyLographié mon manuscrit, ainsi que Monsieur Le Professeur GENIN
de La facuLté des Sciences de Brest, Directeur de L ' é c o L e NationaLe
d'ingénieurs de Brest, pour L'aide matér ieLLe qu ' iL a bien vouLu me fournir.

Notations
Dans cet exposé, nous utiLiserons Systématiquement Les notations suivantes :
D est un demi-groupe, H est un demi-hypergroupe(1), G est un groupoïde.
(E, 3D ) est un hypertas(l), (E, e2) )(resp. (E,<Sy ) est son hypertas

inversed) (resp. stabLed). (E,!^,^) est un bi-hypertas( 1 ). (E^'^5)

(resp. (E,<3 -î » S) o) est son bi-hypertas inverse(l) (resp. stabLed)

( 1 ) Le sens de ces expressions sera défini au chapitre 1
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Chapitre I

GénéraLités.

On appeLLe hypertas La donnée d'un ensembLe E, et d'un demi-groupe ^b \V
d'appLications de E dans y(E).

Une teLLe donnée est notée (E,j6).

Un hypertas (E,5&) est appelée pseudo-tas (resp. tas) si, quelque soient

9 € ^D » x € E, 9(x) a au p Lus un élément (resp. exactement un élément).

On appeLLe bi-hyper tas La donnée d'un ensembLe E et de deux demi-groupes

Ï i 'JOp' d'appLications de E dans ^(E) teLs que

v ® 1 ç 56r ^ ̂ 2' ^ ° ̂  = ^2 ° ^
Une teLLe donnée est notée (E,S5.,56^)»

On définit immédiatement La notion de bi-tas.

Exemp Les

a) Soit F un ensembLe dont p est une reLation d'ordre ou d'équivaLence.
Soit 9 La fermeture associée à p. EL Le est définie par :

P
Vy ç. F, 9 (y) = Çx 6 F teLs que x p y}.

L'ensembLe {9 } est un demi-groupe, et donc (F, {,9 }) -est un hypertas.

b^ RappeLons La définition d'un demi-hyper groupe]"20] et d'un hyper groupe.F 8 J

Définitions

On appeLLe demi-hyper groupe un ensembLe H muni d'une Loi de composition

qui associe à tout coup Le d'éLéments de H, x et y, un compLexe (c'est-à-dire

une partie non vide) de H, noté x -M- y, et teLLe que L'on ait

V x , y , z Ç H , x *(y * z) = (x <y)* z.

H est appeLé hypergroupe si

Vx,y ç H, 3 z ,z ' ç H teLs que x ç ( y » z) n ( z ' * y)

En généra L, nous noterons à L'aide de L'étoiLe •»• La Loi de composition de

H. Mais iL nous arrivera de faire exception à cette règLe, par exempLe dans

ce qui suit ; Soit S un demi-groupe, ou un demi-hyper groupe, ou un groupoïde.

(La Loi de composition étant notée dans tous Les cas muLtipLicativement).

( 1 ) Etant données deux appLications 9., 9? de E dans ^(E), Leur composée

9 ^ o 9^(notée aussi 9. 9p) est L'appLication définie par

Vy 6 E. ^ o 9,(y) = Je^fyj



14

On appeLLe translation à gauche de S toute application Ç de S dans y(s)
définie par
Vy ç. S, Ç (y) = xy (x élément fixé de S).
On définit de même Les translations à droite de S.
On désigne par o& (ï'esp.,^,) Le demi-groupe engendré par Les transLations à

gauche (resp. à droite) de S, par TTC Le demi-groupe engendré par <A» U o& .
(D,^ ) , (D ,<Ê ) , ( D , X ) , ( G , ^ L ) , ( G , o ê ) , ( G , TU) sont des tas,
(H,^ ) , ( H , £ ) , ( H , X) sontdes hypertas, (D,^ ,<^) est un bi-tas,
( H , % / , o & ) est un bi-hypertas.

Nous supposons maintenant que S est un demi-groupe, ou un demi-hyper groupe.

Nous désignons par W, Le demi-groupe engendré par Les appLications r de S
dans ^r(S) du type suivant :

Vy ç S, Ç, (y) = x y z(x, z éLéments fixés de S).
Soit d'autre part M un compLexe muLtipLicativement fermé de S. (Ce La

signifie que m n est contenu dans M dès que m et n sont deux éLéments
de M). .

Nous notons ^r Le demi-groupe engendré par Les transLations à gauche de S,
définies par des éLéments de M, c'est-à-dire par Les transLations à gauche
Ç de S définies par
Vy ç. S, Ç (y) = m y (m éLément fixé de M).
On définit de même <^, 7%^, 7H^ •

Notons que si N est un autre compLexe de S muLtipLicativement fermé,

^^M'^N^ est un ^•^yp®1^^*
On peut égaLement associer à M et N un autre hypertas, en considérant Le

demi-groupe engendré par Les appLications Ç; de S dans <?(S) définies par
Vy ^ S, ç (y) = m y n ( m éLément fixé de M, n éLément fixé de N)
c) Nous désignons par J^ Le demi-groupe constitué par Les appLications C,

de D dans D, définies par
v y € D, Ç;(y) = y" (n entier positif fixé)

(^»y) es^ un tas.
d) Nous désignons par ]v Le demi-groupe engendré par Les appLications Q de

D dans^ (D) définies par

^y ^ D, C(y) = l^y» y v 5 (u» v éLéments fixés de D).
(D , / t / ) est un hypertas.

e) Soit G' un quasi-groupe.

Notation

Etant donnés des éLéments x^, ... x^ de G ' , et un groupement g des
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indices 1 , •.. n, respectant Leur ordre. Le produit des x^ groupés suivant
g est noté n

n x!
i=1

(g)
Une partie A de G* est dite associative si queLque soient Les éLéments

x^,...,x^ de G' , et Les groupements g et g* des indices 1,... n, respectant
Leur ordre, on a :

iJ1 Xi € A ==$> .fî x^ ç A

(^) tf)
(En particuLier, on a :

a(bc) ç. A =a=> (ab)c ç A).

On montre [20] que L'ensembLe des parties associatives de G' est une

famiLLe de Moore. Si 9 est La fermeture associée, on étabLit que L'on a :

Va, b € G' , 9(ab) = a Q<ft) == 9(a)b.

Donc (G',^ ,[9)) et (G',c6, [9}) sont des bi-hypertas.

f) Supposons D ordonné (L'ordre est noté ^).

Etant donnés A c^D, x ç. D, on appeLLe quasi-résidueL à droite de A par

x. La partie < A •• x> de D définie par :

< A .» x > = fu ç D t e L que Sa ç A, vérifiant x u <; a).

On définit de même Le symboLe < A '. x >.

Nous désignons par f^^ L'ensembLe des appLications de D dans J^D) de La
forme :

y \————> <y . ' 0 (x éLément fixé de D).

On définit de même /^.. On montre [ 15 ] que ̂  et H sont des demi-groupes,

et que (D,/^,/fc ) est un bi-hypertas.

Toutes Les notations qui viennent d'être introduites ici seront systémati-

quement empLôyées dans La suite de cet exposé. Par exempLe, on parLera sans

précisions suppLémentaires du tas (D,jf^) etc.

Hypertas et bi-hypertas inverse

Nous aLLons associer à (E,^6) (resp. à E,^,^) un hypertas (resp. un
bi-hypertas).

Soit 9 ç§). Nous définissons une appLication, notée r , de E dans^ (E) ,
en posant :
vx. Y ̂  E, y ç ^r(x) <===> x ç 9(y).

Si 9 ' est un autre éLément de ^6 , on a

( 9 « o 9^ = ^ o 9•^

Nous notons j^' L'ensembLe des appLications de E dansiT^E) de La forme

9 . On vérifie tout de suite que 9) est un demi-groupe anti-isomorphe à 2$ .
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L'hypertas (E, ç0 ) s 'appel le hypertas inverse de ( E , p P ) .

Notons que L'hypertas inverse de (E, oÛ ) est (E,(Z$ ).

Désignons maintenant parj5"Le demi-groupe engendré par oD U o0 ' • L'hypertas
(E, 35 ") est appelé hypertas stable de (E,§3). ,

Considérons enfin (E, S$^,35^). On peut définir, d'après ce qui précède, Les

hypertas inverses (E,^) et (E,g^) (resp. Les hypertas stabLes (E,2^') et

(E,2^)).

On vérifie tout de suite que ( E , 3 - j » 2 > 2 ) (^SP- (E»S)'p3S^) ) est un bi-

hypertas. On L ' a p p e L L e bi-hypertas inverse de (E,çQ > 55 ) (resp. bi-

hypertas stabLe de (E, ,2$ , ̂  ) ) .

En appLiquant ces opérations aux exempLes donnés pLus haut, on obtient de

nouveaux hypertas et bi-hypertas, qui nous seront utiLes par La suite,

notamment (D,^/), (D,oê'), (D,^' ,oé') , (H, ̂ ') ,(H, oê') .(H, ̂ ', oê ' )
etc.

Morphismes des hypertas

On peut définir sur La cLasse des hypertas(l) une structure de catégorie.
Définition

On a p p e L L e morphisme de L'hypertas (E, §5 ) dans L'hypertas (E-,, 5$ .), tout
coup Le (f. '-n) où f est une appLication de E dans E., cp un homomorphisme

du demi-groupe çDdans Le demi-groupe 3j-, » t e L que L ' o n ait
V 9 ç 55 , x ç E t ( 9 ( x ) ) = c p ( e ) ( f ( x ) ) .

On montre sans peine que La composée de deux morphismes peut être définie

(c 'est un morphisme \). On définit tout de suite Les isomorphismes.

Opérations de résiduation dans ( E , ^ Q )

Nous notons J L 'appLicat ion canonique de SQ sur 5$ *
Soient A ^ E , B c E , A ^ â $ . Nous posons ;

A(A) = U9(x) (Cette partie sera parfois notée A A).
x ç-. A
© Ç A

A » B = [9 < = o & t e L que 9 ( B ) n A ^ $ }.

A '. B = f 9 ç5 t e L (lue ^W E A) •

A À A = ^ x ç E t e L que 9 (x ) 0 A ^ $ , queLque soit 9 € A ) .

A .̂  A = Ç x ç E t e L que A x c A } *

( 1 ) Et aussi Sur c e L L e des bi-hypertas. Pour ne pas aLourdir L'exposé, ce
cas n'est pas considéré ici.
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Nous ne donnons pas Les propriétés -très simples à établir- de ces parties.
Plus importante est la transformation par hypertas inverse. On a i

J (A ^. B) = B ̂  A

^ A = r̂ (A)A .-

re J(A)




