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DISTRIBUTIONS QUASIHOMOGENES ET INTEGRALES SINGULIERES

Paul R. KREE

I - DISTRIBUTIONS QUASIHOMOGENES

RESUME :

Etude de distributions sur R"(ou sur R" privé de 1'origine) vérifiant des condi-
tions d'homogénéité dissymétriques par rapport aux différentes coordonnées : res-
triction & une hypersurface transverse aux trajectoires, prolongement, transforma-
tion de Fourier, étude particuliére des distributions nulles dans un demi-espace;
application aux éguations aux dérivées partielles. Ces résultats avaient été
annoncés dans hZ] et ﬁz]'.
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I. DISTRIBUTIONS QUASIHOMOGENES

La théorie des &quations aux dérivées partielles elliptiques et la théorie.
des opérateurs pseudo-différentiels classiques utilisent de fagon essentielle la
théorie des distributions homogdnes, voir [6] , [9] , [10] et [15] . Ainsi,

sur un ouvert Q de IR: , considérons l'opérateur elliptique d'ordre m :

D) = e () G = TR (D)
1=0

1 9x
|al¢ m
ol les a, sont des fonctions de C () , les Pi sont pour x fixé des poly-

nbmes en (% %)a qui sont homogénes de degrés m-i . Alors, la méthode de E.E.
LEVY permet de construire une solution élémentaire de P(x,D) si 1l'on connait
pour tout X, fixé dans Q wune solution &lémentaire de 1l'opérateur homogene
Po(x,D) . Or, on peut obtenir une telle solution &lémentaire en cherchant la
transformée de Fourier inverse de la distribution :

T = partie finie de P—(l—-)—
o xo’E

(qui est homogéne de degré - m dans le complémentaire de 1l'origine). De plus, en
cherchant & exprimer une dérivée d'ordre m d'une solution u de 1'équation

P(x,D)u = f , Giraud [4] e introduit la notion tr&s importante d'intégrale sin-
guliére (une intégrale singuliére sur R est un opérateur de convolution par une

distribution homogéne de degré -n ).

En vue des applications aux équations paraboliques ou semi-elliptiques, on se
propose d'étudier dans cet article des distributions ayant des propriétés d'homo-
généité différentes par rapport & chacune des variables, Dans un article ultérieur
on étudiera la généralisation correspondante de la notion d'intégrale singuliére
(ces intégrales permettent d'établir les majorations & priori pour les &quations

parsboliques).

Le plan de 1l'étude est le suivant. Aprés quelques préliminaires géométriques
(§ 1) , on étudie des distributions quasihomogénes dans le complémentaire de 1'o-
rigine. On indique alors deux méthodes pour prolonger & l'espace tout entier de
telles distributions : la méthode complexe (utilisée extensivement dans clj ) et
la méthode réelle (consistant & soustraire & la fonction test un certain dévelop-
pement de TAYLOR (voir [14] ). On étudie alors la transformation de FOURIER, puis
1'on indique wne application aux équations aux dérivées partielles semi-elliptiques

(on décrit certaines solutions élémentaires de ces équations) .



§ 1 - Définitions. Préliminaires géométrigues.

On se donne une fois pour toutes une famille

(1) a = (a <o)
de n nombres a. >0 . Sur X = Rx:( de point générique x = (xl coe xn) s On
a un groupe de difféomorphismes ‘t,)‘ H
! ~8
(2) x > (A X eee A xn)

(si 0 <) <o)

(3) Soit U un ouvert de IR: steble par tout T,

( VYxeu , Wi , "(,A(x)eU )
©
On peut prendre par exemple U=X ou U=X=X-= {0} .

Soit TeD'(U) : toutes les fonctions ou distributions que nous considé-

rons sont supposées & valeurs complexes.

Pour tout A > 0 , notons T la distribution sur U transportée de T

A

par le difféomorphisme 'CA (voir [S] chapitre 1) . T est donc telle que :

A

< )‘T, $> = A-Ia’l < T, \.?(A e xl, ces) >

(4) Définition,

n

a) Pour tout ouvert U de X = Rx stable par les difféomorphismes

‘C)‘ et pour tout a complexe, ¢a(u) représente 1l'ensemble des distributions
TeD'(U) qui sont quasihomogénes de degré o c'est-i-dire telles que :
(5) ¥Yr>o T o= %o

b) FQ(U) désigne 1'ensemble des fonctions C~ sur U qui sont qua-
sihomogeénes de degré «a .

¢) Pour tout aeC , o' désignera toujours le nombre tel que

L]

(6) a+a' + |a

[ avec lal

0
n
g
1
1=



(7) Exemples. Remarques.

a) 60 = la distribution de Dirac & l'origine est quasihomogéne de de-
gré - |la|] sur x .

b) Pour tout multi-indice m = (ml cee mn)

m m

1 n
.1 109
o 6 = (21r1 axl) oo (21r1 ax) S
n

est quasihomogéne de degré - |a| = <m,a > (avec <m,a > = me) + eeo +moa,
m,

n . o 2
sur X o X0 = xl 1 ves X est quasihomogeéne de degré < m,a > ,

c) Evidemment tout Te q)a (X) aéfinit par restriction une distribu-

tion de q)a (U) , mais la réciproque est fausse en général.

d) On peut faire subir une méme homothétie de rapport p > 0 aux nom=
bres o et 8 eee 8 c'est-d=dire que si T est quasihomogeéne de degré o
par rapport & la famille 8 eee 8, elle est aussi quasihomogéne de degré pa

par rapport & la famille 08y oo PB

e) La dérivation par repport 3 % transforme une distribution quasi-

homogéne de degré o en une distribution quasihomogéne de degré o - a; .

f) L'exemple type de distribution quasihomogéne est sur R; = lelx !Rx2
la solution élémentaire de 1l'équation de la chaleur :
2 2 .
C -
X exp( ’rx_:[) si x>0

k(xl,xz)

2 e 31
Car k(A xl,)\xz) by k(xl,xz) . ,
On peut voir que k est localement sommable ; mais que (—a—i—) k(xl,x2)
2

" n'est plus localement sommsble. Cette derniére fonction quasihomogéne de degré

- 3 @éfinit une intégrale singuliére de F. Jones (voir C9] ) .

Avent de commencer 1'étude des distributions quasihomogénes, nous allons don

ner quelques préliminaires géométriques.

(8) oOrbites. Surfaces ¥ = constante . Surface I

Certaines courbes et hypersurfaces jouent un rdle privilégié relative-



ment au groupe ZA .

Ce sont d'une part les orbites de chaque point
/ x de U (lieu de ses transformées par tous
/ les '(’A ) , d'autre part les hypersurfaces

qui coupent non tangentiellement une fois et

% une seule fois chaque orbite, on peut pren-
[TT]TTTTTT7 /f\ dre par exemple les surfaces Y= constante
Y_l(l)‘ oi Y est wne fonction de Fl()'() i valeurs

>o . (a

Par exemple dans le cas particulier ou les a; sont tous entiers,posant m = le

plus petit entier tel 'que g soit divisible par chaque a;

m m m
i S~
i 1 n

(9) on peut prendre

n a';- 1/m
Ym(x) = (g x; - 1)
On pose aussi o o= Y Hnv

On oriente la variété Z comme &tant le bord de l'ouvert de U ou Y <1

(10) Forme o . Formules diverses.

a) Notons que toute fonction f quasihomogéne de degré o dans le
complémentaire de 1l'origine et c” vérifie la formule d'Euler :

n

- - 3f
Z a; x; 3;f = af avec yr =
1=1 1

b) Si 1'on considére une autre fonction g€ FB()'() et 1la (n-1) forme
différentielle

2 i-1
g = (-1) e, x; d;x
1=1

avec d;x = d)&/\... dxi_l/\ X, o oo A x|

un calcul montre que :

(a+8+ |a]) £gax |

i

L a(f g o)

dif A o = of dx




(11) Distributions sur I

Dr(r) aésigne 1'espace vectoriel des distributions sur I muni de
sa topologie habituelle. Comme la forme o ne s'ennule pas sur I , on identifie

toute fonction f sur I & une distribution sur I en posant

Vyet () <f, ¢> [ £y) ¢(y) oly)

yEeI
n

o
(12) Coordonnées polaires dans X = R,

On suppose donnée une fonction ¥ telle que (8)
Mors tout point x # 0 de 1'espace est repéré par J¥(x) et le point y ou 1l'or,
bite de ‘x coupe I = x-l(l) .

Soit 6 = (@i oo Gh_l) un systéme de coordonnées locales pour I au
voisinage du point y . Alors x est repéré par ses coordonnées polaires qui

sont les n nombres :

X(x) = » et 0= 6 ...0

1 n-l)

Pour obtenir la transposée de dx par la transformation
_
(o, Oi eee Oﬁ-l) (xl eoe xn)
on remarque que

x = ‘(x)al Yq eeeeens x = \‘(x)an y

n n

puisque (en utilisant (10.b) avec £ = Y)

a{Ao

Ydx + Mais o(x) = v(x)|a| o(y)

(13) d'on ax = 3! a0 A

Pour obtenir 1'expression cherchée, il suffirait de remplacer dans cette for
mule ¥(x) par p et les y; per leurs expressions en fonction des 0& : clest

1'expression de 1'élément de volume en coordonnées polaires,

§ 2 - Distributions quasihomogénes dans un "cOne" ouvert U ne contenant pas 1l'o-
rigine,
Nous verrons (§ 2) que si T est quasihomogéne sur tout X , 1'étude de

T au voisinage de l'origine présente une difficulté. C'est pourquoi nous allons
d'abord étudier 1'ensemble (PQ(U) des distributions quasihomogdnes de degré a ,

dans un"cdne" ouvert U ne contenant pas l'origine.



§ 2.1 . Restriction ® i I d'une distribution Ted (V) .

Si T est représentée par une fonction dans U , il est clair que la distri-
bution T(x) dans U est caractérisée par sa restriction T(y) & I et que ré-
ciproquement & toute fonction sur I , il correspond une fonction quasihomogdne

dans U dont elle est la trace. Plus généralement, on a la

(14)  proposition .

a) Pour tout xeC, on peut définir 1'application Hu, continue :

€ (v) ——> T(v)
(15) Y o— H,¥
© wqlel 8
avec pour tout x€U |, (Ha,\p)(x) = for p(r X5 ess) dr

b) Notent (Ha' \())E la restriction de H,yp & I , & toute

Tecpa(U) est associée canoniquement une distribution ®e D'(z) ,

appelée sa restriction & I , qui est telle que :

(16) VyeCom <, = <@, (H,$) >
z

%‘ (U) x Nu)

le dernier crochet étant un accouplement D' (Z) x D (I)
c) Ceci établit une correspondance bijective entre

D (W) et P(z)

Preuve 3 Prenant P dans f:(U) » Je cherche l'expression de < T, @> .

Notons qu'd toute partition de 1l'unité (wi) sur I est attachée une partition
. i
de 1'unité ¥; sur U en posant :

-8..
INCONE TN {CO N RPN

Je suppose alors que la partition b; est subordonnée i un recouvrement de I

par des ouverts & carte et je suis ramené & étudier J’i T . Onavwu(§l) qu'a
toute carte et Z tout systéme de coordonnées O sur I est naturellement associée
une carte et des coordonnées "polaires" (r = ¥(x),©) pouwr l'ouvert U . Au lieu
de lire Tv‘fli sur cette carte, je lis ¥(x)~* T @i et la formule (A) prouve a-
lors que c’\'/est une dis‘lt\.'rib\rtion indépendante de r . Donc elle s'écrit

Ur) & ®i(0) ol U,(B) est une aistribution sur 1'ouvert décrit par O .on
a donc ¢
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<7 :pi, p> = < Y(x)™ b T, p(x)® ¢ >
<1x) ® @(m, iretlel p(p 2 ¥,(0), vee) >

La carte considéree de I permet d'identifier ® 4 une distribution ®i sur
I et je désigne par @ la somme des distributions ®i .

:<Tfpi,\p>

1

~ ' a
T2 <UD ® @0, r e Ly (O, .ol >

1

=< ;@i(@, (H(!.' \P)(y(G‘)) > = <@’ (Ha'\'P)z >

D'ol < T, >

Le 2° est donc prouvé, Pour prouver le 3°, il suffit de remarquer que l'application

¢Q(U) —_— {D'('Z) est injective et surjective d'aprés la dernidre formule .

§ 2,2, Topologie sur q>a(U) . Dualité.

De la méme fagon, on voit que le sous ensemble FB(U)Ccp (U) formé des f
dont la restriction & £ est une fonction de ‘CZ(Z) est isomorphe a f:(z)
Si 1'cn munit (PG(U) et FB(U) des topologies transportées de celle de 9)'(%)

et f:():) par les isomorphismes ci-dessus ; alors, pour tous o et £ complexes

¢u(U) et FB(U) sont deux espaces vectoriels topologiques en duslité.

(7))  Vreq(u) , Vrer(v) ;< 7,1 > = «®, £ >

¢a(U) x FB(U) DI(z) x f:(E)
Nous allons voir que si o et B sont conjugués (B' =a) et si U= X .
cette dualité est indépendante de la variété I (pourvu qu'elle "entoure" 1l'ori-

gine) .
§ 2.3, Dualité entre CPQ(X) et Fa(X)

(18) proposition,
a) Pour tout couple f¢€ Fa(X) et f'€F ,(X) , la forme ff'c est
fermée.

b) Vue la proposition (1k) , les ensembles Fa'(X) et cpa(X) sont

S

isomorphes & fw()l) et PD'(z) d'ou des topologies sur ces ensembles.

¢) On peut identifier le dual de q> (X) a Fa,(X) en se donnant une
variété ¥ l(l) = § et en posant :
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(19) VT€¢G(§<) stFu.(i) <T,E > = <M, f >

D'(z) xNx)

Cette identification ne change pas si 1'on remplace ¥ par une fonc-

tion de Fl()'() a valeurs >0 .,

Utilisant la notation (19) , on voit que :

(20) Vred () Veelo() 3 <T,9> = <1, H, §>,

Preuve : (18.a) résulte de (6) et (10.b) . (18.b) a été vu au § 2,2,
de méme que (19) . Si 1'on remplace ¥ par une autre fonction de Fl(}'{) i vae
leurs > O , pour toute TE€ Fa(x) , la quantité < Tys f5 > ne change pas

d'aprés Stockes, Comme Fc(}'() est dense dans cpa(x) , 11 en est de méme pour

toute T€¢a().() . (20) résulte de (16) .

(21) Remargues.
a) Appliquant Fubini & (16) , il vient :

< T, > = f: t-oz'-l < ® ar

9>
D' (V) x Xv) Tt (u) x DU)

~

ou C@-r désigne la distribution transportée par (2) de l'extension & U de la
distribution @ sur I . Cette formule fait apparaitre T comme une intégrale
faible de la fonction vectorielle :

+

R —— D' (v)

r — ®

b) i l'on avait pris certains a; <0 , (et les autres > 0) on au=

rait obtenu une situation géométrique un peu différente., Toutes les orbites ne pas-
sent pas par 1l'origine ; et 1'on n'aurait pas pu trouver simplement une hypersur-
face de dimension n-l coupant une (seule) fois chaque trajectoire. Le raisonne-
ment précédent donnerait simplement une représentation "locale" des distributions
quasihomogénes de ce type, c'est-d-dire qu'elle ne serait valable que pour une

famille d'orbites coupant une surface transverse suivant un ouvert suffisamment

vetit.
c) On étudierait de méme les distributions T telles que
a B
T = A7 AT
)\1;)2 172
ou A, et 1, sont deux paramétres réels et Aol la distribution sur &°

172
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transporté par un difféomorphisme (ces transformations forment un groupe & 2 para=

métres) .

§ 3 = Prolongement des distributions gquasihomogfnes par la méthode complexe.

~

Donnons nous une distribution k(x) sur £ . A la donnée de k et 3 celle
de tout nombre complexe & , il correspond la donnée d'une distribution T, sur
X , quasihomogéne de degré o . Le probléme du prolongement consiste & chercher
une distribution '1‘:, sur X , qui colncide avec T, ~sur X . La méthode com=
plexe pour résoudre ce probléme consiste & chercher d'abord i définir ’1?('! pour
tout o appartenant & un certain ouvert non vide Q contenu dans ¢ et 3 remar-
quer que 1l'application ar~—> T('JL de Q@ dans D'(X) est holomorphe (au sens de
[3]) . On cherche ensuite & définir T(']l pour tout o en effectuant le prolonge-
ment analytique de cette application. Dans le cas homogSne (voir [l]) ou lorsque
les a, sont tous entiers (voir [12]) , la méthode complexe permet de définir
T"z pour tout complexe o« . Mais dans les autres cas, la méthode complexe ne per=
met de définir T'a que lorsque o' appartient & un certain demi-plan (d'oli 1'in~
térét des autres méthodes de prolongement : voir paragraphe suivant),

€ si les nombres a;, sont tous entiers ;

(22)  soit D =
le demi-plen oii Re a < inf des a; non entiers, sinon.

Si Re a' <0 , pour toute \p dans C:()‘() » on peut calculer <T ,y> en

utilisant les coordonnées polaires. Ce qui donne :

Tae = ] Lm0 we) [ plrtx, ) &
(23) Posons
' a.
(H, P)x) = f: r* o(r 1 X5 eee) _g_r_

En faisant des intégrations par parties, on trouve : que si o' n'est pas un

entier >0 ,ona :

(23)' (u,, P)(x) = [o'(a'= 1)ese(a’= p)] -l f: e u.p(p+l)(ral Xjeee) dr
p+l a.
avec \p(p"'l)(r&‘L xl,...) = (%r-) [\Q(r 1 Xp» ees) ]
Cette expression montre que pour toute \p de f:(x) » 1'application

al! —> (Hu,\p)(x) est méromorphe sur D\ ¥ . Pour tout entier p 3> 0 , on peut

définir alors (Hp\p)(x) comme étant le terme constant du développement de Laurent
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de (HG,LP)(x) au voisinage du pole o' =p .

Lemme,

On considére la fonction de la variable complexe o @

$ (o)

D=0 _

ala=1) ... (a=p)] " 27°
C p)]

avec r >0 et r exp((p=a)log r) . Alors le terme constant A du déve-

loppement de Laurent de 43 au voisinage du pole a =p est :

= 1 i_,_1. -1
A = 1 (log]r 1-5= . p)

Ceci se prouve, par exemple en écrivant :

dla) = (a—p)-l (o) avee yla) e [@(a=1)..e(a~p+1)] -1

Un développement de Taylor de ¢ au point « = p montre alors que A = y'(p) .

De ce lemme, de (23)' et d'un calcul, il résulte alors que :

' a
-;'—! f: (log%- 1-2...- %) hP(p*'l)(r 1 X sees) dr

(24) (g 9)(x) = 1

a
1 +! 1
= 3T f: (1log -11:) \P(P l)(r 1 xl,.,.)dr-l'—;—! (1 +-J-2‘-+..+ -15) 5 : x v1(3” )(0)
v <8.,,V>=p
avec v! = v ! v ! et x=xl x\)n
1 LN ] n l LE N ]

(25) Propriétés de 1'application o ——> Ha\.P .

a) Ha p est une fonction €~ en dehors de 1'origine.

b) Pour tout A >0 , ona :

Vaennw : (H, (@) = (1 ,9)()

P
YpeD NF : (HP(X:.P))(X) = XP(HPkP)(x) + g‘:‘ log A Z vix 3 (0)

<a,v>=p

(Ces formules résultent de calculs & partir des expressions (23) et (2L4) de

(HuLP)(x)) . On peut alors énoncer la définition et la proposition qui suivent

(259 proposition (et définition de T, ) .

a) Soit T, dans q)a(X) . Alors, pour tout a' dans le demi-plan D,
on peut prolonger T = en une distribution T; sur X ainsi définie,
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(26) |Pour tout ec (X) , <T! ,p>=<T, Hyo 9>, o H , ¢ est défini
par (23) et (24) .

b) Si o' n'est pas un entier positif ou nul, T; est une distribu-
tion quasihomogéne qui prolonge Ta (et ce prolongement quasihomogéne

est unique),

¢) Si o' est un entier >0 , T& est une distribution quasihomo=-

géne de degré o si et seulement si tous les moments de T sont nvls,

(27) |Pour tout multiindice v tel que < aw >=7p , <T, x° >=0 .0n
Géduit alors de T& , tous les prolongements quasihomogenes de T, »

. ~ P o . . . . \Y
en ajoutent a T; une comblnalson linéalre de distributions 23 60

avec < a.v > =7p .

Preuve :

1°) Le prolongement T' de T défini par (26) est quasihomogéne car :

(28) < XT‘ » ¥ = A-Ial T 31 p> o= <1, HU'()“"l\p) i

'ou (25.1p) = x"lal"“' <T L, H > = A%< >
d'ou avec S = » B Y o = » P
Le prolongement est unique car si T" est un autre prolongement quasiho-
mogéne de T , T' - T" est portée par l'origine et est quasihomogdne de degré

@ o Ceci entraine que T' -T' =0 .

2°) Supposons o' = p . Le prolongement T' de T vérifie toujours (28) .
D'ou il résulte vu (25.b) que :

= ,-lal-p -al -l) D
* < I, > = <T, H, up>+)« Y= o1 Alog)\v!B\P(O)<T,x>o
av=p
Donc, si les conditions (27) sont vérifiées, le dernier terme est nul et T'

est quasihomogéne de degré p' .

Réciproquement, si T admet un prolongement quasihomogéne T , T' - T"

est une distribution portée par l'origine, donc un polynome de dérivation.

B - "
% :aBBG—T'-T
. <a,b>=p
Et 1'on obtient en rapprochant (%) et (=)
] D [}
'_P [ = ("l) P v v
R o N 1o 2. <T, x> vl a8

av=p

= ‘|a|z:'x<ab>aa -APZaaa
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Comme cette derniére égalité a lieu pour tous les A > Q, cela entraine :

- que tous les Qg tels que (ag,p)q) sont nuls

;

- que tous les termes (T,x"), avec {a,,V )=p , sont nuls; D'ol la conclusion

(29) Proposition.
On suppose gque les @; sont tous entiers (afin de simplifier la formulae-
tion des résultats). Soit Kk une fonction €° définie sur = . X dési-
gnant un nombre complexe quelcongue, on prolonge ':(0) en une fonction
k(x) dé&finie sur Rn en posant “['9) = r%ke9). P’fu k désigne le
prolongement holomorphe de ‘&(xl.
*|a) On a Mo(xk): PG‘( .
b} si X F (p_a) ~-—|a)._P+o|,,avec peN
x ¢
* alors P« .( AX}: (P k)
Si au contraire XK'= p+a ., alors b l(
) V+§,
4 (uf g ok _ _LZ_\JH (0)( x (x)olx
' bx.(p k)= Pla-a, 5, ™ ¥ ) )
{a,v)=pia, Z
Preuve.

a) Pour Re °<70. la relation * est vérifiée car les distributions in-
tervenant dans les 2 membres de cette relation sont des fonctions locale-

ment intégrables égales. Les applications :
K —> P s, (x.k) et K.Pfg(k

sont des fonctions méromorphes de &« , & valeurs dans $’ . Vu le principe
du prolongement analytique, elles définissent une méme fonction méromorphe
F () dont 1es pbles ne peuvent 8tre que les points d'affixe of ==-—lctl+p
avec pe€ N . Nous avons donc prouvé »* pour #—p-la' . Supposons a
présent X = - p—lql . Comme la multiplication par X; , est un opérateur
continu de i)’ , on a pour toute Y de SD , et vue la définition de pt k

( X‘va(kl(p)_.:tcdl_(ﬁ,\,p) o\e[ jzx,k(x)(HP,(p)(x)c(x)]

ol tcdl (ﬁvp] de [ ] désigne le terme constant du développement de
Laurent (pour 9 voisin de P ) de la fonction de B indiqués entre

crochets.

por (%,pf k,9)= f x k() (H,@ )x) o (x) = (psa, xk, @)

Nous avons donc prouvé a)
b) Notons que la relation (entre distributions sur Rs )
_ 1 =0
and, = D pi ux\\)#P (& ||x|\)

montre que 1'on n'a pas en général

Ak
g—x'(P‘ka) = P-&Hq. X,

On a (dans le complémentaire de 1'origine) :
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g\;‘~ o (ro k() = «r*? x k(0) 4+ r™ ﬂ;;e)

Ceci montre que la fonction ‘H‘ (n) a pour restriction a Z la fonction
xx,k + a\‘(9) Nous avons donc 'pour toute @ dans D en notant 8, gx

(ph 3k, @) = [ (xk 4 ak)(B)( H, gy @)(B)9(6)

’
L'application F| C X P‘Fd a (a‘k) ast donc méromorphe & valeurs dansCD
-4
De méme :
E M r—ga'(r)ﬁ( “)

est la composée de 1'application méromorphe [~ 4 ’—»Pﬁk et de 1'opérateur
de dérivation par rapport a X, . Comme F| et Fg_ coIncident si Rew)a,
elles définissent une méme fonction méromorphe F , dont les p6les possi-

bles sont les pbles communs & W et F, soit N
&= -la|l -p+a, avec PE€
Nous avons donc prouvé a » ., Si au contraire X/ = P—Q|. on a en raisen

nant comme précédemment :

(o, pfk, @) = tedL (o’ ~p) de U (ex,k « 9 k)H o @ dcr)
d'ol en utilisant le lemme précédant (24) 0
(P+o.+\)" .
= f [CRr-pynk - 2] (H, O)RTE) +lP-‘.jx,kcr(x)[£c? ey

Le dernier crochet est égal a - z_ xY V‘v (avq’)(o)
{a,v) ==Pta‘

or (phee k@) = tedl (FMPM‘),,\eU[w-p)x.ms,k)mp(p)v]
L[(—la\~p) w3 k] (Moo, @) ()

En rapprochant les expressions obtenues, on obtient :

(a'P‘dk/ ¢ ) =(P€d-c\| 5, (9) 'T;‘ Z v‘(é"(p)(O)I " k(()o‘(x)
avec &,=(4,0.-. 0) Nous avons donc m-c:uvé«“;> :‘?

i

1)

§ 4 - Prolongement des distributions quasihomogénes par la méthode réelle.

(30)

(31)

Lemme

Les nombres réels a;30 et P? O sont fixés. Alors pour toute (¢ de
D ( X) , on a
k
o) =3 (2)60(0) + 7 = ¢ )
{a, v)<p
od la 27 somme est finie et od les fonctions (Px sont dans f(x) . De

plus les (P, décrivent un borné de €& (X) lorsque (p décrit un borné ded
Le lemme se prouve en écrivant plusieurs fois de suite une suite d'égalités

analogues & celle-ci :
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' n [
e (x) -9(0) = [ dtld%l Plt,x) = g x; Jo 050,00 ab

' n
e [, ety (3;59(t,x) - 3,9 (0)) + i % (3;)(0) .

On obtient finalement (31) , ol la 2% somme est étendue aux multi-indices
k=v+ Ei (avec < a,v > ¢p 3 éi étant le multiindice correspondant & une
femille de n nombres, nuls, sauf le i® , qui est égal & 1 ; avec <a,k> > p)

(32 proposition :
Si T est une distribution q.h de degré o dans le complémentaire

de 1l'origine avec

* Viey” B < ak > = Re a'

alors il existe un seul prolongement de T en une distribution 7'

q.he sur X et ce prolongement est donné par

ST ,0> = <T, K, P>
avec
' a, k
(Ka@)® = 20 (o b - 5o D) ek kg,

ak<Rea'

Preuve.

L'intégrale donnant (Ka,\p)(x) converge :
- & 1l'origine, d'eprés la formule de Taylor (31)
- 2 1'infini (il suffit de séparer 1'intégrale en deux parties).

Un changement de variable montre que :

-a'
Ka'(A‘P) = 2 (Ka.uP)
N ~-la -|a
D'oli < )\T' s> = A la| <Tr )‘_l‘?>c =2 le| <7, Ka,()‘_l\-P) >
-|a|-a o
= A <T, > = A <T ,>

T' est donc quesihomogéne de degré a . Il n'y a pas d'autre prolongement
™ de T , qui soit quasihomogéne de degré o car T' = T" serait une distri-
bution & support l'origine, non ulle, quasihomogdne de degré o avec (%) ; ce

qui est impossible,












