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DISTRIBUTIONS QUASIHOMOGENES ET INTEGRALES SINGULIERES

Paul R. KREE
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I. DISTRIBUTIONS QUASIHOMOGENES

La théorie des équations aux dérivées partielles elliptiques et la théorie

des opérateurs pseudo-différentiels classiques utilisent de façon essentielle la

théorie des distributions homogènes, voir ["6"] , ["9") , [lo] et [l5"I • Ainsi,

sur un ouvert Sî de (R11 , considérons l'opérateur elliptique d'ordre m :

P(x,D) = ^ ̂  (x) (^-J^)0 = ^P^(x,D)

|ak<m

où les a sont des fonctions de C (ft) , les P. sont pour x fixé des poly-
1 8 ci

nomes en (— —-) qui sont homogènes de degrés m-i • Alors, la méthode de E.E.

LEVY permet de construire une solution élémentaire de P(x,D) si l'on connaît

pour tout x fixé dans ù une solution élémentaire de l'opérateur homogène

P (x,D) • Or» yn peut obtenir une telle solution élémentaire en cherchant la

transformée de Fourier inverse de la distribution :

T = partie finie de —7——-r
'o^o»^

(qui est homogène de degré - m dans le complémentaire de l'origine). De plus, en

cherchant à exprimer une dérivée d'ordre m d'une solution u de l'équation

P(x,D)u = f , Giraud PU] a introduit la notion très importante d'intégrale sin-

gulière (une intégrale singulière sur R est un opérateur de convolution par une

distribution homogène de degré - n ) .

En vue des applications aux équations paraboliques ou semi-elliptiques, on se

propose d'étudier dans cet article des distributions ayant des propriétés d'homo-

généité différentes par rapport à chacune des variables. Dans un article ultérieur

on étudiera la généralisation correspondante de la notion d'intégrale singulière

(ces intégrales permettent d'établir les majorations à priori pour les équations

paraboliques).

Le plan de l'étude est le suivant. Après quelques préliminaires géométriques

(§ l) , on étudie des distributions quasihomogènes dans le complémentaire de l'o-

rigine. On indique alors deux méthodes pour prolonger à l'espace tout entier de

telles distributions : la méthode complexe (utilisée extensivement dans |̂ l] ) et

la méthode réelle (consistant à soustraire à la fonction test un certain dévelop-

pement de TAYLOR (voir ("l̂  ^ * Qn etudle s^-ors la transformation de FOURIER, puis
l'on indique une application aux équations aux dérivées partielles semi-elliptiques

(on décrit certaines solutions élémentaires de ces équations) •



§ 1 - Définitions. Préliminaires géométriques,

On se donne une fois pour toutes une famille

(1) a = (a- • • • a )

de n nombres a. > 0 . Sur X = R11 de point générique x = (x ... x ) , on— x i n
a un groupe de difféomorphismes ^ ;

(2) x———> (X al x^ ... \ an x^)

(si 0 < \ < « )

(3) Soit U un ouvert de (R11 stable par tout 'L

( V x e U . \f\ , ^ (x )£U )

o
On peut prendre par exemple U = X ou U = X = X - { 0 } •

Soit T € S)1 (lî) : toutes les fonctions ou distributions que nous considé-
rons sont supposées à valeurs complexes.

Pour tout À > 0 , notons T la distribution sur U transportée de T

par le difféomorphisme ^C (voir ["5"] chapitre l) • T est donc telle que :

1 1 ""̂ i
< ^T, 4» = X1 8 -1 < T, ^ (X 1 x^, ...) >

(U) Définition.

a) Pour tout ouvert U de X = (R11 stable par les difféomorphismes

^C et pour tout a complexe, d> (u) représente l'ensemble des distributions

T&2)'(u) qui sont quasihomogènes de degré a c'est-à-dire telles que ;

(5) 1 \ > 0 f T = À" T .

b) F (U) désigne l'ensemble des fonctions C sur U qui sont qua-cx
sihomogènes de degré a •

c) Pour tout a € Œ , a' désignera toujours le nombre tel que

(6) a + a' + |a| = 0
n

avec |a| = ̂  a^



(î) Exemples, Remarques.

a) 6 = la distribution de Dirac à l'origine est quasihomogène de de-

gré - |a| sur X .

b) Pour tout muiti-indice m = (m- • • • m )1 n

Epl ^ - ̂  -à-)1 - (à- î "" ̂-L n

est quasihomogène de degré - |a| - < m,a > (avec < m»a > = m - a - + . . . + m a )
"̂•i m^ il n n

sur X . x = x. ...x est quasihomogène de degré < m,a > »

c) Evidemment tout T € <^> (x) définit par restriction une distribu-

tion de d> (U) , mais la réciproque est fausse en général»

d) On peut faire subir une même homothétie de rapport p > 0 aux nom-

bres a et a ... a : c'est-à-dire que si T est quasihomogène de degré a

par rapport à la famille a ... a , elle est aussi quasihomogène de degré pa

par rapport à la famille pa ...pa •

e) La dérivation par rapport à, x. transforme une distribution quasi-

homogène de degré a en une distribution quasihomogène de degré a - a. •

f) L'exemple type de distribution quasihomogène est sur (R2 = (R x (p
x x! ^

la solution élémentaire de l'équation de la chaleur :

.1 ^2
F C x^ 2 exp(- |̂~) si x^ > 0

k(x^,x^)

0 si x- < 0

Car k^x^Xx^) = X"1 k(x^x^) .

On peut voir que k est localement sommable ; mais que (——) k(x-,x )3x l 2

n'est plus localement scmmable. Cette dernière fonction quasihomogène de degré

- 3 définit une intégrale singulière de F. Jones (voir [9] ) •

Avant de commencer l'étude des distributions quasihomogène s, nous allons dor

ner quelques préliminaires géométriques.

(8) Orbites. Surfaces o = constante . Surface F

Certaines courbes et hypersurfaces jouent un rôle privilégié relative-



ment au groupe ^ »

Ce sont d'une part les orbites de chaque point

x de U (lieu de ses transformées par tous

les 'C ) , d'autre part les hypersurfaces

qui coupent non tangent tellement une fois et

une seule fois chaque orbite, on peut pren-

dre par exemple les surfaces o = constante

où Y est une fonction de F-(X) à valeurs

> 0 . (a)

Par exemple dans le cas particulier où les a. sont tous entiers^ posant m = le

plus petit entier tel 'que || soit divisible par chaque a.

et
a!

(9) on peut prendre

Ï (x)m

On pose aussi ^ = ^(lînu

On oriente la variété ^ \ comme étant le bord de l'ouvert de U où ^ < 1 »

(10) Forme o , Formules diverses,

a) Notons que toute fonction f quasihomogène de degré a dans le

complémentaire de l'origine et C00 vérifie la formule d'Euler :

3f
a fa, x, 3,f avec

b) Si l'on considère une autre fonction g € F ( X ) et la (n-l) formep
différentielle

a = ^ (-1)1-1 a^ x^ d^x

avec d.x = dx^ A... dx . - A dx. ... A dx

un calcul montre que :

| d(f g o ) = (a -h B + |a|) f g dx

df A o =s a f dx



(11) Distributions sur Z

«3)'(î) désigne l'espace vectoriel des distributions sur Z muni de

sa topologie habituelle. Comme la forme o ne s'annule pas sur Z , on identifie

toute fonction f sur E à une distribution sur Z en posant

V^fc^E) < f, ^> = ; t(y) f(y) a(y)
y^

(12) Coordonnées polaires dans X = (R11

On suppose donnée une fonction Ï telle que (8)

Alors tout point x ^ 0 de l'espace est repéré par l!(x) et le point y où l'or-
bite de "x coupe E = Ï (l) .

Soit u = ((Q- ... 6 ' ) un système de coordonnées locales pour Z au

voisinage du point y . Alors x est repéré par ses coordonnées polaires qui
sont les n nombres :

^(x) = p et ^ = (& ... ô J
JL n—1

Pour obtenir la transposée de dx par la transformation

(p, e-̂  ... o^) —» (x^ ... x^)

on remarque que

x! - ^x)81 y^ ....... x, = ̂ ^

puisque (en utilisant (lO.b) avec f = ^ )

d ^ A o = ^ d x - M a i s o(x) » y ( x ) ^ a ^ o(y)

(13) d'où dx = litx)^!"1 d < ( x ) A o ( y )

Pour obtenir l'expression cherchée, il suffirait de remplacer dans cette for

mule ^(x) par p et les y. par leurs expressions en fonction des Ô\ : c'est

l'expression de l'élément de volume en coordonnées polaires.

§ 2 - Distributions quasihomogènes dans un "cône" ouvert U ne contenant pas l'o-

rigine.

Nous verrons (§ 2) que si T est quasihomogène sur tout X , l'étude de

T au voisinage de l'origine présente une difficulté. C'est pourquoi nous allons

d'abord étudier l'ensemble (b (U) des distributions quasihomogènes de degré a ,

dans un"c$ne" ouvert U ne contenant pas 1'origine,



§ 2.1 . Bestriction <g> à Z d'une distribution T <=. <^> (u) •

Si T est représentée par une fonction dans U , il est clair que la distri-

bution T(x) dans U est caractérisée par sa restriction T(y) à E et que ré-

ciproquement à toute fonction sur S , il correspond une fonction quasihomogène

dans U dont elle est la trace. Plus généralement, on a la

(lU) proposition .

a) Pour tout x e - Œ , on peut définir l'application H , continue :

(15)

^;(u)

^

^(u)

H^

avec pour tout x € U , (H ,^p)(x) ^ ^-°'-i
"n ?(

a! x^, ...) dr

b) Notant (H , Uï) la restriction de H , Œ» à Z , à toute

T€Cp (u) est associée canoniquement une distribution <B>€ S)1 ( î ) ,

appelée sa restriction à £ , qui est telle que :

(16) V^£Ç;(U) < T, 4>> ,.
S'(u) x2)(u)

<<S), (H^,4») >

le dernier crochet étant un accouplement D' (ï) x D (î)
c) Ceci établit une correspondance bijective entre

C(^(U) et Î)'(Z)

Preuve : Prenant ^ dans )?°°(u) , je cherche l'expression de < T, vp> ,

Notons qu'à toute partition de l'unité (^.) sur Z est attachée une partition

de l'unité î . sur U en posant :

^(x) = ^(^(x) ai x^. .......)

Je suppose alors que la partition ^. est subordonnée à un recouvrement de Z

par des ouverts à carte et je suis ramené à étudier i p . T • O n a v u ( § l ) qu'à

toute carte et à tout système de coordonnées U sur E est naturellement associée

une carte et des coordonnées "polaires" (r = o(x),&) pour l'ouvert U .Au lieu

de lire T ^. sur cette carte, je lis Ï(x)~01 T ^ et la formule (A) prouve a-
lors que c'est une distribution indépendante de r • Donc elle s'écrit

l(r) ® (S).(ô') où V.W est une distribution sur l'ouvert décrit par ^ . On

a donc :
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< T ii;., tp> = < ^(x)"01 ^ T, iHx)01 ^?>

< l(r) ®®^(CT. r"1^1^^81^), ...) >
-»/

La carte considérée de Z permet d'identifier ®. à une distribution ®. sur

î et je désigne par (y) la somme des distributions @. •

D'où < T, vp> = T"̂  < T ip., )̂ >
1 ~ ^ . a,

= ^ < Kr)® ®i(^ r-1-0 ^(r 1 y^). ... >

=< ^]®^(0), (H^vp)(y(0)) > = <®, (H^vf) >
J. 2j

Le 2° est donc prouvé» Pour prouver le 3°, il suffit de remarquer que l'application

^ (y) ——>3)'(S) est injective et surjective d'après la dernière formule •

§ 2.2. Topologie sur (b (U) • Dualité.

De la même façon, on voit que le sous ensemble F (lOccfe.dJ) formé des f

dont la restriction à î, est une fonction de 'C°°(z) est isomorphe à ^"(E) .

Si l'on munit <P (U) et F-(u) des topologies transportées de celle de î)'(z)a p
et ^"'(r) par les isomorphismes ci-dessus ; alors, pour tous a et 3 complexes

<t> (U) et F-(U) sont deux espaces vectoriels topologiques en dualité.
<x p

(17) V T € < D ( U ) , V f € F ( U ) ; < T. f > = <®, f >
e 4>,(U)xF,(U) ^^.^(z)

Nous allons voir que si a et 0 sont conjugués (&' =a) et si U = X ,

cette dualité est indépendante de la variété £ (pourvu qu'elle "entoure" l'ori-

gine) .

§ 2.3. Dualité entre d? (X) et F (X)" «a —••— ex

(18) proposition,

a) Pour tout couple f C F (X) et f ' C F , (X) , la forme ff 'a est
fermée»

b) Vue la proposition (l4) , les ensembles F ,(X) et c}? (X) sont

isomorphes à f (z) et 5)'(z) d'où des topologies sur ces ensembles.

c) On peut identifier le dual de <^> (X) à F ,(X) en se donnant une

variété ^ "" (l) = £ et en posant :
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(19)

(20)

VT€<^ (X) V f € F ,(X) < T,f > = < T , f >

3)'(S) x5)(î)

Cette identification ne change pas si l'on remplace Ï par une fonc-

tion de F- (X) à valeurs > 0 •

Utilisant la notation (l9) 9 on voit que :

V T e c b ( x ) ^^e^tx) ; < T . < ( > > = < T , H . 4 î >

Preuve : (lô.a) résulte de (6) et (lO.b) . (l8.b) a été vu au § 2.2.

de même que (19) . Si l'on remplace 0 par une autre fonction de F (X) à va-

leurs > 0 , pour toute T6F (x) » la quantité < T , f > ne change pas
^ Û 2j 2j

d'après Stockes. Comme F (X) est dense dans <t> (X) , il en est de même pour

toute Te4' (X) . (20) résulte de (l6) .a

(2l) Remarques.

a) Appliquant Fubini à (l6) , il vient :

< T . ^ > = J00^"1-1 <<S>^> dr
S)'(u) x2(u) 0 "^'(y) ^u)

où ® désigne la distribution transportée par (2) de l'extension à U de la

distribution ® sur Z • Cette formule fait apparaître T comme une intégrale

faible de la fonction vectorielle :

^ —————^ S)'(U)

-> ®
-r

b) Si l'on avait pris certains a. < 0 , (et les autres > 0) on au-

rait obtenu une situation géométrique un peu différente. Toutes les orbites ne pas-

sent pas par l'origine ; et l'on n'aurait pas pu trouver simplement une hypersur-

face de dimension n-1 coupant une (seule) fois chaque trajectoire. Le raisonne-

ment précédent donnerait simplement une représentation "locale" des distributions

quasihomogènes de ce type, c'est-à-dire qu'elle ne serait valable que pour une

famille d'orbites coupant une surface transverse suivant un ouvert suffisamment

petit.

c) On étudierait de même les distributions T tel3.es que

V2
X" Xe T\ ̂  1

où X- et X^ sont deux paramètres réels et . , T la distribution sur (R
1 c. À- »À^
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transporté par un difféomorphisme (ces transformations formant un groupe à 2 para-
mètres) •

§ 3 - Prolongement des distributions quasihomogènes par la méthode complexe,

Donnons nous une distribution k(x) sur E . A la donnée de k et à celle

de tout nombre complexe a , il correspond la donnée d'une distribution T sur
a

X , quasihomogène de degré a • Le problème du prolongement consiste à chercher

une distribution T^ sur X , qui coïncide avec T sur X . La méthode com-

plexe pour résoudre ce problème consiste à chercher d'abord à définir T' -pour
a K

tout a appartenant à un certain ouvert non vide ft contenu dans 0; et à remar-

quer que l'application ai——> T^ de ft dans Î) '(X) est holomorphe (au sens de

[^3]) • On cherche ensuite à définir T' pour tout a en effectuant le prolonge-

ment analytique de cette application. Dans le cas homogène (voir ^1"]) ou lorsque

les a^ sont tous entiers (voir [l2]) » la méthode complexe permet de définir

T^ pour tout complexe a . Mais dans les autres cas, la méthode complexe ne per-

met de définir T' que lorsque a' appartient à un certain demi-plan (d'où l'in-

térêt des autres méthodes de prolongement s voir paragraphe suivant).

(Œ si les nombres a. sont tous entiers ;
(22) Soit D s 1

le demi-plan où Rc a < inf des a. non entiers, sinon.

Si Re a' < 0 , pour toute vf> dans C^X) , on peut calculer < T , 4» en

utilisant les coordonnées polaires. Ce qui donne :

< T ^>> = ; . T(&) dotô) F r-0' ̂ (r^ x., ...) ̂a ecz o T i r

(23) Posons

(H^)(x) = ^r-^^r61^....)^

En faisant des intégrations par parties, on trouve : que si a' n'est pas un

entier ï 0 , on a :

(23)' (H^Hx) = [a•(a•-l)...(a•-p)]- l^r-at+p ^^(r'11 x^...) dr

a,.c ^(/̂ ...J - (^[^^..j]

Cette expression montre que pour toute <^ de ^"(x) , l'application

a* ——> (H^,4>)(x) est méromorphe sur D \ M . Pour tout entier p ^ 0 , on r>eut

définir alors (H vp)(x) comme étant le terme constant du développement de Laurent
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de (H ,ù?)(x) au voisinage du pôle a* = p .

Lenune»

On considère la fonction de la variable complexe a :

<p(a) = [a(a-l) ... (a-p)] -1 r^

avec r > 0 et r^" = exp((p-a)log r) . Alors le terme constant A du déve-

loppement de Laurent de A au voisinage du pôle a = p est :

A » ^(lo^-l4-...4)

Ceci se prouve, par exemple en écrivant :

4>(a) = (a-pF1 <Ka) avec ^(a) = r^ [a(a-l)...(a-p+l)] "1

Un développement de Taylor de ^ au point a = p montre alors que A = ^'(p) •

De ce lemme, de (23)* et d'un calcul, il résulte alors que :

(24) (H^>)(x) = ^- ;; (log^l-J...-^) ^^(r^x^...) dr

^^(log^^^^x^^^^ (l4+..^)^x.l0^)(0)

<a,v>=p
1 Vn

avec v! = v - î « . . v î et x = x- ...xI n 1

(25) Propriétés de l'application a ——> H ^f •

a) H \ù est une fonction C en dehors de l'origine.

b) Pour tout X > 0 , on a :

Va€D^l : (H^.(^))(x) = ^(H^lpXx)

Vp^na : (H (^))(x) = ^(H 4>)(x) f^y iog À y~7 x/tx^a ^(o)
<a,\/>=p

(Ces formules résultent de calculs à partir des expressions (23) et (24) de

(H kp)(x)) • On peut alors énoncer la définition et la proposition qui suivent

(25î proposition (et définition de ï* ) •

a) Soit T dans c(? (X) • Alors, pour tout a' dans le demi-plan D

on peut prolonger T en une distribution T' sur X ainsi définie,
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(26) Pour tout ^f€C°°(X) , < T' , vp> = < T , H , ̂ > où H , \D est défini
par (23) et (24) .

b) Si a' n'est pas un entier positif ou nul, T' est une distribu-

tion quasihomogène qui prolonge T (et ce prolongement quasihomogène

est unique).

c) Si a' est un entier ï 0 , T' est une distribution quasihomo-

gène de degré a si et seulement si tous les moments de T sont r'ils.

(27) pour tout multiindice v tel que < a«\> > = p , < T, x > = 0 .On

déduit alors de T' , tous les prolongements quasihomogènes de T ,

en ajoutant à T' une combinaison linéaire de distributions 3 6" a o
avec < a.\> > = p •

Preuve :

1°) Le prolongement T' de T défini par (26) est quasihomogène car :

(28) < ^T' . 4>> = À-^l < T' , ^ V p > = < T' , H^,( ̂ ) >^

d'où avec (25.b) = x"!®'»"01 ' < T' , H ,̂ vf> >^ = À^ < T1 . 4»

Le prolongement est unique car si T" est un autre prolongement quasiho-

mogène de T , T* - T" est portée par l'origine et est quasihomogène de degré

a • Ceci entraîne que T' - T" = 0 .

2°) Supposons a' = p .Le prolongement T' de T vérifie toujours (28) •

D'oû il résulte vu (25."b) que :

* < T' ,^ > = x"1^"23 < T. H ,S». + ̂ lal LZ'1^^1^ x v! ^\(0) < Tï x ^
À a\>=p p'

Donc, si les conditions (27) sont vérifiées, le dernier terme est nul et T'

est quasihomogène de degré p'

Réciproquement, si T admet un prolongement quasihomogène T" , T' - T"

est une distribution portée par l'origine, donc un polynôme de dérivation.

« « 7^ a 38 6 = T' - T"
<a,b>=p

Et l'on obtient en rapprochant (») et [**)

T' - X" T' ^.P1 log X 7^ < T, x^ > v! ^ 6
av=p

^X<a,b>^^.,P ̂ a^
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Comme cette dernière égalité a lieu pour tous les À > 0 , cela entraîne :

- que tous les a^ tels que <0p, p^p sont nuls ;

- que tous les termes (T.x^. avec <ci^v>=p , sont nuls. D'où la conclusion

(29) Proposition.
On suppose que les 0^ sont tous entiers (afin de simplifier la formula-

tion des résultats). Soit k une fonction ^00 définie sur X . o< dési-

gnant un nombre complexe quelconque, on prolonge ^ t ^ ) en une fonction

kW définie sur IR0 en posant ^ C < " P ) == r

prolongement holomorphe de k(x)•

^ a) On a P^o/^k) ^ ̂  ?^
b) Si ^ ^ (?-«,)' = -|o|-D+o,

.rt-t^ IĴ l

°î lç(e). p-̂  k désigne le

avec p€

alors

Si au contraire ç?< == b+a, , alors

^w-'^.^-r.ï-^''^''"'^
<^>=^0, /^

Preuve.
a) Pour Re<?<>0* la relation -^ est vérifiée car les distributions in-

tervenant dans les 2 membres de cette relation sont des fonctions locale-

ment intégrables égales. Les applications :

^ ̂  p^<, c^) ct x•P^k ^
sont des fonctions méromorphes de c< , à valeurs dans oU . Vu le principe

du prolongement analytique, elles définissent une même fonction méromorphe

F W dont les pôles ne peuvent être que les points d'affixe B/ =a-|<x|^p

avec p€ M • Nous avons donc prouvé ^ pour o< ^ î -p- |<x( . Supposons à

présent o< -s - p-|<x| • Comme la multiplication par X^ . est un opérateur

continu de 5) . on a pour toute <P de SE) , et vue la définition de p"^ k

(x,pf^,<p)-kcdL((î~p)^[^<.»<(x)(Hft<p)^)»^]

où tcdL (pvp) de [ 3 désigne le terme constant du développement de

Laurent (pour & voisin de p ) de la fonction de y indiquée entre

crochets. . ^ r i \ \
D-où (x,p^\<^)=^^'<M(^p<(')^^< )<)=^<•, ̂ ^

Nous avons donc prouvé a)

b) Notons que la relation (entre distributions sur IK ) î

-4T^= Ap^.,)^(û^,)-0
montre que l'on n'a pas en général

^(p^) - ̂  S,
On a (dans le complémentaire de l'origine) :
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^ =i (.-^(e^r^^fe)^ g<e)
àx. ôx , ' ^

Ceci montre que la -Fonction ^J? (»s) a pour restriction à ^ la fonction

o<x,l< + àk(6). Nous avons donc pour toute C? dans où en notant è»=^

cpl^, ^/<p) -4(^^)W( ̂ y^WQ)
L'application F, '. o( ^9 p^ ^i^) est donc méromorphe à valeurs dans A

Oe.ên,e= p, : ̂ ,(p<, k)

est la composée de l'application méromorphe o<»-"»p'^k et de l'opérateur

de dérivation par rapport à ^<i . Comme î et ^ coïncident si Re^>o-»

elles définissent une même fonction méromorphe F . dont les pôles possi-

bles sont les pôles communs à F, et F^ soit .
o< = -la| -^-i-o., avec pe ^

Nous avons donc prouvé * » . Si au contraire oC^ = p-ci,, on a en raison

nant comme précédemment : r- - , , ., » 1
(J, p^cp) =tcdL(^p) ^ [f^^-^^cp d<rj

d'où en utilisant le lemme précédant (24) F F00 fp+a <-0 1
^ [(-W-pîx.k-.â.kItH^q'VxMx)^,!.^^)^^^ < (-)^J

Le dernier crochet est égal à - ^_ X'*' v! < ^'''(^(O)

or fp^,,^^)^^L(^>p^<a)^[fl(-^-P)^^.k](S(p).]

,J[(-|<x»-p)x.l<+o.k](H^^)('<)"(x)

En rapprochant les expressions obtenues, on obtient :

CW/«>) =(p^o ^(P)-->L ^(^(o)^-^)^)
' '<<î , v>=P4<^,

avec &., = ( ^ /O •- • 0) Nous avons donc prouvé ^ ^ •

$ 4 - Prolongement des distributions quasihomogènes par la méthode réelle»

(30) Lemme
Les nombres réels o-;^0 et p "> 0 sont fixés. Alors pour toute (f de

3) ( X ) . on a

(P(X) -L (f^o)-^^<û,v><p
où la 2e somme est finie et où les fonctions ^^ sont dans ? C ^ } . De

plus les (p^ décrivent un borné de & ( X ) lorsque <p décrit un borné de2)

Le lemme se prouve en écrivant plusieurs fois de suite une suite d'égalités

analogues à celle-ci :
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4 > ( x ) - v f ( 0 ) = ^c^^-^»30 = C ̂  Jo ^^^^ dt!
ns

x. J* dt^ (3^(t,x) - 8^(0)) + C x^ (a^)(0) .

On obtient finalement ( 31) , où la 2e somme est étendue aux multi-indices

k = \) + £ . (avec < a,v > ^ p ; f. étant le multiindice correspondant à une
famille de n nombres, nuls, sauf le 1e , qui est égal à 1 ; avec <a,k> > p)

( 32) proposition :

Si T est une distribution q.h de degré a dans le complémentaire

de l'origine avec

Vk€ïï11 ; < a.k > = Re a'

alors il existe un seul prolongement de T en une distribution T1

q.h. sur X et ce prolongement est donné par

< T* ,4» = < T, K^, ^ >y

avec

(K^4»(x) = ^r"1-0 (^(r^^..)- n ̂^ ( ^ ( r 1 ^ . . . ) - F! ^r^x^dr
ak<Rea'

Preuve•
L'intégrale donnant (K ,^)(x) converge :

- à l'origine, d'après la formule de Taylor (3l)

- à l'infini (il suffit de séparer l'intégrale en deux parties).

Un changement de variable montre que :

^^ = rat ^.^a' 'À

D'où < ^T' .4» = À" < T' • -i^o^'' ̂ .V -î  ^a.,-1

< T, <p > s Xe1 < T' ,^>>

T' est donc quasihomogène de degré a • II n'y a pas d'autre prolongement
T" de T , qui soit quasihomogène de degré a car T' - T" serait une distri-
bution à support l'origine, non ulle, quasihomogène de degré a avec (*) ; ce
qui est impossible.








