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8 - 1lére Partie

INTRODUCTION

On connait le théoréme de J., NASH affirmant la possibilité de plonger
isométriquement toute variété riemannienne dans un espace euclidien de dimension
suffisamment grande (probléme déjd considéré localement par E, CARTAN et M, JEANNET).
Il en résulte que la connexion de LEVI-CIVITA d'une variété riemannienne peut
toujours &tre induite (en un sens 3 préciser) par une certaine connexion plate.

Nous nous sommes intéressés ici & la généralisation d'une telle situation,
et montrons en particulier, que dans le cas d'un groupe structural compact, toute
connexion peut &tre induite par une connexion & courbure .nulle., Le principe de la
démonstration consiste & étudier le cas particulier de la connexion canonique d'une
variété de Stiefel généralisée, et & utiliser le théoréme de M,S. NARASIMHAN et
S. RAMANAN affirmant le caractére universel de cette connexion canonique dans le

cas du groupe orthogonal .

L'essentiel de ce travail est localisé dans les chapitres III

(paragraphes B et C) et IV,

Chapitre I : Rappels sur les fibrés vectoriels réels différentiables

Soient E——) U un fibré vectoriel de base U et fibre type M,
x un point de U , et e un élément de E_ + Dans la pratique, on sait qu'il
est souvent commode d'exprimer e par ses coordonnées relativement & un repére
de E, : celd revient & se donner un isomorphisme d'espaces vectoriels M 'ET) E
(c'est-di-dire un point £ de la fibre P_du fibré principal P associé & E)

et & définir e par son image e'I (e) dans M .

Le choix d'un repére § particulier étant généralement considéré comme
peu élégant, on préférera n'en fixer aucun et définir e par la fonction
. s . -I . . :

@ . P, —> M qui, & ¢ , associe £ (e) (étant bien entendu que

cette fonction, qui vérifie

¢ ca)=at Ple) Vee P, Voee GLM,
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est entidrement déterminée par sa valeur en un seul point). Il revient au méme
de considérer E  comme 1l'espace quotient de M x P, par la relation d'équiva~
lence (m, £ )n (8—1]!:|. £ &) ¥ g € GL(M) (on recomait l'origine de la définition

d'un fibré de fibre type donnée, modelé sur un fibré principal donné).

Ainsi une théorie de Géométrie différentielle aura généralement deux
expressions :
= 1'une, en termes de fibrés vectoriels @ , sera souvent plus géométrique,

- 1l'autre, en termes de fibrés principaux, correspondra simplement & la fagon

moderne d'exprimer la théorie avec des coordonnées.,
Dans ce premier chapitre, nous nous proposons essentiellement de rap-
peler quelques définitions et détails techniques relatifs & cette dualité d'expres-
sion. Pour toute démonstration, on pourra se référer en particulier &

BERNARD (1], KoszuL [1d], LICHNEROWICZ f6] et wourzu [20].

Chapitre II : Connexions induites sur les fibrés principaux

Toute connexion sur un G-fibré principal « induit de fagon naturelle
une connexion sur tout sous-fibré principal de groupe H, pourvu que G/H soit

un espace homogéne réductif (par. A). On définit aussi les formes de plongement.

La donnée d'une connexion sur le produit fibré P® P' de deux fibrés
principaux P et P' de méme base U, est équivalente aux données d'une con=-

nexion sur P et d'une connexion sur P' (par. B).

Dans chacun des exemples étudiés au § C, on s'efforcera d'interpréter
géométriquement les formes de plongement :
- dans le cas d'une G-structure définie par un tenseur t, la forme de plongement,

relative & une connexion linéaire, définit la dérivée covariante de t par
rapport & cette connexion.

~ dans le cas d'une connexion de CARTAN, la forme de ploﬁgement est la forme de
soudure de l'espace de repires associé & cette connexion,.

(1) ou, plus généralement, en termes de fibrés non principaux
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- pour un espace de MINKOWSKI, la forme de plongement mesure "1l'écart" de cet

espace avec un espace euclidien.
-~ pour un espace homogéne réductif, la forme de plongement est la forme fonda=
mentale d'espace de repéres sur le H-fibré principal G ———> G/H,
Les résultats des S5A et B sont essentiellement contenus dans [?%] et
ont été retrouvés indépendamment dans [5], [__lJJ et (18],
Pour le §C, voir aussi (liste non exhaustive) :

- BERNARD (1 GOETZ [6] et LICHNEROWICZ ’6 p. 237 pour l'exemple 1,
(1. (€]

- EnRESMANN (4] , LICHNEROWICZ 6] , et nozzu p. 73 " "o,
- GUILLEMAIN [T] " " 3,
- LICHNEROWICZ [17] , p. 48 et NOMIZU [21] _ " "o,

Chapitre III : Connexions induites sur les fibrés vectoriels

Aprés une étude géométrique des lois de dérivation sur les fibrés
vectoriels qui sont somme de WHITNEY de deux sous-fibrés vectoriels (§ A), nous
montrerons que sa transcription en termes de fibrés principaux (§ B) fait inter=-

venir des situations qui forment successivement :

~ un cas particulier de II-A (ol G est ici un sous-groupe de GL(n,R) et
H=Gq (GL(k, R) » GL(n-k, R) )

- et un cas particulier de II-B (ol H est le produit direct H'x H" avec
H' = 6A(GL(K,R) (1)) et H" = ¢ (1} = oL(n-k, R) ).

Au § C, nous expliquerons comment la connexion canonique d'une variété
de Stiefel s'interpréte dans ce cadre, donnant de cette connexion une nouvelle
définition plus géométrique que les anciennes (cf. S. KOBAYASHI [?] .

NARASIMHAN et RAMANAN (19] et TAKTZAWA 23] ).

Au § D, nous &tudierons l'exemple important, convenablement généralisé,

des sous-variétés d'une variété pseudo-riemannienne.
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Chapitre IV : Extensions triviales d'une connexion

L'espace homogéne G/H étant supposé réductif, et un supplémentaire JL
de H dans G (stable par ad(H) ) étant donné, nous avons déjd montré que la
connexion canonique w, sur le H-fibré principal P, i G—> G/H est induite
par la connexion naturelle & courbure nulle du G-fibré trivial G x G/H —35 G/H
obtenu & partir de P, par extension du groupe structural, On verra que wy
joue en fait un r8le universel parmi toutes les connexions sur un H-fibré principal

P, qui possédent une telleé "G-extension triviale" (5A).

Nous avons déjd montré que la connexion canonique DX qu fibré vectoriel
Ei —_— Gk,n-k est obtenue par projection (parallélement & Eﬁ_k) de la con-
nexion naturelle & courbure nulle du fibré vectoriel trivial
R" x Gk,n-k —_ Gk,n-k (ef. III-C). En fait, DX est universelle parmi toutes
les connexions D sur un fibré vectoriel E, possédant une telle "n-extension
triviale". On retrouve ainsi, de fagon particuliérement simple, un résultat de
S. KOBAYASHI [9] relatif aux variétés riemanniennes de dimension k immergées
isométriquement dans 1'espace euclidien R" (§B).

N

Interprétée en termes de fibrés principaux dans le cas oi G ¢ GL(n, R)
et H=H'x H' =G ﬂ(GL(k, R) = GL(n-=k, R)), 1'existence d'une n-extension triviale
de D est une propriété moins forte que l'existence d'une G-extension triviale de
la connexion w correspondant & D sur le H'=fibré principal associé, Toutefois,

localement, ces deux propriétés sont équivalentes (§C).

Dans le cas G = O(n), un théoréme de NARASIMHAN et RAMANAN [_19_-}
prouvant le caractére universel de la connexion canonique DK au fibré universel
E; —_— Gk,n-k (pour n assez grand) permet de montrer l'existence d'une
n-extension triviale de toute connexion 4 groupe d'holonomie compact. Réciproque-
ment, prouvant directement dans certains cas l'existence d'une n-extension triviale,

on peut améliorer le résultat de [191 en abaissant n (§D).

Une partie du contenu de ce chapitre est résumée dans [13] et Elh_] .
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Notations

Les variétés, espaces fibrés et applications considérées seront toujours
supposées différentiables de classe ¢” (et exceptionnellement analytiques).

Si W est une variété, on notera :
Tx(w) 1'espace vectoriel tangent & W en un point x de W,
D(W) 1'anneau des fonctions différentiables sur W & valeurs réelles,
T(W) 1le fibré vectoriel tangent &8 W ,
w le D(W) = module des champs de vecteurs différentiables sur W .

Plus généralement, si E——3 W est un fibré vectoriel différentiable,
on notera E le D(W) = module des sections différentiables de E .

£
S8i U ———> V est un morphisme de variété, si « est une forme dif-
férentielle sur V .et si A —9 V est un £ibré (principal ou vectoriel) au-des-

sus de V, on notera :
Ay la fibre de A en un point x de V
Af le fibré de base U image réciproque de A par f ( (M)x- £(x) )
«f la forme sur U image réciproque de « par f ,
Si f est un plongement régulier de U dans V, on &crira parfois
A\U (resp. ¢ | U) au lieu de Af (resp. « ).
S8i G est un groupe de Lie, on notera G son algdbre de Lie.

Si H est un sous-groupe de Lie de G, et si O*V désigne un supplé-
mentaire de H dans G , on notera a; et a A » les projections sur H

et sur dh (parallélement & b et H) d'un élément a de G .
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Si P ——3> U est un fibré principal différentiable de groupe struc-
tural G (on dira en abrégé : un "G fibré principal”) et si R: G—>Aut M
est une représentation de G comme groupe d'automorphismes d'une certaine
variété différentiable M , on notera Mo (&) [PJ (ou M, [PJ s'il n'y a pas
d'ambighité sur X ) le fibré (1) ge fibre type M modelé sur P .

Si P' — > U est un G'=fibré principal différentiable, on notera
PR P' le produit fibré de P et P' : c'est un G » G' <f£ibré principal dif-
férentiable de base U, défini comme la sous-variété de P x P' telle que

(P = P')x = P = P' (G x G' opérant & droite de fagon naturelle).

() Si M est munie d'une structure de type S plus fine que celle de variété
différentiable, et 8i G préserve cette structure quand il opére sur M
par X » chaque fibre de M 3 [ P] admet une structure naturelle de type S
isomorphe (non canoniquement) & celle de M - Par exemple, si M est un espace
vectoriel réel de dimension finie, et si R est une représentation linéaire,

M SZ(G)‘[ P] est un fiyré vectoriel réel différentisble .
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Chapitre I Rappels sur les fibrés vectoriels

réels différentiables

A - Opérations sur les fibrés vectoriels

B - Formes différentielles i valeurs dans un fibré vectoriel

C =« Connexions

D -~ Différentiation extérieure
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A - Opérations sur les fibrés vectoriels

Tous les fibrés vectoriels considérés seront supposés réels et diffé-
rentiables.

Soient P —> U (resp. P'—>U) un fibré principal différentiable
de groupe structural G (resp. G') , M (resp. M') un espace vectoriel réel et K
(resp. Q’ ) une représentation linéaire de G (resp. G') dans M (resp. M').

Si P' =P, l'application & ———> (§,§) de P dans P P
permet d'identifier P & un sous-fibré principal de PEI P ( G étant identifié
& un sous-groupe de G » G par l'application diagonale)., Si § désigne une
représentation linéaire de G x G dans un espace vectoriel N , et si fo
»désigue la restriction de ¥ & G , les fibrés vectoriels N ) E’N P]
et N [P] sont canoniquement isomorphes ; on conviendra de les identifier,

:f,(e)

1°) Produit tensoriel (1) de 2 fibrés vectoriels

Notons g@@\' la représentation linéaire de G x G' dans M % M*
détinie par ( R @R) (g, e = R(a @ X'(a).
On sppellera "produit tensoriel” des fibrés E = M . [Fet E' =M Bl
. . @ )
(et 1'on notera E & E') le fibré vectoriel
M e M) 3
R (R’ J(arxs)

?']

Proposition I, A.1-

(I) Pour tout point x de U , il existe un isomorphisme canonique

N
d'espaces vectoriels ¢ : E ® E' = 5 (E®L')
x X R x x

(1)

Il ne s'agit ici que de produits tensoriels internes



























