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INTRODUCT ION

Le point de départ de ce travail est la théorie des fonctions pseudo-aléatoires

développée par Jean BASS pour donner une bonne représentation de certains phénomd-
nes physiques (turbulence).

Les expériences, par exemple l'enregistrement des vitesses ou des pressions dans
un fluide turbulent, fournissent des courbes d'apparence compliquée, irrégulidre,
mais présentant cependant une certaine stabilité dans le temps. On a d'abord cher-
ché & les étudier grfce aux moyennes temporelles (REYNOLDS-BOUSSINESQ), puis en
introduisant la notion de corrélation (TAYLOR, KARMAN-HOWARTH). Ensuite par 1'in-
termédiaire de théorémes ergodiques assez incertains, on les a représentées par des
fonctions aléatoires, les moyennes devenant alors des moyennes stochastiques (KAMPE
de FERIET, BATCHELOR, etc.). Ces méthodes ne donnent qu'une description imprécise
des courbes expérimentales, et on ne peut guére les utiliser pour trouver des solu-

tions "turbulentes" des équations de 1'hydrodynamique (équations de Navier-Stokes).

Pour lever ces difficultés, J. BASS a défini et étudié une classe de fonctions
suffisamment irrégulidres, & la fois localement et asymptotiquement, pour pouvoir
représenter ces solutions turbulentes. Ce sont des fonctions ordinaires (non aléa~
toires) caractérisées par des propriétés de moyennes ordinaires dont la plus impor-

tante est 1l'existence d'une fonction de corrélation :

T
v(R) = 1lin -l—f_,r £(t +h) T(t) at .
T

o 2T

Les propriétés de y prises comme hypothdses de départ ont été suggérées par 1'ex-
périence et sont les suivantes : vy est continue, positive pour h =0 et tend

vers zéro & 1l'infini.

Ces fonctions appelées fonctions pseudo-aléatoires, ont été étudides avec assez

de détails (voir en particulier BASS [2]). On en connalit maintenant de nombreuses
propriétés, on en a construit des classes trds larges. Une analyse harmonique géné-
ralisde a été développée, permettant de trouver des solutions pseudo-aléatoires
d'équations linéaires ou non linéaires. L'étude des solutions turbulentes des équa-
tions de Navier-Stokes a été abordée avec succés par MM, BASS et VO-KHAC.

Un inconvénient des fonctions pseudo-aléatoires est qu'elles ne forment pas un
espace vectoriel, et 1l'espace vectoriel naturel dans lequel on peut les placer
(1'espace de Besicovitch-Marcinkiewics Mz ) est un espace trop grand pour donner
des résultats précis. Un des buts principaux de ce travail est de trouver des espa-
ces vectoriels mieux adaptés, permettant une étude et une utilisation plus facile

de ces fonctions.



INTRODUCT ION 9

Cela peut &tre réalisé en remarquant que les fonctions pseudo-aléatoires ont cer-
taines propriétés de presque-périodicité pour la topologie faible de 1'espace m2
(Chap. VIII). On a donc été amené & étudier d'abord les différentes notions de

presque-périodicité des fonctions bornées en moyenne asymptotique d'ordre p > 1

(Espaces nP ). I1 a été commode de se limiter aux fonctions continues en normes
dans ces espaces (Espaces m£ ) et on a étudié un certain nombre de sous-espaces
vectoriels complets de mg .

1° L'espace XP des fonctions k constante en norme (Chap. IV): “kT - k”p =0

quel que soit T . Il contient évidemment les constantes ordinaires et aussi d'au-

tres fonctions dont la variation est assez lente comme par exemple

k(t) =exp i log t .

2° L'espace 5p des fonctions ergodiques de mg (Chap. IV), c'est-a-dire 1'es-

pace des fonctions f ayant une moyenne généralisée a

1 j'U
a=Mf(t)=11mJup?ﬁ g £t -u) au ,
g U0

ainsi que 1l'espace sz des fonctions totalement ergodiques ayant des coefficients

de Fourier généralisés :

a =M £(t) exp(- irt) (quel que soit A réel).
g

30 L'espace P° des fonctions MP-presque-périodiques (Chap. VII) caractérisées

par la compacité relative dans 7P de 1'ensemble {fT} des translatées de f
(Définition du type Bochner). Elles peuvent aussi 8tre caractérisées au moyen des
presque-périodes dans mp (Définition du type Bohr-Besicovitch) ou encore par la
fermeture dans X' de 1l'espace vectoriel des polyndmes trigonométriques A coeffi-
cient dans xp . L'espace #P contient comme sous-espace vectoriel complet l'es-
pace Qp des fonctions presque-périodiques de Besicovitch, et contient aussi d'au-

tres fonctions.

4° L'espace AP des fonctions RP-pseudo-aléatoires (Chap. VIII) caractérisdes

par le fait que la fermeture dans la topologie faible de xP  de {fv} est faible-
ment compacte et contient la fonction nulle. L'espace af contient, 8i pxg 2,

comme sous-espace (non vectoriel) 1'ensemble des fonctions pseudo-aléatoires.

50 L'espace 3° des fonctions RP-faiblement-presque-périodiques (Chap. VI),

fonctions telles que 1'ensemble {fT] s0it relativement faiblement compact daga
P . On retrouve le résultat important, démontré par JACOBS [22] dans des condi-
tions plus générales, que sp est la somme directe des espaces P et af ,

c'est-a-dire qu'une fonction de sp peut se décomposer d'une fagon unique en une

fonction mp-presque-périodique et une fonction mp-pseudo-aléatoire.
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Les fonctions appartenant & ces différents espaces sont caractérisées au moyen de

leurs fonctions de corrélation généralisées (Chap. III) provenant chacune d'une

fonctionnelle lindaire continue définie sur 1l'espace vectoriel Y engendré dans
P par l'ensemble {f } des translatées de f (Chap. 1I1). L'ensemble de ces
fonctionnelles contlent tous les points extrémaux de la boule unité du dual Yf de
Yf , ce qui permet aux ensembles de fonctions de corrélation de refléter assez fi-
délement les propriétés globales de f : ergodicité, presque périodicité forte ou

faible, etc.

Le cas p = 2 est le cas le plus important et est étudié avec davantage de dé-
tails dans le chapitre IX en introduisant 1'ensemble d'autocorrélation (y) d'une

fonction f de nz . Si une telle fonction posstde une certaine propriété de régu-
larité (fe® ) permettant d'étre sfir que les différentes moyennes introduites
pour définir (y) sont invariantes par translation, l'ensemble d'autocorrélation
est un ensemble de fonctions de type positif. On peut lui faire correspondre, gréce
au théoréme de Bochner, un ensemble (o) de fonctions non décroissantes bornées :
1l'ensemble spectral énergétique. Ces deux ensembles (Y) et (o) sont trds utiles
pour caractériser et étudier les sous-espaces de ni n mg .

10 Si (o) est compact pour la convergence uniforme, la fonction f appartient
a st (et reclproquement) Dans ce cas, on peut représenter 1l'espace V, dans

l'espace N L (o) , la correspondance étant telle que f_ - exp itw, et on peut
(o)
définir une fonction finiment additive d'intervalles Y(I) & valeurs dans Ve et

telle que

(1) £(t + 1) =d_ exp irw ar(e) .

20 Si (g) est faiblement compact dans l'espace des fonctions A variation bor-
née, la fonction f appartient & nz < 52 n ui . On peut définir une fonction
Y(E) dénombrablement additive sur les ensembles de Borel de la droite et a valeurs
dans V. . On a encore (1) , et on a un isomorphisme isométrique entre V, et

n L2(o) défini par
o

e={_clw/a(w ,

lell = el = #up [, 1o 12 aow)]/?

30 Si (y) est un ensemble fortement compact de fonctions de Bohr, f appar-
tient & 92 (et réciproquement). Pour une telle fonction, on a un théoréme de
Parseval et un théordme de Riesz-Fischer-Besicovitch. En particulier, la série de

Fourier généralisée de f converge en norme vers f et ona
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Mlel? =5 [a 12 .
g A

Le théordme de décomposition de nz est alors tout & fait paralldle au théordme
de décomposition des fonctions aléatoires stationnaires du second ordre, et on peut
ainsi comparer d'une certaine fagon les méthodes probabilistes et les méthodes
pseudo-aléatoires dans le probldme de la représentation des "fonctions turbu-

lentes™.

Pour aider le lecteur & retrouver rapidement la définition des différents espaces

étudiés, une table des notations a été placée en t&te de ce travail.

Pour un certain nombre de définitions et de propriétés classiques, on renverra au
livre de DUNFORD et SCHWARTZ : "Linear operators, Part I. - New York, Interscience
Publishers, 1958 (Pure and applied Mathematics, 7)", qui sera désigné dans le texte
par les initiales D. S.
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CHAPITRE I

Espaces de fonctions bornées en moyenne asymptotique

Définitions et généralités

1. Espaces de fonctions bornées en moyenne asymptotique.

(a) Définitions.

Soit p un nombre réel supérieur ou égal & 1 , et soit LP(- T , T) 1'espace
vectoriel normé des fonctions complexes de puissance p-idme intégrable sur 1'in-
tervalle (- T , T) . On appellera mP (espace de Besicovitch-Marcinkiewicz) 1'es-

pace vectoriel des fonctions complexes de la variable réelle t bornées en moyenne

asymptotique d'ordre p , c'est-a-dire l'espace des fonctions f appartenant &
IP(- T, T) quel que soit T et telles que

1
T =
(1) £l = (lim sup == | |£(+)|P at)P <o .
lell, = tim oup 3 Sy
L'espace N~ est 1'espace des fonctions telles que
ilfll. = 1im sup ||£|| = ||£]l <o
=202 L’(-1,7) L7 ()

L'élément "zéro" de l'espace vectoriel sera la classe 6 des fonctions nulles en
norme, et on conviendra d'identifier deux fonctions différant d'une fonction appar-
tenant A& la classe 0 : chaque élément de 7P est alors une classe de fonctions,
et T est un espace vectoriel sur lequel 1l'expression (1) définit bien une

norme.

Avec cette convention, 1'espace 7° est identique & 1'espace Lm(- © , ®) , Dans

toute la suite, sauf indication explicite, p désignera un nombre réel supérieur

ou égal & 1 et ne pouvant prendre la valeur = (1€p<=) .

D'aprds un théordme de Marcinkiewicz [25], 7P est un espace complet par rapport
a la norme || || : toute suite de Cauchy de fonctions de 7P tend vers un élément

de TP au sens de la norme i "p

(b) Premidres propriétés des fonctions de p L

- (o) La norme || H est invariante par translation. - On notera par f_ la fonc-

tion déduite de f par la translation T @

rT(t) =f(t +171) .

On vérifie immédiatement que "f1“p = "f”p

- (B) Si on modifie la fonction f sur un intervalle de longueur finie, on obtient
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le m&me élément de N¥ . - Cela provient du fait qu'une fonction nulle en dehors

d'un intervalle est une fonction de la classe 6 .
On utilisera cette propriété pour représenter chaque élément f de P par une

fonction fo telle que

T
s'lrlp —2-% J'_T Ifo(t)lP dt < Mf(t)||§ +e

ou € est un nombre positif qu'on peut choisir arbitrairement petit.

En effet, étant donnée une fonction f Z représentant 1'élément f , il existe un

1
nombre To tel que
1 j‘T
P il P
359 15, (O)1P at < £y + ¢ dds que T>T) .

définie par

Si on remplace la fonction !‘1 par la fonction fo

{fo(t) =0 s |7 < T,
fo(t) =£(t) si |T| 27,

cette fonction aura bien la propriété requise.

(¢) Transformation ~ .

Dans toute la suite, on associera A chaque valeur de l'exposant p (1 < p < »)
1*"exposant conjugué" q défini par %+ % =1.

A 1l'espace P (1 € p<w), il sera souvent utile de faire correspondre l'es-

pace con;)ugué 72 . Cela peut se faire en introduisant la "transformation ~ " qui,
A une fonction f de ¥ , associe la fonction T de 1 , définie par

T(t) = ()P £70(e) st 2(t) A0,
Jl’f(t;)::o si £(t) =0 .

Si p =2, c'est la transformation "imaginaire conjugude" : T(t) = T(t) .
On va étudier quelques propriétés de cette transformation.

- (@) Relation entre les normes. - Si 1 <p<o , ona

()12 = |£(2) 1P |2(£)|™% = |£(2)|P .
On a done
17§ = liely -

Dans le cas ou p =1 , II?"H‘1° =1 si |lf], #0 .81 ||f}, =0, on a aussi
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||f|]m =1 dés que f n'est pas nulle presque partout sur (- , ®) .

- (B) Transformation con:jugée. -Si 1 <p<w, on peut aussi définir la trans-

formation ~ sur qu . A une fonction g de mq , on associera la fonction E

{ (%)
2(t)

On trouve de manidre évidente que T(t) = £(t) et ?(t) = g(t) .

définie par

"

lg(t) 1% g71(t) si g(t) £0 ,

0 si g(t) =0 .

Une fonction quelconque g de m® est la transformée de la fonction E de
®® : toute fonction de 2 peut donc étre obtenue & partir d'une fonction de »
(1<p<a).

- (Y) Transformation des translatées. - D'aprds la définition, on a (?T) = ?'r . La

transformée d'une translatée de f est la translatée de la transformée.

—— ~ ~
- (8) La transformation ~ n'est pas linéaire. - On a Af(t) = & £(t) avec
T=Pat .si p=2, WEE) =X T(t) .

En général,

T~ o~ ~ ~
A £(8) #, £,(8) AN £ (8) + 0, 1(2)

mais si p = 2 , la transformation est semi-lindaire :

X fl(t) + X, 1,() = TI ?1(t) +Y2 ?2(1;) .

- (e) Propriétés de continuité. - Soient f et f, deux fonctions de mwP

1 2

(1<p<w) ;ona

T

P P |
e, + 1, - flng = 11;-:up 37 I_T

fl +f2 fl

dat .

Or si z est un nombre complexe quelconque, il existe des constantes K(p)> et

H(p) ne dépendant que de p , et telles que

R IR ONELES ONELE

z
En posant s = ‘—2 , on en déduit
1

|Pq

[z + 51" s
12 1 P q |, |P-a
=75 | < K(p) |2,1P + H(p) |2,|? I5,| .
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En appliquant cette inégalité aux fonctions f. et f2 , en intégrant et en pas-

1
sant aux limites supérieures, on obtient

~——9 o~
ey 7, - F 2 < X + w2 Iyl 12, 1Y,
Si on applique & la dernidre norme 1'inégalité de Hilder :
) ~
£, + £, - flllg < K(e)I£,7 + Bo)l|£,IT I 1270

On en déduit s

1981 |g), =0, ona £ ¥F, =%

1 dans X y c'est-d~dire : 8i f =f

1 2

dans mp,ona f =f2 dans 34 .

1
La transformation ~ est bien une transformation de 1l'espace vectoriel Xip dans

1'espace vectoriel a3 (considérés comme espaces de classes de fonctions).

20 Si "fn"p tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, f + fn tend

1
vers 1’1 c'est-a-dire : si une suite {fn} est une suite de Cauchy dans i ,

{?n] est une suite de Cauchy dans 7 .

Dans le cas oi p =1 , les relations entre normes vues ci-dessus (@) montrent

que la transformation ~ entre i et T n'a aucune propriété de continuité.

2. Espaces de fonctions continues et régulidres en moyenne asymptotique.

(a) Espaces de fonctions continues en moyenne asymptotique.

On dira qu'une fonction f appartenant a 7P est une fonction continue en

moyenne asymptotique d'ordre p si elle est telle que "f'r - f“p tend vers zéro

lorsque T tend vers zéro.
On appellera mz le sous-espace de P constitué par ces fonctions.

La fonction vectorielle 1 —> i‘T est une fonction uniformément continue défi-
nie sur 1'axe réel R et a valeurs dans J* . On en déduit immédiatement que mg

est un sous-espace vectoriel complet de nP .

(b) Espaces de fonctions régulidres en moyenne asymptotique.

On dira qu'une fonction £ de TP est mp-réguliére 8i, quel que soit 1le

nowbre réel 4 , on a

T
(1) Pl::ﬁl 'rr-z l£(t)|Pat =0 .

On appellera mz 1l'ensemble des fonctions mp—réguliéres.

Comme on a
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(2) . lim sup

T
e R OILENPY L
Tt

2T T-L

les fonctions nulles dans I appartiennent a mg . On peut considérer mﬁ comme
un espace de classes de fonctions et mg est un sous-espace de nP . L'inégalité
de Minkowski montre immédiatemgnt que l'espace mg est vectoriel, et 1'inégalité
(2) permet de démontrer que toute limite dans 7P de fonctions de mﬁ est encore

dans mﬁ H mﬁ est un sous-espace vectoriel complet de P .

La condition (1) implique une certaine régularité de la fonction f qui ne peut
prendre des valeurs trop grandes sur des intervalles de longueur finie. Elle sera
utile pour les changements d'origine dans le calcul de moyennes attachées a f :
celles-ci sont invariantes par translation en ce sens que si [TV} est une suite
de valeurs de T , tendant vers 1'infini, telle qu'existe la limite

1 J‘T" P q
lim = J £(t) g(t) dt=(g,f){Tv} (femr, gent) ,

T
Tv-e v v

on a, quel que soit le nombre réel T ,
&, ) = (g, f) .
T T {TV} {Tv}
En effet
{ T +7 T +

fTv - I_Tv ‘] £(t) g(t) at

1
|(g1. ) fT){T\,] - <g ’ f){,rv}l S lim ~2—r— y .

T <o v
v

qui est bien nulle d'aprés 1'inégalité de Holder et la condition (1).

(c) Conditions pour gqu'une fonction de m? appartienne & ng .

Une condition suffisante pour qu'une fonction f gg m? aggartienne A m: est
T
que l'expression 5% I T |f(t)|p dt ait une limite lorsque T augmente indéfi-

niment.

IIT-‘ l£(t)|? dt tend la méme limite et —IIT l£(£)|P at
En effet T V-4 £f(t)]* a end vers la méme eet i,

est majoré par la différence de deux fonctions tendant vers la méme limite. On a

done

1 IT P
Tii: |§T s If(t)l dt| =0 .

Une autre condition intéressante est la suivante :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f de P appar-
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tienne & Jl{ est que, quel que soit le nombre réel T , on ait

[ IT+T T+T

P -V ]It(t)]pdt=0 .

T
im P_ P = L
;.1.: 57 I_T [|f(t + 1) £(¢)] ] dt %_i: ¥

La condition est évidemment nécessaire et elle est suffisante d'aprds une démons-
tration qui sera donnée au chapitre IV, § 1 (d).
P

3. _;l_gpporta entre les espaces " , JIL: N Jltf_ N

(a) Inégalités de Hilder.

Soit p' un exposant tel que

@l

<1, et soit f.g 1le produit ponctuel
t —> f(t).g(t) des fonctions f et g . Les inégalités de Hlder classiques
donnent immédiatement :

+#=

L

lf.ell, < ||f||p "g“q (premidre inégalité de Hilder)

lIf-ell, < ||f||p "g“p, (seconde inégalité de HSlder).

(b) Produits de fonctions.

On démontre sans difficultés au moyen des inégalités de H5lder, de 1'inégalité
triangulaire dans i et de 1'inégalité (1) du § 2, les relations suivantes :

1
Si f appartient & et g a P » le produit f.g appartient & W~ .

L4

L]

Si f appartient & uz et g mz » le produit f.g appartient a Jllc .
1

Si f appartient & lg et g a %P , le produit f.g appartient & ®_ .

(¢) Relations d'inclusion ( p constant).

Pour une valeur fixe de p , les différents espaces P vérifient les conditions

d'inclusion strictes :
P P 14 P
mc R et Jur <l

mais il n'existe pas de relation d'inclusion entre JIL: et Jllf. . En effet, la fonc-

tion f1 : t —> exp it2 appartient & mf_ mais n‘appartient pas & mz (quel

que soit p ), et la fonction f2 , définie par

{fz(t)ann/p pur n"gt<n®+1, n=1,2, ..

fz(t) =0 ailleurs,

appartient a Ju.g sans appartenir a Jug .
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(d) Relations d'inclusion ( p variable).

P P
51 1£p <P, <=, et si f appartient a m° y T appartient aussi & T !

et est telle que ||f]| < |ifl.. .
31 L
Cela résulte de la propriété correspondante des normes dans les espaces Lpl et
Lp2 . D'une manidre plus précise, on peut montrer, & partir de 1'inégalité de
Hgéder g{dinaire, que f{ appartient & M:I . On en déduit la relation d'incl?:§on
b S § qui est une relation d'inclusion stricte. En effet, la fonction f N

définie par
f(x)(t) = nl/k si nz.s t < n® + 1 h=1,2,3, .. 3 p, < A< p2) ,
f(k)(t) =0 ailleurs,

Py

P>
appartient & mr

sans appartenir & = car

T W A R T IR

4. Convolutions par des mesures de Radon.

(a) Mesures de Radon. Transformées de Fourier-Stieltjes.

Une mesure de Radon sur la droite réelle R est une fonction d'ensemble IE du(t)
définie sur le corps de Borel de R , dénombrablement additive et régulidre (D. S.,
P. 137). On la notera u , et on 1l'identifiera avec la fonction & variation bornée

qui lui est associée :

t
w(t) = L, dw(t) .

On désignera par M 1l'espace vectoriel normé des mesures de Radon bornées, la

norme étant donnée par la variation totale de u :

il = T alul() =T all .
M est un espace de Banach isomorphe au dual de 1l'espace QO(R) des fonctions con-
tinues nulles & 1'infini, la norme étant la norme de la convergence uniforme.

L'espace M peut s'identifier & l'espace F des transformées de Fourier-

Stieltjes définies par

v(b) = f: exp(- ith) du(t) , weM ,

la norme étant toujours la variation totale de duw(w) . Les fonctions +v(h) sont
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_ borndes et uniformément continues : F est un sous-espace vectoriel (algébrique)

de 1'espace C(R) des fonctions continues et bornées sur R . On a

(1) s 0| = vl < Il = I .

(b) Définition de la convolution par une mesure de Radon.

Soit f une fonction de MY et soit » une mesure de Radon. Si A est un in-

tervalle fini, posons :

ga)(®) =, £t - W) aw)
D'aprds 1'inégalité de Holder,

1/
leg oy ()] < [T 120t = w) P alul(w) ) alul
(a) " A

.

]l/q

D'aprés le théordme de Fubini, la fonction g(A) appartient localement & P , et

comme la fonction 5T I lf(t - u)lp dt est uniformément bornée sur A pour

T> ”TO >0, le théor%me de Lebesgue montre que

11 sup AT jee - 1P alsl@ < Iel® alul = e, alul

On en déduit que
(2) | leqal, < liel, I, alul .
Cette inégalité montre que la fonction de A , A valeurs dans n?

A
.fo £(t = u) du(u)

vérifie une condition de Cauchy lorsque A augmente indéfiniment par valeurs posi-
tives ou négatives. On peut donc définir de manidre unique une fonction g de nP

par

g(t) = 1ta #P [° £t - w) awlu) .
A,B»

On la notera .g = g #* » , et on écrira
g(t) = [ £(t +u) ap(a) .
L'inégalité (2) donne une majoration de la norme de g :
(3) lglly < NEll Tully

La convolution ainsi définie est un opérateur linéaire continu de 7 sur lui-
n8me, de norme bornée par ||u||y . On obtient d'ailleurs ainsi une représentation
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de l'algdbre de convolution ¥ sur l'espace de Banach 7P car les relations de
continuité (2) et (3) permettent de montrer que

(frplev=[fav]lep=falvan] .

L'opérateur "convolution par u " commutte avec l'opérateur "translation" :
[f« ul‘ = fh *u .

Enfin, 8i p est une fonction de LI(R) » on peut lui associer la mesure de

Radon absolument continue ”'p H du.p(t) = p(t) dt , et définir le produit de convo-
lution de f par p :

(£ 2 )(8) = (£ wu)(8) = J_ 2t - w) p(w) au

et alors ||f « Dilp< Ilflip IlpllL1 .

(c¢) Convolution des fonctions de Jllz .

Si f est une fonction de Ju.z , 1l'espace vectoriel Vf engendré dans Jflz par
1l'ensemble {f_r} des translatées de f est séparable. On peut alors définir la

convolution f # u par une intégrale vectorielle et obtenir des propriétés plus
précises.

Considérons la fonction vectorielle constante par intervalle, définie par

T — f?ﬂ =E fi/n Xic/n(T) » n=1,23.., k=..-2,-1,0,1,2 ,... ,

Xi/n étant la fonction caractéristique de 1l'intervalle [% ’ £—;—1( . 0na

n
sup 2™ -~ £l < sup, flgy - fll =
T T Tp M\xll A P n
€ tend vers zéro avec % , car f est continue en norme. En appliquant 1'inéga-

1ité (3) a chaque intervalle (% . k'_;-l_( , on trouve :

k+1

18 =2 2 asy/m i 2 = W2 [eCe -0 - ()] w0, < bl

On déduit facilement de cette inégalité les propriétés suivantes :

- (@) g est limite dans P de combinaisons lindaires de translatées de f . La

fonction g = f # p appartient & 1'espace Vf .

- (B) Si u est une mesure non négative de norme 1 , la fonction g correspon-

dante appartient & 1'enveloppe convexe fermée dans 7P de 1'ensemble {f'r} .
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- (y) Si 4 est une fonctionnelle linéaire continue sur \’f , Ona

@, fap)=@ ,J:f(t-u) du(u)>=f:,<z o £ du(u) .

- (8) La fonction tT , définie sur R et & valeurs dans l'espace de Banach Yf ’
est u-intégrable (D. S., Chap. III) et on peut écrire

8=f*u=IRf_udu(u) .

e
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CHAPITRE II

Sous-espaces vectoriels séparables de ™

1. Fonctionnelles de corrélation.

3
Soit ¥ un sous-espace vectoriel séparable et complet de P , et soit ¥ son

espace dual (espace vectoriel normé des fonctionnelles linéaires continues sur V).

*
On va caractériser certains éléments de Y associés & une fonction quelconque
g de ne .,

Soit {f(i)} une suite d'éléments de ¥ dense dans Y ., D'aprés l'inégalité de
Hélder

T
tim our 2 Fp 2y e() @t < liggyyl, Nl »

on peut faire correspondre & la fonction f au moins une suite {Tlv} de va-

(1)
leurs de T croissant vers 1l'infini telle que la limite

Tlv
lin ot I_Tlv £01)(¢€) g(t) at

Tl\;_‘aD 1v

existe. On la notera (L , f(1)> ou (g, f(1)>{T1 ]
v

De la suite {Tlv} , on peut extraire une suite {TZv} telle que

lim ﬁ-.f_ f(z)(t) g(t) at = (¢ , f(z)) .

TZV 2v

En continuant ainsi, on peut construire une suite de suites emboitées définissant
une limite (4 , f(i)> pour chacune des fonctions f(i) . Si on considdre la suite

diagonale {Tv} = {Tvv} , On a

T,

« f(i)) = Tl_l: WVJ‘ f(i)(t) g(t) at .
v
D'aprés 1'inégalité de Holder, la fonctionnelle définie par (4 , f(i)> sur
1'ensemble [f(i)} est continue sur cet ensemble. On peut donc la prolonger en une
fonctionnelle £ continue sur l'espace ¥ . Elle sera définie par
T

v
A, =Le, gy = Tnm 2—;‘-—J'_T £(t) g(t) at .
v 0 v v
v

On l'appellera "fonctionnelle de corrélation™ entre ¥ et g . C'est un élément de

v* dont la norme ||£|| est telle que
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(1) el < lsll, -

2. Ensembles de fonctionnelles de corrélation.

T
En général, la moyenne 1lim 5% -1 £(t) g(t) dt n'existe pas et la fonctionnelle
T

déterminée ci-dessus n'est pas définie de manidre unique. On appellera (LG) 1l'en~
semble des fonctionnelles de corrélation entre ¥ et g c'est-d-dire 1l'ensemble
de toutes les fonctionnelles i qu'on peut obtenir par le procédé ci-dessus & par-
tir de la fonction g .

(Lg) est un ensemble borné de V* qui est compact dans la V-topologie de v,

On appellera VY-topologie de Y’ la topologie admettant comme base de voisinages
de zéro tous les ensembles de vl qui sont définis par un nombre fini d'inégalités

[, gpl<e, 1<asw,

ou les f(n) sont des éléments quelconques de Y .

D'aprds 1'inégalité 1 - (1), (Lg) est borné et d'aprds les propriétés de la Y-
topologie de Y‘ (théordme d'Alaoglu : D. S., p. 424, et théordme de métrisabili-
té : D. S., p. 426), l'ensemble (Lg) est relativement compact dans la V-topolo-
gie de v , c'est-d-dire que de toute suite {LJ} d'éléments de (Lg) , on peut
extraire une suite {13} qui converge dans la V-topologie vers un élément L
de Vv .

Pour montrer que (L ) est compact, il suffit de montrer que ‘O appartient
aussi & (Lg) . D'apr2s leur procédé de construction, on peut toujours supposer que
les fonctionnelles de corrélation Li sont définies par des suites .{Tg} telles
que

IIJ‘Tg (t) &(t) 2, f <3
al _.,;1)”(1)")“'cdt 3 1) <3

quel que soit i . On construit alors une suite {Tv} de la manidre suivante :

1
10 Tl = T1
2 T, = T2 v, tel que T2 > 2T
2 v2 2 v2 1
30 T3 = Tz \Y tel que T3 > 2T2 «es etc.

3 3 3

Pour chaque valeur de i , on a

TV
-éT‘—VI_Tv £0)(t) &(8) at - (g, £, )| <5
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D'aprés 1'hypotheése, (£G ’ f(i)> tend vers (lo ’ f(i)) lorsque Vv augmente in-
définiment. Donc
T

v
Tl}‘:ﬁl\’-.r_,rv £(5)(®) &(2) at = g, £(4)) .
v

Par conséquent, ‘0 est la fonctionnelle de corrélation correspondant A& la suite

{Tv} qu'on vient de déterminer. Elle appartient bien & 1l'ensemble (Lg) .

3. Ensemble de toutes les fonctionnelles de corrélation.

On notera ((L)) 1'ensemble de toutes les fonctionnelles de corrélation entre ¥

et toutes les fonctions g dont la norme dans 1@ ne dépasse pas 1 :

(@ (1)

= U
<1
hell

Cet ensemble a des propriétés analoques & celles des ensembles (Lg) H

(a) ((L)) est un ensemble borné dans V.

C'est méme urn sous-ensemble de la sphdre unité de Y‘ d'aprés (1) du § 1 : si
L e(L), ona

el < llelly < 1

(v) ((L)) est compact dans la Y-topologie de Ll

Soit [Lj] une suite de fonctionneiles de ((L)) convergeant vers une fonction-
nelle LO dans la Y-topologie de ¥ . On peut supposer que les fonctionnelles
‘j sont définies par des suites {Tz} telles que

d

1 Y 1

(1) |;T? L T8 gp(8) at =y 24y < 5
v v

quel que soit i . Les fonctions f(i) et g(J) peuvent d'autre part &tre choi-
sies telles que (I-1-(b)-(B)) :

T
(2) e RENLOIER L LA

T
(3) -2% f_T Ig(j)(t)ﬁ at < (1 + i)ng(j)”; (s1 p>1).

On construit deux suites {Tv} ’ {T&] et une fonction g de la manidre suivante.
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=1 et g(t) = g(l)(t) dans (-1, , 1) ,
2
2 T =21 et g(t) =0 dans (-5, -7,(,Jr, , 7)),
~m ) 2 2 L ot
30 '1'2 ‘T\.2 avec v2 tel que 'I'v2 >2 Ti 2 Tl
et g(t) = gp)(t)  dams (-7, ,-1i(, )1, 1),
40 '1'5=-23'1'2 et g(t) =0 dans (-T’,-Tz(.)Tz,Té) ,
3 3 3 6
[ = ! =
5 'r3 'l'\’3 avec Vs tel que Tv3 >2 '1‘2 2 '1'2
ot g(t) = g(5)(t)  dams (-75, -73(, )15, 7,);
on continue ainsi de manidre & avoir toujours :
' = 2V
(4) Tv-l 2 Tv-l
4
Vo o 92V
Tv 22 Tv-l 2 'l'\’_1 .
Montrons d'abord que la fonction g ainsi obtenue est bien telle que ||g-||q <1.
Si on introduit les quantités
Tv T\',
1 1
A, e P PO I I e = I le(0) % et
v v v v
on a
1
N N
et
T ETRRT O o I RTIOPORE Y e AT
A = I'4 t dt = 5 '+ t dt + 50— gt dat ,
= N M O a;-m | S(v) L N
1 ;1 1
A< (1 +=)(1+=) +—==1 .
v P 2v 22v v=-1
On voit facilement qu'on a certainement A <1 + 1 o
v 2v-2
Si T est compris entre Tv et '1'\'. , On 8
T 2T
1 q v 1
(s) ZTI-T lg(t)l dt=?r—-kv<xv<1+27_5 .

Si T est compris entre T\', et T , On a

v+l
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T o1 T -,
-27},. J‘_T lg(t) 12 at = 5 2 +ﬁl (I \.’+ I_TV) lg(vﬂ)(t)lq dt

T
<A +'2%J‘-T IE(\,H)(t)lq dt

1

1

<

< :
2\’1

V+1

1
P

) <1+ .

(1+—L) + (1 +
2v-2 2
Par suite, on a bien
1 T q
(6) lelly = 13m mup 3 [y la(0)® et <n

T
v
Montrons maintenant que 3-,;.— f " f(i)(t) g(t) dt tend, lorsque Vv augmente in-
v Tty
définiment, vers une limite qui est précisément (zo ’ f(i)) . Si on pose

Ty

ﬁl\—)f_% £03)(8) () at = < 4 £5)]

Av=

on a
T
8, < ]—?-,}T I_; f(i)(t)[g(t) - 8(v)(t)] dt|

+ +

Uy =% f1)] -

T\)
ZTL\, I'Tv £05)(t) g()(8) at = <2, £(4)

Pour le premier terme du second membre, on a :

T
v-1
Al r®le - s ] o <

v

T
|2—1}'_ .f_;v f(1)(")[3(*) - s(v)(t)] at

. T, 1 T, 1. T, 1
\)—1|__1____ N P ]F [ 1 f q ]q 1 th]q .
T 2Tv_1£1'v_1|f(i)(t)| at 7t le(t)|%at +E__12‘1‘ 1'Tv-11g(")(t)|

v ve1 V-

D'aprds les majorations (4), (2), (5) et (3), ce terme se majore par

‘ =;_% o/p “f(i)"p {[1 + Zvis]l/q + [1 + 2_:,]l/q

En tenant compte de (1), on obtient donc

1
b, < e, +5+ l(l.v =25 r(i))l ,
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et Av tend bien vers zéro lorsque v augmente indéfiniment, c'est-a-dire, quel
que soit f(i)

T
um—f f(i)(t) g(t) at = (., £05)) -

T—Oeo
v

La fonctionnelle lindaire limite L, appartient donc aussi & ((L)) qui, par suite,

est compact dans la V-topologie de ‘el .

Cette démonstration s'adapte facilement au cas p=1, q=o .

4. Ensemble (N) de semi-normes sur VY .

Dans ce paragraphe, on va définir sur le sous-espace vectoriel séparable ¥V de
#® un ensemble (N) de semi-normes. L'espace Y muni de chacune de ces semi-
normes a des propriétés ressemblant a celles des espaces LPY et la norme ”f“

dans TP d'un élément de Y est la borne supérieure de toutes les semi-normea de

(n) .

(a) Définition de 1'ensemble (N) .

De chaque suite {TV} définissant une fonctionnelle de corrélation, on peut ex-

traire, par le procédé diagonal, au moins une sous-suite {TG] telle que

v 1/
[y ooy TP ]

converge vers une fonctionnelle "f(i)“T' définie sur 1l'ensemble {f(i)} . Comme
v

on a
1i L L ey (8) = £, ()P at < £ £le
e Ty om0 T () <lfg) = feplp -

T ! -
v

on peut prolonger par continuité cette fonctionnelle & tout l'espace V¥ . D'apras
1'inégalité de Minkowski, cette fonctionnelle est sous-additive et elle est positi-
vement homogdne de degré 1 . Elle définit donc sur ¥ une semi-norme
Tl

v 1/p
. 1 P
(1) Ifllge = ( 2im oy §_p, 12(6)(P at .
v Tcam v v

On appellera (N) 1'ensemble de toutes les semi-normes pouvant &tre définies sur

v de cette facon. L'ensemble (N) ne dépend pas de la fonction g(t) mais uni-
quement de l'espace ¥ . En effet, considérons une suite {T'} telle que la limite
intervenant dans (1) existe quelle que soit f dans Y ; étant donnée une fonction

g , on peut toujours, par le procédé diagonal, lui associer au moins une fonction-
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nelle de corrélation correspondant & une sous-suite de {T\')} et & cette sous-suite
correspond la méme semi-norme qu'a {T\')} .

Cet enseable (N) permet de définir la norme || ”p dans V par la formule

(2) | Il = 2 0 gy -

Pour un élément f de V , on a en effet

0
T T,
I£IP = 1im sup 27 l£(t)|P at = 1im -+ |£(t)|P at
P 2T -T 0 0
T 2T !
Tv—ow v v

pour une certaine suite ['1‘ } . Par le procédé diagonal, on peut en extraire une

sous-suite {'1' } définissant une semi-norme de (N) et on a ||f" = ||l ol or,

d'aprds la définition de ||f| ,ona |fjn, <|If ..0n en déduit bien (2)'
P T, P

(b) Propriétés de V muni d'une semi-norme (N) .

L'espace vectoriel (algébrique) ¥ muni de la semi-norme || "'1" a une propriété

intéressante : il est uniformément convexe (si 1 <p< ®) .

On dit qu'un espace vectoriel normé est uniformément convexe si, quel que soit
€>0 (0 < €L < 2) , 11 existe un nombre strictement positlf 6(e) ne dépendant
que de ¢ et tel que les conditioms ||If|j <1, |Ifl <1 et |[f, = £, >e en-

tratnent que

I3, + £l <1 - 8(e) .

On sait que les espaces L? (1 < p <) sont uniformément convexes (CLARKSON
[17])). On va en déduire la propriété cherchée.

On peut écrire
M %
iel2, = lim ?T-,-I_T', l£()|® at = 1im J , le(2ry W) IP au
v v V-

2

= 3.‘_1.: ll£(2ny u)llip ,

cette dernidre norme étant prise dans 1'espace (- l , —l-) .
Supposons que "leT, <1, ”fZHT' <1, Hf1 - f2“’1" ¢ . Etant donné un nom-
v v

bre T tel que 0< T <1, il existe un nombre ‘1‘0 tel que, pour tout T\" ;To ,

on ait

£, (2 u)uLp <1+, |[r(emy u)”Lp <1+7
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et

ll£, (2 w) - £ (2ny u)||Lp 21+ .

D'aprds la propriété de convexité uniforme de 1'espace Lp(- %-, %) , 11 existe un
nombre &(e) tel que :

1 €
"5[1'1(2'1‘\') u) + £(2n) u)]"Lp < [1 - 6(7)](1 +7) .
Comme 1| peut 8tre pris arbitrairement proche de zéro, on a

\1:: "%[fl(z'r; u) + £,(21y u)]l

Lpsl-a(§) ,

c'est-a-dire
- Ll + 1 <1-6(%)
211 2JliTy, < 4"
ce qui montre bien que l'espace V muni de la semi-norme || “T' est uniformément
convexe. v
L'espace Y n'est peut-8tre pas complet par rapport A la semi-norme “ “T‘ s si
v

on considére 1'espace vectoriel normé complet qui lui est associé, c'est un espace
de Banach réflexif d'aprds un théordme de Milman et Pettis (PETTIS [26]).

5. Fonction associée & un sous-espace vectoriel séparable de P .

(a) Condition de convergence vers zéro d'une suite d'éléments de p 03 .

On va d'abord énoncer une condition nécessaire et suffisante de convergence vers
zéro dans X qui ne servira pas directement dans la suite, mais qui est intéres-
sante en elle-m8me. Elle montre une propriété particulidre des espaces P et

amdne 4 une nouvelle expression de la norme dans VY .

Condition de convergence : Pour qu'une suite de fonctions f de WP converge
e (n) 4& ®° comverge

en norme vers zéro, il faut et il suffit que 1'expression

T
x| _p £,(8) &(t) at

(1) . ﬂn(g) = li; sup

tende vers zéro lorsque n. augmente indéfiniment pour toutes les fonctions de 3.

On notera que cette condition est plus forte qu'une condition de convergence fai-
ble ; cela provient essentiellement de 1'emploi dans (1) d'une limite supérieure

au lieu de limites ordinaires.

La condition est nécessaire d'aprés 1'inégalité de H¥lder. Pour montrer qu'elle
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est suffisante, on peut raisonner par 1'absurde et construire alors avec des mor-

ceaux des fonctions f(n) une fonction ¢ de 72 telle que lim sup nn(y) >0,
n—xo

ce qui est contraire aux hypothdses.

En perfectionnant ce procédé et en le généralisant & une suite {f(n)} , dense
dans un sous-espace vectoriel ¥V de P , on obtient le résultat suivant qui, évi-

demment, donne bien davantage que la condition énoncée ci-dessus :

(b) Construction d'une fonction ¢ associde & V .

Au sous-espace séparable ¥V de P » on peut associer une fonction ¢ de 2

telle que d'une part :

Il =1

d'autre part :

s
(1) liell, = 11; sup |5p .f_T £(t) y(t) at
T
(1) = lim sup R ﬁl .f_T £(t) y(t) dt ( R = partie réelle)

T—x

quelle que soit la fonction f appartenant a V¥ .

On aura ainsi une nouvelle expression de la norme d'un élément de V .,

Soit {f(i)} une suite d'éléments de Y dense dans ¥V . On peut supposer que

T
* 21 11O e < @+ i) I o)lE -

Considérons les fonctions . et . de norme 1 respectivement dans ® et m
P3 ¥

et définies par

£,.4(¢)
(3) ¢i(t) = ﬂ§%%SW; et 'i(t) = E&(t) (notation de I-1-(c)).
Si 1<p<wo,ona
T T
—27},-I_T lo, (£)|P at = —27;.- f_T lv; (£)]? at

(4) : )
’?;‘ f_T “51(") ¥(t) at< 1+ 2-[1(1+1)]/2

Construisons deux suites {Tv} , {TQ] et une fonction y répondant aux condi-
tions suivantes :

1° La suite T1 , Ti . T2 ’ Té , «os €8t une suite croissante telle que d'abord

(5) L el N
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2° Dans les intervalles (- T, - TV[ , )'rv , T\;) , on pose
(6) ¥(t) =0 .

3° Dans les intervalles (- Tv y - T¢-1( , )T\',_1 , Tv) s On pose
m He) = vy(8)

v et j étant mis en correspondanée de la manidre suivante :

v|il 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 ...

31

W) 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 ..
igldg + 1)
Une valeur JO de j apparalt pour la premidre fois pour vo = —EL—é;——-—— .
4° On choisit Tv tel que
Vo, _ 52V
(8) (1,22 =2,
Ty
(9) D =% AN NS L P
2 v v 2
T
(10) . 5% I—T Ivj(t)|q dt <1 + ‘%T pour tout T>7T, ,
2

v! étant le plus petit indice tel que V' > v et j(v') = j(v) .

Posons maintenant
T T
N v

‘rvl()lq J o vw)e
A == ¥(£)|? at , A , lv(e)]% at .
v 2t -1

v =i
= 1
v 2Tv

On a immédiatement d'aprés (5) et (6) :

1

et d'autre part, en tenant compte de (7) et (6) :

1 IT\O q 1 J‘T\'J-]_ q 1 ‘I'TV—]. q
(12) A, = 5 2, v (0)] at -z d gy lv,(6)1% at vt ¥ (£) ]2 at

\Y 1

Dans le second membre,

~ le premier terme est compris entre 1 - iv et 1 + lv d'aprés (9),
2

- le second terme est nijoré par év(l + ;v) d'aprés (8) et soit (10), soit (4),

. 1 '
- lé troisidme terme est majoré pfr P A, d'apres (8).
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On en déduit que

(13) -5+ a, <+ +h) L
2v 2v 2“ v zv 2v 22v V-1 ?
d'ou facilement :
1 1
(14) 1-2\,_2@\.@*;:? .

Comme au paragraphe 3, il résulte de la majoration de Av et de (11) que

T
(15) "V”: = li; sup 5% I—T l¥(¢)|Tat <1 .
—
Mais on a aussi
T Tv
lim sup '27rl"r-'r l¥(£)]? at > 1im -2,}.— .f_T ly(£)]% at = 1im A =1 .
T T, TV v N
On a donc exactement
(16) g =1 -

Montrons maintenant que

T

T
(17) lim sup ﬁl I_T tpi(t) v(t) dtl = 11; sup Rﬁl I_T cpi(t) () at =1 .

Psco

Comme cette limite supérieure ne dépasse pas “wi"p "*"q =1, il suffit de montrer
que, pour une suite {Tv,} bien choisie, on a
T

vt
(18) Tnm 2,1,1' I_T C9y(8) 4(8) at =1 .
v'—oﬂ’ v v

Comme suite {Tv,} » on peut prendre la suite des T, tels que
¥(t) =v,(¢t) dans Jr¢  , 7)) ,

c'est-d-dire que la suite des valeurs V' de Vv est telle que j(v') =i . Ona

T
\Y vi=l vt-l
S A (O] L TP iy iy YO L s Sy e O
[] V! vi=l ! viel
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v [
2, e @ (%) ¥(t) at - Av,|

T 1 T 1
T T vi=1 - v'=l -
v'=l v'-1 1 I P P 1 I
S A, *+ o (£)1 dt> s [¥(£)]? at)?
T vi-r TN S, EEA N

T 1 1
-1 P q
< Tv' [Av'-l +2 (kv'-l) ] ‘

Le second membre tend vers zéro lorsque v' augmente indéfiniment et Av' tend

vers 1 . On obtient donc bien 1'égalité (18), donc (17).

En revenant & la définition (3) de 9, »ona

T T
1 . 1 :
lig-:up '?_—T' f_T f(i)(t) ¥(t) at] = llgjup R =5 f_T f(i)(t) y(t) dat = ||f(i)||p
et comme {f(i)} est dense dans Y , on en déduit facilement (1) et (1').

Dans le cas ou p=1, q =« , on peut construire § de la m&me fagon. Si V¥
n'est pas formé uniquement de fonctions nulles, la relation (16) est évidente et 1la

fin de la démonstration s'adapte facilement.

6. Nouvelles expressions de la norme dans " .

(a) Expression de la norme au moyen des fonctions de @,

(1) el = o, e I 1) g(t) at
(2) = sup lim sup R—-‘-IT £(t) g(t) at .
leflgr e FF T
On a en effet :
T T
(3) lin sup & {_p £(t) g(t) at < 1im sup |3’% I_T £(t) g(t) dtI < llsll, Nl

et d'autre part, en considérant la fonction g, =‘§"f”;p/q qui est de norme 1 ,
on obtient :

T T
lim sup R-E% I-T £(t) gl(t) dt = “f”p < sup lim sup ® E% I—T £(t) g(t) at .
2o el 7o

En comparant avec 1'inégalité (3), on obtient le résultat cherché.
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(b) Expression de la norme au moyen des fonctionnelles de corrélation.

Si f appartient & un sous-espace vectoriel séparable ¥ de P , on peut uti-
liser les ensembles ((L)) ou (L*) pour définir la norme :

(4) f]_ = ¢, 0 = R, £
el &11115 (3(33 { )
(5) = sup |2, D) = R, £ .
(L. @)

Dans les deux cas, on a en effet
(6) R, 0 <, ol <l el

et pour avoir une inégalité en sens inverse, on considdre une fonctionnelle de cor-
rélation de f avec ¥ et définie par une suite {Tv] telle que

T
m R———~r = u <1 I = .
1i 7T £(t) y(t) at 11:_: P Ropd_p £(t) ¥(t) at ||f||p

T =
v

On obtient :

el < swp Rt 0
S @

d'ou les relations cherchées par comparaison avec l'inégalité (6).

(c) Points extrémaux de la boule unité de Sl

On dit qu'un point x d'un ensemble convexe K est un point extrémal de K
s'il n'appartient & aucun segment ouvert ayant des points de K pour extrémités,

c'est-a-dire s'il ne peut se mettre sous la forme

=Ax1+(1->\)x2, 0<A<1

x, et x, étant deux points distincts de K .

Les ensembles de fonctionnelles de corrélation ((L)) ou (L*) contiennent tous

. ¥ »
les points extrémaux de la boule unité s de V , espace dual de V .

On peut démontrer ce résultat d'une fagon analogue & celle qui est utilisée par
DUNFORD-SCHWARTZ (D. S., p. 441) pour des espaces de fonctions continues.

Comme (L ) € (L)) , il suffit de considérer 1'ensemble (L ) . Soit C(L ) la
fermeture dans la V-topologie de ‘el des combinaisons convexea finies d'éléments
de (L) . Les propriétés élémentaires des ensembles convexes (p. s., p. 415) mon-
trent que C(L*) cs .

Pour obtenir une inégalité en sens inverse, considérons une fonctionnelle Lo

n'appartenant pas a C(LV) . D'apr®s un théordme de séparation (D. S., p. 418), il
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existe un élément x de V (considéré comme dual de V" muni de 1a Y-topologie)
tel que

R(L',I)Sc-£<c$ﬁ(lo,x)

quel que soit 4, appartenant a (L') .

¥
D'aprds les résultats de (b), on a “x"ps ¢c-¢ , et donc ||l,0“ 2?-%—5- >1 .

4, n'appartient pas a 8" , ce qui donne 8" ¢ C(L*) . On a donc exactement

C(L*) = .

D'aprds une réciproque du théordme de Krein-Milman (D. S., p. 440), on déduit que
tout point extrémal de la boule unité a* appartient & (L’) .

St m®
-ttt -
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CHAPITRE III

Fonctions et ensembles de corrélation

Dans ce chapitre, on s'intéressera au groupe des opérateurs "translation" défini
dans 1'espace P par

T £=¢f_ |, TER: g?oupe additif des nombres réels.
Comme la norme dans m? est invariante par translation, ce sont des opérateurs
de norme 1 :
T/l =1 quel que soit + .
Si on restreint & l'espace mg le domaine dans lequel opdrent ces transforma-

tions, la correspondance T —> TT est une représentation fortement continue de

R dans un groupe d'opérateurs uniformément borné sur 1l'espace mg .

Soit f wune fonction appartenant a mp et soit Yf le sous-espace vectoriel
complet engendré dans 3° (ou mg ) par 1'ensemble {fT} = {TT f} des translatées
de f . Comme f est continue en norme dans WY ’ Yf peut &tre engendré par

1'ensemble dénombrable {fT }, on [Ti] est une suite dense sur R . Par consé-
i

queﬁt Yf est un sous-espace vectoriel séparable de mp auquel on peut appliquer

les résultats du chapitre précédent.

1. Fonctions de corrélation.

(a) Définition.

Etant donnée une fonction g de nd , & toute fonctionnelle de corrélation entre

v,

) et g correspond une fonction de la variable réelle h

T

(1) v(b) =, £,) =<, £ } = Tum ﬁl' .f_T £(t + n) g(t) at .
v

~—c0 v v
v

On appellera cette fonction "fonction de corrélation™ entre f et g .

Inversement, & toute suite [Tv} telle que la limite (1) existe, il correspond

une fonctionnelle de corrélation entre Yf et g .

(v) Propriétés.
L'inégalité de Holder montre immédiatement qu'une fonction de corrélation y est

une fonction bornée par Hf"p Hg“q .et uniformément continue sur R .

D'une manidre plus précise, si p > 1 , on a le résultat suivant : Une fonction
de corrélation relative a une fonction f de mg n mﬁ (p > 1) est une fonction
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faiblement presque-périodique (fonction d'Eberlein) (voir 1la définition et les pro-

priétés des fonctions d'Eberlein au Chapitre V-B).

Soit en effet vy une fonction de corrélation entre f et g définie par la

suite [Tv} . On considére 1l'espace Yf muni de la semi-norme définie par une

sous-suite {T&} de {Tv} comme au paragraphe 4-(b) du chapitre II. Dans cet es-

pace (supposé complété) le groupe des opérateurs "translation” TT est encore une

représentation fortement continue du groupe additif R et ces transformations

sont

uniformément bornées car la semi-norme est invariante par translation. D'aprés un
théordme d'Eberlein, rappelé en V-B-2-(h), et d'aprds II-3-(b), on obtient bien le

résultat cherché.

(c¢) Convolutions par des mesures de Radon.

Toujours dans le cas ou f appartient & mg n mi , les moyennes sont invariantes

par translation (1-2-(p)), ce qui donne

N

V///

47

il

// dh T,

(1) v(R) = (&, fydep g = {6y v Dy )
v v

et si u est une mesure de Radon (I-4), on a, avec
po(t) = p(-t) 2

(2) ( y £ 2 ) ’( * » f)
€4 fam gy = au ) gy
(3) <g ’ (f L “)h>{TV} = (g * “'- ’ fh>{Tv} .
En effet, soit A = (- M , M) un intervalle symétrique

de R . En considérant le changement de variable o = - u ,

p=t-u:

T T
L o0 Jy 2w ) =g Ly 1) ], -0 w7 o1,

Iv étant une intégrale étendue au domaine hachuré de la figure. Soit D le do-

maine formé des deux carrés

-H<a<H,Tv

On peut majorer Iv

H81d :

1
< [-2-;- 1 161® a7l as]? [ 1 lete - 91% als7l(@ as]*

-M<B< TV +M et -M<a< M, - Tv -M<B<-=- Tv +M .

par une intégrale étendue & D , puis par 1'inégalité de

v II 1£() gla - )| alu"|(e) a8

|
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Lorsque v augmente indéfiniment, le second terme reste borné (I-4-(b)), et le
premier terme tend vers zéro car f appartient a M£ . En faisant tendre M vers
1'infini, et en tenant compte de la continuité des opérateurs de convolution
(I—4-(b)), on obtient bien (2), et comme (f = p)h = fh % , on en déduit (3).

2. Ensembles de corrélation.

Lorsque la fonctionnelle £ parcourt 1l'ensemble (Lg) » on obtient une famille
(Fg) de fonctions de corrélation qui sera appelée ensemble de corrélation des
fonctions f et g .

Lorsque £ parcourt ((L)) , on obtient un ensemble ((I)) qui sera appelé ensemble
total de corrélation de la fonction f . '

D'aprds les propriétés des ensembles de fonctionnelles (§ 2 et 3 du chapitre II)
les ensembles de corrélation (rg) ‘ou () sont des ensembles uniformément bornés
et compacts par rapport & la convergence ponctuelle. D'aprés 1'inégalité de Hblder,
ils sont équicontinus et sont donc aussi compacts par rapport & la convergence uni-

forme sur les ensembles compacts de R .

L'ensemble ((I)) & une propriété importante : il est toujours invariant par

translation.
Supposons en effet que
v
(1) v(n) = 1lim = I 2t +n) a(t) at

T - ZI'V —Tv
v

et considérons la translatée Yy de vy définie par

Ttk

(2) y(h + k) = 1im 5%- f_T b Tt +n) gt - 1) at .
T = v v

On peut toujours supposer, en extrayant au besoin une sous-suite, que
Tv-l
(3) lim 'T— =0 .
v Ty
Soit g' 1la fonction telle que
g'(t) =0 pour t appartenant a 1'intervalle (- T, -k, =T, + k),
(4)
g'(t) = g(t - k) ailleurs.

On a
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T, +k Tv"'k
(5) l 1 IT 4 T(t + 1) glt - x) at - '2'T1—v I‘Tv'k £(t + n) g'(t) at

T +k
1 v-l‘rn
——VZ -k [£(t + n) g(t - x)| at .

On peut majorer en module cette dernidre quantité par

T ,+k 1 T _+k 1

A P N I S U R e P

ST L -k f(t +h dat ¥ R - glt -k dt
v V-1 v 1

v—
+k|: J‘Tv'1+k l ( )lp ]1 [ J"I'
< f(t+h dt
T\o 2(Tv_1+k) -Tv 1 2[T_ , +k) 'I‘

Cette quantité tend vers zéro lorsque Tv augmente indéfiniment A cause de (3). En

prenant les limites dans (5), et en tenant compte de (2), on obtient

+k

-1 L
& le(t-x)|1 dt]q .

T +k
( ) = 1i 1 I £(t +n) g'(t) at
ylh + k) = m o + g .

T_mzl'rv+k) T\,k
Yy est donc aussi une fonction de corrélation correspondant & la fonction g' et
3 la suite {T + k} . Comme on a évidemment ||g'||q < "guq <1, vy appartient
aussi & ((I)

Si on considére 1l'ensemble E (I‘g ) , il n'est pas en général invariant par

k
translation. Une condition suffisante pour qu'il le soit est que soit f , soit g

appartienne & 1'espace Jl’.r correspondant, et une condition suffisante pour que
U (I' ) soit invariant par translation, quelle que soit g , est que f appar-
tienne a Jﬂ.p .

3. Expressions de la norme d'une fonction de mz .

Si f appartient & 1l'espace mg , les évaluations de la norme données au para-
graphe 6-(b) du chapitre II peuvent se traduire immédiatement sur les ensembles de
corrélation. On obtient

"fll = SUP |y(0)| = sup ® y(0) ,
((y (iw)

f. =lu|(h)|=uﬂ(h).
aly @ @

La norme étant invariante par translation, on peut écrire
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liell, = &Fﬁ ly(n)| = sup &;ﬁ ly(n)| = &;5 sup ly(m)|

= sup R y(h) = sup sup R y(h) = sup sup R y(h) .
(1) h () (M n

En introduisant la fonction ¢ relative a ?f H

lell, = aup) ly(0)| = sup_ |v(n)|

(r

sup sup_ |y(h)| = sup sup |v(n)| ,

R r* n (T, rv) h

=s8up Rvy(0) =sup Rvy(h) =sup sup R y(h) = sup sup R y(h) .
Iy (rv) h r') r') h

4. Opérations sur les ensembles de corrélation.

(a) Translations.

Si (') est un ensemble de corrélation entre f et g , formé des fonctions vy,

1l'ensemble de corrélation entre fk et g est formé des fonctions Yy ¢

Comme 1l'ensemble total de corrélation (') de f est invariant par translation,

toutes les fonctions fk 1'admettent comme ensemble total de corrélation.

(v) Sommes de fonctions.

Soient (I'') et (I'") 1les ensembles de corrélation correspondant A deux fonc-
tions f' et f" et & une mdme fonction g , et soit (I') 1'ensemble correspon-
dant & A, £r(t) + A, fo(t) .

D'aprds la définition des fonctions de corrélation au moyen du procédé diagonal,

on a
(r) A (r) +2a,(r")

A(r) étant 1'ensemble formé des produits par A des fonctions de (I') et
(r*) + (r*) 1'ensemble formé des sommes d'une fonction quelconque de (I'') et

d'une fonction quelconque de (r") .

(c) Passage 4 la limite. Convolutions.

Soit {f(n)} une suite de fonctions de mz qui converge dans mg vers f , et
soit ¥ 1le sous-espace vectoriel complet engendré dans m{ par les espaces ¥ (n)*
f

C'est un espace séparable qui contient 1'espace Yf « Chaque fonctionnelle de cor-

rélation entre un espace V¥ (n) (ou Yf ) et une fonction g de 72 e prolonge
£ . .

par le procédé diagonal en au moins une fonctionnelle de corrélation entre YV et
g et, inversement, & une telle fonctionnelle, correspond une fonctionnelle de cor-

rélation entre chaque ?f(n) (ou Ve ) et g . On en déduit en particulier :
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- (@) Toutes les fonctions de corrélation de f s'obtiennent a partir de toutes

les fonctionnelles de corrélation :

v(n) = ¢ , f,) avec = (Lg) <> ye (l'g)
ou Le(I) <> yel() .

- (a) Toute fonction de corrélation de f est limite uniforme de fonctions de cor-
rélation des f(n) H

(4, £) =1lim (&, f}(l“)) (uniformément en h ).
o

- (y) Si f =y est la convolution de f par une mesure de Radon u , les fono-

tions de corrélation y' de f #pu se déduisent de celles de f par 1'opération

de convolution ordinaire y' =y % car d'aprds I-4-(b) et (c) :

v'i(h) =, (fap))=(,f «p)= J:, &, 1,0 du(a)
vl w) ) = (e .

Comme vfﬂb = Yf (1-4-(c), (@)), on obtient ainsi toutes les fonctions de corré-

lation de f = u



42

CHAPITRE IV

Fonctions MP-constantes. Moyennes généralisées

1. Fonctions IMP-constantes.

(a) Définitions.

On appellera fonction TP-constante une fonction k de P constante en norme,

c'est-a-dire telle que Hk - k“ = 0 quel que soit le nombre réel T .

On appellera %P 1'ensemble des fonctions IP-constantes. %P est évidemment un
sous-espace de Jﬂz , et il est facile de voir que c'est un sous-espace vectoriel de
7P , complet par rapport A la norme Il “p

(b) Exemples de fonctions NP-constantes.

Exemple 1 : k(t) = kX (constante).

Exemple 2 : k(t) = exp i loglt| ; “k“p =1 quel que soit p >1 (fonction
bornée, sans moyenne et ayant une moyenne quadrathue).

Exemple 3 : k(t) =1 + exp i log|t| ; ||k"2 =2 + /2 (fonction bornée, sans
moyenne, sans moyenne quadratique).

) k(t)=n1/2p si n2<t<n +,,/- (n:l, 2, ...)
Exemple 4 : llk]]
k(t) = 0 ailleurs
(fonction non bornée, de moyenne nulle et ayant une moyenne d'ordre p ).
k(t) = n(zn'l)/zl’ si n"<t<n*+, 8 (n=1,2,...) i i
Exemple 5 : : =
k(t) =0 ailleurs P LU/p
(fonction non bornée, de moyenne nulle et sans moyenne d'ordre P ).

(c) Rapports entre les espaces x’ .

- (o) Soient k' et k" deux fonctions appartenant respectivement aux espaces xp

P’ 1,1 1
et X avec p+§T s<1.

Le produit ponctuel k = k'.k" appartient & 1'espace x° . Conséquence immédiate
de 1'inégalité triangulaire dans #° et de la meconde inégalité de Holder.

- (B) 8i k appartient & xp (1<p< ®) , X appartient 3 xq . On a en effet
k =k (dans P ) et, d'apris les résultats de I-1-(c), k = ¥ (dans ).

- (y) Si k appartient & %P, |k|P appartient & X' .Si 1<p<w , cela ré-
sulte immédiatement de () et (B) et si p = 1 , cela provient de 1'inégalité

[e(t + )| - |x(£)]] < [e(t + 7) - x(¢)]
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qui donne

e, | = Tellly < Jie, = ¢, =0 .

(d) Fonctions et ensembles de corrélation.

Si £ est une fonctionnelle de corrélation entre Yk et g, ona
Y(T)S(l,k>=(!o,k>=0.

Toutes les fonctions de corrélation d'une fonction M?—constante sont des cons-
tantes ordinaires et les ensembles de corrélation sont des ensembles bornés de
fonctions constantes.

(e) Les fonctions MP-constantes sont NP-régulidres.

I1 faut démontrer que si k(t) est une M-constante, on a
1 T+h
(1) lim sup ¢ fT k()P dt = 0
Tt
quel que soit le nombre réel h .

Comme |l<(t)|p appartient & X' , on peut écrire
L (" P P
(2) o R [Ik(t +n)|? - Ik(t)l] =0 ,

ce qui donne
~T+h T+h
(3) lim -—- .f - le(e)[P at =0 .

En changeant T et h en T-h et -h, puisen T ~2h et h, T -3h et
- h , etc.

1 I—T+h J.'1‘-11 P
(4) a5 e poon | [K(B) [P at =0,
~T+3h  P-h
P
(5) - (f rezn = dn. Zh) le(£)I” at =0,
~T+3h  (T-3h
1 P gt =
(6) ln o (‘r-mzn - fT_4h) le(t)|P at =0 , ete.

Supposons alors qu'il existe un nombre h et une suite [Tv} , tendant vers 1'in-

fini, telle que

T +h
1 Y P
lim ?T"JT |k(¢)|P dt =€e>0
T, v
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ou, ce qui est équivalent d'apras (3),

-T +h
1 J v P
lin 5 J lk(t)|Pat =e>0 .
v

On va montrer que cette hypothése est en contradiction avec le fait que x(t) ap-
partient a ¥ . D'aprés (4), (5), (6), ...,

Tv—h
1 P4t =
Tlim 57 I& —2h Ik(t)l dt = ¢ ,
-0 STy Ty
v
' . I_Tv+3h .
lim > J g +2h [k(£)|P at = ¢ , etec.
T = "7V v

Considérons alors un entier n tel que n > Hk”;/e . 0na

T +h T -h 7 ~(2n-1)n
U (e J‘" v P P
(7) Tun—z-,r—- p tpoonteer v om ()P at = (n + 1)e > lell3
—o Ty v v Y

v
Comne [Tv} tend vers 1'infini, tous les termes de la suite & partir d'un certain
rang sont supérieurs & 2nh . Le premier membre de (7) est donc certainement infé-

rieur a

T +h
) 1J‘" P P
(8) 11; SUP 5~V _p _p le() P at < ”k“p .
—0 ) )
v
Les deux inégalités (7) et (8) sont contradictoires si € est différent de zéro.
On doit donc avoir

T+h
1

lim IT Je(t)|P? dat = 0
Toto

k appartient biend ¥ , etona xP s .

L'inclusion est une inclusion stricte : xp c mﬁ car, par exemple, la fonction

f: t —> exp 2int appartient a mg quel que soit p et
flexp 2in(t + 1) - exp Ziﬂtup = |exp 2int = 1| #0 si T n'est pas entier.

Remarque. - On n'a utilisé le fait que k est une fonction mP-constante que
pour obtenir 1l'égalité (2) et la suite de la démonstration s'appuie uniquement sur
cette égalité. On en déduit qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction f de NP appartienne mg est que (2) ou (3) soit vérifide quel que
soit h (I-2-(c)).



FONCTIONS mP-CONSTANTES 45

2. Fonctions a(U) associées A une fonction de mg .

Etant donnée une fonction f appartenant a mg , on va chercher & lui associer
une fonction JP-constante ayant certaines des propriétés formelles des moyennes au

sens habituel. Ce sera la limite dans m? (si elle existe) des fonctions

a(t) =f « m(U) ,

définies par
1 [°
a(U) = 37 YU £f(t - u) du ,
m(U) étant la fonction égale A 5% dans 1'intervalle (- U, U) et & zéro ail-
leurs. On appellera moyenne généralisée cette limite et on la notera M f :

1
a=Mf=1in I a(0) = 1in 7 £ » m(v) .
g o U0 ‘
Les propriétés de la convolution (I-4-(c)) montrent immédiatement que :

- (a) a(U) appartient & V. (I-4-(c), (a))

la(@il, < li£ll, (@, =l
la (@) - (@]l < li#l = (0) = (@, = ligll, 5 -

- (b) si a(U) converge dans 7P , elle converge vers une fonction JF-constante.

Cela résulte de cette dernidre inégalité et de 1'inégalité triangulaire dans 7P,

- (c) a(U) appartient & 1'enveloppe convexe fermée de 1'ensemble [fT} , car
m(U) est non négative et de norme 1 (I-4-(c), (B)).

- (a) S5i (r) eat un ensemble de corrélation de f , l'ensemble (r*) correspon-

dant de a(U) est constitué par les fonctions

v' =y amn(U) , v € (T)

V) mgd Sy w e (1mma(e), (1)

3. Conditions d'ergodicité.

(a) Définitions.

Lorsque la fonction f de m{ possdde une moyenne généralisée a , on dira que

f est une fonction ergodique de mz .

Si, quel que soit A réel, la fonction f(k) : t — f(t) exp iAt est une

fonction ergodique, on dira que f est une fonction totalement ergodique de mﬁ o
La moyenne généralisée
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8 =';f()‘)

sera appelée coefficient de Fourier généralisé de f relatif a A .

On appellera &P et E{ respectivement 1'ensemble des fonctions ergodiques et
totalement ergodiques de mg .

(v) Caractérisation des éléments ergodiques.

On va caractériser les éléments de &P d'aprés les propriétés de leurs ensembles
de corrélation.

Pour que a(U) converge, il faut et il suffit que ||a(u) - a(V)"p tende vers
zéro lorsque U et V tendent simultanément et indépendamment vers 1'infini. On
peut utiliser les expressions de la norme (au moyen des ensembles de corrélation),
données au paragraphe 3 du chapitre III,

U

\j
la(@) - a(v)]] = [ I viw) e = 52 L) () o]

sup
((r)) ou (r')
§ étant toujours la fonction associée & 1'espace Yf .

Pour que a(U) tende vers une limite, il faut donc d'abord que toutes les fonc-
tions de corrélation de f aient une moyenne : cela est certainement réalisé si f
appartient a Jr.lc’ n Juﬁ (1 <p<w) (d'aprés III-1-(b) et V-B-2-(c)).

I1 faut ensuite que cette moyenne soit atteinte uniformément sur 1'ensemble de
corrélation considéré : on dira dans ce cas qu'un tel ensemble est uniformément
moyennable. D'aprds les expressions de la norme, ces conditions sont aussi suffi-

santes. On peut donc énoncer :

THEOREME. - Pour qu'une fonction f de m{ ait une moyenne généralisée, il faut
et il suffit que 1l'une des conditions suivantes soit réalisée :

1° L'ensemble de corrélation de f et d'une fonction quelconque de 7! est uni-

formément moyennable.

2° L'ensemble de corrélation de f et de la fonction ¢ associée & Yf est

uniformément moyennable.

30 L'ensemble total de corrélation de f est uniformément moyennable.

~ (c) Exemples de fonctions ergodiques.

On voit immédiatement que si k est une fonction m?—constanto, on a

k #m(U) =k , d'od Mk=k .
4
D'autre part, dans tous les espaces m? , On a
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Mexpilt =0 8i A £0 et Mexpidt =1 8i A =0 .
€ €

On en déduit que les fonctions exp it appartiennent aux espaces 5£ et que
P P
xcét'

4. Propriétés de la moyenne généralisée.

(a) Norme de la moyenne généralisée.

D'aprds 2-(a), on a "‘“p = ": :“p < “f"p .

On peut avoir une expression précise de la norme au moyen des ensembles de corré-

lation. On a
U]

1 I—U v(u) dul

() ou (r,p) »

Si a(U) converge vers une fonction TP-constante a , on obtient en tenant

s, =

compte de la propriété d'uniformité des ensembles de corrélation
lall, = Im £f] ) = sup |my| = sup My
Tl @)
en notant My la moyenne ordinaire de la fonction Y :

1
My = lim == J__ y(n) dn .
B 28 -H

(b) Propriétés de l'ensemble des translatées d'une fonction de &P .

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f de m: appar-

tienne a &p est que l'enveloppe convexe fermée de 1'ensemble [f_r} de ses trans-

latées contienne une fonction NP-constante. Cette fonction est unique et est la

moyenne généralisée de f .

D'aprds la définition de 5p et 2-(c), la condition est nécessaire. Pour montrer
qu'elle est suffisante, supposons qu'il existe une fonction TP_constante a dans
1l'enveloppe convexe fermée de {f1} , et montrons qu'elle est limite dans P de
f « m(U) lorsque U augmente indéfiniment. Elle sera bien la moyenne généralisée
de ¢t ot sera unique, car f =» m(U) ne peut pas converger simultanément vers deux
éléments différents de X .

Etant donné ¢ > 0 , on sait qu'il existe une mesure de Radon ¢ non négative,

de support fini et de norme 1 , telle que
€
Itwe-o <3 .

D'autre part, on peut toujours trouver un nombre U(e) tel que U > U(e) entratne
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que
€

lle % a(0) - 2], < .
b < 27
Alors, dés que U > U(e) , ona ¢

lla - £ = n(U)“P.s la * m(U) = £ % c = m(U)uP + |1 2 [c «m(U)] - "(U)“p‘$ e .

Lorsque U augmente indéfiniment, f w m(U) tend donc bien vers a et f appar-
tient & &P .

(¢) Relation entre la moyenne généralisée et la moyenne ordinaire.

Une fonction ayant une moyenne généralisée n'admet pas toujours une moyenne au
sens ordinaire Mf (1-(b), exemples 2 et 3) et inversement, une fonction ayant une
moyenne ordinaire n'admet pas toujours de moyenne généralisée (5-(c), (y) 4°). On a
cependant une relation entre la norme de la moyenne généralisée et la moyeune supé-

rieure

= I(LO ’ f)l ’

Mf = 1lim sup Iﬁ I_T £(t) at

T

Lo étant une certaine fonctionnelle de corrélation entre Vf et la fonction cons-
tante et égale & 1 . On a d'abord

lttg » &) < (0], < ()],
et d'autre part, dés que f appartient a n [oua ® pour p>1 (I-3-(d))],
1, fx» n(U)){Tv} = (1 #a(U) , f){Tv} =Ly, D
d'aprds III-1-(c). En passant & la limite sur U , on en déduit que
M < “a"l 8i f€ & nN ou & (p>1)

< lall, = My| si fe & .

() ou (1)

5. Propriétés des espaces gP et 52 .

(a) &p 3£ 5{ sont des sous-espaces vectoriels complets de mz .

I1 est facile de voir que les deux espaces sp et 52 sont des sous-espaces
vectoriels de mg .sur & (ou &;It’ ), les opérateurs £ —> £ *#m(U) , £ —>Mf
et £ —> M f(k) sont des opérateurs linéaires de norme 1 d'aprés 2-(a) et &

4-(&). On en déduit que toute limite dans m? de fonctions de &p (ou 5¥ ) ap-
partient aussi a sp (ou 52 ) et que, par conséquent, sp et 5{ sont des espa-
ces complets.
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(b) Relations entre les espaces & et X .

Soient k et f des fonctions appartenant respectivement aux espaces %P et

1
EP avec ~% +‘%7 = i-s 1.

Le produit ponctuel k.f appartient a 6' setona Mk S =kMSf .,

g g
L'enveloppe convexe fermée dans X de 1'ensemble {(k.f)k} = {kT.fT} est celle
de 1'ensemble {k.fT} . Elle contient donc la fonction N -constante k M f . D'a-
prés 4-(b), on en déduit le résultat. &

(¢) Relations d'inclusion.

- (a) Si p>p', gP c 5p' et 5€ c 52'. - Cela résulte de 1'inégalité entre les
normes des espaces ¥ (I-3-(d)). Les inclusions sont strictes, car si on consi-
ddre les fonctions k définies dans (1—(b), exemple 4) qui sont mP-constantes et
appartiemnnent donc & &° et &5 , ona "kp'“p =®

- (B) I1 n'y a pas de relation d'inclusion entre 5p et mﬁ . = La fonction f

2
considérée ay paragraphe I-3-(c) n'appartient pas a m; , mais, 8i p>1, elle

est telle que a = 0 , car "a(U)"p tend vers zéro avec % .Si p=1, il suffit
de considérer la fonction t —> f2(t) exp 2int .

-(y)Ona 55 c &p c Mg . = Les relations d'inclusion faibles proviennent des dé-
finitions. Pour montrer que ces inclusions sont strictes, on ve construire une
fonction de mﬁ n'ayant pas de moyenne généralisée.

Dans les intervalles (- (v + 1)! , =vi(, Jv!, (v +1)!) , on pose

f(t)-expain-}, J=1,2, .
les entiere v et j étant mis en correspondance comme au paragraphe 5, 3° du
chapitre II.

1° La fonction f est bornée, de module 1 . Elle appartient donc a m? et mg
quel que soit p : "f"p =1 .

2° Elle est continue car J divise toujours v! , et elle est uniformément con-
tinue car l'ensemble des fonctions exp 21n§ est équicontinu. Elle est donc cer-

tainement continue en moyenne asymptotique.

39 L'ensemble de corrélation de f avec f contient en particulier les fonec-
tions vy définies par
v(n) = exp 2ind- v Jo =142, eue
Jo
obtenues par des suites {Tv,} telles que T , = (vt +1)! avec v' = v(jo) . Cet
ensemble n'est pas uniformément moyennable. f n'appartient pas a sp et par
suite & c & .



50 CHAPITRE IV

4° La moyenne ordinaire de f existe cependant : si v! < T < (v + 1)1,
T T
|-5} I_T £(t) dtI = l% Iv, exp 211% dtl s'rva:
qui tend vers zéro si T augmente indéfiniment.

59 Considérons maintenant la fonction g(t) = f(t) exp 4int . On a

1 U 1 U
Ib(v)| = 5T I—U g(t +u) du| = 5 f-U f(t + u) exp 4inu du
1 1
< 77 89P =70

j Zin(% +2)

b(U) tend vers zéro uniformément et a plus forte raison dans 7P . La fonction g
appartient donc & &p mais elle n'appartient pas a s: car
t —> f£(t) = g(t) exp 4int

n'a pas de moyenne généralisée. On a donc l'inclusion stricte 52 cgP.

6. Convolutions généralisées.

(a) Polyndmes trigonométriques généralisés.

Si k est une fonction mp-constante, le produit ponctuel
k()‘): t —> k(t) exp it
appartient aussi a 82 et, d'aprés 3-(c) et 4-(b) :
:k(t)=0 si A£0 .

Comme 1‘espace 52 est vectoriel, on voit que 1'espace gp des polyn8mes trigono-

métriques & coefficients #-constants (polyndmes trigonométriques généralisés) est
un sous—espace vectoriel de sz .

(b) Convolutions généralisées.

Dans le cas de fonctions appartenant & 52 , on peut étendre la famille des opé-
rateurs de convolution par des mesures de Radon par certaines limites de tels opé-
rateurs. Ces limites peuvent se représenter par des moyennes généralisées qui exis-
tent d'apréds la définition de 52 .

Soit p un polyndme trigonométrique ordinaire

p(t) =24 expipt ,
T

dont les coefficients de Fourier du sont des constantes ordinaires et soit p(U)
la fonction définie par
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p(t.U)=2—,11p(t) 8i -USt<U

=0 ailleurs.

Si f est une fonction de 5{ » la convolution f # p(U) converge dans nP lors-
que U augmente indéfiniment vers une limite qu'on notera f * P (convolutionv
généralisée de f par le polyndme trigonométrique ordinasire p ). Cette limite est
le polynSme trigonométrique généralisé

(£ » p)(¢t) = E dM au(t) exp iut ,

ol les fonctions MP-constantes au sont les coefficients de Fourier généralisés
de f relatifs aux exposants u .

(c) Propriétés de la convolution généralisée.

L'ensemble des polynSmes trigonométriques ordinaires est une algdbre par rapport
a la convolution au sens moyen qu'on vient de définir. La convolution généralisée

permet une représentation de cette algdbre sur l'espace 55 . On a évidemment
[(faplap=[r&plap =falp &p"]

U
1 |
e = (O, < e, 55 J_g Io(e)] at < fill 1ol

aon i # Bl < el fel -

La convolution généralisée par un polyndme trigonométrique est un opérateur borné
de 5£ sur g? . D'une manidre plus précise, comme les fonctions f # p(U) appar-
tiennent toutes & 1'espace V. (1-4-(c) et (a)), £« p appartient aussi a v,
et la convolution généralisée est un opérateur de V. sur Vo n gp .

(d) Ensembles de corrélation d'une convolution générdlisée.

D'aprés III-4-(¢), (y), si (I') est un ensemble de corrélation de f , 1'ensem-
ble de corrélation (I'') correspondant de f # p est constitué par les convolu-
tions (en moyenne) y' =Y #p, vy €(r), od 1a convolution (en moyenne) # est
définie par la limite ordinaire

U
1
' = - (h - u) p(u) du .
y'(n) = 1lim 554y ¥ u) p(u) du
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CHAPITRE V

Fonctions presque-périodiques ordinaires

Avant d'étudier les différentes notions de presque-périodicité dans les espaces
lﬁ s on va rappeler dans ce chapitre les définitions et les principales propriétés
des fonctions presque-périodiques continues ordinaires et en particulier les pro-
priétés des ensembles compacts de telles fonctions.

A. Fonctions presque-périodiques

1. Définitions.

Un ensemble E de nombres réels est dit relativement dense s'il existe une lon-

gueur £ > 0 (longueur d'inclusion) telle que tout intervalle de longueur supé-
rieure &4 £ contienne au moins un point de E .

Soit x une fonction complexe de la variable réelle t . Un nombre T est appe-

16 nombre de translation de x par rapport & ¢ s&i

sup |x(t - T) - x(t)l < E .
t

On appellera E(e , x) 1'ensemble de ces nombres de translation.

Une fonction x est appelée fonction presque-périodique ou fonction de Bohr si

elle est continue et si, pour chaque ¢ > 0 , l'ensemble E(e y x) est relative-

ment dense.

2. Propriétés élémentaires (BESICOVITCH [16]).

(a) Une fonction presque-périodique est bornée et uniformément continue.

(b) Théordme de Bochner. - Une fomction x continue et bornée de la variable

réelle t est presque-périodique si et seulement si 1'ensemble {xT} de ses

translatées est relativement compact dans 1'espace Q(R) des fonctions continues

et bornées de la variable réelle t munie de la norme de la convergence uniforme

Hx"c = sup |x(t)| .
- t

(e) Espace des fonctions presque-périodiques. - L'espace U de toutes les fonc-

tions presque-périodiques est un espace de Banach complexe par rapport a4 la norme

de la convergence uniforme.

(d) Le produit de deux fonctions presque-périodiques est encore presque-périodi-
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que et l'inaginaigg conjuguée d'une fonction presque-périodique est presque-pério-
dique : U a une structure d'algdbre de Banach involutive.

(e) Existence de la moyenne. - Une fonction presque-périodique a une moyenne

) )
1 1

lin ET’f-m x(t) dt = lin 5 Jpx(t +2) dt =¥x [ou M, x(t) ],
! +0 T—m

la convergence étant uniforme par rapport & a .

(£) Convolution. - Si x et y sont deux fonctions presque-périodiques, la con-
volution définie par les moyennes

z2(t) = (x 2 y)(t) = M x(t - 8) y(8) = M x(s) y(t - 8)
est aussi une fonction presque-périodique.

(g) Série de Fourier d'une fonction presque-périodique. - Soit A une variable

réelle., La fonction exp ikt étant presque-périodique, on peut définir une fonction

de A (transformée de Fourier-Bohr de x ) par la formule
a =M x(t) exp(- iit) = Hx(x) .
Cette fonction est différente de zéro pour un ensemble (A) = {An] des valeurs de

A qui est au plus dénombrable. L'ensemble (A) est appelé spectre de x , et le
nombre a coefficient de Fourier de x relatif & A . La série 2 a, exp iAt
A

A

est la série de Fourier de x . n

(h) Equation de Parseval. - Pour toute fonction presque-périodique x , on a

2 2
PN

et la série de Fourier converge en moyenne quadratique vers x .

(1) Unicité de la série de Fourier. - Deux fonctions presque-périodiques ayant

les m&mes coefficients de Fourier sont identiques.

(j) Théordme de Bohr. — Soit P 1'ensemble des polyndmes trigonométriques (com-

binaisons linéaires finies d'exponentielles imaginaires : cj
J=1
fermeture de P dans U est 1l'espace U tout entier. Cela peut s'exprimer de la

exp ikjt ). La

fagon suivante : Toute fonction presque-périodique est limite d'une suite uniformé-

ment convergente de polyndmes trigonométriques.

On peut former une telle suite & partir de la série de Fourier au moyen des poly-
n8mes de Bochner-Fejér (voir paragraphe 4).
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3. Ensembles compacts de fonctions presque-périodiques.

(a) Critére de compacitd.

Soit (K) un ensemble de fonctions presque-périodiques. On dit que c'est un en-

semble homogdne (BESICOVITCH [16], p. 43) s'il possdde les deux propriétés suivan—
tes

- I1 est équicontinu, c'est-a-dire qu'étant donné € > 0 , il existe un nombre §>0

tel que |x(t1) - x(t2)| < ¢ dés que It1 - t2| < & quel que soit x appartenant
a (x) .

- I1 eat uniformément presque-périodique, c'est-a-dire que l'ensemble

Ele , K) = n BEB(e, x)
xe(K

des nombres de translation communs & toutes les fonctions x de (K) est relati-

vement dense quel que soit € >0 .
On démontre par les méthodes classiques le théordme suivant :
THEOREME. - Un ensemble borné de fonctions presque-périodiques est relativement

compact dans 1'espace Q(B) si, et seulement s8i, il est un ensemble honogéne(D.S~
p. 345).

(b) Ensembles compacts. Spectre d'un ensemble compact.

Soit (K) un ensemble relativement compact de fonctions presque-périodiques et
soit (X) son complété par rapport A la convergence uniforme. (K) est un sous-
espace métrique compact de C(R) ; il est séparable, et il existe une suite {x n)}

dense dans (E) .

L'ensemble (An) des valeurs de A pour lesquélles

L x(n)(t) exp(- iAt) = M x§:§ £0

est au plus dénombrable et par conséquent, 1'ensemble (A ) = U (An) est au plus
| 4 n

dénombrable. Soit alors une fonction quelconque de (K) . On peut 1'approcher uni-

formément par une sous-suite {x J } extraite de {x n }] etona

' (3)
HI()\) = ;}: M X(X) .

le spectre de x est donc inclus dans (AE) qu'on appellera le spectre de 1'en-
semble compact (K) .
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4. Polyndmes de Bochner-Fejér.

(a) Définitions (BESICOVITCH [16]).

On appelle noyau de Bochner-Fejér la fonction K(B) , définie par

v Iv

( : | N Iy,
K(B) t) = |vi|<n, (1 - n1 )(1 - n2 ) e (1 - nu ) exp i(v181+v2B2+...+vap)t
i

ou Bl » By s eee s ap sont p nombres réels linéairement indépendants. Ce noyau
est réel : il n'est jamais négatif et sa valeur moyenne est 1 .

Etant donnée une fonction presque-périodique x , on lui associe un polynéme tri-
gonométrique (polyndme de Bochner-Fejér) par la formule de convolution :

a{B)(t) =[x # KpyJ(t) = M x(t = u) Kpy(w)
(1)

s |v1| Iv_| '
= |Vi|<ni (1- ) Yoo - _55—) aV1b1+---+Vpo exp 1(v131+...+vp3p)t ,

8 désignant le coefficient de Fourier de x correspondant & A .

(v) Progriétés.
On obtient facilement 1'inégalité Ic?n)l-s s:p lx(¢)]| = "x”c . Par suite des

propriétés de la convolution en moyenne (voir IV-6), 1'opérateur

X —> O’?B) =X a’ K(B)

est un opérateur linéaire borné de U dans P de norme égale & 1 .

On en déduit que l'ensemble des polyndmes de Bochner-Fejér d'une fonction est un
ensemble relativement compact et que l'ensemble des polyndmes de Bochner-Fejér des

fonctions d'un ensemble relativement compact est relativement compact.
En suivant BESICOVITCH [169 (p. 49) on ?out montrer, qu'étant données m fonc-
tions presque-périodiques x 1 y ees » X m) et un nombre € > 0 , il est possible

de trouver un noyau de Bochner-Fejér tel que

x(i) (1)

O(B) - X

2

M <eg

On peut donc trouver une suite de noyaux t?I; que les polyndmes correspondants con-
i

vergent en moyenne quadratique vers les x :
(1)
lim H.O?B ) = x 2 =0 .
Vo - v

Or dans un ensemble relativement compact (ou homogéne) la convergence en moyenne



56 ' CHAPITRE V

quadratique est é u%valente 4 la convergence uniforme (BESICOVITCH [16], p. 43).
i

Les polyndmes O?B ) convergent donc uniformément vers les fonctions x(i) cor-
v

respondantes. On en déduit, qu'étant donné 1 > 0 , il est possible de trouver un
noyau de Bochner-Fejér tel que

(i
O?B)) - x(i) <T pour i=1,2, ... ,m .

aup

(e) Approximation des fonctions d'un ensemble compact.

Soit (H) un ensemble compact dans C(R) de fonctions presque-périodiques, et
soit (AH) son spectre. Soit {x n)} un ensemble dense dans (H) .

On peut définir une suite {K(B )} de noyaux de Bochner-Fejér telle que, pour
toute valeur de n , on ait

(n) & R CY I
\1’_1.:"1 "Kp)-* g =0

I1 suffit pour cela de se donner une suite nv de nombres positifs tendant vers
zéro et de prendre pour noyau K(B ) le noyau tel que
v

"G(B ) = x(i)"c <M, pour i=1,2 y eee sV
v = .

ce qui est possible d'aprds le résultat précédent.

Or les applications de (H) sur 1l'ensemble des polyndmes trigonométriques de
spectre (AB) définies par x —> x # K(B ) forment une suite équicontinue
d'applications de (H) dams U . On a

Ix % K(g) - g < ll(x - MCYIE K(B\,)Hﬁ + () 2 X(s,) - ‘(n)ﬂg = - g

1in lx * K(B ) - xuc 2x - x(n)“g

(n)]

Comme la suite {x eat dense dans (H) , on a

lim |x # Ky -x|, =0 .
Mll (s,) ~ g

La suite des applications x —> x * K(B ) converge pour chaque x dans (8)
v

vers la transformation identique et comme la suite est équicontinue, la convergence
est uniforme, c'est-d-dire que

lim sup ||x 2K -xlj,=0 .
Vo (H§ (®,) £
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B. Fonctions faiblement presque-périodiques

1. Définitions.

( (a) Topologie faible d'un eapace de Banach.

Soient B un espace de Banach et B* son espace dual (espace des fonctionnelles
-linéaires continues sur B ), les espaces B et B® étant mis en dualité par la
forme bilindaire (x' s X) o

La topologie faible de B est la topologie admettant comme base de voisinages de

zéro tous les ensembles d'éléments x de B qui sont définis par un nombre fini
d'inégalités

I<x?n) , ) <e 1<ngN

ou les xzn) sont des éléments quelconques de B* ..

Pour la topologie faible, les différentes notions de compacité coIncident (théo-
rdme d'Eberlein : D. S., p. 430), et on peut se bbrner 4 une définition au moyen
des suites : un sous-ensemble X de B est dit faiblement compact (resp. relati-
vement faiblement co@ggct) si de toute suite {xn] d'éléments de X , on peut ex-

traire une sous-suite qui converge faiblement vers un élément de X (resp. vers
un élément de B ).

(b) Fonctions d'Eberlein.

Une fonction x de Q(R) est appelée fonction faiblement presque-périodique

(fonction d'Eberlein) si 1'ensemble de ses translatées {xT} est relativement fai-
blement compact dans C(R) .

Exemples de fonctions faiblement presque-périodiques (EBERLEIN [19]) :
- (@) Les fonctions presque-périodiques de Bohr.

- (B) Les fonctions continues nulles & 1'infini ¢ 1im x(t) =0 .
ot
- (y) Les transformées de Fourier-Stieltjes :

2(t) = | exp(= 10t) ao(w) .

( o(w) fonction & variation bornée sur (-« , =) ).

2. Propriétés élémentaires (EBERLEIN [19]).

(a) Espace des fonctions faiblement presque-périodiques.

" Soit W cet espace. C'est un espace de Banach complexe par rapport i la norme de
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Q(R) et c'est aussi une algdbre de Banach involutive par rapport au produit ordi-

naire.

(b) Une fonction faiblement presque-périodique est uniformément continue.

(c) Existence de la moyenne.

Une fonction faiblement presque-périodique a une moyenne

T T
1 1
%m > I_T x(t) dt = lim 5 f_T x(t +a) dt = Mx ,
=0 T-‘Q

la convergence étant uniforme en a .

(d) Convolution.

Si x et y sont deux fonctions faiblement presque-périodiques, la convolution

définie par la moyenne

2(t) = (x % y)(¢) = M, x(t - 8) y(s) = M, x(s) y(t - &)
est une fonction de Bohr.

(e) Série de Fourier.

Mémes définitions que pour les fonctions presque-périodiques.

(f) Equation de Parseval.

Pour toute fonction faiblement presque-périodique x , on a

)3 2 .M, |x(¥)]?
LML)

et la série de Fourier converge en moyenne quadratique vers x :

N 2
lim M, x(t) - 2 a expii t| =0 .
Neso n=1 n

(g) Théordme de décomposition (EBERLEIN [20]).

La série de Fourier d'une fonction d'Eberlein x est la série de Fourier d'une
fonction de Bohr x' . Toute fonction d'Eberlein x se décompose de manidre unique
x=x'+1x", x' étant la fonction de Bohr ayant la m&me série de Fourier, et x"

étant une fonction de moyenne quadratique nulle H'x"lg =0 .

Soit V 1'ensemble des fonctions d'Eberlein de moyenne quadratique nulle. Il est
facile de voir que l'ensemble des fonctions continues et bornées de moyenne quadra-
tique nulle est un sous-espace vectoriel complet de Q(R) « V est donc un sous-
espace vectoriel complet de W . Le théordme de décomposition d'Eberlein peut s'é-
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noncer de la fagon suivante : W est la somme directe des deux espaces U et Vo
W=U®V.

On peut former & partir de x une suite de polynSmes trigonométriques (polyndmes

de Bochner-Fejér) qui convergent uniformément vers x' (voir paragraphe 5).

(h) Génération des fonctions faiblement presque-périodiques.

Soit t —> Ut une représentation fortement continue du groupe R dans un
groupe de transformations linéaires uniformément bornées d'un espace de Banach B .
Si l'ensemble {Ut a} est releativement faiblement.compact pour un élément o de
B, la fonction x définie par x(t) = (£ , Ut a) , L € B* est une fonction fai-

blement presque-périodique.

D'aprés le théoréme de Banach sur la compacité faible de la boule unité de B
(D. s., p. 425), cela est réalisé en particulier si B est réflexif.

3. Ensembles faiblement compacts de fonctions continues.

Dans ce paragraphe, on va énoncer quelques propriétés relatives & la topologie

faible des ensembles de fonctions continues et bornées (fonctions appartenant a

c(r) ).

(a) Condition de compacité faible dans C(R) (GROTHENDIECK [21]).

Un ensemble (E) de fonctions continues est relativement faiblement compact dans
C(R) si et seulement si :

1° (E) est uniformément borné.

2° Pour toutes les suites {xj} de fonctions de (E) et toutes les suites {ti}

de nombres réels, on a

lim 1lim x
i

(t,) = lim lim x_(t.)
P i 1 g3 91

lorsque chacune des deux limites existe.

On en déduit qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de
C(R) soit une fonction d'Eberlein est qu'il n'existe pas de suites [ti] et {ta}

de nombres réels telles que les deux limites

lim lim x(t, + t!) et 1lim lim x(t, + t')
g 1 P Ty Ty

existent et soient distinctes.

(b) Condition de convergence faible dans C(R) .

Une suite {x(J)} de fonctions continues converge faiblement vers une fonction
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x continue si et seulement si :
10 Ix(J)I est uniformément bormée.

2° De toute suite {ti] de nombres réels, on peut extraire une suite {ti}
telle que : ‘

lim lim x(j)(ti) = lim lim x(j)(ti) = lim x(t}) .
j i i 3 i

(¢) Topologie faible sur un ensemble faiblement compact.

Soit (E) un ensemble faiblement compact de fonctions continues. Sur cet ensem-
ble, la topologie faible est équivalente & la topologie de la convergence ponc-
tuelle : une suite {x 3 } de fonctions de (E) converge faiblement vers x 0
si et seulement si elle converge ponctuellement.

Si on suppose de plus 1'ensemble (E) équicontinu, la topologie faible est une
topologie métrique.

4. Ensembles faiblement compacts invariants par translation.

Si un ensemble (H) de fonctions continues est faiblement compact et invariant
par translation, il est formé de fonctions faiblement presque-périodiques. Les pro-
priétés de ces ensembles sont assez semblables aux propriétés correspondantes des
fonctions faiblement presque-périodiques.

(a) Un ensemble (H) faiblement compact invariant par translation est équicon-

tinu.

On le démontre par une adaptation facile de la démonstration donnée par EBERLEIN
[19] de 1a continuité uniforme d'une fonction faiblement presque-périodique.

D'aprés 3-(c), on en déduit que la topologie faible sur (H) est une topologie
métrique et que par conmséquent (H) est faiblement séparable : il existe une suite
{x(n)} telle que toute fonction x de - (H) soit limite faible (ou limite ponc-
tuelle) d'une sous-suite {x j)} de {x'"} .

(b) Un ensemble (H) faiblement compact invariant par translation est uniformé-

ment moyennable, c'est-a-dire que la limite

T
lim o [_p x(4) at
T

tend vers la moyenne Mx uniformément sur (H) .

Supposons que la moyemne ne soit pas atteinte uniformément. Il existe alors un
éo > 0 et une suite {Uj] de nombres réels tendant vers 1'infini tels que
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U
J .
IE%E I_UJ x(J)(u) du - Hx(J) 2 €,

pour une certaine suite {x(j)} de fonctions de (H) qu'on peut toujours supposer
faiblement convergente vers une limite x .
(3)

Si on considdre les fonctions ¢ , définies par

U
w(j)(t) = E%— I_g x(j)(t +u) du ,
J J

elles appartiennent & 1'enveloppe convexe fermée de (H) qui, d'aprds le théorime
de Krein-Smulian (D. S., p. 434), est aussi faiblement compacte. On peut donc sup-

(3)

poser (en considérant au besoin une sous-suite de {Uj} ) que @ converge fai-

blement vers une fonction d'Eberlein ¢ . On a

(1) Mo = 1im Mp(d) = 1im ae(P) e |
o o

Montrons maintenant que ¢ est une fonction constante, c'est-a-dire que si T

est une constante quelcongue,
e(t + 1) -(t) =0 .
On a en effet

+T

. . 7Y
cp('])(t + 1) - (p(‘])(t) =5%3-€J - I'Uj x(j)(t +u) du

1m lo(t + 1) - 9l (1)] < 11m = ZTH!(j)llc =0,
Jreeo = 73 =

(3 _ (3

r P tend faiblement vers 9, =%, onen déduit bien que @ est

une constante. On a donc

et comme ¢

Mo = p(t) = Mx d'aprés (1),
ce qui est en contradiction avec le fait que
lo(0) - Mzl = 11m [¢{(0) - (9 >,
P
L'ensemble (H) est donc bien uniformément moyennable.

(c) Un ensemble (H) faiblement compact invariant par translation de fonctions

presque-périodiques de Bohr est fortement compact.

De toute suite {x(n)} de fonctions de (H) , on peut extraire une sous-suite

[x(n')

} faiblement convergente vers une fonction de Bohr x . Montrons par 1'ab-
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’
surde que {x(n )] tend fortement vers x . Dans le cas contraire il existerait un
€y > 0 et une suite {uj} tels que

(.
K@) - 2] > ¢

pour une certaine sous-suite {x(j)} qu'on peut toujours supposer telle que la
suite {xuJ - x, } converge faiblement vers une fonction de Bchr ¢ . On a
J J
H|¢12 = lim Mlxij) -, |2 = lim Hlx(j) - x|2
Jo J J I
(3)

qui est en contradiction avec le fait que

or |x - xlz tend faiblement vers zéro. Donc H|cp|2 =0, d'ou ¢(t) =0, ce

o(0) = 1in D) - 2wl > e,

5. Décomposition des ensembles faiblement compacts invariants par translation.

Soit x une fonction d'Eberlein dont la décomposition est

x=x'+2x", x*elU, x"eV .
Si on associe & x 1les polyn8mes de Bochner-Fejér x % K (voir A~4-(a)), on
a x#K = x' %K et sup |[[x# K,y )(t)]| < sup |x(t)] = [ix]ln « Si on con-
(5) (8) h (8) : ¢

sidere une suite de polyndmes de Bochner-Fejér qui converge vers x' , on obtient

lim sup |[x' # K(B )J(t)| = ”x'“c < “‘“c
vt v = -

et par suite
el < 2l -

Les transformations qui, & chaque fonction d'Eberlein x , associe respectivement
' sa composante x' sur U et sa composante x" sur V sont des projections for-
tement continues sur W respectivement sur U et V . Elles sont aussi faiblement
continues (D. S, P 422). D'autre part, elles commutent avec la transformation
"translation". Par suite, la projection sur U d'un ensemble faiblement compact
(E) de fonctions d'Eberlein invariant par translation est un ensemble (Hl) de
fonctions de Bohr invariant par translation et faiblement compact. D'apras 4-(c),
cet ensemble (Hl) est fortement compact et d'apris les résultats de A-3 et A-4,

on en déduit :

(a) L'ensemble des coefficients de Fourier de (H) est au plus dénombrable.

(b) Il existe une suite de noyasux de Bochner-Fejér {K(B )} tels qu'on puisse
v
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approcher les fonctions de (Hl) par une suite de polyndmes de Bochner-Fejér uni-

formément sur (H) , c'est-d-dire tels que @

Lin g Ix = K(Bv) -xfg=0 .
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CHAPITRE VI

Fonctions my—faiblement-pr.sque-périodignes

1. Définitions.

On va maintenant étudier certaines notions de presque-périodicité dans 1'espace
P . Comme pour les fonctions d'Eberlein, on prendra comme point de départ une dé-
finition du type Bochner (V-A-2-(b)) : 1la topologie utilisée dans ce chapitre sera
la topologie faible de l'espace de Banach .

Une fonction f appartenant & mg sera dite m?—faiblementfpresque-périodigpe
si 1l'ensemble {fT} de ses translatées est relativement faiblement compact dans
P
" .

On s'intéresse seulement aux fonctions de P qui sont continues en norme ; 1'a-
vantage de ces fonctions est de posséder des ensembles de corrélation dont les pro-
priétés permettent de les caractériser et de les étudier facilement. Une fonction
de m? n'appartenant pas a mg peut cependant 8tre telle que 1l'ensemble de ses
translatées soit relativement faiblement compact. Un exemple simple en est donné

dans m? par la fonction t —> exp it2 .
On appellera 5P 1'ensemble des fonctions m?—faiblement-presque-périodiques.

Exemples de fonctions mp-faiblement-presque-périodiquea ¢ voir VII-2 et VIII-2.

2. Caractérisation des fonctions de sp .

THEOREME. - Une fonction f de m{ est NP-faiblement-presque-périodique si et

seulement si 1'une des trois conditions suivantes est réalisée :

1° L'ensemble de corrélation de f et d'une fonction quelconque de % est un

ensemble faiblement compact (dans C(R) ).

2° L'ensemble de corrélation de f et de la fonction ¥ associée d 1'espace Yf
est un ensemble faiblement compact (dans Q(R) ).

30 L'ensemble total de corrélation de f est faiblement compact (dans Q(R) ).

Comme les différents ensembles de corrélation sont compacts pour la convergence
uniforme sur les ensembles compacts de R (111-2), on a immédiatement
30 ==> 10 =m> 20,

(.) Les conditions sont nécessaires.

Supposons que 1l'ensemble {fT} soit relativement faiblement compact, et considé-
rons l'enveloppe convexe fermée cf de cet ensemble. D'aprds les théordmes classi-

ques sur la topologie faible d'un espace de Banach (D. S., chapitre V), C, est un
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ensemble faiblement fermé, faiblement compact et faiblement complet : de toute

suite {T } de valeurs de T , on peut extraire une sous-suite {1'} telle que

{f ,] converge faiblement vers une fonction ¢ appartenant a c

Considérons alors une suite [Y(j)} de fonctions de corrélation appartenant a
l'ensemble total de corrélation ({[)) et correspondant A une suite {2 ] de fonc-
tionnelles de corrélation. L'ensemble ((I)) étant compact pour la convergence ponc~
tuelle, on peut en extraire une sous-suite {v 3 } qui converge pour chaque va-
leur de h vers une fonction de corrélation h —> yo(h) = (L » ) , la suite
des fonctionnelles z' convergeant vers L_ . dans la ¥ —topologie de Y . 11
suffit alors de démontrer que la suite {y(j )} converge aussi faiblement vers v,

en utilisant le critdre de convergence faible énoncé au paragraphe V—B—3—(a)

Ona |y G )(T')| HfH (111-1~(v)), et d'autre part,

im 1im v(3") s )
lim lim y (1!) = lim lim (£! , £_,) = lim (4! , o) ={( L, , P)
i i t P S P 0

(]

o qim o(37) ;
lim lim y () = lim lim (4! , £_ ) =1im (&, , £, ) = (L. , @)
i i 103 90T 1 07T °

lim 1im Y(J')(Ti)
FR

L'ensemble ((I)) est donc faiblement compact. La condition 3° est vérifide, et par
suite les conditions 1° et 2° le sont aussi.

(b) lLes conditions sont suffisantes.

I1 suffit de montrer que la condition 2° est suffisante. Cela résulte du fait que
1'ensemble (L*) des fonctionnelles de corrélation entre Yf et ¥ contient tous
les points extrémaux de la boule unité du dual de Yf (11-6-(c)) et d'un théordme
de Grothendieck [21] sur la compacité faible dans les espaces de Banach : Un ensem-

ble (E) d'un espace de Banach B est relativement faiblement compact si et seu-

lement si :

1°© (E) est borné en norme.

) *
2° Pour toutes les suites {x } d'éléments de (E) et toutes les suites {x;}

d'éléments de 1'ensemble des p01nts extrémaux de la boule unité du dual B" de B,

on a

G}, x) = lin i (2, x)
lim 1lim (x., , x.) = lim lim (x, ,
,]]’mi 1 J i i J

lorsque chacune des limites existe.

Appliquons ce théorime & l'espace V. et & 1'ensemble (B) = [fT} des transla-

tées de f . Cet ensemble est borné en norme par Hf“p et, comme
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« x,) = Y(i)(Tj) ,

la seconde condition résulte de la compacité faible de (I,) d'aprés le critdre du
paragraphe V-B-3-(a). Donc, si (I,) est faiblement compact dans C(R) 1'ensemble
{fT] est relativement compact dans Vf , donc dans P .

(c) Remarque.
Si f est mp-faiblement-presque-périodique, l'ensemble ((I')) est faiblement

compact et comme, d'autre part, il est invariant par translation (III-2), 1'ensem-
ble des translatées d'une fonction de corrélation de f est relativement faible-
ment compact dans C(R) : toutes les fonctions de corrélation d'une fonction de &

sont des fonctions d'Eberlein.

3. Propriétés de 1l'espace s .

(a) 5P est un sous-espace vectoriel complet de nP .

D'aprds la définition, il est évident que 1'espace 5P est un sous-espace vecto-

P

riel de mc et que ce sous-espace est invariant par translation.

Pour démontrer qu'il est complet (EBERLEIN [19]), considérons une suite de Cauchy
(dans ®P ) de fonctions f£'®

aussi & ¥ . Soit {Ti] une suite de nombres réels. Par le procédé diagonal, on

de 8P , et montrons que la limite f appartient

peut en extraire une suite {Ti} telle que {fT? } converge faiblement quel que

(n)

soit n , vers une fonction limite ¢ appartenant & Eg . Comme

1l ""n <ela,n) ,

e(m , n) tendant vers zéro lorsque m et n augmentent indéfiniment, on a

() _ @) o () _ om)y] o oy (n) _ 4(m)
ll ¢ |l ey s v @ )l i lin l<e s - )

< sup 1 ] nf(“) - f(“)n <cela,n) ,

li£llst 1

et la suite {Q(n)} est une suite de Cauchy convergeant vers ¢ . Montrons alors

que fT converge faiblement vers ¢ : si £ est une fonctionnelle linéaire con-
i
tinue quelconque sur P , On a

sty -w =, r-fﬁ‘i"n(z : fﬁ’i‘)-¢(“)>+<z,¢(“)—¢> )

En choisissant n assez grand, on a
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e o £, - c2e+ |8, fﬁ’.‘) N
1

limsup (4, £, -®) <2 ,
i i

i
et comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit :

la |4, £, - =0 .
1

i

L'ensemble des translatées de f est donc bien relativement faiblement compact

et f appartient aussi a sP .

(b) Moyenne généralisée. Coefficients de Fourier généralisés.

L'ensemble total de corrélation ((I)) d'une fonction f de %° est faiblement
compact et invariant par translation (III-2). I1 est donc uniformément moyennable
(V-B-4-(b)). D'aprés le théordme IV-3-(b), f appartient a 1'espace &F , c'est-i-

dire qu'elle admet une moyenne généralisée :

U
a=Hf=f31=limmp2—s.r_Uf(t-u) du .
g U

Considérons maintenant la fonction f(A)(t) —> f(t) exp(- it) . Son ensemble
total de corrélation ((,)) est formé des fonctions h —> v(n) exp(- iAh) , v
étant une fonction quelconque de (') . Si ((T)) est faiblement compact, «YA»
l'est aussi, et f(k) appartient aussi & £ . f appartient donc A 1l'espace 52,

c'est-a-dire qu'elle admet des coefficients de Fourier généralisés a =M f(k) .
g

D'aprds les expressions de la norme (IV-4-(a)) :

layl,, = sup
ally ()

[My| = sup |M_y(h) exp(- irn)| = sup_ |M_+vy(h) exp(- iAn)| .
) @ " (r)

r
)

L'ensemble des valeurs de A pour lesquelles a8, est différent de zéro (dans
7® ) est au plus dénombrable (V-B-5-(a)) : c'est le spectre (AT) de 1'ensemble
faiblement compact () . On peut donc définir la série de Fourier généralisée
d'une fonction de &P :

z exp irt , xP)
(Al_)eLx ’ "

(c) Relations entre les espaces & .

D'aprss les résultats du paragraphe I-3-(d), si 1< p, < P, <o et si f est

) 1
une fonction de T 2 , ona || <|fl. -
Py P>

La transformation associant & une fonction de T 2 la méme fonction considérée
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P P
comme fonction de M 1 est donc une transformation linéaire bornée de M 2 dans
Py
b3 .

P
Si 1'ensemble {fT} est relativement faiblement compact dans 2 , 11 est aussi

p p P
relativement faiblement compact dans 1 « On a donc & 2 cd 1 . L'inclusion est

stricte car on peut trouver, comme au paragraphe I—3-(d). une fonction de norme
P P
nulle dans 1 mais n'appartenant méme pas &4 M 2 .

(d) Relations entre les espaces X et § .

Soient k et f deux fonctions appartenant respectivement aux espaces xp et

]
SP avec -154-%, =%s1 .

Le produit ponctuel k.f appartient 3 53 o

L]
La transformation f —> k.f est une application linéaire continue de P
1]
sur Jlls . Si 1'ensemble {f'r} est relativement faiblement compact dans mp N
1'ensemble {(k.f) } = {k .f } = {k.f ] 1'est sussi dans 7° , d'od le résultat.
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CHAPITRE VII

Fonctions my-presque-périodiques

1. Définitions.

Comme pour les fonctions m?—faiblement-presque-périodiques, on s'intéresse seu-

lement aux fonctions qui sont continues en norme.

Une fonction f appartenant & mz sera dite mp-preaque—périodique si 1'ensem-

ble {fT} de ses translatées est relativement compact dans I ,

On appellera Pp l'ensemble des fonctions mp—presque—périodiques.

Comme ailleurs, les valeurs de p sont telles que 1 < p <o , mais il sera par-
fois commode de.définir ¢ comme 1'espace des classes de fonctions égales presque

partout & une fonction de Bohr : ¢~ sera 1l'espace de Banach U .

2. Exemples de fonctions m?-presque-périodiques.

D'aprds la définition, on voit immédiatement que les fonctions suivantes sont

ﬂ?-presque-périodiqnes :

les fonctions constantes ordinaires : f(t) =k,

les fonctions exponentielles imaginaires : f(t) = exp At ,

- les fonctions IWP-constantes : XF c @P N

les exponentielles imaginaires & coefficients dans %P (k) = ak(t) exp it .

Par suite des propriétés linéaires de #P (ci-dessous : § 4), les polyndmes tri-

gonométriques & coefficients TP-constants (polyndmes trigonométriques généralisés)

appartiennent aussi & #® . L'ensemble EP de ces polyndmes est un sous-espace

vectoriel (incomplet) de P ; on verra qu'il est dense dans @ (théordme III).

L'espace g? des fonctions Bp-presque-périodiqnes de Besicovitch est un sous-

espace vectoriel complet de eF (ci-dessous : § 3).

3. Caractérisation des fonctions m?—presque~périodiques.

La définition donnée au paragraphe 1 est l'analogue de la définition de Bochner
pour les fonctions de Bohr (V-A-2-(b)), mais on peut, comme dans la théorie classi-
que, caractériser les fonctions de P au moyen des presque-périodes et des nom-

bres de translation (V-A-1)

THEOREME I. - Une fonction f de mz est NP-presque-périodique si, et seule-

ment si, pour chaque ¢ > 0 , 1l'ensemble E(e , f) des nombres T tels que

I - f|l. < e est relativement dense.
T P

La démonstration de cette propriété se fait exactement de la méme fagon que dans
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le cas des fonctions de Bohr, en remplagant l'espace de Banach C(R) par 1'espace
de Banach mg o

Les fonctions Bp-presque-périodiques sont elles aussi des fonctions continues en
norme dans J¥ y et ayant des presque-périodes. Mais elles sont caractérisées par
une condition supplémentaire assurant une certaine uniformité de la fonction
(BESICOVITCH [16], p. 78).

On peut aussi avoir une autre caractérisation des fonctions MP-presque-périodi—
ques au moyen des ensembles de corrélation.

THEOREME II. - Une fonction f de ﬂg est M?-Eresquefpériodique si, et seule-
ment si, 1'une des trois conditions suivantes est réalisée :

1° L'ensemble de corrélation de f et d'une fonction quelconque de 1 est un

ensemble compact (dans C(R) ).

2° L'ensemble de corrélation de f et de la fonction y associée a& 1'espace Ve

est un ensemble compact (dans Q(R) ).

3° Llensemble total de corrélation de f est compact (dans C(R) ).

On remarque d'abord que 3° ==> 1° ==> 2° et que la 3e condition entraine que tou-

tes les fonctions de corrélation sont des fonctions de Bohr.

(a) Les conditions sont nécessaires.

L'inégalité de H5lder donne
Iy(h + %) - y(B)| < i, - £ll,, lellg

quelle que soit la fonction vy appartenant a un ensemble de corrélation (I') qui
peut 8tre (r)) , (ry) ou (r).

L'ensemble E(e , f) est donc un ensemble de nombres de translation communs a
toutes les fonctions de (I') et correspondant & €' = e“gﬂq . Comme d'autre part,
1l'ensemble (I’) est uniformément continu, il est un ensemble homogine et donc un
ensemble relativement compact (V-A-3(a)). Comme les ensembles de corrélation sont
fermés par rapport a4 la convergence ponctuelle, ils sont bien compacts par rapport
a la nprme dans C(R) .

(v) Les conditions sont suffisantes.

I1 suffit de montrer que la 2e condition est suffisante. L'ensemble (F') étant
un ensemble,homogéne, il est uniformément preaque-périodique, c'eat-a-dire que
1l'ensemble E(¢ , F') est relativement dense quel que soit € > 0 (V-A-3-(a)).
Or, d'aprds (III-3),
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{E f"p =sup sup |y(h + 1) -y(n)| .
(r,)) n
v
E(e , F') est 1'ensemble des nombres de translation de f dans n° par rapport a
la méme valeur de € . Comme cet ensemble est relativement dense quel que soit ¢ ,

f est bien mp-presque-périodique_d'aprés le théoréme I.

4, Propriétés de l'espace #P .

(a) Une fonction m?fpresqpe-périodiqne est m?—faiblement-presque-périodique.

En effet, si 1l'ensemble {f'r} des translatées de f est relativement compact,
il est aussi relativement faiblement compact. On a donc P c & , et on en déduit
immédiatement des propriétés de & (VI-3-(b)) :

- Une fonction de #¥ admet une moyenne généralisée : P c gP .

- Une fonction de Pp admet des coefficients de Fourier a = M f(k) et une série
g

de Fourier @ )3 ak(t) exp it .
(a)

(b) Pp est un sous-espace vectoriel complet de mP N

D'aprés la définition, il est évident que 1l'espace #° est un sous-espace vecto-
riel de mz et que ce sous-espace est invariant par translation. On démontre qu'il
est complet en transposant la démonstration montrant que U est un sous-espace
complet de C(R) (D. S., p. 285).

5. Théoréme d'approximation.

L'espace EP des polyndmes trigonométriques généralisés est un sous-espace vec-
toriel de P . Comme dans le cas des fonctions presque-périodiques classiques, on

a un théordme d'approximation : la fermeture de g? dans T est exactement @ :

THEOREME III. - Une fonction f de mg est mp-presqpe—périodiqpe 8i, et seule-
ment si, elle est limite dans 7° d'une suite de polyndmes trigonométriques géné-

ralisés.

Les polyndmes trigonométriques généralisés sont des fonctions m?-presque-pério-
diques (§ 2), et comme 1'espace PP est complet, toute limite de polyndmes trigo-
nométriques généralisés est m?-presque-périodique.

Il reste & montrer que toute fonction f de eP peut &tre obtenue comme limite
de polyndmes trigonométriques généralisés. Comme dans la théorie classique, on uti-

lise les polyndmes de Bochner-Fc jér.

Considérons 1'ensemble total de corrélation (T)) de f . D'aprds le théordme II,
i1 est compact et on peut lui appliquer ‘les résultats du paragraphe V-A-4-(c) : 11
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existe une suite de noyaux de Bochner-Fejér {K(B )} tels que
v

lim &up Il 2 K(B ) - ch .

Dtapres IV-6—(d), les fonctions de corrélation des fonctions f # K(B ) - f sont
Jjustement vy - K(B )y = Y .

D'apres les expressions de la norme dans P données au paragraphe III-3,
lim £ #* K -f||l_=0 .
o () J
f est donc limite dans JIP de la suite de polyndmes trigonométriques générali-
sés {f ;' K(B )} .
v

Conséquence. — Comme dans le théorie classique, on déduit du théordme III le
théoréme d'unicité :

Si deux fonctions de ®° ont les mémes coefficients de Fourier généralisés,

elles sont égales (dans ¥ ).

Une autre conséquence importante est que :

Toute fonction de &F appartient & 1'espace mﬁ .

En effet, d'aprds les propriétés des 7P-constantes (v-1-(a)), la fonction
t —> ak(t) exp iAt appartient a mﬁ . Comme mg est un espace vectoriel, on a
g? < m{ et comme il est complet, Pp < mg .

6. Relations entre les espaces @ , § et 5t .

P P
(a) 8i 1< P,<P,<=®,ona @ 2c ) L

M&me raisonnement qu'au paragraphe VI-3-(c).

(v) Produits de fonctions.

Soient f une fonction de Pp et g', g" , g'" des fonctions appartenant res-

’ ' Al
pectivement aux espaces 52 N 3p N Pp avec %-+<%7 = %-g 1, 1<pgo,

g€ p' <=».

Les produits ponctuels f.g' , f.g" , f.g"' appartiennent respectivement aux
s 8
espaces &, , 5° y P

Le résultat est vrai si f est une exponentielle imaginaire A coefficient nP-
constant (IV-5—(b) , VI-3-(d)), donc 8i f appartient a EP , car les espaces
g: ’ sg , ps sont vectoriels., Comme ils sont complets, le théoréme III et la se-

conde inégalité de HElder permettent d'achever la démonstration.
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(c) 81 f appartient & P (1<p<w), T appartient a .

Cela résulte immédiatement des propriétés de la transformation ~ (I-1-(c)) et
du théordme I par exemple.

(d) si f appartient a ® (1sp<x), |£]P appartient & e .
Conséquence. immédiate de (b) et (c) et, si p =1, de 1'inégalité

“If]_l - lf2|“1 < “fl - fglh .

3
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CHAPITRE VIII

Fonctions Np-gpeugp-aléatoirea

1. Définitions.

Dans ce chapitre, on va donner une généralisation des fonctions pseudo-aléatoires
de J. BASS [2], [3] en caractérisant certaines fonctions de 5° qui jouent en
quelque sorte le méme rSle que les fonctions d'Eberlein de moyenne quadratique
nulle (espace V ) par rapport aux fonctions d'Eberlein générales (espace ¥ : cha-
pitre V-B). On obtient un théordme de décomposition de 1l'espace sp en somme di-
recte de l'espace FF et d'un espace oP , théordme paralldle & celui d'Eberlein :
W=UoyV (v-B-2-(g)).

Une fonction appartenant & mg sera dite m?—pseudo-aléatoire si son ensemble
total de corrélation ((I')) est un ensemble faiblement compact de fonctions conti-

nues de moyenne quadratique nulle.

On appellera a@® 1'ensemble des fonctions MP—pseudo—aléatoires.

2. Exemples de fonctions m?-pseudo-aléatoires.

Les fonctions pseudo-aléatoires de J. BASS sont des fonctions n?-pseudo-aléatoi—
res pour p = 2 (voir plus loin : § IX) et, par suite, pour 1 < p< 2 (ci-des-
sous : 3-(c)).

Un exemple de nature assez différente est donné par la fonction f définie par

£() = (VP a1 adctgae1 (a=1,2, )
{f(t)ao ailleurs (1<p<=) .

Pour montrer que cette fonction est M?-pseudo—aléatoire, on utilise le fait qu'un
ensemble ((I)) compact pour la convergence ponctuelle de fonctions s'annulant a
1'infini est faiblement compact dans C(R) (d'aprds V-B-3-(a)). On va donc montrer
que si g est une fonction quelconque de mﬂ , toute fonction de corrélation vy
entre f et g tend vers zéro lorsque |h| augmente indéfiniment. Supposons que
Y soit définie par la suite {Tv} et que Yy ne tende pas vers zéro lorsque h
tend vers + o . Il existe alors un nombre ¢ > O et une suite {hb} de valeurs
de h tels que Iy(hu)l > € et hw_1 ;-hu +1 quel que soit p=1,2, 3 ,...

On a

1 v
1111:15,1,—.1‘_,r f(t +h ) g(t) at| > ¢ .
T, v v g

Si n=n(v,u) est le plus grand entier tel que n" - hu <7, ,o0na



FONCTIONS MP-PSEUDO-ALEATOIRES 75

n

n -h
' n-1
1imaup-2—r1—.r_,l. [f(t +n )|Pat =1im—2— 5 K¥=0 .
T v Tty » e n" - h k=l
v [
L'inégalité de Holder donne alors
T L
1 ‘r\) P l/P 1 J‘\J q l/q
lim sup 5—J | [£(t +n )|P at lim sup 5 J lg(t) | at >¢e ,
T v n"h » T - v n%h
v ) v
TG étant tel que
L. n—
Tv = Tv si Tv.s n hv +1 ,
T™=n"-h +1 si T >n"-h +1 .
v v v v
Comme
Al
1 Ty n nn(Tc -+ hv) 1
lim sup S I n dt = lim sup £5
n 2T 2
T = v n-h T - v
v M v
on a
Tl
1Y o/
lim sup I n lg(t) ]2 at » 2VP 1
T - v n -h
v -
En sommant par rapport & u , on a
T'
N v
lim sup E%— b3 I lg(t)|2 at > N 2q/p ed
n
T — v p=1 n =h
v W
et comme h“+1 z.h“ + 1 , on peut écrire, d2s que Tv est assez grand,
T T
N v v
s, le®Tars], le)]®as .
p=1 n-h v
D'ou
TV
lim sup = J . |a(t)|? at » N 2P0 2
2T ‘T
T -0 v v
llelld
Comme on peut choisir N supérieur & —E7r—5l— , on aboutit & une contradiction si
2VP 4

on suppose que € n'est pas nul. v(h) tend vers zéro lorsque h tend vers + =,
On peut faire une démonstration analogue si h tend vers - «» . Toutes les fonc-
tions de corrélation de f tendent vers zéro & 1'infini et 1'ensemble ((T') est

faiblement compact : f est une fonction m?-pseudo-aléatoire.
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On remarque que f n'est pas m?-réguliére. Contrairement & 1'espace [ , 1'es-
pece P (et donc 3P ) n'est pas sous-espace de mﬁ .

3. Propriétés de l'espace af .

(a) Une fonction mP-pseudo-aléatoire appartient & s° : o ¢ 5P ,

Cette propriété résulte immédiatement de la définition et du théorime du paragra-
phe VI-2.

Les fonctions de corrélation d'une fonction m?—pseudo—aléatoire sont des fonc-
tions d'Eberlein (VI-2-(c)) de moyenne quadratique nulle : elles appartiennent a
l'espace V défini au paragraphe V-B-2-(g).

Une fonction de ap qui est en m&me temps mp-presque-périodique a un ensemble

total de corrélation constitué de fonctions de Bohr de moyenne quadratique nulle ;

cet ensemble contient donc uniquement la fonction nulle : 1l'intersection de @ et

Pp est ‘constituée par la fonction nulle (dans mp ) H

a?PneP =0 .

Comme les ensembles Pp et ap ne sont pas vides, les inclusions Pp c sP et
aP c sP sont strictes.

(b) dp est un sous-espace vectoriel complet de Sp .

Soient f(l) et f(2) deux fonctions de dP dont les ensembles totaux de cor-
rélation sont «FI» et «rz» . Si Xl et 12 sont des constantes complexes,
l'ensemble total de corrélation ((I')) de la fonction f = Al f(l) + A, f(2) est

tel que (III-4-(Db)) :

(@) = Ay (@) + 2, () .

5P étant vectoriel ainsi que l'espace V , f est une fonction de 5P telle que
toutes ses fonctions de corrélation appartiennent & V : f appartient a aP qui

est bien un espace vectoriel.

Pour montrer qu'il est complet dans P , considérons une suite {f(n)} de fonc-
tions de aF convergeant dans 1P vers une fonction f qui appartient a 5P
(vi-3-(a)). D'aprds III-4(c), toute fonction de corrélation y de f est limite
uniforme d'une suite {y(“)] de fonctions de corrélation des f£(R) . Comme 1'es-
pace V est un sous-espace complet de Q(R) » Y appartient aussi & V et f
appartient a a® . &P est donc un sous-espace complet de w .

D'aprés III-4(a), aP est invariant par translation.
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P P
(e) 5i 1« 1 < Py <o ,ona @ 2 cal .

R . P
Soit f une fonmction de ¢ 2 dont 1'ensemble total de corrélation est (r) .
P
D'aprés VI-3-(c), elle appartient aussi & § 1 et, dans cet espace, son ensemble
total de corrélation ((I'')) est tel que (")) < (") d'aprds I-3-(d). (') est

P P )4
aussi formé de fonctions de V et f appartient & 1 . L'inclusion @ 2 a 1
est stricte (voir VI-3-(c¢)).

4. Propriétés des fonctions m?—pseudo-aléatoires.

(a) Coefficients de Fourier généralisés.

Une fonction de a? appartenant aussi & $p y elle admet une moyenne généralisée
ou, plus généralement, des coefficients de Fourier généralisés. D'aprds la formule

du paragraphe VI-3-(b) :
Iyl = gup 4, v(2) exp(- 0an)] < up [ulyI23/2

ces coefficients sont tous nuls (dans & ).

Inversement, une fonction de sP » dont tous les coefficients de Fourier généra-
lisés sont nuls, est m?-pseudo-aléatoire car, d'aprés la mé&me formule, les coeffi-
cients de Fourier ordinaires des fonctions d'Eberlein vy sont tous nuls, et, d'a-

prés la relation de Parseval, H|y|2 =0 .

On peut donc énoncer :

THEOREME I. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de &

soit une fonction m?-ppeudo-aléatoire est que tous ses coefficients de Fourier

généralisés soient nuls.

D'aprés les relations entre moyenne généralisée. et moyenne ordinaire (IV—4—(c)),
on voit que si 1 < p <o , les fonctions m?-pseudo-aléatoires ont des coeffi-
cients de Fourier ordinaires et ces coefficients sont tous nuls :

1 T
lim ——f f(t) exp(~ iAt) dt =0 .
2T YT
T
Ces fonctions sont presque périodiques au sens de S. HARTMAN (KAHANE [23]). Cette

propriété caractérise les fonctions de o pour 1 < p<o

THEOREME II. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de 5P

(1<p< m) s0oit une fonction mp- seudo~aléatoire est que tous ses coefficients
P Pt

de Fourier ordinaires existent et soient nuls.

La partie "condition suffisante" sera une conséquence immédiate du théordme de
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décomposition (théorime V).

(b) Ensembles de corrélation d'une fonction IP-pseudo-aldatoire.

THEOREME III. - Une fonction f de mg est m?—gseudo-aléatoire si et seulement

si 1'une des deux conditions suivantes est réalisée :

1° L'ensemble de corrélation de f et d'une fonction quelconque de 1! est un

ensemble faiblement compact de fonctions continues de moyenne quadratique nulle.

2° L'ensemble de corrélation de f et de la fonction y associde & Ve est un

ensemble faiblement compact de fonctions continues de moyenne quadratique nulle.

Si f appartient a o , ces deux conditions sont réalisées d'apr®s la défini-
tion et le théoréme du paragraphe VI-2,

Inversement, comme 1° ==> 20, il suffit de montrer que la seconde condition en-
traine que f appartient & ap . Cela résulte du calcul de la norme des coeffi-
cients de Fourier (VI-3-(b)) qui existent car on sait déja, d'aprds VI-2, que f
appartient a sp :

= exo(- i su 2|1/2 _
Il = ) I, v(n) exp(- AR < e, ivi2[2 20 .

Si toutes les fonctions de corrélation entre f et § ont une moyenne quadratique
nulle, on a "ax“p = 0 quel que soit A . Le théordme I montre alors que f ap-
partient a af .

(c¢) Propriété de 1'ensemble des translatées.

Pour définir les espaces s et 6P , nous avons considéré des propriétés topo-
logiques de 1'ensemble {fT} des translatées d'une fonction f de :m.g + On aurait

. pu définir directement aP a partir de cet ensemble :

THEOREME IV. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f de

5P soit une fonction m?-gggudo—aléatoire est que la fonction nulle appartienne a

la fermeture faible de 1'ensemble {fT} de ses translatées.

Une fonction mp-pseudo-aléatoire est un "Fluchtvektor" de 1l'espace vectoriel sp

par rapport au groupe des translations (JACOBS [22]).

1° La condition est suffisante.

La transformation de mp

sur lui-mé&me qui associe & f 1la fonction f(A) :

t —> f£(t) exp(- iAt) est continue. La fonction nulle appartient donc aussi a la
fermeture faible de 1'ensemble des translatées de la fonction f(A) . D'apr2s un
théordme de Mazur (D. S., p. 422), 1'enveloppe convexe fermée de cet ensemble est

faiblement fermée. Elle contient donc la fonction nulle et par suite de 1'unicité
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de la moyenne (IV-4-(b)), ona M f(k) =0 quel que soit A . D'aprds le théordme
&
II, la fonction f est bien mp-pseudo-aléatoire.

2° La condition est nécessaire.

Soit f wune fonction m?-pseudo-aléatoire, et soit £ wune fonctionnelle linéai-
re continue quelconque sur nP . La fonction 1 —> «®, fT) est une fonction
d'Eberlein (V-B-2-(h)) appartenant & V car tous ses coefficients de Fourier sont
nuls (VI-3-(b)) :

U
11-—1-f exp(- iku) (4 , £ ) du= (¢, £ * exp(- iAt)) =0 .
2U “=U u
U
On ne peut donc pas avoir |(L ’ fT)| > ¢ > 0 quel que soit T et par conséquent,
tout voisinage faible de la fonction zéro contient au moins une fonction de 1'en-

semble {fT] .

5. Relations entre les espaces d et @ .

i

L]
Soient f une fonction de aP et & une fonction de #P  avec Y

@

+ =

<1

o=

1<p<e, q<p' <.

Le produit ponctuel f.g appartient a a’ o

D'aprds IV-5-(b) et le théordme I, le produit de f par une exponentielle imagi-
L
naire & coefficient m? -constant appartient & «® . Comme en VII-6-(b) on en dé-

duit le résultat et de plus, d'aprds le théordme II, la moyenne ordinaire d'une

1
fonction de ﬂp' (1 <p< ®) par une fonction de @p (q £ p' < ») existe et
est nulle.

6. Théordme de décomposition.

Ce théortme est un cas particulier d'un théordme de Jacobs (JACOBS [22]).

THEOREME V. - Toute fonction f de 5P se décompose de manidre unique en une

somme de deux fonctions : f = f' + f" , f' étant une fonction de P ayant méme

série de Fourier généralisée que f et f" étant une fonction de o .

Considérons 1'ensemble total de corrélation ((I')) de f . C'est un ensemble fai-
blement compact (Vi-2) et invariant par translation (II1-2) de fonctions d'Eberlein

On peut lui appliquer les résultats des paragraphes V-B-4 et 5.

Chaque fonction de corrélation vy se décompose en une fonction de Bohr vy' et
une fonction de moyenne quadratique nulle "™ : vy =y' + y" . L'ensemble ((I'')
des fonctions vy' est fortement compact et 1'ensemble ((I'")) des fonctions "
est faiblement compact. Il existe une suite de noyaux de Bochner-Fejér {K(BV\}



tels que
14 *K -y, =0
Lin eup Iy (s,) = ¥'llg

ou

11 #* K - v %K =0 .
v,ul a;)x; 18% (8,) = ¥ (Bu)llg

Or d'aprés IV-6-(d), les fonctions vy * (K(B ) - K(B )) sont toutes les fonctions

de corrélation du polynSme trigonométrique généralisé f % (K(B ) - K(B )) . D'a-
prés 1'expression de la norme dans ¥ (III-3) :

£ = K(Bv) -f 4 K(Bu.)“p = &;5 Iy # K(s) = ¥ * K(Bu)",c, ’

la suite des polyn8mes trigonométriques f % K(B ) est une suite de Cauchy dans
mp qui converge vers une fonction f' appartenant & Pp .
Considérons maintenant la fonction

f'=f-f'=11mmp(f-f3K(B)) .

Ses fonctions de corrélation sont données par (IV-6-(d))

"=lim (Y -y HKpy) =y -y ye(@ -
V0 v
L'ensemble de corrélation de f" est donc exactement ((I'")) et f" est bien P

pseudo-aléatoire.

La décomposition de f ainsi obtenue f = f' + f" est unique, car si on avait
une autre décomposition f = @' + @" , on devrait avoir f' - @' =" ~ f" , Comme
une fonction de ®° ne peut appartenir aussi & P sans 8tre nulle (VIII-3-(a)),
leg deux membres de cette égalité sont nuls (dans mp ).

Enfin, les coefficients de Fourier généralisés de f" étant nuls, f' a bien

les mémes coefficients de Fourier généralisés que f .
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CHAPITRE IX

Etude de certains sous-espaces de mi

Dans le cas de 1l'espace mi , on peut étudier de manidre plus détaillée que dans
le cas général les différents sous-espaces. Les simplifications proviennent surtout
du fait que la transformation ~ (I-1-(c)), qui est ici la transformation imagi-

naire conjuguée, a des propriétés lindaires.
On étudiera dans ce chapitre les fonctions de mi qui sont m?—réguliéres. Dans

ce cas, les fonctions de corrélation entre f et T sont des fonctions de type
positif et l'ensemble (y) = (Ff) permet de caractériser de manidre intéressante
les différents sous-espaces de mﬁ n mi o

On notera ||f]| (sans indice) la norme dans m? , et (g, f){T } la valeur de
la fonctionnelle de corrélation correspondant & la fonction g ez a4 la suite
{r,} ¢

&, ) -1im = S0 f(e) B(t) at
& Dpey = g 7 .
v

1. Ensemble d'autocorrélation et ensemble spectral énergétique.

(a) Fonctions d'autocorrélation.

Soit f wune fonction de m§ . La fonction T appartient aussi a mﬁ . On appel-

lera fonction d'autocorrélation toute fonction de corrélation entre f et T .On

appellera ensemble d'autocorrélation 1l'ensemble (Y) = (P?) des fonctions d'auto-

corrélation.

Supposons de plus que f appartienne & mi s alors toutes les fonctions d'auto-

corrélation sont des fonctions de type positif.

En effet, une fonction d'autocorrélation y est continue car f appartient &
mz
[

et n nombres réels h1 , h2 s ove o hn , on a toujours

. I1 suffit donc de montrer qu'étant donnés n nombres complexes §1,§2 pecey gn

g y(h, =h,)E.E .20 .
o DA MR I

Si la fonction y est définie par la suite {Tv] , 0na
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T

v
Z y(h,-n,) g, T, = lin B A f(t+h,-n) F(t) at
1,5 1 ¥t T Ty 7 g, i
T

Y
= lim —I-.r 2 e(t+n,) T(t+n,) €. €, dt (d'aprds I-2(b))
-r_.mZTv‘Tvi,j i 3 2133
v

1 j‘T"
= ;im S Y
v—'@ v v

2
ff(t + hi) g, |° at

qui est bien toujours non négative.

(b) Ensemble spectral énergétique.

D'aprés le théordme de Bochner (LOEVE [24], p. 207), on peut dire que chaque
fonction d'autocorrélation vy peut se représenter sous la forme

y(n) =J

-

exp iwh do(w)

ou ¢ est une mesure de Radon non négative. Cette mesure (ou plutdt la fonction o

non décroissante qui lui est associde) sera appelée fonction spectrale émergétique

et 1'ensemble (o) de toutes les fonctions spectrales énergétiques sera appelé
l'ensemble spectral énergétique de f .

D'aprés les propriétés générales des ensembles de corrélation (III-2), (y) est
un ensemble borné, équicontinu et compact pour la convergence ponctuelle (ou 1la

convergence uniforme sur les ensembles compacts).

D'apres les propriétés classiques des fonctions de répartition (LOEVE [24], para-
graphes 11 et 12), (o) est un ensemble borné, compact pour la "convergence com-
pldte", c'est-i-dire que de toute suite {oj} on peut extraire une suite {Uj']
convergeant vers une fonction 9 de la fagon suivante :

lim o©

J'(w) = oo(w) en tout point ol oy est continue,
Jro=

W 1a o,,() = ople)

3o

De plus, comme (Y) est équicontinu, il existe un nombre A = A(e) > 0 tel que,
e > 0 étant donné, on ait

(2) ?ug [JFA do(w) + f: dO(u))] <€ .

-C0
g

On démontre enfin les relations suivantes entre normes et ensembles (y) ou (o):
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@™

(3) £|° = su (0)] = su f w
Il oup lv(0)| o do(w)
(4) £, - £ = eup 2 R[v(0) - v(1)] .
(v

Ce sont des conséquences immédiates du calcul du paragraphe suivant.

(e¢) Convolutions dans mi n mi .

Soit f wune fonction de mi n mi et soit p une mesure de Radon dont on note

k(p) la restriction 4 1'intervalle A . Comme en I-4-(b), on pose E(n) = fn B(a)
et d'aprés III-1-(c), on a
T

Bin o=y Lo (917 8t = 0wy o T om0 € g *uTy e )
v
La norme de &(n) est donc, d'aprés I-4-(c),
lega)l? = w3 3, I, awtu) &) (v - )
(v .
= ?ug j; IA dp(u) du(v) I_w exp iw(v - u) do(w) .
o .

En tenant compte de b-(2), on obtient

2 do(w) .

HG(A)NZ - ?;g j_a |IA exp(- iwu) dw(u)

En prenant pour A un intervalle (A , B) et en faisant tendre A et B vers
1'infini ¢

e« ul? = ?3 Il 1W(0) |2 do(0)

W étant la transformée de Fourier de la mesure u :

o

W(w) = J__ exp(- 1wm) du(u) .

(d) Espace N Lz(o) .
(o)

On voit d&s maintenant qu'il est intéressant d'associer & chaque fonction f de

mé n mﬁ 1l'espace N 12 = (ﬂ) Lz(o) des classes de fonctions boréliennes de carré
<]
intégrable par rapport & toutes les mesures o et telles que

1/2
<

© .

NVIian = [z;g I ww)? do(w)]
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On vérifie facilement que c'est un espace vectoriel sur lequel cette expression
définit une norme. On montre qu'il est complet en adaptant la démonstration corres-
pondante pour les espaces Lz(c) (p. s., p. 146).

Si on appelle fonction simple, une fonction borélienne ne prenant qu'un nombre
fini de valeurs, on démontre par les méthodes classiques que l'espace vectoriel de
ces fonctions est dense dans N L2 (D. S., p. 125). Mais, contrairement aux espa-
ces L2(0) , i1 n'est pas sfir que 1l'espace des fonctions continues a support com-
pact ou l'espace des fonctions en escalier soient denses dans l'espace N L2 (voir
4-(e) et 5-(d)).

2. Fonctionnelles linéaires sur V

Soit f une fonction appartenant a m? I? et soit Y l'espace vectoriel
complet engendré dans lg par l'ensemble [f } des translatées de f .

On va montrer que si £ est une fonctionnelle linéaire continue sur Vf y On a

(1) «, fh) = I_w exp iwh du(w)

b étant une mesure de Radon dont la norme est bornée par 4||f| ||¢| .

Pour cels, on reconstitue 1l'espace Y; 4 partir des fonctionnelles de corréla-
tion (chapitres II et III). En divisant £(t) au besoin par "f“ , on peut suppo-
ser d'abord que ||f]| =

(a) Soit g wune fonction de Vf telle que "g" €1 et soit £ 1la fonction-
nelle de corrélation entre Ve et € définie par la suite {Tv} . On vérifie fa-

cilement qu'on a

T, -
(2) (¢, £) = lin ?},—I_T £(t + 1) 800 at = __ exp iuh au(w)
T = "7y v
v
avec
(3) p(w) = % Eul(w) - c_l(m) + 1ci(w) - ic_i(m)] ,

les fonction o étant définies par la formule :
T ®
1 J
v (n) = 1lim == J [f(t +h) + eg(t + h)][f(t) + zglt)] dt = exp iwh do_(w) |,
€ 2T =T - €
TV‘O v v

€ prenant les valeurs 1 , -1, i et - i . u est une mesure de Radon telle

que
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.f: alul < % Zf; do_() < % It + gl
(4) € €
<Ciel + el Ps e o

(b) Soit maintenant g une fonction quelcongue de 7 telle que |lgl €1 . La

fonctionnelle de corrélation £ entre VvV, et g peut &tre définie par une suite
{TG} caractérisant une norme (N) (II-4-(a)). L'espace Yf muni de cette norme

est un espace préhilbertien dont le produit scalaire est

]
1 "
lim —-,-f , x(t) F(B) at = (7 , XDemyq o
T o 217 =T {1}
- STy v v
v
La fonctionnelle £ peut donc 8tre représentée par une suite de Cauchy {y(n)}
dans cet espace. On peut la choisir telle que “y(n)“ <1 . Si on pose
Tl
v
y(n)(h) = ,f)=1in -1—,f , £(t + h) v (1) at
I -
- Ty v
v
on a

vm) =, 1) = un M)
n
la convergence &tant uniforme par rapport & h . D'aprés (a),

(n) .

e €,n

(5) ARUORE STRIC L L ANORS PIN

Le théordme de Helly montre qu'on peut choisir la suite Ln de fagon que [oe n}

’
tende ponctuellement vers une limite ce pour €=1,-1, i1 et - i . La va-
riation totale de oe est encore bornée par 4 . Si on pose

Ye(h) = I_a exp iwh doe(w) ,

le théordme de Helly-Bray (LOEVE [24], p. 190) donne

I N
0 Ve(h) dh = ii: 0 Ye .n(h) dh *
Par suite de la convergence uniforme de y(n) vers Y , on a

u

.fo v(h) dn =%§Io v () an ,

et, les fonctions Yy intervenant ici étant continues, on obtient
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(6 ¥() =% Ty, () = I, exp tun au(n)
€
avec
(m u(w) = % Ze o (w) et J’:, alel €4 .

Toute fonction de 1l'ensemble total de corrélation ((I')) admet donc une représenta-
tion de cette forme.

(¢) L'ensemble ((L)) des fonctionnelles de corrélation qu'on vient d'étudier con-
tient tous les points extrémaux de la boule unité s de Y; (11-6-(c)). Par
suite des propriétés de la boule unité du dual d'un espace de Banach séparable et
du théordme de Krein-Milman (D. S., chapitre V), toute fonctionnelle £ apparte-
nant a 8% peut &tre approchée dans la Yf-topologie de Y; par une suite de com-
binaisons linéaires convexes {Lc’n] de fonctionnelles de ((L)) . On a :

« , fh) = lim (4 ’ fh) .
e

c,n
Ces fonctions de h étant équicontinues, la convergence est uniforme sur les en-

sembles compacts de R .

Pour les combinaisons linéaires convexes, on a évidemment une représentation de
1a forme (6), (7), et un raisonnement analogue & celui qui a été fait en (b) montre

que, pour toute fonctionnelle linéaire de norme bornée par 1 , on a encore

@, 2y =] exp tuh du(v)

avec
-]
I_w alul <4 .

On notera (W) 1'ensemble des mesures u correspondant aux fonctionnelles de
*

8 .
(d) Des propriétés linéaires des fonctionnelles, on déduit que si f a pour
norme ||f|| , et 81 £ est une fonctionnelle linéaire de norme ||t|| , on a :

@, f) = I_w exp iwh du(w) avec f_w alul < 4|l el -

La correspondance £ —> p est une transformation linéaire bornée de 1'espace

Y; sur un certain sous-espace vectoriel Mf de 1'espace M des mesures de Radon.

(e) Enfin, soit L une fonctionnelle linéaire continue sur 1'espace ™ .11 lui
correspond une fonctionnelle linéaire £ de ?; définie par
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(L, x)=(L , x) quel que soit x dans ?f .
A chaque fonctionnelle L , on peut donc associer une mesure p telle que

W, g =d _expionan) et J__alsl < 4ell ul -

3. Eléments ergodiques et totalement ergodiques de J!Li n Illf_ .

2

(a) Caractérisation de g2 n n =

82 .
r
Une fonction f de Jﬂi n Jlti appartient a g2 si 1a convolution a(U) = £ » m(U)

converge dans x2 lorsque U augmente indéfiniment (IV-2). La transformée de
Fourier de m(U) est

sin wU

1 J‘U
7 Yy exp(- iwt) dt = il

On aura donc

sin wU - sin wv|?2

R e S I
En posant
os(w) =0 pour x <0 ,
{ o (w) =(0,) - 0(0) pour x>0 ,
et

o(w) =g (w) +o,(w) ,

on peut aussi écrire :

lla(v) - a(M)]2 = up, I, sip ol _ sin oy |®

c

dcc(w) .

On va déduire de cette formule le résultat suivant :

THEOREME I. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f de

Jlli nmf_ appartienne A 55 est que son ensemble spectral énergétique (o) soit

équicontinu & gauche et & droite pour w =0 .

1° La condition est suffisante. - Supposons que 1'ensemble (oc) soit équiconti-
nu & l'origine. Etant donné ¢ > O , on peut d'abord choisir { > O tel que

sup Jf doc(w) <%
(c)) ¢
c
puis Uo > 0 tel que —ﬁl—z- <% o On obtient alors, pour U et V supérieurs
: CUO f

a Uy, |a(v) - a(v)|2 < ¢ . La suite a(U) est une suite de Cauchy dans 2 et
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converge vers une fonction T2-constante a .

2° La condition est nécessaire. - Supposons que 1l'ensemble (oc) ne soit pas
équicontinu & 1'origine. On va montrer que la suite a(U) n'est certainement pas
une suite de Cauchy. En effet, il existe un nombre e > O , une suite {w } de va-
leurs de @ convergeant vers zéro et une suite {G.} de fonctions de (oc) tel-
les que Ioj(wj) - oj(o)l > ¢ quel que soit j . La fonction o étant continue
pour w =0 , il existe toujours un nombre ws compris entre 0 et wj et tel
ave loj(w,) - o (w3)] > § .

Si on pose UJ=-2:— et V.=-:—,ona

3 Iy
2 mj 8in wU sin oV, 2
la(,) - a2 >[I, |t - —r—4| 0,(w)
J J J
> 1 If ) o )| > £
z n2 W3 oj . ;;E )

Comme U‘1 et VJ augmentent indéfiniment, la suite a(U) ne peut pas converger

dans M? . Une condition nécessaire pour que f appartienne & Ei est donc que
(ac) soit équicontinu pour w = 0 , c'est-a-dire que (o) soit équicontinu & gau-
che et & droite de w =10 .

R . 2 2 2
(b) Caractérisation de Gt n mi = Gtr .

Soit (o) = {0} 1'ensemble spectral énergétique de f . L'ensemble spectral
énergétique de la fonction f(x) t t —> f(t) exp(- iAt) est 1'ensemble trans-
laté (c)k = {O-A) . D'aprés le théordme I, pour qu'une fonction f de mﬁ n ﬂé

appartienne a 5$ , i1 faut et il suffit que son ensemble spectral énergétique (o)

s0it équicontinu A gauche et & droite de chaque point. Cela peut se traduire ainsi:

THEOREME II. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de

mi n mi appartienne & sir est que son ensemble spectral énergétique (o) soit
compact pour la convergence uniforme.

1° La condition est suffisante. ~ Supposons que (o) soit compact pour la con-

vergence uniforme et supposons qu'il ne soit pas équicontinu & droite de w =0
par exemple. Il existe alors un nombre ¢ > O , une suite {w.} de valeurs de

convergeant vers zéro et une suite {aj} de fonctions de (og telles que
aj(wj) - GJ(O+) >e .

On peut toujours supposer, en considérant au besoin une sous-suite. de {o.,} , que

oj converge uniformément vers une fonction Op appartenant aussi A (o) .ona
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lim lco(wj) - o°(0+)l
Josoo
= 1im [o5(uy) = oy(w,) + oy(,) = 04(0,) +65(0,) = 00(0,)| >
j—oo
ce qui est en contradiction avec la continuité & droite de w = O de la fonction

9y * (c) est donc équicontinu & droite de w = O . On démontrerait de méme que

(0) est équicontinu & gauche et & droite de chaque valeur de w .

2° La condition est nécessaire. - Supposons que (o) ne soit pas compact pour la
convergence uniforme. Il existe alors une suite {o } convergeant vers une fonc-
tion o, de (¢) compldtement (1-(b)) mais non uniformément. Il existe donc un

nombre ¢ , et une suite {wj] de valeurs de w telles que Ioj(w ) - oo(w ) >e

En utilisant la formule I-b-(2), on voit que, pour j assez grand, wj appar-
tient A& 1l'intervalle (- A(2¢) , A(2£)) « La suite {wj} a donc au moins un point
dfaccumulation wg a4 distance finie, et la suite Uj n'est certainement pas équi-

continue en ce point. f ne pourrait pas alors appartenir a 62 « Donc 8i f ap-

partient A G i 1'ensemble (o) est compact.

(c) Norme des coefficients de Fourier généralisés.

Les fonctions d'autocorrélation de a(U) se déduisent de celles de f par la
formule :

U U @ U 2
YU(h) = :ii JU £U y(h = u +v) du dv = {o exp iwh |§% {U exp(- iwu) du| do(w) .

D'aprés I-b-(3), la norme de la moyenne généralisée, quand elle existe, est don-
née par

sin ol
wU

|2 do(w) .

-0

0
llall? = 1im [|a(0)||2 = 1in su J
U Ueco (0§
En décomposant o comme au paragraphe 3-(a), on a

sin oy

©
lim sup f o0

- |2 dac(w) =0
U (cc)

car (oé) est équicontinu au voisinage de w = 0 . Il reste

sin wU

llall? = lin eup, I:.

| do (w) = sug [0(0 ) - 0(0 )] .

Soit Ak o le saut de la fonction o au point w = A . Ce saut est égal au
coefficient de Fourier correspondant & l'exposant A de la fonction vy . On peut
donc écrire :
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(1) 2 _supa = su (h)
llall 2up 8o 0 g LY
et en remplagant f par f(x) H
(2) Haklz = ?z§ 8 o= ?:g M v(h) exp(- iAh)
D'aprds les inégalités du paragraphe IV-4(¢), on a
(3) M £(+) 1% < |la) = sup &, &
(o)

(a) [ £(¢) exp(- 1a8) 1% < |la]|? = sup &, o .
(o)

(d) Fonctions quasi-pseudo-aléatoires.

Pour certaines applications faisant intervenir des propriétés de moyennes ordi-
naires (BERTRANDIAS [10]), il est intéressant de considérer 1'espace des fonctions
de Eir ayant tous leurs coefficients de Fourier généralisés nuls., On peut les dé-

finir de la fagon suivante : Une fonction f de Mi n mi sera dite quasi-pseudo-

aléatoire si son ensemble d'autocorrélation (y) est formé de fonctions de moyenne

quadratique nulle (ou de manidre équivalente : si son ensemble spectral énergétique

(0) est formé de fonctions continues).

- (o) Une fonction quasi-pseudo-aléatoire appartient a sir .

En effet, son ensemble (o) est équicontinu en chaque point. S'il ne 1'était pas
en o =w, par exemple, il existerait un nombre e > 0 , une suite {w.,} de va-
leurs de w convergeant vers Wy et une suite de fonctions {oj} telles que
loj(wj) - oj(w0)| > e . On peut toujours supposer, en considérant au besoin une
sous-suite, que aJ converge ponctuellement vers une fonction 9% appartenant &
() . On aurait alors
la |oy(w,) - olw)| > ¢
j—m
et la fonction 9 serait discontinue en w = wy » ce qui est contraire & 1'hypo-
thése.

- (B) Les coefficients de Fourier généralisés d'une fonction quasi-pseudo-aléatoire

sont tous nuls.

En effet

ey = gup 2, v(R) oxpl- 240 < mup ME
(v (v

Inversement, 8i une fonction de sir a tous ses coefficients de Fourier générali-
sés nuls, elle est quasi-pseudo-aléatoire.
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- (y) La moyenne ordinaire et les coefficients de Fourier ordinaires d'une fonction

quasi-pseudo-aléatoire sont nuls. Cela résulte des inégalités 1-(b), (3) et (4).

- (5) Le produit d'une fonction quasi-pseudo-aléatoire par une fonction m?-presqpe

périodique appartient & 6{ n m; et a une moyenne ordinaire nulle.

Voir les paragraphes VIII-5, I-3-(b).

- (&) L'ensemble total de corrélation ((I')) d'une fonction quasi-pseudo-aléatoire

est formé de fonctions d'Eberlein de moyenne quadratique nulle.

Les fonctions de corrélation sont des fonctions d'Eberlein d'aprds III-1-(b), et

leurs coefficients de Fourier sont tous nuls car, d'aprds IV-4-(a) :

llall, =0 = sup I, v(n) exp(- irn)| .

- (g) L'ensemble des fonctions quasi-pseudo-aléatoires est un sous-espace vectoriel
complet de m? .
M&me démonstration que dans VIII-3-(b).

4. Analyse harmonijue des fonctions de 5§r .

Soit f une fonction de 5§r . La convolution de f par une mesure de Radon ap-
partient a Yf . Mais si on consid®re l'ensemble de toutes ces convolutions, on
n'obtiendra pas en général tout 1l'espace Yf . On peut donc chercher & prolonger
1l'opérateur de convolution par des mesures de Radon de manidre & avoir une bonne
représentation de 1l'espace Yf qui s'obtiendra en fait par 1'intermédiaire d'une

représentation de ?f dans l'espace N L2 .

On définira d'abord sur 1l'ensemble T des réunions finies de semi-intervalles

Ja , b) une mesure spectrale Y(I) a valeurs dans VY, . On la construira par un

procédé de "filtrage" employé par J. BASS [3] dans le cas ot (o) se compose d'une
seule fonction (voir 5-(e)) et qui est utilisé dans 12 pour 1‘'analyse harmonique

des fonctions aléatoires stationnaires du second ordre.

(a) Construction de la mesure spectrale (1) .

Considérons un semi-intervalle I = Ja , b) et soit € un nombre strictement
compris entre O et b - a . Soit tE(I) la fonction continue définie par
¢E(w ,I) =0 8i w<a ou w=2b+e ,
Qs(m,1)=1 si a+eg<w<sdb ,
et lindaire dans les deux intervalles restants.

Sa transformée de Fourier inverse est
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1 b+¢
¢e(t , I) = B Ia Qe(w , I) exp iwt dw .

Elle appartient & L'(R) . On peut donc définir la convolution YE(I) =f % ¢€(I)
T(1) = I e w) Pt , 1) au

et on a, d'aprds 1-(c) :
llf » [og(1) - ¢é(I)]H2 = ?ug Ijm lte(w y I) - iélw , D2 do(w) .
o

Si f appartient & Eir , 1'ensemble (o) est équicontinu & droite de w = a
et ® = Db . Par conséquent, lorsque ¢ et ' tendent vers zéro simultanément et
indépendamment, le second membre de cette égalité tend vers zéro. La fonction

f ve(t » I) satisfait une condition de Cauchy en € et converge vers une fonc-
tion de Yf :

X(1) = 1im W £ % @ (1) .
-0

Si les N semi-intervalles 11 N 12 ) eee o IN sont disjoints, on pose
N
I=uy I et o (t,I)= I olt, 1)
n=1

N
1) = I ¥(I) =1in % oe(t) « g (t, 1) .
n=1 e-0

On a ainsi défini une fonction Y(I) sur le corps T des réunions finies de semi-
intervalles. Cette fonction est finiment additive sur ¢ .

(b) Caractérisation faible de la mesure spectrale Y(I) .

Soit £ wune fonctionnelle linéaire continue sur ?f et soit u la mesure qui
lui est associée (paragraphe 2) :

@, )= f_, exp iwh du(w) .
I étant un ensemble de T , on a :

@, X(I)) =1im (£ , £ 2 tpt(I)) = lim J‘_w &, f_) q)e(u , I) du
€-0 e-~0

= lim J’_u ‘l: exp(- iwu) (ps(u , I) du du(w) = lim J‘_Q Qe(w , I) du(w)

-0 -0

@, Y1) = II w(w) .
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La correspondance f —> II du(w) définit une fonctionnelle linéaire sur V. ,
bornée par 4||f|| d'aprds 2-(d). Cette fonctionnelle est un élément de ?;* qui,
ici, peut 8tre représenté par 1'Slément Y(I) qu'on vient de définir. Celui-ci est
donc caractérisé de manidre unique par la condition :

@, X(I)) = II du(w) quelle que soit £ € Y; .

(c) Propriétés de la mesure spectrale Y(I) .

Soient f' et f" deux fonctions de szr . Considérons une suite {Tv} telle
que
T
1 [V
lim o £'(t + h) TV (E) dt = (£" , £*) =vy(n) .
2T =T h
Tv~w v v {T}
La fonction f" et la suite {Tv} définissent sur Voo une fonctionnelle de
corrélation L, . De m8me, f' et {Tv} définissent sur Vf, une fonctionnelle
de corrélation L - On peut donc écrire de manidre symétrique :

i 1 v ' " " ' 3
'}1:’ ?T-;f_,rv £'(t + n) (¢ + k) dt = (£}, fh>[Tv} = f_w exp iw(h - k) du(w) .
v

Soient Y'(I) et Y"(I) 1les mesures spectrales de f' et f" respectivement.
x(I) étant la fonction caractéristique de 1l'ensemble I , on a

]

(52 y Y'(t, Il)) = -fI1 exp(~ iwk) du(w) = I_w exp(- iwk) X(Il) dp(w)
= (f; ’ Y.(Il)){'l' } .

En intervertissant les r8les de Y'(Il) et f; , On &

@ (1) o+ fdp 3= f_, exp iuwk x(I,) dulw)
v

et donc
@), vy g = x1) e = L ew
v 2 172
c'est-d-dire
TV
lim ETLI_T (¢, 1,) (%, T,) at = II . (@) .
Tvao v v 172

On déduit en particulier de cette formule :
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1° Une relation d'orthogonalité., - Si I1 et 12 sont disjoints :
T

linstd Yt , 1) TTETT) dt=0 .

b 2T "-T 1 2

—0
2° La norme de la mesure spectrale. — Si f' =f" =f et I1 = 12 =1:

Tv
e 0 Irt, D12 at = J . ao(w)
2T " -T I
Tvao v v

HY(I)II2 = ?ug J;do(w) .

3° Une relation entre les ensembles (u) et (6) . - La norme pouvant &tre défi-
nie & partir des fonctionnelles linéaires de norme 1 (2—(0)), on a

2 = ’ 2. su I w)|? = su I .
[T = ogp 16t X017 = oup 1y au(w)]? = sup ;. ao(o)

(d4) Intégration par rapport a Y(I) .

Soit S une fonction en escalier, c'est-d-dire une fonction ayant des valeurs

constantes 8 5 8y eer sy aJ sur un nombre fini de semi-intervalles I1 , 12 ,
ese 9 Ij formant une partition de R . Considérons la fonction Yf définie par
I e w1
&s = a, Y(I .

D'aprds les relations d'orthogonalité de (b), on a :
fT S la. 2
2 1 2
= 1im sup == S la | (¢, 1,)]|° at
llgsl T 2T '
qui peut s'évaluer comme au paragraphe 1-(c) :

2 a s s a,|? ) o(w
llegll sup ng la,] r, 4 (@)

= su Im (w 2 45(w) = |82 .
(cf . Is(w) | do(w) = || "an

Les fonctions en escaliers forment un sous-espace vectoriel de N L2 , et cette
formule établit un isomorphisme isométrique entre ce sous-espace et le sous-espace
formé dans Yf par les fonction32 & Par conséquent, si on considére une fonc-
tion C qui est limite dans N L° d'une suite {Sn} de fonctions en escalier,
on peut lui associer la fonction & de ?f définie par

& = lim W2 & B

o n
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Cette fonction ne dépend que de C et non de la suite particulidre [Sn} conver-
geant vers C .

La fonction &g peut 8tre considérée comme 1'intégrale de la fonction en esca-
lier S par rapport & la mesure vectorielle Y(I) . On peut aussi dire que g,

est 1'intégrale de C par rapport & Y(I) , et on la notera

4

g = -r_m C(w) ax(w) .

Cette intégrale vectorielle a bien les propriétés lindaires d'une intégrale. Si
C est limite dans N L2 d'une suite de fonctions en escalier, on dira que C est
intégrable par rapport & Y(I) . On voit immédiatement que les fonctions continues
a4 support compact ou, & cause de 1-(b)(2), les fonctions continues et bornées sont

intégrables par rapport a Y(I) .

(e) Caractérisation faible de 1'intégrale par rapport & Y(I) .

On peut procéder comme su paragraphe (b). Soit £ wune fonctionnelle lindaire
continue sur Yf et u 1la mesure qui lui est associée. On a :

G0

@, 8)= f_,,, s (0) du(w) .
n

En passant & la limite dans Vf et dans N L2 :

W,y =4 e wlo) .

. -]
La correspondance f —> I_, C(w) du(w) est une fonctionnelle lindaire continue
sur ?; . La condition

-
«®, gc) = I_w C(w) du(w) quelle que soit L€ Vg

peut servir A caractériser 1'intégrale g de C par rapport & Y(I) dont on
sait déja qu'elle existe.

On déduit alors immédiatement de la formule de définition de p ¢

@&, £) = I exp iwh du(w)

e

que f, est 1l'intégrale de exp iwh par rapport a (1) :

h

£, = I_w exp iwh dY(w)
et, en particulier

fa .r_n ar(w) .
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Si w est une mesure de Radon, sa transformée de Fourier W est continue et
bornée, donc intégrable par rapport & Y(I) . On a :
]

(L,f»‘:w):.r

@, 2y av(w) = I exp(c i) au(e) ax(a)

= W) w .

Donc
d
frw= .r_a W(w) a¥(w) .
Cette formule montre en quel sens on peut dire que la transformation f —> &

définie par

g = -f:, C(w) ar(w)

donne une généralisation de la convolution de f par une mesure de Radon.

En résumé, cette formule met en correspondance isométrique tout 1'espace Yf

avec le sous-espace fermé engendré dans N L2 par les fonctions en escalier, la

correspondance étant telle que

f

> 1, fT —> exp iwT

(1) — x(1), faow —> W .
I1 est facile de voir que le sous-espace de N L2 considéré peut &tre engendré

- soit par les fonctions en escalier ;
- 80it par les fonctions continues & support compact ;
- soit par les fonctions continues et bornées ;

- soit par les fonctions {exp iwh} , h variant de - = & + » , c'est-a-dire

par les polyndmes trigonométriques ordinaires.

(f) Relations bilinéaires entre deux sous-espaces vy de Eir .

En reprenant les notations du paragraphe 4-(c), soient f' et f" deux fonc-

tions de sir , C' et C" deux fonctions intégrables respectivement par rapport
a Y'(I) et Y'(I) . Si on pose

g = J c'(w) a¥'(w) , g" = ) c"(w) ar"(w)

on trouve par le méme calcul qu'en 4-(c) :

T\)
tn o e'(8) T at = J__ c'(w) T@) au(e)
T =0 Ty v
et on a ¥
Vo ot @) at)| < e, fievl , -
QL gL
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5. Prolongement de la mesure spectrale Y(I) . Espace RZ .

On va maintenant chercher dans quels cas on peut obtenir une représentation de
Yf sur tout 1l'espace N L2 » c'est-a-dire dans quel cas le symbole
@®

g(t) = cw) ar(w)

2

peut avoir un sens lorsque C est une fonction quelconque de N L

Pour cela, il faut étendre la mesure vectorielle Y(I) finiment additive sur
l'ensemble T des réunions finies de semi-intervalles en une mesure dénombrablement
additive sur le o-corps engendré par les semi-intervalles, c'est-a-dire sur le
corps de Borel B de R .

(a) Définition de la mesure spectrale Y(E) .

On peut essayer de faire ce prolongement au moyen de la caractérisation faible
donnée au paragraphe 4-(b). En effet, si £ est une fonctionnelle linéaire conti-
nue sur Y} » la mesure de Radon p qui lui est associée est dénombrablement addi-
tive sur le corps de Borel et, si E est un ensemble de Borel, 1'intégrale

E du(w) est parfaitement définie quelle que soit la fonctionnelle £ . La corres-
pondance f —> ‘B dp(w) définit une fonctionnelle linéaire bornée sur Y; et
donc un élément de Y;’ . Si cet élément peut se représenter par un élément de Yf,
on 1'appellera Y(E) , et il sera défini par

@ , Y(E)) = IE dy (w) quelle que soit £ € Y; ,

ou encore, en se plagant dans w° (2-(e)) ¢

(L, Y(E)) = IE dp(w) quelle que soit L € .

Une question qui se pose alors est de savoir s'il existe des fonctions f de

mi n mi telles que la mesure vectorielle Y(E) soit définie quel que soit l'en-

semble de Borel E . On appellera xz 1'ensemble de ces fonctions.

(b) Caractérisation des fonctions de xz .

On peut caractériser les fonctions de u2 sur leurs ensembles (o) ou (y) @

THEOREME III. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f

de né n nﬁ appartienne & #2 est que son ensemble spectral énergétique (o)

soit faiblement compact dans 1l'espace M (ou que son ensemble d'autocorrélation

(v) so0it faiblement compact dans 1'espace F ).

1° La condition est nécessaire. - Si f est une fonction de xz , la mesure vec-

torielle Y(E) qui lui est associée est faiblement dénombrablement additive sur B

-
i
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(D. S., p. 318) car les mesures p sont dénombrablement additives sur B . D'apris
un théordme de Pettis (D. S., p. 318), Y(E) est aussi dénombrablement additive
sur B et 1l'ensemble (u) des mesures {u} correspondant aux fonctionnelles 1i-
néaires bornées par 1 est relativement faiblement compact dans M (D. S., p. 319
Comme les fonctions spectrales énergétiques ¢ sont définies & partir des fonc-
tionnelles de corrélation entre Vf et T , l'ensemble (o) est aussi un ensemble
relativement faiblement compact dans M . Enfin, (o) étant compact pour la con-
vergence compldte (I-(b)), les fonctions appartenant a la fermeture faible de (o)
appartiennent & (o) (D. S., p. 308) qui est donc bien faiblement compact dans M.

2° La condition est suffisante. - Supposons que (o) soit faiblement compact

dans M . Il existe alors (p. s., P. 341) une mesure A telle que

1lim IE d\(w) = 0 entratne 1lim IE do(w) = 0
n n n n

uniformément sur (o) . On en déduit d'abord que (o) est équicontinu & gauche et
A droite de chaque point et donc que f appartient a szr (4-(b)). Par suite, on

peut construire la mesure spectrale Y(I) sur 1'ensemble T .

Cette mesure peut &tre étendue & l'ensemble B des ensembles de Borel par les
méthodes classiques (D. S., P. 132) : étant donné un ensemble de Borel E , on peut
considérer les suites décroissantes [In} d'ensembles de T contenant E et tel-

les que

lz'.lm fIn ar(w) = .fE dd(w) .

D'apres 4-(c), on a :
llx(r ) - ¥(1 )n2 = su fI ; do(w) , (nzm) .
n n (ag nm

Les suites {Y(In)} sont des suites de Cauchy convergeant dans YV, vers une li-

mite Y(E) qui est indépendante de la suite I considérée. Comme on a :

@, XE) = 1m @, W)y = tin L w) = T aww)
n n n

la fonction f appartient bien & l'espace x2 .

(c) Propriétés de 1l'espace x° .

L'espace n2 est un sous-espace vectoriel complet de 52 n mi = Si .

En effet, soient f' et f" deux fonctions de RZ dont les mesures spectrales
sont respectivement Y'(E) et Y"(E) . Si L est une fonctionnelle linéaire con-

tinue sur %° , il lui correspond deux mesures u' et u" telles que (2-(e)) :
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a, ) = I_m exp iwh du'(w) , (L, fr) = I exp iwh du"(w) .

On a donc :
@®

(L, £+ = f_@ exp iwh dfp'(w) + p*(w)] .
Or
@, Y (E) + T"(E)) = (L, Y(E)) + (L , Y"(E))

= IE dp'(w) + p"(w)] quel que soit E .

Y'(E) + Y"(E) peut donc &tre considérée comme la mesure spectrale associde a la
fonction f = f' + f" qui, par suite, appartient aussi a n2 . D'autre part, si o
est un nombre complexe, on peut associer a of(t) 1la mesure oY(E) : xz est bien

un espace vectoriel.

C'est un sous-espace de Si = 32 n mﬁ : d'aprés 2-(b) et le théordme III, ()
est un ensemble faiblement compact dans F et donc dans C(R) , car la transforma-
tion identique de F dans C(R) est faiblement continue (I-4-(a)) : le théorime
du paragraphe VI-2 montre alors qu'une fonction de Rz est m?-faiblement-preaque—

périodique.

Enfin uz est un espace complet : si {f(n)} est une suite de Cauchy dans I?
de fonctions de x2 convergeant vers une fonction f , on va montrer que f a
partient & xz . La suite {Y(n)(E)] des mesures spectrales des fonctions f n

est, pour chaque E , une suite de Cauchy car

L, 1™ () - x® @)y < gy ) - £
(n)
}

La suite des mesures {u , définies par la fonctionnelle L ,

@, ™) J__ oxp ian 4™ (0) = y(®(w)

est telle que la limite

vim { du(“)(w) = lim (L, !(“)(E»

n E n
existe quel que soit 1'ensemble de Borel E . La suite [u(n)} est faiblement con~
vergente dans M vers une limite “(0) (p. S., p. 308) et, par conséquent, la

suite {y n } converge faiblement dans F vers vy 0 « Or {y n } converge uni-
formément vers la fonction vy :

v(n) = (L, fh) = I_@ exp iwh du(w) ,
(0)

qui coIncide donc avec Y . Par suite
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@, 1@ = a@w -1 aw |
et la fonction limite f appartient bien aussi a Rz

(d) Intégration par rapport & Y(E) .

Pour la mesure spectrale Y(E) associée a une fonction f de x2 , on peut
faire les mémes calculs que ceux qui ont été faits en 4—(c) pour la mesure (1)
associée & une fonction de 5§r « En particulier, les relations d'orthogonalité

sont valables et 1l'expression de la norme est analogue :

ITE)|? = oy I, o) .

L'intégration par rapport & la mesure Y(E) peut donc &tre définie de manidre
parall2le.

Soit S une fonction simple, c'est-i-dire une fonction ayant des valeurs cons-
tantes al » 85 5 ceo y 85 SUT UD nombre fini d'ensembles de Borel El,Ez,...,E

J
formant une partition de R . Considérons la fonction &g de Yf définie par

J
g = ,151 8 Y(EJ) .

D'aprds les relations d'orthogonalité, on a (4-(d)) :
llggl® =su§o |S(u:)|2 do(w) =||s|| .

Les fonctions simples forment un sous-espace vectoriel de N L2 dense dans tout
n L2 (1-(d)). On peut donc définir par passage A& la limite 1'intégrale d'une fonc-
tion quelconque C de N 12 par rapport & la mesure Y(E) : C est la limite
dans N L2 d'une suite de fonctions simples {Sn} (La suite des fonctions {gs }
est une suite de Cauchy dans Yf ). Elle converge vers une fonction € qui ne n

dépend pas de la suite des fonctions {Sn} convergeant vers C .

On pourra donc poser @
o0

& = I_m C(w) dar(w)
et on a

llell = llc||nL2 .

Cette formule établit un isomorphisme iabmétrique entre les espaces de Banach

n L2 et Y} , la correspondance étant telle que
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f ——— 1, f_ —> exp iwr

T ’

Y(E) — x(E) , frg —> W .

On peut aussi, comme au paragraphe 4-(e), donner une définition faible de 1'inté-
grale par rapport & Y(E) : si C est une fonetion quelconque de N L2 , 8on inté-

grale g, par rapport & la mesure spectrale Y(E) est parfaitement définie par la

condition :
o

&, g = JL@ C(w) du(w) quelle que soit £ € Y; ,

ou encore, en se plagant dans m? :

L, &) = j;w C(w) du(w) quelle que soit L € m?* .
En comparant avec les résultats de 4-(e), on voit que les espaces vectoriels sui-

vants sont denses dans tout N L2 H

- 1'espace des fonctions en escalier,
-~ 1'espace des fonctions continues & support compact (ou bornées),

- l'espace des polyndmes trigonométriques.

D'une manidre générale, on peut démontrer que ces espaces sont des sous-espaces

denses de N Lz(o) si, et seulement si, (c) est relativement faiblement com-
o
pact dans M .

(e) Fonctions pseudo-aléatoires.

La définition initiale donnée par J. BASS [1] des fonctions pseudo-aléatoires est
la suivante : ce sont des fonctions f complexes, bornées, nulles pour t <0 et
dont la fonction de corrélation

T
y(n) = ;i:?%f_T £(t +n) TE) au

existe, est continue, n'est pas nulle pour h = 0 , et tend vers zéro & 1'infini.

On peut donner une définition un peu plus générale conservant les mémes proprié-
tés a ces fonctions (BERTRANDIAS [10]) : fonctions appartenant a mz et dont la
fonction de corrélation existe, est continue pour h = 0 , et a une moyenne quadra-

tique nulle.

Ces fonctions sont continues en norme (1—(b)-(4,) :
li£, = £I° = 2 & [v(0) - v(1) I < 2ly(0) = y(7)|

et sont m?—réguliéres (1-2-(¢)). L'ensemble (o) existe et contient une seule
fonction : N L2 se réduit 4 un seul espace Lz(o) . Les fonctions pseudo-aléatoi-
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res appartiennent donc a %2 .

D'autre part, leurs coefficients de Fourier généralisés sont nuls (3-(d)). Ce
sont donc aussi des fonctions m?-pseudo—aléatoires (VIII—4—(a)).

6. Fonctions m?-presque—périodiques.

(a) Caractérisation des fonctions mz—prBSque—périodiques.

On sait que les fonctions de @2 sont m?—réguliéres (VII-5). On peut leur asso-
cier un ensemble d'autocorrélation (Y) et les caractériser au moyen de cet ensem-
ble :

THEOREME IV. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de

mi n mi appartienne a 92 est que son ensemble d'autocorrélation (y) soit un

ensemble fortement compact dans Q(R) de fonctions de Bohr.

La condition est nécessaire d'aprés VII-3, théordme II. Pour montrer qu'elle est
suffisante, on démontre l'existence de presque-périodes (VII-3, théordme I). L'en-
semble (y) est uniformément presque-périodique (V—A—B-(a)), c'est-a-dire qu'étant
donné un nombre ¢ > 0 , il existe une suite relativement dense de nombres rt tels
que sup sup |y(h) = y(h + 7)| <€ . Or on a (1-(b)-(4)) :

Y) h '

li£, - 21 = 2 w R[v(0) - v(7)]< 2 2o lv(0) = y(1)| .

En choisissant les m8mes valeurs pour T , on a ||f_ - f”2 < 2e  pour une suite re-

lativement dense, f est donc bien une fonction m;-presque-périodique.

(b) Les fonctions Ig-presque:périodiques sont des fonctions de x2 .

Si on considére un polyn8me trigonométrique généralisé
A
1
p(t) = T k() exp ikt Kk e @,
A=ko

i1 est facile de voir qu'il appartient & u2 ; sa mesure spectrale est donnée par

Y(t ,E)= 2 k}\(t) exp IAt .
A€E

Comme 1'espace 2? des polyn8mes trigonométriques généralisés est dense dans 92
(VIL-5), et comme u2 est complet (4-(d)), on en déduit que les fonctions m?—

2

presque-périodiques sont des fonctions de ®° o c % . D'aprés 5-(e), 1'inclu-

sion est stricte.
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(c) Séries de Fourier des fonctions I?-Qresque-périodiques.

- (o) Inégalité de Bessel. - Soit f wune fonction m?-presque-périodique. La fonc-
tion |£]2 = £.T appartient & # (VII-6-(d)). D'aprds ITI-1-(c),

2
(1, lfl * m(U)>{Tv} = (1% m(U) ’ If’Z)ETv} = {1, If‘e){Tv} ’
T
1212 « a(o)], = 1in sup L 1202 at = el -1

I1 en résulte que
2 2 2
(1) llz lel), = Iel¥y = 1els -

Soient a8 les coefficients de Fourier généralisés de f . Les fonctions I‘AIZ
sont des fonctions J-constantes (1v-1-(e)-(y)). Si A, est un ensemble fini de

valeurs de A , on a :

(2) Hole(t) -2 a(t) expire|?=m |g]?- T !ahla (dans = ).
4 Ay g Ay

On en déduit une inégalité de Bessel :

Iz oyl < 1 1l = el

- (B) Relation de Parseval. - On va d'abord montrer que la série de Fourier d'une

fonction f de 6? converge dans n? vers f .

On peut écrire la somme partielle I ax(t) exp ilt sous la forme

B

Za expirt =f% I exp ikt .

Ao

Soit vy une fonction d'autocorrélation de f obtenue & partir d'une suite {Tv]
et dont les coefficients de Fourier sont les constantes ordinaires a . D'apras
III-1-(c) et IV-6, on a

h

o) & 0

=vy(h) - £ o, exp iAh .

(f-fszexpnt,fh-f % Iexpuﬂ[T}ay(h)-yzZexpnh
v A

D'aprds la compacité faible dans M de l'ensemble (o) , les quantités

b3 o, exp iah = 2«

Ao A-Ao

sup |y(h) - \
h
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tendent vers zéro uniformément sur (y) lorsque Ao tend vers A et comme
£ - 5 a, exp irg)? = eup Iv(0) = £ o,
b (v by =

= su

(Y§ A-A, R

la série 2 a, exp iAt tend dans m? vers f . D'aprds les inégalités (1) et (2)

la série 2 |31|2 tend dans W vers M |fl2 H
g

b3 |ax12 =M |f|2 (relation de Parseval).
A g

- (y) Théordme de Fischer-Riesz-Besicovitch. - Soit {‘k} un ensemble au plus dénom-
brable de fonctions de KZ telles que la série 3 lakiz converge dans Kl . D'a-
prds les inégalités (1) et (2), on voit que la série 2 a, exp ikt converge dans
m? vers une fonction de 92 qui admet les fonctions a, comme coefficients de

Pourier généralisés.
On peut résumer ces résultats sous la forme suivante :

Si f est une fonction ﬂ?-gresque-périodique, ses coefficients de Fourier géné-

ralisés sont tels que

3 la)\|2 =n |£]2 (dans = )
A g

I3 Loy 4, - I l£1%), = el5 -

et la série de Fourier converge en norme dans n? vers f .

Inversement, & toute série 3 a, exp iAt A& coefficients dans KZ telle que

A
|2 converge dans xl , i1 correspond une fonction m?-presqpe—périodigue

)|
N

1'admettant pour série de Fourier.

-l -
e=e=e
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