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INTRODUCTION

Le point de départ de ce travail est la théorie des fonctions pseudo-aléatoires
développée par Jean BASS pour donner une bonne représentation de certains phénomè-
nes physiques (turbulence),
Les expériences, par exemple l'enregistrement des vitesses ou des pressions dans

un fluide turbulent, fournissent des courbes d'apparence compliquée, irrégulière,
mais présentant cependant une certaine stabilité dans le temps. On a d'abord cher-
ché à les étudier grâce aux moyennes temporelles (REYNOLDS-BOUSSINESQ), puis en
introduisant la notion de corrélation (TAYLOR, KARMAN-HOWARTH). Ensuite par l'in-
termédiaire de théorèmes ergodiques assez incertains, on les a représentées par des
fonctions aléatoires, les moyennes devenant alors des moyennes stochastiques (KAMPE
de FÊRIET, BATCHELOR, e t c . ) . Ces méthodes ne donnent qu'une description imprécise
des courbes expérimentales, et on ne peut guère les utiliser pour trouver des solu-
tions "turbulentes" des équations de l'hydrodynamique (équations de Navier-Stokes).
Pour lever ces difficultés, J. BASS a défini et étudié une classe de fonctions

suffisamment irrégulières, à la fois localement et asymptotiquement, pour pouvoir
représenter ces solutions turbulentes. Ce sont des fonctions ordinaires (non aléa-
toires) caractérisées par des propriétés de moyennes ordinaires dont la plus impor-
tante est l'existence d'une fonction de corrélation :

rtT ___
y(R) = lim — J ., f(t + h) f(t) dt .

T-o 2T

Les propriétés de y prises comme hypothèses de départ ont été suggérées par l'ex-
périence et sont les suivantes : y est continue, positive pour h = 0 et tend
vers zéro à l'infini.
Ces fonctions appelées fonctions pseudo-aléatoires, ont été étudiées avec assez

de détails (voir en particulier BASS [ 2 ] ) . On en connaît maintenant de nombreuses
propriétés, on en a construit des classes très larges. Une analyse harmonique géné-
ralisée a été développée, permettant de trouver des solutions pseudo-aléatoires
d'équations linéaires ou non linéaires. L'étude des solutions turbulentes des équa-
tions de Navier-Stokes a été abordée avec succès par MM. BASS et VO-KHAC.
Un inconvénient des fonctions pseudo-aléatoires est qu'elles ne forment pas un

espace vectoriel, et l'espace vectoriel naturel dans lequel on peut les placer
(l'espace de Besicovitch-Marcinkiewicz X ) est un espace trop grand pour donner
des résultats précis. Un des buts principaux de ce travail est de trouver des espa-
ces vectoriels mieux adaptés, permettant une étude et une utilisation plus facile
de ces fonctions.
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Cela peut être réalisé en remarquant que les fonctions pseudo-aléatoires ont cer-
taines propriétés de presque-périodicité pour la topologie faible de l'espace X2
(Chap. VIII). On a donc été amené à étudier d'abord les différentes notions de
presque-périodicité des fonctions bornées en moyenne asymptotique d'ordre p > 1
(Espaces X33 ) . Il a été commode de se limiter aux fonctions continues en normes
dans ces espaces (Espaces X15 ) et on a étudié un certain nombre de sous-espaces
vectoriels complets de X̂  .

1° L'espace V^ des fonctions k constante en norme (Chap. IV): ||k - k|| =0
quel que soit T . Il contient évidemment les constantes ordinaires et aussi d'au-
tres fonctions dont la variation est assez lente comme par exemple

k(t) = exp i log t .
2° L'espace ̂  des fonctions ergodiques de yf (Chap. IV ) , c'est-à-dire l'es-

pace des fonctions f ayant une moyenne généralisée a

a = M f(t) = lim jsp ̂  J^ f(t - u) du
g U-*00

pU
-u

ainsi que l'espace rf des fonctions totalement ergodiques ayant des coefficients
de Fourier généralisés :

a, = M f(t) exp(- Ut) (quel que soit \ réel).
71 fS

5° L'espace ^ des fonctions X -presque-périodiques (Chap. Vil) caractérisées
par la compacité relative dans X de l'ensemble [f } des translatées de f
(Définition du type Bochner). Elles peuvent aussi être caractérisées au moyen des
presque-périodes dans X (Définition du type Bohr-Besicovitch) ou encore par la
fermeture dans X de l'espace vectoriel des polynômes trigonométriques à coeffi-
cient dans K • L'espace ft- contient comme sous-espace vectoriel complet l'es-
pace Ê  des fonctions presque-périodiques de Besicovitch, et contient aussi d'au-
tres fonctions,

4° L'espace Q^ des fonctions X̂ -pseudo-aléatoires (Chap. VI II) caractérisées
par le fait que la fermeture dans la topologie faible de JO? de {f } est faible-
ment compacte et contient la fonction nulle. L'espace O? contient, si p< 2 ,
comme sous-espace (non vectoriel) l'ensemble des fonctions pseudo-aléatoires.

5° L'espace î^ des fonctions X^faiblement-presque-périodiques (Chap. V l ) ,
fonctions telles que l'ensemble {f } soit relativement faiblement compact dans
X33 . On retrouve le résultat important, démontré par JACOBS [22] dans des condi-
tions plus générales, que f^ est la somme directe des espaces ^p et O? ,
c'est-à-dire qu'une fonction de 5̂  peut se décomposer d'une façon unique en une
fonction X^-presque-périodique et une fonction X -pseudo-aléatoire.



10 INTRODUCTION

Les fonctions appartenant à ces différents espaces sont caractérisées au moyen de
leurs fonctions de corrélation généralisées (Chap. IIl) provenant chacune d'une
fonctionnelle linéaire continue définie sur l'espace vectoriel Y-, engendré dans
VtP par l'ensemble (f ) des translatées de f (Chap. II). L'ensemble de ces

»fonctionnelles contient tous les points extrémaux de la boule unité du dual Y^ de
Y« , ce qui permet aux ensembles de fonctions de corrélation de refléter assez fi-
dèlement les propriétés globales de f : ergodicité, presque périodicité forte ou
faible, etc.
Le cas p = 2 est le cas le plus important et est étudié avec davantage de dé-

tails dans le chapitre IX en introduisant 1 * ensemble d * autocorrélat ion (y) d'une
fonction f de % . S i une telle fonction possède une certaine propriété de régu-

? ^tarifé (f € X ) permettant d'être sûr que les différentes moyennes introduites
pour définir ( y ) sont invariantes par translation, l'ensemble d'autocorrélation
est un ensemble de fonctions de type positif. On peut lui faire correspondre, grâce
au théorème de Bochner, un ensemble (o) de fonctions non décroissantes bornées :
l'ensemble spectral énergétique. Ces deux ensembles ( y ) et (o) sont très utiles

2 ?pour caractériser et étudier les sous-espaces de X n X .
1° Si ( o ) est compact pour la convergence uniforme, la fonction f appartient

à & (et réciproquement). Dans ce cas, on peut représenter l'espace Y< dans
l'espace H L (o) , la correspondance étant telle que f -» exp ITU> , et on peut

(a) , Tdéfinir une fonction finiment additive d'intervalles Y(I) à valeurs dans Y« et
telle que

( l ) f(t + T) = J ^ exp iTœ dY(a)) .

2° Si (o) est faiblement compact dans l'espace des fonctions à variation bor-
née, la fonction f appartient à % s. 5 n %p . On peut définir une fonction
Y(E) dénombrablement additive sur les ensembles de Borel de la droite et à valeurs
•dans Y-. . On a encore ( l ) , et on a un isomorphisme isométrique entre Y.. et
H L^o) défini par

(a)
g = f^ C(œ)/dY(œ) .

l | g | L = | | C | | p=3Up[r, |c ( a ) ) | 2 da(<.. = ||C|| . = sup jT |c(a))|2 da^t172 .
2 OL" (o) L J

3° Si ( v ) est un ensemble fortement compact de fonctions de Bohr, f appar-
tient à y (et réciproquement). Pour une telle fonction, on a un théorème de
Parseval et un théorème de Riesz-Fischer-Besicovitch. En particulier, la série de
Fourier généralisée de f converge en norme vers f et on a
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M Ifl^IlaJ2 .
e ^

gLe théorème de décomposition de X est alors tout à fait parallèle au théorème
de décomposition des fonctions aléatoires stationnaires du second ordre, et on peut
ainsi comparer d'une certaine façon les méthodes probabilistes et les méthodes
pseudo-aléatoires dans le problème de la représentation des "fonctions turbu-
lentes" .

Pour aider le lecteur à retrouver rapidement la définition des différents espaces
étudiés, une table des notations a été placée en tête de ce travail.
Pour un certain nombre de définitions et de propriétés classiques, on renverra au

livre de DUNFORD et SCHWARTZ : "Linear operators. Part I. - New York, Interscience
Publishers, 1958 (Pure and applied Mathematics, 7 ) " , qui sera désigné dans le texte
par les initiales D. S.
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CHAPITRE I

Espaces de fonct ions bornées enmoyenne1 asymgtpti^ue

Définitions,et généralités

1. Espaces de fonçtiQnsborneeae moyenne asym^toti^ue.

(a) Définitions.

Soit p un nombre réel supérieur ou égal à 1 , et soit L^(- T , T) l'espace

vectoriel norme des fonctions complexes de puissance p-ième intégrable sur l'in-

tervalle (- T , T) .On appellera tf (espace de Besicovitch-Marcinkiewicz) l'es-

pace vectoriel des fonctions complexes de la variable réelle t bornées en moyenne

asymptotique d'ordre p , c'est-à-dire l'espace des fonctions f appartenant à

L^- T , T) quel que soit T et telles que

T i
( 1 ) ||f|L = (1^ SU? —— ! |f(t) |p d^ < œ .

p fp.̂ 00 <-»• -1

L'espace Xe0 est l'espace des fonctions telles que

i|f||, » li» sup ||f|| - ||f|| < - .
T-^œ L (-T,T) L (-»,»)

L'élément "zéro" de l'espace vectoriel sera la classe 9 des fonctions nulles en
norme, et on conviendra d'identifier deux fonctions différant d'une fonction appar-

tenant à la classe 9 : chaque élément de X13 est alors une classe de fonctions,

et Vf est un espace vectoriel sur lequel l'expression (l) définit bien une

norme.

Avec cette convention, l'espace X°° est identique à l'espace L^- œ , œ) . Dans

toute la suite, sauf indication explicite, p désignera un nombre réel supérieur

ou égal à 1 et ne pouvant prendre la valeur ® (l < P < 00) •

D'après un théorème de Marcinkiewicz [25], vf est un espace complet par rapport

à la norme II II : toute suite de Cauchy de fonctions de ît^ tend vers un élémentii iip
de tf au sens de la norme || |1 •

(b) Premières propriétés des fonctions de X .

« (ot) La norme || H est invariante par translation. - On notera par f^. la fonc-

tion déduite de f par la translation T :

f^(t) « f(t + T) .

On vérifie immédiatement que ||fj| 9 IML •

- (3) Si on modifie la fonction f sur un intervalle de longueur finie, on obtient
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le même élément de vf • - Cela provient du fait qu'une fonction nulle en dehors
d'un intervalle est une fonction de la classe 6 .
On utilisera cette propriété pour représenter chaque élément f de jf par une

fonction f,. telle que
pT

/-̂ -Tsup^J^ Ifod^dKlIfCDII^e

où e est un nombre positif qu'on peut choisir arbitrairement petit.
En effet, étant donnée une fonction f représentant l'élément f , il existe un

nombre TQ tel que

T

•gè^-T I^X1' "< Np+ e dè81"6 T ̂ o '
Si on remplace la fonction f. par la fonction f,. définie par

f^t) « 0 si H < TQ ,

f^t) = f(t) si |T| >TQ ,{
cette fonction aura bien la propriété requise.

(c) Transformation ~ •
Dans toute la suite, on associera à chaque valeur de- l*exposant p (l < p < ° ° )

1« "exposant conjugué" q défini par — + — = 1 .
A l'espace jf ( l < p < oo) , il sera souvent utile de faire correspondre l'es-

pace conjugué 311e1 • Cela peut se faire en introduisant la "transf ornât ion ~ " qui,
à une fonction f de H? , associe la fonction 7 de îîP , définie par

{ 7(1) « Ifd)^ f^t) si f(t) ^ 0 ,

?(t) = 0 si f(t) = 0 .

Si p a 2 , c'est la transformation "imaginaire conjuguée" : f(t) =« f(t) .
On va étudier quelques propriétés de cette transformation.

- (a) Relation entre les normes. - Si 1 < p < <» , on a

lïd)!^ Ifd)!^ Ifd)!^» Ifd)^ .
On a donc

Iffll;»!!^ •
Dans le cas où p » 1 , |f?|̂  » 1 si ||f||^ / 0 . Si ||f||̂  = 0 , on a aussi
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](f|| « 1 dès que f n'est pas nulle presque partout sur (- o» , a») ,

- (p) Transformation conjuguée. - Si 1 < p < <» , on peut aussi définir la trans-

formation ^ sur 3R- • A une fonction g de 3lP , on associera la fonction ^

définie par

r i(t) = Igd^^d) si g(t) ^ o ,
l ?(t) = 0 si g(t) = 0 .

?y ?y
On trouve de manière évidente que f ( t )= f ( t ) et g(t) a g(t) .

Une fonction quelconque g de X^ est la transformée de la fonction ^ de

%* : toute fonction de 3I? peut donc être obtenue à partir d'une fonction de nP
(l < p < œ) .

- (y) Transformation des translatées. - D» après la définition, on a (f ) s f .La

transformée d'une translatée de f est la translatée de la transformée.

- (ô) La transformation — n'est pas linéaire. - On a À.f(t) = \ f(t) avec

'5;= Ixl1' X"1 . Si p » 2 , IÎTt7=î7(t) .

En général»

^ f^(t) + ̂  f^(t) ̂  À^ f^(t) + X^ f^(t) ,

mais si p = 2 , la transformation est semi-linéaire :

^ f^(t) + ̂  f^i) » r^ ?^(t) + r^ 7^(1) .
- (e) Propriétés de continuité. - Soient f. et fp deux fonctions de vf

(l < p < <») ; on a

i|î^-7^«limsup^^
|f^f,P |f,PF

f, + f^
dt .

Or si z est un nombre complexe quelconque, il existe des constantes K(p) et
H(p) ne dépendant que de p , et telles que

1 1 ^ '^- l l^KCp) l^+lKp) Izl1' .1 + a

En posant « » — , on .n déduit
•l

"l + t21
<K(p) I^P+HCp) ̂  l^l11-1 .

'1 ^S
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En appliquant cette inégalité aux fonctions f et fy , en intégrant et en pas-

sant aux limites supérieures, on obtient

||î̂ 7^ - -î^ < K(p)||f^|^ + H(p)|| |f^ \t^ |P-̂  .

Si on applique à la dernière norme l'inégalité de Hôlder :

|(î,~^ - -t^ < K(p)||f^ + H(p)||f^ HfJlP-1 .

On en déduit î

1° Si ||f y = 0 , on a f + f^ »? dans tf , c'est-à-dire ; s^ f = f

dans % , on a f, = f^, dans X^ •

La transformation ^ est bien une transformation de l'espace vectoriel V? dans

l'espace vectoriel 31? (considérés comme espaces de classes de fonctions)»

2° Si ||f II tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, f + f tend

vers f c'est-à-dire î si une suite {f ) est une suite de Cauchy dans X^ ,

{f ) est une suite de Cauchy dans 3I? •

Dans le cas où p = 1 » les relations entre normes vues ci-dessus (or) montrent

que la transformation ^ entre X et 311?° n'a aucune propriété de continuité.

2, Espaces de fonet ions continues et réguilères en moyenne asymptotique.

(a) Espaces de fonctions continues en moyenne asymptotique.

On dira qu'une fonction f appartenant à X* est une fonction continue en

moyenne asymptotique d'ordre p si elle est telle que ||f - f|| tend vers zéro

lorsque T tend vers zéro.

On appellera Jl̂  le sous-espace de îï^ constitué par ces fonctions.

La fonction vectorielle T —> f est une fonction uniformément continue défi-

nie sur l'axe réel R et à valeurs dans X- • On en déduit immédiatement que X^

est un sous-espace vectoriel complet de Xp •

(b) Espaces de fonctions régulières en moyenne asymptotique.

On dira qu'une fonction f de Xp est xF-régulière si, quel que soit le

nombre réel 1 , on a
T

(1) ^iè-'T 9 I^Pdt-O •y-boo 2T T-A

On appellera X l'ensemble des fonctions X -régulières.

Comme on a
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(2) lim^sup ^J^ |f(t)Pdt|<||f||^ ,
T-4?»

les fonctions nulles dans ̂  appartiennent à X̂  . On peut considérer xP comme
un espace de classes de fonctions et X̂  est un sous-espace de xP . L'inégalité
de Minkowski montre immédiatement que l'espace X̂  est vectoriel, et l'inégalité
(2) permet de démontrer que toute limite dans xP de fonctions de xP est encore
dans X̂  : X̂  est un sous-espace vectoriel complet de X13 .
La condition ( l ) implique une certaine régularité de la fonction f qui ne peut

prendre des valeurs trop grandes sur des intervalles de longueur finie. Elle sera
utile pour les changements d'origine dans le calcul de moyennes attachées à f :
celles-ci sont invariantes par translation en ce sens que si (T } est une suite
de valeurs de T , tendant vers l'infini, telle qu'existe la limite

TV
lim ̂ T '-T f(t) ^(t) dt = <e , f>rn, •> (f 6 X1: , g € Xe1) ,

T -<œ V V v V

on a, quel que soit le nombre réel T ,

(e. . f)^ i - (e , f)r^T ' T^T ] ~ ^ , t / f , , .
'• v - v

En effet

r T +r -T +n

1 <^ , f^y , - <g , f>fy J < lin ̂ - P^ - •*'-/ f(t) «W dt

v- V T - w ^ ^ v v j

qui est bien nulle d'après l'inégalité de Holder et la condition (l).

(c) Conditions pour qu'une fonction de X13 appartienne à yp .

Une condition suffisante pour qu'une fonction f de^ xp appartienne à yP est

que l'expression -^ J ̂  |f(t)|pdt ait une limite lorsque T augmente indéfi-
niment .

i r^ ^
En effet .̂ J^^ Ifd)!30 dt tend vers la même limite et ^ J^ |f(t)|P dt

est majoré par la différence de deux fonctions tendant vers la même limite. On a
donc

r»T
lim ^J^ |f(t)|Pdt = 0 .1̂

T-<±œ

Une autre condition intéressante est la suivante :
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f de S? appar-
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tienne à 31̂  est que, quel que soit le nombre réel T , on ait

u^^[|f(t.T)|^-|f(t)|P].t,n» ' rpT+T "T+T1
^^•Çp [ | f ( t+ ï ) |P - |f(t)|P] dt = lim ̂  [J^ - r^j | f ( t ) |Pd t»0 .^ 2T -T L J ^

La condition est évidemment nécessaire et elle est suffisante d'après une démons-
tration qui sera donnée au chapitre IV, § 1 ( d ) .

5" Rapports entre les espaces xP , xP , 31? .

( a) Inégalités de Holder.
Soit p' un exposant tel que - + — = ̂  1 , et soit f.g le produit ponctuel

t —> f ( t ) . g ( t ) des fonctions f et g . Les inégalités de Holder classiques
donnent immédiatement :

ll^ll < IML NL (première inégalité de Holder)

ll^ls^ NL Mlp» (seconde inégalité de Holder).

( b ) Produits de fonctions.
On démontre sans difficultés au moyen des inégalités de Holder, de l'inégalité

triangulaire dans jf et de l'inégalité ( l ) du § 2, les relations suivantes :
Sa_ f appartient à jsf et^ g h îl?* , le produit f.g appartient à X8 .
Si_ f appartient à X^ et^ g h X10* , le produit f.g appartient à X8 .
Sî  f appartient à X^ ejb g à̂  X13 , le produit f.g appartient à X8 .

( c ) Relations d'inclusion ( p constant).
Pour une valeur fixe de p , les différents espaces Xp vérifient les conditions

d'inclusion strictes :

X^ <= Xp et X^ c X? ,

mais il n'existe pas de relation d'inclusion entre X^ et X^ • En effet, la fonc-9 c r
tion f : t —> exp it appartient à X nais n'appartient pas à Xp (quel
que soit p ) , et la fonction f? , définie par

f (t) a n^P pour n^ t ^ n 1 1 ^ ! , n = l , 2 , . . .i 2
t fof^(t) « 0 ailleurs,

appartient à xP sans appartenir à X^ •
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( d ) Relations d'inclusion ( p variable)«
?2 P,
- -T ^^^^^.4.^^^*. -„.««.< ^ W 1Si 1 ̂  P, < Pp -$ œ > et si f appartient à % , f appartient aussi à 3H

et est telle que ||f||p ^ ||f||p .

P,
Cela résulte de la propriété correspondante des nonnes dans les espaces L et

P2L • D'une manière plus précise, on peut montrer, à partir de l*inégalité de
Pi

HOlder ordinaire, que f appartient à 7L . On en déduit la relation d*inclusionp^ p. -Ac—————— r , ^
X c % qui est une relation d'inclusion stricte. En effet, la fonction f ,
définie par

f^d) » n^ si n2^ t < n2 + 1 (n = 1 . 2 . 3 , ... ; p^ < \ < p^) ,

f^(t) s o ailleurs,
p! P2appartient & JTl sans appartenir à X car

\\t^\ - « ai p > \ , \\ï^\ = 0 si p < \ .

4. Çonvolutiona' .par^^des mesures de Rad^

(a) Mesures de Radon. Transformées de Fourier-Stieltjes.

Une mesure de Radon sur la droite réelle R est une fonction d* ensemble J,, du,(t)—,——..... .————— j»,
définie sur le corps de Borel de R , dénombrablement additive et régulière (D. S.,

p. 137)• On la notera ^ 9 et on l'identifiera avec la fonction à variation bornée

qui lui est associée :

ptpt
^(t) = <! d^t') .

On désignera par M l'espace vectoriel norme des mesures de Radon bornées, la
norme étant donnée par la variation totale de ^ :

r poo
d|p.|(œ) = J d|^| .

M est un espace de Banach isomorphe au dual de l'espace Ç-(R) des fonctions con--— ' —\j
tinues nulles à l'infini, la norme étant la norme de la convergence uniforme.
L'espace M peut s'identifier à l'espace P des transformées de Fourier-

Stieltjes définies par

Y(h) » J ^ exp(- ith) d^d) , n € M ,
la norme étant toujours la variation totale de d^(uu) • Les fonctions Y (h) sont
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bornées et uniformément continues : 1^ est un sous-espace vectoriel (algébrique)

de l* espace Ç^(R) des fonctions continues et bornées sur R . On a

(1) s"? lY(h)l 'llylIc^lMIp'C.^I •
h — —

(b) Définition de la convolution par une mesure de Radon.

Soit f une fonction de vf et soit \j. une mesure de Radon. Si A est un in-
tervalle fini, posons :

fi?(^)(t) » J^ f(t - u) d^(u) .

D'après l*inégalité de Holder,

l^)(t)| < [̂  |f(t - u)? dl^Ku)]^ [̂  dl^l]1^ .

D'après le théorème de Fubini, la fonction g / * \ appartient localement à L^ , et

comme la fonction •^n v m l^(t - u)? dt est uniformément bornée sur A pour
T ^T,. > 0 , le théorème de Lebesgue montre que

lim sup^J^ ̂  |f(t - u))1' d|n|(u) <^ ||f||̂  d|».| » ||f||̂  ̂  d|n| .

On en déduit que

(2) ll'^llp^Np^l •
Cette inégalité montre que la fonction de A , à valeurs dans X

pA
JQ f(t - u) dp.(u)

vérifie une condition de Cauchy lorsque A augmente indéfiniment par valeurs posi-

tives ou négatives. On peut donc définir de manière unique une fonction g de X33

par

g(t) » lia Vf J f(t - u) dH(u) .
A,B-K» "A

On la notera g = g * pi , et on écrira

g(t) « r^ f(t + u) d^(u) .

L'inégalité (2) donne une majoration de la norme de g :

(5) Nlp^MpMn •
La convolution ainsi définie est un opérateur linéaire continu de 7^ sur lui-

même, de norme bornée par |[̂ ||̂  . On obtient d'ailleurs ainsi une représentation
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de l'algèbre de convolution M sur l'espace de Banach ÎR? car les relations de
continuité (2) et (5) permettent de montrer que

[f * p.] * v = [f * v] * ^ a f * [v ^ ^] .

L'opérateur "convolution par ^ " commutte avec l'opérateur "translation" :

^^^h^ •

Enfin, si p est une fonction de L^R) , on peut lui associer la mesure de

Radon absolument continue ^ : d^(t) = p(t) dt . et définir le produit de convo-
lution de f par p ;

(f * p)(t) = (f * ^)(t) = J^ f(t - u) p(u) du

et alors ||f * p||p < ||f||p ||p|| ^ .

(c) Convolution des fonctions de vSP •

Si f est une fonction de vf , l'espace vectoriel V engendré dans vf par

l'ensemble {f^.} des translatées de f est séparable. On peut alors définir la

convolution f * ^ par une intégrale vectorielle et obtenir des propriétés plus
précises•

Considérons la fonction vectorielle constante par intervalle, définie par

T —> f^ =2: ^/n^k/n^ ' n= 1,2,5,..., k =...- 2,- 1,0,1,2 .... ,

y , / étant la fonction caractéristique de l'intervalle (^ , k "*" ^ . On a"•/n n n

^ll^i-^lp^^ll^-^^n '
^n

e tend vers zéro avec ~ , car f est continue en norme. En appliquant l'inéga-

lité (5) à chaque intervalle (]s- , k '*' ^ , on trouve :

k+1

II ̂  ̂  ^(k.lVn Çn ̂ ^llp = llC [f^ - u) - ft\)] ^(^llp < ^MiM •

On déduit facilement de cette inégalité les propriétés suivantes î

- (a) e est limite dans vf de combinaisons linéaires de translatées de f • La

fonction g = f * H appartient à l'espace Y. •

- (p) Si (A est une mesure non négative de norme 1 , la fonction g correspon-

dante appartient à l'enveloppe convexe fermée dans vf de l'ensemble (f ) .
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- W §1 A est une fonctionnelle linéaire continue sur Y , on a

<A . f * ^> » <A . r^ f(t - u) dH(u)> = J^ <A , f^> dtji(u) .

- (ô) La fonction f^ , définie sur R et à valeurs dana l'espace de Banach Y
est -̂intégrable (D. S., Chap. IIl) et on peut écrire

g = f * t A » J f c4ji(u) .
a —u
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CHAPITRE II
Sous-espaces yeç tone 1s separables de 31?

1. Fonçtionnellê ^̂ ^̂

Soit Y un sous-espace vectoriel aéparable et complet de 3Î? , et soit Y son
espace dual (espace vectoriel norme des fonctionnelles linéaires continues sur Y ) .
On va caractériser certains éléments de Y associés à une fonction quelconque

g de 31̂  .

Soit t ^ - ) } ^"^ suite d'éléments de Y dense dans Y , D'après l'inégalité de
Holder

T
Um ûp ^ Lp f(^(t) g(t) dt < ||f^||p ||g)|^ ,

on peut faire correspondre à la fonction f/-\ au moins une suite (T ) de va-
leurs de T croissant vers l'infini telle que la limite

"iv
lim ——— J f f i \ ( t ) eW dt

• -KO 1 \ / - 1 \ J v i /T -̂ o -•'•iv '•iv

existe. On la notera <A , f / ^> ou <g , ^)>r,p •» •
Iv-'

De la suite (T ) , on peut extraire une suite {T ? } telle queIv

T

lim ^Lp
T^— '^v ^v

l F 2V

— j T ff2) ( t ) g(t) dt = ^ . f f?^> -?\i '"-?\j <-/ v<- /

En continuant ainsi, on peut construire une suite de suites emboîtées définissant
une limite <A , ̂ î  pow chacune des fonctions f / . \ . Si on considère la suite
diagonale { T } = { T ) , o n a

-^
<A , f/ 0 « lim ——S ^^(t) eW dt .

vi/ T -»œ -i^ "i^ V -L /

\>

D'après l'inégalité de Holder, la fonctionnelle définie par <A , f / , \ > sur

l'ensemble {^ f , \ } es^ continue sur cet ensemble. On peut donc la prolonger en une

fonctionnelle A continue sur l'espace Y • Elle sera définie par

1 ^(i , f> » <g , f>. . = lim 1 J f(f) g(t) dt .
^\! T -« "v ~\

On l'appellera "fonctionnelle de corrélation" entre Y et g . C'est un élément de
Y* dont la norme \\i\\ est telle que
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( 1 ) M<lle|l, .

2. Ensemble>sde fonctionne Iles de corré lation.
1 ^En général, la moyenne lim •=-• J f(t) g(t) dt n'existe pas et la fonctionnelle

T-<o -1 "'-
déterminée ci-dessus n'est pas définie de manière unique. On appellera (L ) l'en-
semble des fonctionnelles de corrélation entre Y et g c'est-à-dire l'ensemble
de toutes les fonctionnelles A qu'on peut obtenir par le procédé ci-dessus à par-
tir de la fonction g •

(L ) est un ensemble borné de Y* qui est compact dans la Y-topologie de ̂  .
On appellera Y-topologie de Y* la topologie admettant comme base de voisinages

de zéro tous les ensembles de Y qui sont définis par un nombre fini d'inégalités
1<A , f(^>| < e , 1< n< N ,

où les f/ \ sont des éléments quelconques de Y •
D'après l'inégalité 1 - ( l ) , (L ) est borné et d'après les propriétés de la Y-

topologie de Y* (théorème d'Alaoglu ! D. S . » p. 424, et théorème de métrisabili-
té : D. S . , p. 426), l'ensemble (L ) est relativement compact dans la Y-topolo-

VL g

gie de Y , c'est-à-dire que de toute suite [i ) d'éléments de (L ) , on peut
u 6extraire une suite ( A ' . ) qui converge dans la Y-topologie vers un élément t^^ 3 u

de Y •
Pour montrer que (L ) est compact, il suffit de montrer que i^ appartient

aussi à (L ) • D'après leur procédé de construction, on peut toujours supposer que
les fonctionnelles de corrélation A ' sont définies par des suites . { T " } tellesJ ^que

TJ

i Ï T ^ f ( i ) ( t ) g ( t ) d t - < A j > f ( i ) > < ?v v
quel que soit i • On construit alors une suite {T ) de la manière suivante :

lo T = T^i i^ i^

T^ v tel que T^
2 " 2

2° T. = T , v, tel que T. > 2T,
" '2 " 2 A

30 T- = T5 \>, tel que T3 > 2T« ... etc.
.? v, ^ . v ^

•̂  v tel que T^
5 5 '^5

Pour chaque valeur de i , on a

^

^J^ W^ g(t) dt - <^ - W <^ •
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D'après l'hypothèse, <^ , f^> tend vers <^ , f^> lorsque v augmente in-
définiment. Donc

i r^
T^^-^W^^^O^i)) •
v

Par conséquent, A^ est la fonctionnelle de corrélation correspondant à la suite

(T^) qu'on vient de déterminer. Elle appartient bien à l'ensemble (L ) .

5. Ensemble de toutes les fonctionnelles de corrélation.

On notera ((L)) l'ensemble de toutes les fonctionnelles de corrélation entre Y
et toutes les fonctions g dont la norme dans ^q ne dépasse pas 1 :

((L))= U ( L ) .
N1^1 g

Cet ensemble a des propriétés analoques à celles des ensembles (L ) :

(a) ((L)) est un ensemble borné dans Y* .

C'est même un sous-ensemble de la sphère unité de Y* d'après ( l ) du § 1 : si
A € ((L)) , on a

M<ll^<i -
W ((L)) est compact dans la Y-topologie de Y* .

Soit [t ] une suite de fonctionnelles de ((L)) convergeant vers une fonction-

nelle AQ dans la Y-topologie de Y « O n peut supposer que les fonctionnelles
A sont définies par des suites {T*^} telles que

^

(1) l , ÏÏ<^^ f(i) ( t ) (?(j) ( t )d t-<A j ' f(i)>|^?
v v

quel que soit i . Les fonctions f /^ et g/ \ peuvent d'autre part être choi-
sies telles que (l-l-(b)-(p)) :

(2) ^^ l^dîl^KZHf^

(5) ^^ ^(jî^^^^^^^Cj)!!; (8i P > 1 ) -

On construit deux suites {T^} . {T^} et une fonction g de la manière suivante.
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lo ^ = T^ et e(t) » fi:(i)(t) dans C- T^ , T^ ,

go ^ , g2 ̂  et g(t) « 0 dans C- TI , - T^C • 5^ , T? ,

y T. « T2 avec v. tel que T2 ^ 22 T' = 24 T,
. 0 0

et g(t) » (t(;,)(t) dans (- Tg , - T^( . )T^ . T^) ,

4» T^ » 25 T^ et g(t) » 0 dans (- T^ , - TgC , )T^ , T? ,

5. ^ » T^ arec ^ tel que T^ S. 25 T^ - 26 T^

et g(t) . &(5)(t) dans (- T^ , - Tg( , )Tg , T^) )

on contiHae ainsi de aanière à aToir toujours :

T- - 2^ T ,v-1 v-1
(4) -

T ï. 2V T- » 22^ T , .v ' v-1 v—l

Montrons d'abord que la fonction s ainsi obtenue est bien telle que ||g|| < 1 .
Si on introduit les quantités

T T'

\ ° W Cî ^(t) I1 dt • ^ ' •2F- J>-̂  ^(t) I11 " •v v v v

on a

11' » — — — À
V gV+1 V

•t T^ T^^ T^ ^

^-•sè--1'^ lg(^,)(t)lq(lt-•2Î-J-^ ^(v)^^'14^^^" le^)!'1^ .v v v / v v-1 v / v v-1

\<(1^)(1^)^^ .
On Toit facile«ent qu'on a certainement \ < 1 + —"^ .

Si T est compris entre T et T* • on a

(5) ^^ |g(t)|1dt».^<X,<l+-^ .

Si T est compris entre T* et T , on a
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^ -Cr 1^) I' ̂  ° Ï ̂  ̂  (C + C) l^i)(t) I' "

^^••''Tl'W^^

<-^(l^)^l^)^l^ '

Par suite, on a bien

(6) ||g||̂  liBSUp^J'^ Igd)!'1^^ l .
T-»

Ti r vMontrons maintenant que -̂ J v ^i)^) e(t) dt tend, lorsque v augmente in-
définiment, vers une liaite qui est précisément (t , f/,\> . Si on pose

^L,fm(t)g(t)dt-a, , f / .J ,^ ° laT^-T^d) •O • ^i)^

^^ W-Cv f(i)(t)[g(t) - ̂ )(t)] dt
v

-^ -^ ^
+ ̂  J>-̂  ^i)^) ^(v)^ dt - ^v • ^l)^ + |<Av - ^Q . f(i)>|V V

Pour le premier terne du second menbre, on a :

^-^(iM^-'W^ ° 2^J>-^f(i)(<^-^)(t)]dt <v-l

v -̂ -1

^^C^^^^f^C'^^^-'k^C
D'après les majorations (4)» (2), (5) et (5), ce terme se majore par

—^«^«.{h^'M'*?]171} •v 2̂v - " ' ( i } " p | L* ^v

En tenant compte de ( 1 ) , on obtient donc

^^^•^^ I^-^O .^v-^ \^-l0 ' ̂ l •
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et A^ tend bien vers zéro lorsque v augmente indéfiniment, c'est-à-dire, quel
que soit f / . \

i (TV

/^•L^W^^^o-^ •
v

La fonctionnelle linéaire limite t^ appartient donc aussi à ((L)) qui, par suite,
est compact dans la Y-topologie de Y ,

Cette démonstration s'adapte facilement au cas p = 1 , q = « .

4. Ensemble (N) de semi-normes sur Y •

Dans ce paragraphe, on va définir sur le sous-espace vectoriel séparable Y de

3l? un ensemble (N) de semi-normes. L'espace Y muni de chacune de ces semi-

normes a des propriétés ressemblant à celles des espaces L^° et la norme ||f||

dans 3H- d'un élément de Y est la borne supérieure de toutes les semi-normes de

(N) .

(a) Définition de l'ensemble (N) .

De chaque suite {T ) définissant une fonctionnelle de corrélation, on peut ex-

traire, par le procédé diagonal, au moins une sous-suite (T') telle que

[^iw1"'1*]17'
converge vers une fonctionnelle ||f/.\||-, définie sur l'ensemble { f / , \ ) • Comme

on a
T'

lu?.s;p^•l>-^ W^-W^^^i)-^)"' •
v

on peut prolonger par continuité cette fonctionnelle à tout l'espace Y • D'après

l'inégalité de Minkoirski, cette fonctionnelle est sous-additive et elle est positi-

vement homogène de degré 1 • Elle définit donc sur Y une semi-norme

d) NT, = f11 '1^^. Ifd)!1 '^) p .\ ^^-"v \ f

On appellera (N) l'ensemble de toutes les semi-normes pouvant être définies sur

Y de cette façon. L'ensemble (N) ne dépend pas de la fonction g(t) mais uni-

quement de l'espace Y • En effet, considérons une suite (T') telle que la limite

intervenant dans (l) existe quelle que soit f dans Y 5 étant donnée une fonction

g , on peut toujours, par le procédé diagonal, lui associer au moins une fonction-
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nelle de corrélation correspondant à une sous-suite de { T * } et à cette sous-suite
correspond la même semi-norme qu'à {T* } .

Cet ensemble (N) permet de définir la norme || || dans V par la formule

(2) II l'P = ̂  II 11^ • p

Pour un élément f de V , on a en effet

T T°
||f||̂  lim^sup^J^, |f(t)|P dt « lim—^ \ |f(t)|P dt

T -̂»» v v

pour une certaine suite {T^} . Par le procédé diagonal, on peut en extraire une

sous-suite {T^} définissant une semi-norme de (N) et on a ||f|| = [|fj| . Or,

d'après la définition de ||f||p , on a ||f||̂  < ||f||p .On en déduit bien (à.

(b) Propriétés de Y muni d'une semi-norme (N) .

L'espace vectoriel (algébrique) Y muni de la semi-norme || |̂ . a une propriété
intéressante : il est uniformément convexe (si 1 < p < «) . v

On dit qu'un espace vectoriel norme est uniformément convexe si, quel que soit
e > 0 (0 < € < 2) , il existe un nombre strictement positif ô(e) ne dépendant

que de £ et tel que les conditions ||f^| ^ l , ||f̂ || ^ i et ||f^ - f^|| ^ g en-
traînent que

11̂ 1 + ̂ \\ < 1 - 6(e) .

On sait que les espaces L? (l < p < œ) sont uniformément convexes (CLARKSON

[17]). On va en déduire la propriété cherchée.

On peut écrire

T' 1

j|f||^ » lim^-J^. )f(t)|P dt » lim J2^ |f(2T^ u)]13
•^ ^)\v du

"V T^-co ̂  -^ V-œ «l

= lim ||f(2T^ u)^ ,
-̂K» v jf

cette dernière norme étant prise dans l'espace L^- 1 . 1) .

Supposons que ||fj|^ < 1 , ||f̂ . ̂  l , ||f^ . f^^ ^ e . Etant donné un nom-

bre 11 tel que 0 < Tl < 1 , il existe un nombre T tel que, pour tout T » ^T
on ait

IÎ V l̂l p ̂  1 + T» » IÎ ^V ^11 T, < 1 + ^L L"
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et

||f^u) -f^(2^u)|| >^(l ̂ ) .
L

D'après la propriété de convexité uniforme de l'espace L^- •̂  » •!•) » il existe un
nombre ô(e) tel que :

|̂ (2T^ u) . f^ u)]|̂  < [l - 6(^)](l + T1) .

Comme f\ peut être pris arbitrairement proche de zéro, on a

Um |̂ (̂  u) . f,(2^ u)]| < 1 - 6(^) .^H^-Ll ' v f 2- v Jl̂ p

c'est-à-dire

ce qui montre bien que l'espace V muni de la semi-norme || |L, est uniformément
convexe• v

L'espace Y n'est peut-être pas complet par rapport à la semi-norme [| | L , ; si
v

on considère l'espace vectoriel norme complet qui lui est associé, c'est un espace
de Banach réflexif d'après un théorème de Milman et Pettis (PETTIS [ 2 6 ] ) .

5* Fonction associée à un sous-espace Tectoriel séçarable de vf •

( a) Condition de convergence vers zéro d'une suite d'éléments de vP •
On va d'abord énoncer une condition nécessaire et suffisante de convergence vers

zéro dans X* qui ne servira pas directement dans la suite, mais qui est intéres-
sante en elle-même. Elle montre une propriété particulière des espaces vf et
amène à une nouvelle expression de la norme dans Y •
Condition de convergence : Pour qu'une suite de fonctions f/ \ de ïP converge

en norme vers zéro, il faut et il suffit que l'expression

( l ) \(e) » lin »up —J^. f ( t ) g(t) dtT-w
tende vers zéro lorsque n. augmente indéfiniment pour toutes les fonctions de JlP.
On notera que cette condition est plus forte qu'une condition de convergence fai-

ble ; cela provient essentiellement de l'emploi dans ( l ) d'une limite supérieure
au lieu de limites ordinaires.
La condition est nécessaire d'après l'inégalité de Holder, Pour montrer qu'elle
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est suffisante, on peut raisonner par l'absurde et construire alors avec des mor-

ceaux des fonctions f / \ une fonction ^ de Xe1 telle que lim sup ^ (^) > 0 ,

ce qui est contraire aux hypothèses,

En perfectionnant ce procédé et en le généralisant à une suite [f/ \) , dense

dans un sous-espace vectoriel V de Jff , on obtient le résultat suivant qui, évi-

demment, donne bien davantage que la condition énoncée ci-dessus :

(b) Construction d'une fonction ^ associée à Y .

Au sous-espace séparable Y de^ ^p , on peut associer une fonction ^ de Xe1

telle que d'une part :

tl*ll,'i .
d'autre part :

7
(l) ||f|| = li» sup — S_y f(t) +(t) dt

- 'P-*oo •

1 ^
(l*) = lim sup (R — J^, f(t) ^(t) dt ( Si = partie réelle)

T-»oo ""

quelle que soit la fonction f appartenant à Y •

On aura ainsi une nouvelle expression de la norme d'un élément de Y •

Soit { f / . \ ) une suite d'éléments de Y dense dans Y • On peut supposer que

(2) ^T IW^' dt$ (l ̂ Ci(^)3/2) "'(i)^ •

Considérons les fonctions tp. et ^. de norme 1 respectivement dans xP et vfl

et définies par

f/^(t)
(5) q)^(t) » V et ^(t) =^(t) (notation de I-l-(c)).

^(Dlll

Si 1 < p < oo , on a

^.r^ icp^t)|pdt=^j'^ 1^(1)1^1
(4)

^^^(D^Ddt^i^-^^1)]/2 .

Construisons deux suites [T } , ( T ' } et une fonction *» répondant aux condi-
tions suivantes :

1° La suite T. , T' , T- , T^ , • • • est une suite croissante telle que d'abord
( 5 ) T^S^T, .
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2° Dans les intervalles (- T' , - T ( , )T , T ' ) , on posev ' -^

t(t) = 0 .(6)

5° Dans les intervalles C- T^ , - T^C , )T^ , T^) , on pose

(7) ^(t) = ^(t) ,

v et j étant mis en correspondance de la manière suivante :

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15 14 15 16 . . .

j (v) 1 1 2 1 2 5 1 2 3 4 1 2 5 4 5 1 . . .

Jn(Jn + 1) JQ\JOUne valeur ^ de j apparaît pour la première fois pour v- =

4° On choisit T tel que

(8)

(9)

(10)

TV^^^T^

i 1--^^-^ l^d)!^!^!^- ,^ - 2 T ^ - ^ -^

T
L -^ S^ l^(t) Ie1 dt ^ 1 + -̂ - pour tout T ^ T^, .

v* étant le plus petit indice tel que v* > v et j ( v ' ) = j ( v ) •
Posons maintenant

^
^'^"•Lr l ^ ^ l ^ ^ » ^-^r^. l^^l^t •

On a immédiatement d'après (5) et (6) :

( 11 ) T » _ __i_ \
\ ^v+l \

et d'autre part, en tenant compte de ( ? ) et ( 6 ) ;
m»
V-l 'v-l

"v v-1
( i 2 ) x » — J - | * ( t ) | < l d t - — J ^ l à d î l ^ d t ^ — J » l+d) !^\ 'ÎT--1-.v v~-\J ""-V* *1 ——M ~-^-1 J -•'•V» -^_1-v ^-1

dt

Dans le second membre,
- le premier terne est compris entre 1 - -ç- et 1 + —^ d'après ( 9 ) ,
- le second terme est majoré par -^(l -*• •^) d'après (8) et soit ( l O ) , soit ( 4 ) ,
- le troisième terme est majoré par —»w À. d'après ( 8 ) .
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On en déduit que

(13) 1 -^ -^ (1 ̂ )^(i^Ki^)^^ ,

d'où facilement :

(l4) l-^^^1^ •
Comme au paragraphe 5, il résulte de la majoration de \ et de (il) que

T
(lc)) ||̂  = lim sup ̂  J ,̂ | t ( t ) |^dt<l .

Mais on a aussi

^^^^T l t ( t ) l qd t^ ^ST^ It^l^t =lim^ = 1 .

On a donc exactement

(16) ||^,1 .

Montrons maintenant que

(17) lim sup ^ J ,̂ çp^(t) n(t) dt . lim sup <R ̂  J*̂  cp^t) t(t) dt » 1 .

Comme cette limite supérieure ne dépasse pas ||(p || ||̂ | » 1 , il suffit de montrer
que, pour une suite (T^,) bien choisie, on a

T
i F v t

(18) lim ^L-J cp (t) f(t) dt » 1 .
TV.- ^ V i

Comme suite (T^,) » on peut prendre la suite des T tels que

t(t) = ^(t) dans )T^ , T^ .

c'est-à-dire que la suite des valeurs v' de v est telle que j(v') a i . On a

TV.

2r~ ^-T ' ̂ î  ^(t) dt
v' v

T » T i Tr ^ . ^ . n i r^ . . . , < . , p^^i»2î-^ , It^l^t-^ç-J^' l^Dl^dt^^-^^cpd)^)^ ,
v' v* —v* v*-l <-1^» ^-v».! 1
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^_^(t),(t)dt-^,

^^-^î-^———iv'~l l^l'^éT——V1'1 1^)1^v' i v * \ v'-l v'-l 1 / \-\'-1 'v'-l /

< ^'.1
^-l^^l)' • v'-l v'-l'

Le second membre tend vers zéro lorsque v' augmente indéfiniment et \ , tend
vers 1 . On obtient donc bien 1*égalité ( l 8 ) , donc ( l 7 ) «

En revenant à la définition (5) de cp. , on a

(7 t7
lim sup ^ J^ t(i)(t) ^(t) dt = lim sup <R ̂  J_^ t(i)(t) ^(t) dt = if

(i)"P

et comme [ ^ / • ' \ ) es't dense dans Y , on en déduit facilement (l) et (l»).

Dans le cas où p = l > q = œ , o n peut construire ^ de la même façon. Si Y

n'est pas formé uniquement de fonctions nulles, la relation (l6) est évidente et la
fin de la démonstration s*adapte facilement.

6. Nouvelles ex^ressiQns de la no^ 3lf •

(a) Expression de la norme au moyen des fonctions de 3lP •

T
( l ) ||f|| = sup lim sup — J f(t ) g(t) dt

p l i f f l l ^1 T-«o <-i "1||g||̂ l T-

(2)
1 ^

sup lim sup ( R — J - f(t) g(t) dt .
lirrii ^1 fft.^ C•L ~i

ll̂ l̂ l T

On a en effet :

T T
(5) lim sup (R-^Lp f(t) g(t) dt ^ lim sup — î^ f(t) g(t) dt ^ ||f|| ||g||

"P """q'p-rto T-^00

H-P/qet d'autre part, en considérant la fonction g = fHfll"^^ qui est de norme 1 ,
on obtient :

i r i ^
eup « — -1 n, f(t) g.(t) dt = ||f|| < sup lim sup R ̂  J f(t) g(t) dt .li»

T—œ- p U\^ T—
2T -T

En comparant avec l'inégalité (5), on obtient le résultat cherché.
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( b ) Expression de la nonne au moyen des fonctionnelles de corrélation.
Si f appartient à un sous-espace vectoriel séparable Y de ÎI? , on peut uti-

liser les ensembles ((L)) ou (L ) pour définir la norme :
(4) | | f | | = su? \(t , f>| » sup R (i , f>

p ((L)) ((L))
( 5 ) = SUD |<A , f ) | = sup R <A , f) .(y ( L . )
Dans les deux cas, on a en effet

( 6 ) ^<A . t) ̂  1<A . f>| ̂  ||f||p | | A | | ,
et pour avoir une inégalité en sens inverse, on considère une fonctionnelle de cor-
rélation de f avec f et définie par une suite [T } telle que

i r̂  i ̂lim ft.^- J f(t) ^(f) dt » lim sup iR-i J f(t) t ( t ) dt » ||f|| .
T -« \> v T̂ oo <-1 ~1 P

On obtient :

||f||p^ SUD ^<A , f) ,
(L^)

d*ôù les relations cherchées par comparaison avec l'inégalité ( 6 ) .

( c ) Points extrémaux de la boule unité de Y* .
On dit qu'un point x d'un ensemble convexe K est un point extrémal de K

s'il n'appartient à aucun segment ouvert ayant des points de K pour extrémités,
c'est-à-dire s'il ne peut se mettre sous la forme

x = Xx^ + ( l - \)x . 0 < \ < 1

x et x? étant deux points distincts de K .
Les ensembles de fonctionnelles de corrélation ((L)) o^ (L ) contiennent tous

les points extrémaux de la boule unité s de Y* , espace dual de Y .
On peut démontrer ce résultat d'une façon analogue à celle qui est utilisée par

DUNFORD-SCHWARTZ ( D . S . , p. 44l) pour des espaces de fonctions continues.
Comme (L ) s. ((L)) , il suffit de considérer l'ensemble (L ) . Soit C(L ) la

fermeture dans la Y-topologie de Y* des combinaisons convexes finies d'éléments
de ( L ) . Les propriétés élémentaires des ensembles convexes (D. S . , p. 415) mon-
trent que C(L ) £ s •
Pour obtenir une inégalité en sens inverse, considérons une fonctionnelle A

n'appartenant pas à C(L ) . D'après un théorème de séparation ( D . S . , p. 418), il
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existe un élément x de Y (considéré comme dual de Y* muni de la Y-topologie)
tel que

^ <̂  , x> < c - e < c < ̂  <AQ , x>

quel que soit A appartenant à (L ) .
D'après les résultats de ( b ) , on a ||x|| < c - e , et donc ||i || ̂ —c— > l .

AQ n'appartient pas à s* , ce qui donne s* c C(L ) . On a donc exactement
C(L^) = s* .

D'après une réciproque du théorème de Krein-Milman (D. S . , p. 440), on déduit que
tout point extréœal de la boule unité s* appartient à (L ) .
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CHAPITRE III
Fonctions et ensembles decorrélation

Dans ce chapitre, on s'intéressera au groupe des opérateurs "translation" défini
dans l'espace X- par

T f s f , T € R : groupe additif des nombres réels.

Comme la norme dans 31? est invariante par translation, ce sont des opérateurs
de norme 1 :

HT II = 1 quel que soit T

Si on restreint à l'espace X- le domaine dans lequel opèrent ces transforma-
tions, la correspondance T —> T est une représentation fortement continue de
R dans un groupe d'opérateurs uniformément borné sur l'espace 311 •
Soit f une fonction appartenant à yf et soit Y« le sous-espace vectoriel

complet engendré dans 3̂  (ou X10 ) par l'ensemble {f } == {T f} des translatées
de f . Comme f est continue en norme dans Xp , Y« peut être engendré par
l* ensemble dénombrable (f } , où ( . T . ) est une suite dense sur R • Par consé-

Ti 1
quent Y-. est un sous-espace vectoriel séparable de X auquel on peut appliquer
les résultats du chapitre précédent.

1. Fonctions de ÇQrrelatipn.

(a) Définition.
Etant donnée une fonction g de X̂ - , à toute fonctionnelle de corrélation entre

Y< et g correspond une fonction de la variable réelle h

1 ^( l ) y(h) = <A , 0 ss (e , ^>fm i 3S lin —— J.T f(t + h) g(t) dt .<• -̂  T -MO ~ ̂  yv
On appellera cette fonction "fonction de corrélation" entre f et g .

Inversement, à toute suite {T } telle que la limite ( l ) existe, il correspond
une fonctionnelle de corrélation entre Y» et g •

( b ) Propriétés.
L'inégalité de Holder montre immédiatement qu'une fonction de corrélation y est

une fonction bornée par || f | | \\g\\ . e t uniformément continue sur R .
D'une manière plus précise, si p > 1 , on a le résultat suivant : Une fonction

de corrélation relative à une fonction f de X û x (P > 1) est une fonction
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faiblement presque-périodique (fonction d'Eberlein) (voir la définition et les pro-
priétés des fonctions d'Eberlein au Chapitre V-B).
Soit en effet y une fonction de corrélation entre f et g définie par la

suite {T } . On considère 1•espace Y-. muni de la semi-nonne définie par une
sous-suite (T^) de {T^} comme au paragraphe 4-(b) du chapitre II. Dans cet es-
pace (supposé complété) le groupe des opérateurs "translation" T est encore une
représentation fortement continue du groupe additif R et ces transformations sont
uniformément bornées car la semi-norme est invariante par translation. D'après un
théorème d'Eberlein, rappelé en V-B-2-(h), et d'après II-5-(b), on obtient bien le
résultat cherché.

( c ) Convolutions par des mesures de Radon.
Toujours dans le cas où f appartient à îî? n yf , les moyennes sont invariantes

par translation (l-2-(b)), ce qui donne

( i ) y(h) - (g . f̂ } » <<Lh , f\^
et si p, est une mesure de Radon (l-4), on a, avec
M~(t) =• ? • ( - t) s

(g , f * P.)r,y , « (g A ^~ , f>. ,
1 V-' L v»

(2)

(5) (e , (f * ̂ >{T } = ^ * ̂ " ' fh>[T } •
- V-' - V»-'

En effet, soit A = C- M , M) un intervalle symétrique
de R . En considérant le changement de variable a » - u ,
P = t - u :

T
-̂ Ĵ  g(t) J f(t - u) d^(u) » ̂- S^ f(3) J g(p - a) d^~(a) + 1 ,^^ r^t - u; d^u; » •̂ - .î p r^; j^
^ -^

1 étant une intégrale étendue au domaine hachuré de la figure. Soit D le do-

maine formé des deux carrés

- M < a < M , T - M < 3 < T + M et - M < a < M , - T - M < P < - T + M .

On peut majorer 1 par une intégrale étendue à D , puis par l'inégalité de

Holder :

|lJ <-2Î-^D I^P) e(a - 0 ) 1 cl|M.-|(a) dp
\»

< b-̂ i, IfCe)!1 ' dltt-l(a) dp^ f—J'J' |g(c» - p)!*! ̂ -\w ̂  .
— v^ ' " ~ \s •J
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Lorsque v augmente indéfiniment, le second terme reste borné (l-4-(b)), et le
premier terme tend vers zéro car f appartient à X* , En faisant tendre M vers
l'infini, et en tenant compte de la continuité des opérateurs de convolution
(l-4-(b)), on obtient bien ( 2 ) , et comme (f * uk). s f, * \k , on en déduit ( 5 ) .n n

2. Ensembles ,de corrélation *
Lorsque la fonctionnelle A parcourt l*ensemble (L ) , on obtient une famille

(F ) de fonctions de corrélation qui sera appelée ensemble de corrélation des
fonctions f et g •
Lorsque i parcourt ((L)) , on obtient un ensemble ((r)) qui sera appelé ensemble

total de corrélation de la fonction f •
D'après les propriétés des ensembles de fonctionnelles ( § 2 et 5 du chapitre II)

les ensembles de corrélation (f ) ou ((T)) sont des ensembles uniformément bornés
6et compacts par rapport à la convergence ponctuelle. D'après l'inégalité de Hôlder,

ils sont équicontinus et sont donc aussi compacts par rapport à la convergence uni-
forme sur les ensembles compacts de R •

L'ensemble ((F)) a une propriété importante : il est toujours invariant par
translation*

Supposons en effet que m

(l) Y(h) « l im——J^ f ( t + h ) g ( t ) d t
T ^o ^v "îr^
v

et considérons la translatée -Yi,. de Y définie par

T^+k

(2) y(h + k) » lim ̂ - «l̂ . ̂  f(t + h) g(t - k) dt .

On peut toujours supposer, en extrayant au besoin une sous-suite, que

(5) lin-^±,0 .
v-<» v

Soit g' la fonction telle que

f g'(t) = 0 pour t appartenant à l'intervalle C- T - k , - T + k) ,

L g'(t) » g(t - k) ailleurs.

On a
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Vk T+k

(5) •2ç- •1_,, ̂  f(t + h) g(t - k) dt - ̂ - ï_y _^ f(t + h) g'(t) dt
V V V V

T +k
, v-1 (» nv-i p **

^ -2Î- 2- J^ -Je 1^ + h) e(t - k) | dt .^ 2Tv n=l *n
On peut majorer en module cette dernière quantité par

v 1'*'- il r i 1-1-T + k il r T ,+k -| 1y-r-.l'o-i'-.Fb-r-. - 1 -
L v v-i J L v v-iHT -k lf(t +^lp «^tp y-Ir ' k i^^ - ^i'1 ^ q

v v-i J L v ^-1 J

T ,+kF , r^-^ 11 F , r^-î  11

-<-^——[lTr^kT^,-k ̂ ^ ̂  [̂ ^T ,̂-k l^-^l1 ̂  .

Cette quantité tend vers zéro lorsque T augmente indéfiniment à cause de (3). En

prenant les limites dans (5)» et en tenant compte de (2), on obtient

^
^(h + k) = lin ̂  ̂  ̂  J^ ̂  f(t + h) ^(t) dt .

T &>\j> T^ a./ —•& —

^ v v

Y. est donc aussi une fonction de corrélation correspondant à la fonction g' et
à la suite {T + k) . Comme on a évidemment ||g*|( $ \\g\\ < 1 , y appartient

aussi à ((T)) .

Si on considère l'ensemble U (r ) y il n*est pas en général invariant par
k ^k

translation. Une condition suffisante pour qu'il le soit est que soit f , soit g

appartienne à 1*espace X correspondant, et une condition suffisante pour que

U (F ) soit invariant par translation, quelle que soit g , est que f apparu

tienne à tf .

5. Expressions de la norne d'une fonction de 3H* •

Si f appartient à l'espace X- , les évaluations de la norme données au para-

graphe 6-(b) du chapitre II peuvent se traduire immédiatement sur les ensembles de

corrélation. On obtient

||f|| » sup hr(o)| = sup <RY(O) .
p ((H) ((r))

||f II « sup |^(h)| » sup <Rv(h) .
h P ((D) ((T))

La norme étant invariante par translation, on peut écrire



40 CHAPITRE III

||f| | =x sup | Y ( h ) | = sup sup | Y ( h ) | = sup sup | y ( h ) | ,p ((D) h ((r)) ((r)) h
a sup (R y (h) = sup sup (R y (h) =s sup sup (R y ('h)((r)) h ((r)) ((r)) h

En introduisant la fonction ^ relative à Y. :

| | f | | = sup I Y ( O ) ! = sup \y(h)\ = sup sup \y(h)\ = sup sup | v ( h ) | ,p (r^) (r^) h (r^) (r^) h
= sup (R y(o) s sup (R y(h) = sup sup (R v(h) = sup sup (R y(h)(r^) (r^) h (r^) (r ) h

4. Qgerations sur les enŝ ^̂ ^

(a) Translations.
Si (r) est un ensemble de corrélation entre f et g , formé des fonctions y ,

l'ensemble de corrélation entre f, et g est formé des fonctions y. •
Comme l'ensemble total de corrélation ((T)) de f est invariant par translation,

toutes les fonctions f, l'admettent comme ensemble total de corrélation.

( b ) Sommes de fonctions.
Soient ( r ' ) et ( F " ) les ensembles de corrélation correspondant à deux fonc-

tions f et f" et à une même fonction g , et soit (r ) l'ensemble correspon-
dant à \ f ' ( t ) + Â^ f " ( t ) .

D'après la définition des fonctions de corrélation au moyen du procédé diagonal,
on a

(r) e x ^ ( r ' ) + ̂ (r") ,
X(r) étant l'ensemble formé des produits par À des fonctions de (r) et
( r * ) + ( r " ) l'ensemble formé des sommes d'une fonction quelconque de (f) et
d'une fonction quelconque de (f) .

( c ) Passage à la limite. Convolutions«
Soit { f ' 7 } une suite de fonctions de vP qui converge dans vf vers f , et

soit Y le sous-espace vectoriel complet engendré dans Hr par les espaces Y / \ •c f\1^-/
C'est un espace séparable qui contient l'espace Y- • Chaque fonctionnelle de cor-
rélation entre un espace Y / \ (ou Y,. ) et une fonction g de X̂  se prolonge
par le procédé diagonal en au moins une fonctionnelle de corrélation entre Y et
g et, inversement, à une telle fonctionnelle, correspond une fonctionnelle de cor-
rélation entre chaque Y / \ (ou Y« ) et g • On en déduit en particulier :
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- (cr) Toutes les fonctions de corrélation de f a obtiennent à partir de toutes
les fonctionnelles de corrélation s

•y(h) » <A , f^> avec A e (L^) <—> y € (l^)

ou A e ((L)) <—> y e ((F)) .

- (?) Toute fonction de corrélation de f est limite uniforme de fonctions de cor-

rélation"des f^ ;

<A , f.) a lia <A , f^^) (unifornienent en h ).
h B-K» h

- (•Y) Si f * p» est la conrolution de f par une aesure de Radon ^ , les fonc»
tions de corrélation y' de f * p. se déduisent de celles de f par l'opération

de convolution ordinaire y 9 » -Y * ^ car d'après I-4-(b) et (c) t

Y'(h) « <A , (f * ̂ > » <A , f^ * ^> » ̂  <A , f^> dn(u)

« L» ̂ (h - u) dp.(u) » (y * y.)(h) .

Coaae V. a Y. (l-4-(c), (a)), on obtient ainsi toutes les fonctions de corré-
r*»" ï

lation de f * ^ <

-:-;-:-
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CHAPITRE IV

Fonctions X'-constantes. Moyennes .généralisées

1. Fonctions ^-constantes.

(a) Définitions.

On appellera fonction tf-constante une fonction k de SI? conatante en nome,

c'est-à-dire telle que ||k - k(| =« 0 quel que aoit le nombre réel T .

On appellera K^ l'ensemble dea fonctiona JI?-constantes• ÎC^ est évidemment un

sous-espace de 3R , et il est facile de voir que c'est un sous-espace vectoriel de

Jff , complet par rapport à la nonne || || •

(b) Exemples de fonctions tf-constantes.

Exemple 1 ! k(t) s k (constante).

Exemple 2 : k(t) s* exp i log|t| ; ||k|| = 1 quel que soit p .̂ 1 (fonction

bornée, sans moyenne et ayant une moyenne quadratique).

Exemple 5 s k(t) « 1 + exp i log|t| ; ||k|L a ^2 + j2 (fonction bornée, sans
moyenne, sans moyenne quadratique).

fk(t) = n1^ si j^^Kn2^^ ( n= l ,2 , . . . )1fk(t) = n17^ si n2^ t < n2 +^ (n = 1, 2, ...)} ,

^ , ^ rlllcllpaB"^7ifk(t) « 0 ailleurs J P 41/!
Exemple 4 : ̂  >\M

fk(t) « 0 ailleurs J p 4

(fonction non bornée, de moyenne nulle et ayant une moyenne d'ordre p ) .

fk(t) » rS2^/^ si n^Kn'+./n (n«l,2,...)1,...)1 ,
• }Np^Exemple 5 : ̂  • M|k|| ,

[k(t) = 0 ailleurs J p 21

(fonction non bornée, de moyenne nulle et sans moyenne d'ordre p )•

(c) Rapports entre les espaces X •

- (a) Soient k' et k" deux fonctions appartenant respectivement aux espaces yf

et K^ avec ^^«^< l .

Le produit ponctuel k » k'.k" appartient à l'espace X8 • Conséquence immédiate

de l'inégalité trianfirulaire dans X8 et de la seconde inégalité de Holder.

- (p) Si_ k appartient à ^ (l < P < ") , î appartient à Xe1 . On a en effet
k » k (dans X10 ) et, d'après les résultats de I-l-(c), î^. » î (dans X^ ).

- (y) S^ k appartient à ^ , Ikp appartient à ÎC' . Si 1 < p < <x> , cela ré-

sulte immédiatement de (a) et (p) et si p • 1 , cela provient de l'inégalité

[ | k ( t + T ) | - |k(t)l|< lk(t -hT) -k(t)|
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qui donne

|||kJ - llcIH^ 1)^ - k||̂  0 .

(d) Fonctions et ensembles de corrélation.

Si i est une fonctionnelle de corrélation entre V. et g , on SL

y(T) » <A , k^> » <A , k> » 0 .

Toutes les fonctions de corrélation d'une fonction ^-constante sont des cons-
tantes ordinaires et les ensembles de corrélation sont des ensembles bornés de

fonctions constantes»

(e) Les fonctions Jlf-cons tantes sont ^«'régulières.

Il faut démontrer que si k(t) est une 3TI -constante, on a

pT+h
(1) limsup^J^ I k d î P d t ^ O

T-±a»

quel que soit le nombre réel h •

Comme ^(t))13 appartient à 3Î* , on peut écrire

(2) lim^J^ [ikd+h)!?-Ikd))^ d t » 0 ,
^-^-T

ce qui donne

(5) lim
, /p-T+h .T+h\
UJ.T -^ Jl^t)!^!^ .
/^h ^h

2T V-T " 'T

En changeant T et h en T - h et - h , puis en T - 2h et h , T - 3h et
- h , etc.

, //.-T+h pT-h \
(4) ^^^-T -^T-Sh l^l^t-O

, L-T+h pT-h \
à(^ -^]^
, / ,.-T+5h »T-h \

(5) U.̂  L^h-^h l^l^t-O ,
T-*® \ /

, /p-T+5h pT-5h\
(6) U, ̂  ̂ ^ . J^l |k(t) |P dt . 0 , etc.

T-w ^ y

Supposona alors ^u'il existe un nontre h et une suite (T ) , tendant vers l'In-

fini, telle que
r^

lia ——J, ^(t)? dt = e > 0
TV— "v "v
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ou, ce qui est équivalent d'après ( 3 ) ,

-T +h
li^——JY Ikd)? dt = c > 0 .

T -»œ ^v ~\

On va Bontrer que cette hypothèse est en contradiction avec le fait que k(t) ap-
partient à ^ . D'après (4), (5), (6), ...,

l ̂
li»^-J IkCt)? dt = E ,

T^« v lv-<-n

-T +3h

.^^V^h 1^)1 '^^ » e t c .
v"*" v v

Considérons alors un entier n tel que n > [[k^/e . On a

/yh T-h V(2n-l)h\

(7) T^^^, ^T^h^-^T^nh n^Dl^t-Cn.l)^!]^ .

Comne (T^) tend vers l*infini, tous les termes de la suite à partir d'un certain

ranff sont supérieurs à 2nh . Le premier membre de (?) est donc certainement infé-
rieur à

T +h
(8) li.^p^J^ lk(t)|Pdt^||k||^ .

Les deux inégalités (?) et (8) sont contradictoires si e est différent de zéro.
On doit donc avoir

, .T+h
lim^J |k ( t ) |Pd t«0

T-too 2T T

k appartient bien à yip , et on a ^ s Jl? .

L'inclusion est une inclusion stricte : 3^ c yf car, par
f s t —> exp 2iTTt appartient à ÎIi? quel que soit p et
L'inclusion est une inclusion stricte : 3̂  c yf car, par exemple, la fonction

||exp 2in(t + -r) - exp 2iTTt|| = |exp 2iTîT - l| / 0 si T n'est pas entier.

Remarque. - On n'a utilisé le fait que k est une fonction îl^-constante que
pour obtenir l'égalité (2) et la suite de la démonstration s'appuie uniquement sur
cette égalité. On en déduit qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction f de ^ appartienne & X^ est que (2) ou (3) soit vérifiée quel que
soit h (I-2-(c)).
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2. Fonctions a(u) associées ji une fonction de ïf .—————— —————-———^—————"•"•"• ••""•""""• c

Etant donnée une fonction f appartenant à 3!̂  , on va chercher à lui associer

une fonction ÎI^-constante ayant certaines des propriétés formelles des moyennes au
sens habituel. Ce sera la limite dans îlî? (si elle existe) des fonctions

a(u) = f * m(u)

définies par
i ^

a(u) '•^J.u t(t - u) du ,

m(u) étant la fonction égale à — dans l'intervalle C- U , U) et à zéro ail-

leurs. On appellera moyenne généralisée cette limite et on la notera M f :
e

a = M f = lim îî? a(u) = lim Jïf f * m(u) .
g U-co U-w

Les propriétés de la convolution (l-4-(c)) montrent immédiatement que :

- (a) a(u) appartient à ^ (l-4-(c), (a))

llp

||a^(n) - a(u)||p < ||f||p ||m^(u) - m(u)||^ = ||f||p ̂  .

l|a(n)|lp^Hf|lpHu)|lL. »l|f||p

- (b) Sî  a(u) converge dans a? , elle converge vers une fonction X^cons tante.

Cela résulte de cette dernière inégalité et de l'inégalité triangulaire dans îïl?.

- (c) a(u) appartient à l'enveloppe convexe fermée de l'ensemble (f ) » car

m(u) est non négative et de norme 1 (l-4-(c), (^)) .

- (d) Si_ (r) est un ensemble de corrélation de f , l'ensemble (p) correspon-
dant de a(u) est constitué par les fonctions

Y' » Y *m(n) , y e (r)

Y'(h) » ̂  !^ y(h - u) du (Ill-4-(c), (y)).

3. Condit ions d'ergodic11é «

(a) Définitions.

Lorsque la fonction f de X^ possède une moyenne généralisée a , on dira que
f est une fonction ergodioue de yf .

Si, quel que soit À réel, la fonction f / , \ : t —> f( t ) exp Ut est une

fonction ergodique, on dira que f est une fonction totalement ergodique de V? .
La moyenne généralisée
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^ a ; '00
sera appelée coefficient de Fourier généralisé de f relatif à \ .

On appellera y et p̂ respectivement l* ensemble des fonctions ergodiques et
totalement ergodiques de ÎI? •

( b ) Caractérisation des éléments ergodiques.
On va caractériser les éléments de ^ d'après les propriétés de leurs ensembles

de corrélation.
Pour que a(u) converge, il faut et il suffit que ||a(u) - a(v)|| tende vers

zéro lorsque U et V tendent simultanément et indépendamment vers l'infini. On
peut utiliser les expressions de la norme (au moyen des ensembles de corrélation),
données au paragraphe 3 du chapitre III,

U V .
||a(u) - a(v)||p - sup^ ^ ̂  J^ yW du - ̂ J^ y(r) dv[

^ étant toujours la fonction associée à l'espace Y, •
Pour que a(ïï) tende vers une limite, il faut donc d'abord que toutes les fonc-

tions de corrélation de f aient une moyenne : cela est certainement réalisé si f
appartient à vf n yp ( l < p < <x») (d'après IIL-l-(b) et V-B-2-(c)).

Il faut ensuite que cette moyenne soit atteinte uniformément sur l'ensemble de
corrélation considéré : on dira dans ce cas qu'un tel ensemble est uniformément
moyennable. D'après les expressions de la norme, ces conditions sont aussi suffi-
santes. On peut donc énoncer :

THÉORÈME. - Pour qu'une fonction f dê  JH? ait une moyenne généralisée, il faut
et il suffit que l'une des conditions suivantes soit réalisée :

î-° L'ensemble de corrélation de f et d'une fonction quelconque de vP- est uni-
formément moyennable.

2° L'ensemble de corrélation de f et de la fonction ^ associée à Y.. est
uniformément moyennable.

3° L'ensemble total de corrélation de f est uniformément aoyennable.

( c ) Exemples de fonctions ergodiques.
On voit immédiatement que si k est une fonction ^-constante, on a

k * m(u) = k , d'où M k = k .
S

D'autre part, dans tous les espaces X , on a
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M exp Ut « 0 si X ^ 0 et M exp iXt = 1 si \ = 0 .
Éf g

On en déduit que les fonctions exp iU appartiennent aux espaces ^p et que
P P

X c Sf -

4. Propriétéa> .de la npyenne généra^^^^ .

(a) Norme de la moyenne généralisée.

Diaprés 2-(a). on a ||a|| « ||M f(| < ||f|| .
P g P P

On peut avoir une expression précise de la nome au moyen des ensembles de corré-
lation. On a

"""'•m^r.rf ^^•'(u)-
Si a(u) converge vers une fonction ^-constante a , on obtient en tenant

compte de la propriété d'uniformité des ensembles de corrélation

IHIp- Mp-^p M = ^p I M Y Ip e p ((r)) (r^)
en notant MY la moyenne ordinaire de la fonction y :

MY » lim — J ^(h) <iû .
H-œ 2H -H

( b ) Propriétés de l'ensemble des translatées d'une fonction de Ŝ  .
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f àe^ % appar"

tienne à ê est que l'enveloppe convexe fermée de l'ensemble (f ) de ses trans-
latées contienne une fonction X^-constante. Cette fonction est unique et est la
moyenne généralisée de f •

D'après la définition de y et 2-(c), la condition est nécessaire* Pour montrer
qu'elle est suffisante, supposons qu'il existe une fonction 3TI--constante a dans
l'enveloppe convexe fermée de {f } , et montrons qu'elle est limite dans yf de
f « m(u) lorsque U augmente indéfiniment. Elle sera bien la moyenne généralisée
de f et sera unique, car f * m(u) ne peut pas converger simultanément vers deux
éléments différents de 3̂  .
Etant donné e > 0 , on sait qu'il existe une mesure de Radon c non négative,

de support fini et de norme 1 , telle que
| | f * c - . t | ^ . | .

D'autre part, on peut toujours trouver un nombre U(e) tel que U ̂  U(c) entraîne
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que

||c*m(u) -m(u)|^<^p .
\

Alors, dès que U >ll(£) , on a :

||a - f * m(u)||p< l|a * «(U) - f * c * m(u)||p + ||f * [c * m(u)] - m(u)|| < e .

Lorsque U augmente indéfiniment, f * m(u) tend donc bien vers a et f appar-
tient à 5P .

(c) Relation entre la moyenne généralisée et la moyenne ordinaire.

Une fonction ayant une moyenne généralisée n'admet pas toujours une moyenne au
sens ordinaire Mf (l-(b), exemples 2 et 3) et inversement, une fonction ayant une
moyenne ordinaire n'admet pas toujours de moyenne généralisée (5-(c), ( y ) 4°). On a
cependant une relation entre la norme de la moyenne généralisée et la moyenne supé-
rieure
———— — T

Mf = lim sup ^ J^, f( t) dt| « I < A Q , f ) [ ,

ÎQ étant une certaine fonctionnelle de corrélation entre Y. et la fonction cons-
tante et égale à 1 . On a d'abord

I<AO » a(u)>l^||a(u)||p<||a(u)^

et d'autre part, dès que f appartient à X' [ou à 3l? pour p > 1 (l-5-(d))],

<1 , f * m(u)>^ , » <1 * m(u) , f>^ . » <AO , t>
1 V-' \r

d'après III-l-(c). En passant à la limite sur U , on en déduit que

if ^ ||a||̂  si f 6 y o îïy ou gP (p > l)

.$ ||a|l « sup |MY| si f e ^ .p ((D) ou (r^)

5. Projpriétéa'..des.egpaçeg gP ^ ^P

(a) S <rt S- sont des sous-espaces vectoriels complets de ^p •

II est facile de voir que les deux espaces 5 et ^ sont des sous-espaces
vectoriels de X? . Sur ^p (ou &1- ), les opérateurs f —> f * m(u) , f —î>Mf
et f —> M f(\\ sont des opérateurs linéaires de norme 1 d'après 2-(a) et ^

S
4-(a). On en déduit que toute limite dans Jî^ de fonctions de ê13 (ou ^p ) ap-
partient aussi à 5? (ou ^p ) et que, par conséquent. S? et ^p sont des espa-
ces complets»
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( b ) Relations entre les espaces 5 et 3C .
Soient k et f des fonctions appartenant respectivement aux espaces ^p et
^ avec i^i^i^1 •
Le produit ponctuel k,f appartient à S8 » et on a M k.f = k M f .e e
L'enveloppe convexe fermée dans JT de l'ensemble { ( k . f ) } = (k .f ) est celle

de l'ensemble {k.f^.} . Elle contient donc la fonction îlf-constante k M f . D'a-
près 4-(b), on en déduit le résultat. g

( c ) Relations d'inclusion.
- (cr) Ŝ  p > p' , P̂ c g? e^ ^ c ̂  . - Cela résulte de l'inégalité entre les
nonnes des espaces V? (i-5-(d)). Les inclusions sont strictes, car si on consi-
dère les fonctions k définies dans ( l - ( b ) , exemple 4) qui sont îl̂ -cons tantes et
appartiennent donc à ̂  et ^ , on a ||k , | | » » .
- ( ^ ) II n'y a pas de relation d'inclusion entre ̂  e_t 3îf . - La fonction f
considérée au paragraphe I-3-(c) n'appartient pas à ̂  , mais, si p > 1 , elle
est telle que a = 0 , car | | a ( u ) | | tend vers eéro avec ̂  . Si p = 1 , il suffit
de considérer la fonction t —> f,,( t ) exp 2iîrt •
- (y) On a rf c ̂  c yp . - Les relations d1inclusion faibles proviennent des dé-
finitions. Pour ttontrer que ces inclusions sont strictes, on va construire une
fonction de p̂ n'ayant pas de moyenne généralisée.
Dans les intervalles (- (v + l ) î , -\»î(^ , )vî , (v + l ) î ) , on pose

f(t) - exp 2iî4 , j a 1 , 2 , . . .
les entière v et j étant mis en correspondance comme au paragraphe 5, 3° du
chapitre II.

1° La fonction f est bornée, de nodule 1 • Elle appartient donc à ̂  et 31?
quel que soit p : ||f|| a 1 .

2® Elle est continue car j divise toujours vl , et elle est uniformément con-
tinue car l'ensemble des fonctions exp 2iTT-r est équicontinu. Elle est donc cer-
tainement continue en moyenne asymptotique.

3® L'ensemble de corrélation de f avec f contient en particulier les fonc-
tions y définies par

y(h) « exp 2iîA- , j » 1 , 2 , . . . .
3Q U

obtenues par des suites {T , } telles que T , » ( v ' + l ) î avec v' = v(j^) . Cet
ensemble n'est pas uniformément moyennable. f n'appartient pas à S13 et par
suite f c %P .c

4
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4° La moyenne ordinaire de f existe cependant :si v î < T ^ ( v + l ) î ,

T , T
^J^f(t)dt| »|^.xp2i^dt <^•̂

qui tend vers zéro si T augmente indéfiniment»

5° Considérons maintenant la fonction g(t) = f(t) exp 4iTrt » On a

1 /tu u

|b(u)| = kç J_y g(t + u) du » -gç J^j f(t + u) exp 4inu du

^Tiï^TTTT4^ •
b(u) tend vers zéro uniformément et à plus forte raison dans 311? • La fonction g

appartient donc à 6 mais elle n'appartient pas à g- car

t —> f(t) » g(t) exp 4iTTt

n'a pas de moyenne généralisée» On a donc l'inclusion stricte 5* c 5 •

6. Conyolut•lons^ général. is ées«

(a) Polynômes trigonométriques généralisés.

Si k est une fonction 311^-cons tante, le produit ponctuel

k / . ^ : t —> k(t) exp i\t

appartient aussi à 6- et, d'après 3-(c) et 4-(b) î

M k/ x » 0 si \ ^ 0 .

Comme l'espace ^p est vectoriel, on voit que l'espace f^ des polynômes trigono-

métriques à coefficients 3lf-constants (polynômes trigonométriques généralisés) est

un sous-espace vectoriel de S" •

(b) Convolutions généralisées,

Dans le cas de fonctions appartenant à S- , on peut étendre la famille des opé-

rateurs de convolution par des mesures de Radon par certaines limites de tels opé-

rateurs. Ces limites peuvent se représenter par des moyennes généralisées qui exis-

tent d'après la définition de ^p .

Soit p un polynôme trigonométrique ordinaire

p(t) = 1 d exp iHt ,
p. ^

dont les coefficients de Pourier d sont des constantes ordinaires et soif p(u)

la fonction définie par
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p(t , U) =^ p(t) si - U < t < U

= 0 ailleurs.

Si f est une fonction de 5^ , la convolution f * p(u) converge dans îî^ lors-

que U augmente indéfiniment vers une limite qu'on notera f S p (convolution

généralisée de f par le polynôme trigonométrique ordinaire p ). Cette limite est
le polynôme trigonométrique généralisé

(f î p)(t) »I d a (t) exp JUAt ,
M. r> p

où les fonctions % ̂ constantes a sont les coefficients de Fourier généralisés
de f relatifs aux exposants ^ •

(c) Propriétés de la convolution généralisée.

L'ensemble des polynômes trigonométriques ordinaires est une algèbre par rapport
à la convolution au sens moyen qu'on vient de définir. La convolution généralisée

permet une représentation de cette algèbre sur l'espace S^ . On a évidemment

[f * p ' ] î p" «[f S p- j î p» = f î [p' ; p"]

llf ^ P^)|lp ̂  Np 20 ^U l̂ l dt < ll^lp IIPlIc

d*où ||f i p||p < ||f||p ||p||̂  .

La convolution généralisée par un polynôme trigonométrique est un opérateur borné
de ê^ sur ^ » D'une manière plus précise, comme les fonctions f * p(u) appar-

tiennent toutes à l'espace V- (l-4-(c) et (a)), f * p appartient aussi à V

et la convolution généralisée est un opérateur de V- sur Y.nr^ •

(d) Ensembles de corrélation d'une convolution généralisée.

D'après III-4-(e), (v), si (F) est un ensemble de corrélation de f , l'ensem-

ble de corrélation (F*) correspondant de f * p est constitué par les convolu-

tions (en moyenne) Y * == "Y * P » "Y 6 (r) 9 où la convolution (en moyenne) * est

définie par la limite ordinaire

Y'(h) » lia — ! „ Y(h - u) p(u) du .
U-K» 2U "u
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CHAPITRE V
Fond ions presque-périodiques ordinaires

Avant d'étudier les différentes notions de presque-périodicité dans les espaces
tf , on va rappeler dans ce chapitre les définitions et les principales propriétés
des fonctions presque-périodiques continues ordinaires et en particulier les pro-
priétés des ensembles compacts de telles fonctions,

A» Fonctions çresque-^ériodiques

1. Définitions.
Un ensemble E de nombres réels est dit relativement dense s'il existe une lon-

gueur A > 0 (longueur d'inclusion) telle que tout intervalle de longueur supé-
rieure à i contienne au moins un point de E .
Soit x une fonction complexe de la variable réelle t . Un nombre T est appe-

lé nombre de translation de x par rapport à £ si
sup |x(t - T) - x ( t ) | < e .
t

On appellera E(e , x) l'ensemble de ces nombres de translation.
Une fonction x est appelée fonction presque-périodique ou fonction de Bohr si

elle est continue et si, pour chaque e > 0 , l'ensemble E(e , x) est relative-
ment dense.

2. Propriétés élémentaires (BESICOVITCH [ l 6 ] ) .

(a) Une fonction presque-périodique est bornée et uniformément continue.

( b ) Théorème de Bochner. - Une fonction x continue et bornée de la variable
réelle t est presque-périodique si et seulement si l'ensemble { x } de ses
translatées est relativement compact dans l'espace C(R) des fonctions continues
et bornées de la variable réelle t munie de la norme de la convergence uniforme

||x||ç -sup | x ( t ) | .
"^ t

( c ) Espace des fonctions presque-périodiques. - L'espace U de toutes les fonc-
tions presque-périodiques est un espace de Banach complexe par rapport à la norme
de la convergence uniforme.

( d ) Le produit de deux fonctions presque-périodiques est encore presque-périodi-
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que et 11imaginaire conjuguée d'une fonction presque-périodique est presque-pério-
dique : U a une structure d'algèbre de Banach involutive.

( e ) Existence de la moyenne. - Une fonction presque-périodique a une moyenne
T y

lim gç. J_p x(t) dt » lim — J^, x(t + a) dt » MX [ou M x( t ) ].
T—œ T-K»

la convergence étant uniforme par rapport à a •

(f) Convolution. - Si x et y sont deux fonctions presque-périodiques, la con-
volution définie par les moyennes

z(t) = (x î y ) ( t ) = M x(t - s) y(s) » M x(») y(t - s)
f? S

est aussi une fonction presque-périodique.

(g) Série de Fourier d'une fonction presque-périodique. - Soit \ une variable
réelle. La fonction exp iU étant presque-périodique, on peut définir une fonction
de À. (transformée de Fourier-Bohr de x ) par la formule

â  « M^ x(t) exp(- i\t) = Mx^ .

Cette fonction est différente de zéro pour un ensemble ( A ) =s [\ } des valeurs de
\ qui est au plus dénombrable. L'ensemble ( A ) est appelé spectre de x , et le
nombre a, , coefficient de Fourier de x relatif à X . La série Z a, exp i\t
est la série de Fourier de x . ( A ) n

(h) Equation de Parseval. - Pour toute fonction presque-périodique x , on a(^j2-"^"2
et la série de Fourier converge en moyenne quadratique vers x •

(i) Unicité de la série de Fourier. - Deux fonctions presque-périodiques ayant
les mêmes coefficients de Pourier sont identiques.

( j ) Théorème de Bohr. - Soit P l'ensemble des polynômes trigonométriques (com-
binaisons linéaires finies d'exponentielles imaginaires : 1 c . exp iX.t ) . La

j»l J u

fermeture de P dans J[ est l'espace Tj[ tout entier. Cela peut s'exprimer de la
façon suivante : Toute fonction presque-périodique est limite d'une suite uniformé-
ment convergente de polynômes trigonométriques.
On peut former une telle suite à partir de la série de Pourier au moyen des poly-

nômes de Bochner-Fejér (voir paragraphe 4 ) .
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5. Ensembleat compacta de ,fonctions preŝ ue-̂ ériQdiĉ ue .

( a ) Critère de compacité.
Soit (K) un ensemble de fonctions presque-périodiques. On dit que c'est un en-

semble homogène (BESICOVTTCH [ l 6 ] , p. 45) s'il possède les deux propriétés suivan-
tes :
- Il est équicontinu, c'est-à-dire qu'étant donné e > 0 , il existe un nombre 6 >0
tel que |x(t ) - x ( t ? ) | < e dès que | t . - t?| < 6 quel que soit x appartenant
à (K) .
- Il est uniformément presque-périodique, c'est-à-dire que l'ensemble

E(e » K) s n E(e , x)
xe(K)

des nombres de translation communs à toutes les fonctions x de (K ) est relati-
vement dense quel que soit e > 0 •

On démontre par les méthodes classiques le théorème suivant :

THÉORÈME. - Un ensemble borné de fonctions presque-périodiques est relativement
compact dans l'espace C(R) si, et seulement si, il est un ensemble homogène (D. S,
P. 545).

( b ) Ensembles compacts• Spectre d'un ensemble compact.
Soit (K) un ensemble relativement compact de fonctions presque-périodiques et

soit (K) son complété par rapport à la convergence uniforme. (K) est un cous-
espace métrique compact de ^(R) ; il est séparable, et il existe une suite {x ' }
dense dans (K) •

L'ensemble (A ) des valeurs de .̂ pour lesquellesn
M.x^t) exp(- iU) -mS°i ̂ 0

" V ' * /

est au plus dénombrable et par conséquent, l'ensemble (A^) a U (A ) est au plusK n
dénombrable. Soit alors une fonction quelconque de ( K ) . On peut l'approcher uni-
formément par une sous-suite {x^} extraite de (x^) et on a

HX^.I^MX^ .

Le spectre de x est donc inclus dans (A-) qu'on appellera le spectre de l'en-
semble compact (K) •
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4. Pô lynôme s de Boçhne r'-Fe jér.

(a) Définitions (BESICOVITCH [l6]).

On appelle noyau de Bochner-Fejér la fonction K/«\ , définie par

1 v 1 1 v 1 1 v 1
K(B)(t) ° ^ (1 --^-Xl --Ç-) • • • (1 --Ï'-) "P ̂ ^^^•••^p^

où (î, , (3^ , • • • , (B sont p nombres réels linéairement indépendants. Ce noyau

est réel : il n'est jamais négatif et sa valeur moyenne est 1 .

Etant donnée une fonction presque-périodique x , on lui associe un polynôme tri-

gonométrique (polynôme de Bochner-Fejér) par la formule de convolution :

a^)(t) « [x î K(^](I) » M^ z(t - u) K(g)(u)

(1) kl I v l

" i ^< (l-^)•••(l^)\^..-veIpi(^l+•••+Vp)tt
|v.|<n 1 p l i p p

a^ déaignant le coefficient de Fourier de x correspondant à X •

(b) Propriétés.

On obtient facilement l'inégalité \o^)\ < s^P 1 ^ ( ^ ) 1 = WQ • par 8uite de8

propriétés de la convolution en moyenne (voir IV-6), l'opérateur

1 -> ^B) '• I * K(B)

est un opérateur linéaire borné de U[ dans P de norme égale à 1 .

On en déduit que l'ensemble des polynômes de Bochner-Fejér d'une fonction est un

ensemble relativement compact et que l'ensemble des polynômes de Bochner-Fejér des

fonctions d'un ensemble relativement compact est relativement compact.

En suivant BESICOVITCH [l6] (p. 49) on peut montrer, qu'étant données m fonc-

tions presque-périodiques x^' , • • • , î et un nombre e > 0 , il est possible

de trouver un noyau de Bochner-Fejér tel que

"kl;'-'1"2*. •
On peut donc trouver une suite de noyaux tels que les polynômes correspondants con-

vergent en moyenne quadratique vers les x :

^(i) 2
lia M. o/g \ - x = 0 .
v-w» v v7

Or dans un ensemble relativement compact (ou homogène) la convergence en moyenne
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quadratique est équivalente à la convergence uniforme (BESICOVITCH [l6], p. 45),
Ji) (^

Les polynômes o/ -. \ convergent donc uniformément vers les fonctions x cor-
^V

respondantes • On en déduit, quêtant donné T| > 0 , il est possible de trouver un

noyau de Bochner-Fejér tel que

, ( i ) (i)sup o/ ^ - x' / < T| pour i » 1 , 2 , • • • , m •

(c) Approximation des fonctions d'un ensemble compact,

Soit (H) un ensemble compact dans C(R) de fonctions presque-périodiques, et

soit (Arr) son spectre. Soit {x } un ensemble dense dans (H) •

On peut définir une suite {K/_ \) de noyaux de Bochner-Fejér telle que, pour

toute valeur de n , on ait

limUx^ S K / ^ - X ^ ^ ^ O .
\/—»00 \) •^

II suffit pour cela de se donner une suite Tl de nombres positifs tendant vers

zéro et de prendre pour noyau K/ \ le noyau tel que

llc^B ) - x^Hc < \ Pour i = 1 , 2 , ... , v ,

ce qui est possible diaprés le résultat précédent.

Or les applications de (H) sur l*ensemble des polynômes trigononétriques de

spectre (An) définies par x —> x * K/g \ forment une suite équicontinue

d'applications de (H) dans jï . On a

||x î K(^) - x|^< ||(x - x^) î £(„ )1|^ + \\^ î K(^) - ̂ \ + ||x(11) - x||̂

11. |ix î K/ ) - x||ç < 2l|x - ̂ \ .
V-K» ' V -» -*

Comme la suite { x — ' ) est dense dans (H) , on a

lim ||x î K, ) - x|| - 0 .
V-K» v V -

La suite des applications x —> x î K/« \ converge pour chaque x dans (H)
v \r

vers la transformation identique et comme la suite est équicontinue, la convergence

est uniforme, c'est-à-dire que

lim au? ||x S K^ ) - x|| » 0 .
V-KX» (H) ^V -
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B. Fonci-ionai faiblement greaque-périQdiques

1, Définitions.

( (a) Topologie faible d'un espace de Banach.
Soient B un espace de Banach et B* son espace dual (espace des fonctionnelles

linéaires continues sur B ) , les espaces B et B* étant mis en dualité par la
tome bilinéaire <x* , x> .
La topologie faible de B est la topolo^ie admettant comme base de voisinages de

zéro tous les ensembles d*éléments z de B qui sont définis par un nombre fini
d1inégalités

|<x^ , x>| < e 1 < n< N

où les z/ \ sont des éléments quelconques de B • _
Pour la topologie faible, les différentes notions de compacité coïncident (théo-

rème d'Eberlein : D, S . » p. 430), et on peut se borner à une définition au moyen
des suites : un sous-ensemble X de B est dit faiblement compact (resp. relati-
vement faiblement compact) si de toute suite { x } d*éléments de X , on peut ex-
traire une sous-suite qui converge faiblement vers un élément de X (resp. vers
un élément de B ) •

( b ) Fonctions d'Eberlein.
Une fonction x de ^(R) est appelée fonction faiblement presque-périodique

(fonction d^berlein) si l'ensemble de ses translatées {x ) est relativement fai-
blement compact dans C(R) •
Exemples de fonctions faiblement presque-périodiques (EBERLEIN [ l 9 ] ) :

- (or) Les fonctions presque-périodiques de Bohr.
- (3) Les fonctions continues nulles à l'infini : lim x(t) » 0 •

t̂ fca»
- (y) Les transformées de Fourier-Stieltjes :

x (t) a J_ exp(- iwt) dCT(u>) .

( o(w) fonction à variation bornée sur (- <x> , o») ) .

2. Propriétés élémentaires (EBERLEIN [ l 9 ] ) .

(a) Espace des fonctions faiblement presque-périodiques,
- Soit V cet espace. C'est un espace de Banach complexe par rapport à la norme de
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C^R) et c'est aussi une algèbre de Banach involutive par rapport au produit ordi-
naire •

( b ) Une fonction faiblement presque-périodique est uniformément continue.

( c ) Existence de la moyenne.
Une fonction faiblement presque-périodique a une moyenne

T T
lia — .T x(t) dt » lim — J x(t •t. a) dt = MX ,
T-KX» <-1 • T-<œ — '1

la convergence étant uniforme en a •

( d ) Convolution.
Si x et y sont deux fonctions faiblement presque-périodiques, la convolution

définie par la moyenne
z(t) = (x S y ) ( t ) » M^ x(t - s) y(s) » M^ x(s) y(t - s)

est une fonction de Bohr.

( e ) Série de Fourier.
Mêmes définitions que pour les fonctions presque-périodiques.

(f) Equation de Parseval.
Pour toute fonction faiblement presque-périodique x , on a

&'\12 " - . ' • ( t ) ' 2
et la série de Fourier converge en moyenne quadratique vers x :

| N 2lia M. x(t) - Z flk exp i\ t » 0 .
N-« ' ' n«l n̂ -

(g) Théorème de décomposition (EBERLEIN [ 2 0 ] ) .
La série de Fourier d'une fonction d^berlein x est la série de Fourier d'une

fonction de Bohr x ' • Toute fonction d*Eberlein x se décompose de manière unique
x se x* + x" , x* étant la fonction de Bohr ayant la même série de Fourier, et x"
étant une fonction de moyenne quadratique nulle M J x " ! ' » 0 •
Soit V l'ensemble des fonctions d'Eberlein de moyenne quadratique nulle. Il est

facile de voir que l'ensemble des fonctions continues et bornées de moyenne quadra-
tique nulle est un sous-espace vectoriel complet de C(R) . V est donc un sous-
espace vectoriel complet de V • Le théorème de décomposition d'Eberlein peut s'é-
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noncer de la façon suivante : V est la somme directe des deux espaces U et V :
W = U® V .
On peut former à partir de x une suite de polynômes trigonométriques (polynômes

de Bochner-Fejér) qui convergent uniformément vers x* (voir paragraphe 5 ) .

( h ) Génération des fonctions faiblement presque-périodiques.
Soit t —> U. une représentation fortement continue du groupe R dans un

groupe de transformations linéaires uniformément bornées d'un espace de Banach B .
Si l*ensemble { U a] est relativement faiblement compact pour un élément a de
B , la fonction x définie par x ( t ) « <A , U. a) , A € B* est une fonction fai-
blement presque-périodique.

D'après le théorème de Banach sur la compacité faible de la boule unité de B
( D . S . , p. 425), cela est réalisé en particulier si B est réflexif.

5. Ensembles faiblement

Dans ce paragraphe, on va énoncer quelques propriétés relatives à la topologie
faible des ensembles de fonctions continues et bornées (fonctions appartenant à
£(R) ) .

( a ) Condition de compacité faible dans ^(R) (GROTHENDIECK [ 2 1 ] ) .
Un ensemble ( E ) de fonctions continues est relativement faiblement compact dans

jC(B) si et geulement ai :
1° ( E ) est uniformément borné.
2° Pour toutes les suites ( x , ) de fonctions de (E) et toutes les suites ( t . )———————————————————— j ^—_———«—_——_——— . 3,

de nombres réels, on a
lim lim x . ( t ) - lia lin x _ ( t . )
j i J i j ° 1

lorsque chacune des deux limites existe.
On en déduit qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de

)C(R) soit une fonction d'Eberlein est qu'il n'existe pas de suites ( t . ) et ( t ' }
de nombres réels telles que les deux limites

lim lin x(t + t ' . ) et lim lim x ( t . + f)
J i J i j j

existent et soient distinctes.

( b ) Condition de convergence faible dans C^(R) .
Une suite (x - ) de fonctions continues converge faiblement vers une fonction
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z continue si et seulement si :
1° \ i ^ \ est uniformément bornée.
2° De toute suite ( t . ) de nombres réels, on peut extraire une suite ( t J )

telle que :
lim lim x^^t') « lia lim x^\t') s lim x(f) .
j i * i j 1 i ±

( c ) Topologie faible sur un ensemble faiblement compact.
Soit (E) un ensemble faiblement compact de fonctions continues. Sur cet ensem-

ble, la topologie faible est équivalente à la topologie de la convergence ponc-
tuelle : une suite (x - } de fonctions de ( E ) converge faiblement vers x
si et seulement si elle converge ponctuellement.
Si on suppose de plus l'ensemble ( E ) équicontinu, la topologie faible est une

topologie métrique.

4. Ensembles faiblementcompacts,,invariants^^
Si un ensemble (H) de fonctions continues est faiblement compact et invariant

par translation, il est formé de fonctions faiblement presque-périodiques. Les pro-
priétés de ces ensembles sont assez semblables aux propriétés correspondantes des
fonctions faiblement presque-périodiques.

(a) Un ensemble (H) faiblement compact invariant par translation est équicon-
tinu.
On le démontre par une adaptation facile de la démonstration donnée par EBERLEIN

[ l 9 ] de la continuité uniforme d*une fonction faiblement presque-périodique.
D*après 5-(c), on en déduit que la topologie faible sur (H) est une topologie

métrique et que par conséquent (H) est faiblement séparable : il existe une suite
( x ^ ' ) telle que toute fonction x de ( H ) soit limite faible (ou limite ponc-
tuelle) d*une sous-suite {x^} de {x^} .

( b ) Un ensemble (H) faiblement compact invariant par translation est uniformé-
ment moyennable, c'est-à-dire que la limite

T
lim — J x(t) dt
T-œ 2T •r

tend vers la moyenne MX uniformément sur (H) .
Supposons que la moyenne ne soit pas atteinte uniformément. Il existe alors un

e,. > 0 et une suite {^.1} de nombres réels tendant vers l'infini tels que
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[̂  z^(u)du-M^) ̂
J J

pour une certaine suite (x } de fonctions de (H) qu'on peut toujours supposer

faiblement convergente vers une limite x •

Si on considère les fonctions <p J/ , définies par

^O;)»^-/;; x^(t . u) du .
J J

elles appartiennent à l'enveloppe convexe fermée de (H) qui, d'après le théorème

de Krein-Snulian (D. S.» p. 434), est aussi faiblement compacte. On peut donc sup-

poser (en considérant au besoin une sous-suite de (U.) ) que cp^07 converge fai-
J

blement vers une fonction d'Eberlein <p . On a

(l) M<p = lim Mq?^ = lim Mx^ = MX ,
j-œ j-œ

Montrons maintenant que cp est une fonction constante, c'est-à-dire que si T

est une constante quelconque,

<p(t + ï) - cp(t) = 0 .

On a en effet

<p^(t . T) - <P^(t) » ̂ -̂  - .C )̂̂ ^ . U) dU .

3 \ J 3 /

lim \^\t + ï) - ̂ (t) | < lim —— 2-rllx^H « 0 ,
j-» J— '"J -

et comme c p * ^ - cp'37 tend faiblement vers <p - (p , on en déduit bien que (p est

une constante» On a donc

Mcp = <p(t) a MX d'après (l),

ce qui est en contradiction avec le fait que

MO) -Mx) »lim ^(O) -Mx0^ >^ .
J--00

L'ensemble (H) est donc bien uniformément moyennable.

(c) Un ensemble (H) faiblement compact invariant par translation de fonctions

presque-périodiques de Bohr est fortement compact.

De toute suite (x"} de fonctions de (H) , on peut extraire une sous-suite

(x- /) faiblement convergente vers une fonction de Bohr x » Montrons par l*ab-
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surde que (x- /} tend fortement vers x » Dans le cas contraire il existerait un

£„ > 0 et une suite (u.) tels que

|z^)-x(u,)|^

pour une certaine sous-suite {x^"'') qu'on peut toujours supposer telle que la

suite {x - - x ) converge faiblement vers une fonction de Bohr q? • On a
^ ^

MM^ l imMix^x l^limMiz^-xl2 .
J— J J J—

Or Ix^ - x|2 tend faiblement vers zéro. Donc M|(p|2 « 0 , d'où q>(t) s 0 , ce

qui est en contradiction avec le fait que

cp(o) = lim |x^(u.) - x(u )| ^e .
j-œ .ï J ^

5. Deçonposition des•ensembles faiblement; cQmjpacts inyanants par translation.

Soit x une fonction d'Eberlein dont la décomposition est

x s x* + x" , x' e U , x" e ï •

Si on associe à x les polynômes de Bochner-Fejér x * K/ \ (voir A-4-(a)), on
a x i K/ ^ » x* ! K/g^ et sup |[x S K/^](t)| ^ sup |x(t)1 = ||x||ç . Si on con-

sidère une suite de polynômes de Bochner-Fejér qui converge vers x' , on obtient

lim sup |[x^ K, )J(t)| « M|ç < ||x||ç
V-»oo t V -̂  -*

et par suite

ll^-llc < ̂ 'h

Les transformations qui, à chaque fonction d'Eberlein x , associe respectivement
sa composante x ' sur U et sa composante x" sur V^ sont des projections for-
tement continues sur W respectivement sur 2 et ï - Elles sont aussi faiblement
continues ( D . S . , p. 422). D'autre part, elles commutent avec la transformation
"translation". Par suite, la projection sur U d'un ensemble faiblement compact
(H) de fonctions d'Eberlein invariant par translation est un ensemble (H^) de
fonctions de Bohr invariant par translation et faiblement compact. D'après 4-(c),
cet ensemble (H ) est fortement compact et d'après les résultats de A-3 et A-4,
on en déduit î

( a ) L'ensemble des coefficients de Fourier de ( H ) est au plus dénombrable.

( b ) II existe une suite de noyaux de Bochner-Fejér (K/g \] tels qu'on puisse
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approcher les fonctions de (H ) par une auite de polynômes de Bochner-Fejér uni»
foraément sur (H) , c'est-à-dire tels que î

lim suc x * K, ) - z' - 0
v-» (H) ^ S



'64

CHAPITRE VI
Fonctions Xp~falblement-p^e8q^e-•pé^iodiq^e8

1. Définitions.

On va maintenant étudier certaines notions de presque-périodicité dans l'espace
3R . Comme pour les fonctions d'Eberlein, on prendra comme point de départ une dé-
finition du type Bochner (v-A-2-(b)) ; la topologie utilisée dans ce chapitre sera
la topologie faible de l'espace de Banach îî? .
Une fonction f appartenant à V? sera dite Jlf-faiblement-presque-périodique

si l'ensemble {f^.} de ses translatées est relativement faiblement compact dans
^ .
On s'intéresse seulement aux fonctions de 3l? qui sont continues en norme ; l'a-

vantage de ces fonctions est de posséder des ensembles de corrélation dont les pro-
priétés permettent de les caractériser et de les étudier facilement. Une fonction
de a? n'appartenant pas à 3I? peut cependant être telle que l'ensemble de ses
translatées soit relativement faiblement compact• Un exemple simple en est donné
dans X par la fonction t —> exp it .
On appellera Ŝ  l'ensemble des fonctions lï^-faiblement-presque-périodiques.
Exemples de fonctions ^-faiblement-presque-périodiques : voir VII-2 et VIII-2.

2. Caractérisati des fonctions de Ŝ  .

THÉORÈME. - Une fonction f dê  vf est -̂faiblement-presque-périodique si et
seulement si l'une des trois conditions suivantes est réalisée :

1° L'ensemble de corrélation de f et d'une fonction quelconque de X̂  est un
ensemble faiblement compact (dans j3(R) ) •

2° L'ensemble de corrélation de f et de la fonction ^ associée à l'espace Y.
est un ensemble faiblement compact (dans C(R) ) •

3° L'ensemble total de corrélation de f est faiblement compact (dans C[(R) ) »
Comme les différents ensembles de corrélation sont compacts pour la convergence

uniforme sur les ensembles compacts de R (111-2), on a immédiatement
30 «̂  10 ̂ > 20.

(a) Les conditions sont nécessaires*
Supposons que l'ensemble (f } soit relativement faiblement compact, et considé-

rons l'enveloppe convexe fermée G« de cet ensemble. D'après les théorèmes classi-
ques sur la topologie faible d'un espace de Banach (D. S . , chapitre V ) , C.. est un
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ensemble faiblement fermé, faiblement compact et faiblement complet : de toute

suite [T^} de valeurs de T , on peut extraire une sous-suite (r!} telle que

(f ,} converge faiblement vers une fonction cp appartenant à C .
', f
Considérons alors une suite {•Yu } de fonctions de corrélation appartenant à

l'ensemble total de corrélation ((r)) et correspondant à une suite (A.) de fonc-

tionnelles de corrélation. L'ensemble ((F)) étant compact pour la convergence ponc-

tuelle, on peut en extraire une sous-suite [y ] qui converge pour chaque va-

leur de h vers une fonction de corrélation h —> Y^(h) = <A , f > , la suite

des fonctionnelles A » convergeant vers i dans la Y.-topologie de Y* . Il
f ~ i \suffit alors de démontrer que la suite [y^ ï ] converge aussi faiblement vers y

en utilisant le critère de convergence faible énoncé au paragraphe V-B-3-(a).

On a ly^'^Tpl < j|f||p (m-l-(b)), et d'autre part,

lim lim Y^ '^T») = lim lim (A* , f > = lim <A* , cp> = < i , cp)
J i J i J T! j 3 °

lim lim Y ^ ' ^ T î ) = lin lim <A' , f .) = lim <A , f > = <A , cp>
i j 1 i j j ^ i ° T! °

= lia lin Y ^ ^ T ' ) .
J i i

L* ensemble ((F)) est donc faiblement compact. La condition 3° est vérifiée, et par
suite les conditions 1° et 2° le sont aussi.

(b) Les conditions sont suffisantes.

Il suffit de montrer que la condition 2° est suffisante. Cela résulte du fait que

l*ensemble (L ) des fonctionnelles de corrélation entre Y-. et ^ contient tous

les points extrémaux de la boule unité du dual de Y^ (ll-6-(c)) et d'un théorème

de Grothendieck [2l] sur la compacité faible dans les espaces de Banach : Un ensem-

blé (E) d'un espace de Banach B est relativement faiblement compact si et seu-

lement si :

3.0 (E) est borné en norme.

2® Pour toutes les suites [x.) d'éléments de (E) et toutes les suites {x )
——————————.—————————————————— J -^ -L

d'éléments de l'ensemble des pointa extrémaux de la boule unité du dual B de B,

on a

lim lim <x* , x.> = lim lim <x* , x )
J i 1 J i j 1 J

lorsque chacune des limites existe.

Appliquons ce théorème à l'espace Y-. et à l'ensemble (E) = (f^.) des transla-

tées de f • Cet ensemble est borné en norme par ||f|| et, comme
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<x^ , x^> » V^CT^) ,

la seconde condition résulte de la compacité faible de (l.) d'après le critère du

paragraphe V-B-3-(a)« Donc, si (r ) est faiblement compact dans S,(R) l'ensemble

(f } est relativement compact dans Y. , donc dans X- •

(c) Remarque »

Si f est X^faiblement-presque-périodique, l* ensemble ((T)) est faiblement

compact et comme, d'autre part, il est invariant par translation (III-2), l'ensem-

ble des translatées d'une fonction de corrélation de f est relativement faible-

ment compact dans C(fi) : toutes les fonctions de corrélation d'une fonction de S?

sont des fonctions d'Eberlein.

3. Proçrietés de 1 '.espace sP •

(a) 5^ est un sous-espace vectoriel complet de X- •

D'après la définition, il est évident que l'espace 530 est un sous-espace vecto-

riel de X^ et que ce sous-espace est invariant par translation»

Pour démontrer qu'il est complet (EBERLEIN [l9]), considérons une suite de Cauchy

(dans vf ) de fonctions f" de S^ , et montrons que la limite f appartient
aussi à S^ • Soit {T.} une suite de nombres réels» Par le procédé diagonal, on

peut en extraire une suite (T.'} telle que (f • } converge faiblement quel que
"^i

soit n , vers une fonction limite cp appartenant à X^ . Comme

llf? - f^llp < ̂  . °) .
e(m , n) tendant vers eéro lorsque a et n augmentent indéfiniment, on a„,<•>-,<•>,,. ̂ i<.,,(.>-,<.)>i.^^i<.,^-^>i

'ii^;1:1"""^-^'"'"""' •
et la suite (îp } est une suite de Cauchy convergeant vers cp . Montrons alors

que f converge faiblement vers <p : si A est une fonctionnelle linéaire con-
^

tinue quelconque sur X , on a

<A , f,. - cp) - <A , t - t^) + <A , f^ - q)^) + <A , c/10 - <p> .
T! i i

En choisissant n assez grand, on a
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|<A , f -cp> | < 2 e + |<A , f^ -q/^)!
i T

lim sup |<A , f - çp>| < 2e ,
i-a 'i

et comme e peut être choisi arbitrairement petit :

lim |<A , f . çp>| = 0 .
i-̂ > i

L'ensemble des translatées de f est donc bien relativement faiblement compact
et f appartient aussi à 5- •

(b) Moyenne généralisée. Coefficients de Fourier généralisés.

L'ensemble total de corrélation ((r)) d'une fonction f de S9 est faiblement
compact et invariant par translation (III-2). Il est donc uniformément moyennable

(V-B-4-(b)). D'après le théorème IV-3-(b), f appartient à l'espace ^ , c'est-à-

dire qu'elle admet une moyenne généralisée :

U
a = M f == f î 1 = lim tf — J f(t - u) du .

Considérons maintenant la fonction f / i \ ( t ) —> f(t) exp(- iXt) . Son ensemble

total de corrélation ((T\)) est formé des fonctions h —> y (h) exp(- i\h) , y

étant une fonction quelconque de ((T)) . Si ((r)) est faiblement compact, (ft\))
A.

l'est aussi, et f(\\ appartient aussi à 5- • f appartient donc à l'espace 6^,

c'est-à-dire qu'elle admet des coefficients de Fourier généralisés a, == M f / ^ \ •

D'après les expressions de la nonne (lV-4-(a)) :

||aJ| = sup iM-yl = sup \VL y(h) exp(- i\h) | = sup IM v(h) exp(- î h) | .
Â p ((T\)) ((T)) û (r^) h

L'ensemble des valeurs de X pour lesquelles a, est différent de zéro (dans

3l? ) est au plus dénombrable (V-B-5-(a)) : c'est le spectre (/L,) de l'ensemble

faiblement compact ((T)) . On peut donc définir la série de Fourier généralisée

d'une fonction de y :

I CL exp i\t , (a^ € 3^)
(A? A /l

(c) Relations entre les espaces ^p •

D'après les résultats du paragraphe I-3-(d), si 1 ^ p, < p- < oo et si f est
Pô 1 -

une fonction de 3R , on a ||f|| ^ ]|f||
pl p2 P2La transformation associant à une fonction de 3K la même fonction considérée
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p! P2comme fonction de X est donc une transformation linéaire bornée de X dans
x^.

p^Si l'ensemble {f } est relativement faiblement compact dans JH , il est aussi
T PI P2 PIrelativement faiblement compact dans X » On a donc 5 c g , L'inclusion est

stricte car on peut trouver, comme au paragraphe I-5-(d), une fonction de norme
P, P̂nulle dans ÎTl mais n * appartenant même pas à X

(d) Relations entre les espaces 3t et 5 •
Soient k et f deux fonctions appartenant respectivement aux espaces K et

S30* avec -1' + -1. a -1- ̂  1 .p p* s
Le produit ponctuel k.f appartient à 5 •
La transformation f —> k»f est une application linéaire continue de X

s "D*sur X . Si l* ensemble {f ) est relativement faiblement compact dans X* ,
l'ensemble { ( k . f ) } = {k .f ) = {k.f ) l'est aussi dans X8 , d'où le résultat.
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CHAPITRE VII

Fonctions ^-presQue-périQdiques

1. Définitiong.

Coiaae pour les fonctions rf-faiblement-presque-périodiques, on s'intéresse seu-

lement aux fonctions qui sont continues en norme.

Une fonction f appartenant à vP sera dite llf-presque-périodique si l'ensem-

ble {f ) de ses translatées est relativement compact dans rf° .

On appellera ^p l'ensemble des fonctions îïî -presque-périodiques.

Comme ailleurs, les valeurs de p sont telles que 1 < p < oo , mais il sera par-

fois commode de.définir °̂° comme l'espace des classes de fonctions égales presque

partout à une fonction de Bohr : ^œ sera l'espace de Banach U •

2. Exempies de fonçt ions X^^res^ue-périQdiques.

D'après la définition, on voit immédiatement que les fonctions suivantes sont

rf-presque-périodiques :

- les fonctions constantes ordinaires : f(t) = k ,

- les fonctions exponentielles imaginaires : f(t) = exp iXt ,
- les fonctions ^-constantes : 3^ c ̂  ,

- les exponentielles imaginaires à coefficients dans K^ : f(t) = a,(t) exp i\t .

Par suite des propriétés linéaires de ^p (ci-dessous : § 4), les polynômes tri-

gonométriques à coefficients xF-constants (polynômes trigonométriques généralisés)

appartiennent aussi à (P30 . L'ensemble P13 de ces polynômes est un sous-espace

vectoriel (incomplet) de ^ ; enverra qu'il est dense dans ^p (théorème IIl).

L'espace B? des fonctions B^presque-périodiques de Besicovitch est un sous-

espace vectoriel complet de ^ (ci-dessous : § 3).

5. Caracterisation. des fonctions X^-presque-périodiques.

La définition donnée au paragraphe 1 est l'analogue de la définition de Bochner

pour les fonctions de Bohr (V-A-2-(b)), mais on peut, comme dans la théorie classi-

que, caractériser les fonctions de ^p au moyen des presque-périodes et des nom-

bres de translation (V-A-l) :

THÉORÈME I. - Une fonction f de 30^ est Jlf-pre s que-périodique si, et seule-

ment si, pour chaque e > 0 , l'ensemble E(e , f) des nombres T tels que

||f - f|| < e est relativement dense.

La démonstration de cette propriété se fait exactement de la même façon que dans
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le cas des fonctions de Bohr, en remplaçant 1'espace de Banach C(R) par l'espace
de Banach jf .c
Les fonctions B^presque-périodiques sont elles aussi des fonctions continues en

nonne dans ïf , et ayant des presque-périodes. Mais elles sont caractérisées par
une condition supplémentaire assurant une certaine uniformité de la fonction
(BESICOVITCH [ 1 6 ] , p. 78).
On peut aussi avoir une autre caractérisation des fonctions rf-presque-périodi-

ques au moyen des ensembles de corrélation.

THÉORÈME II. - Une fonction f de jf est 3lf-presque-périodique si, et seule-
ment si, l'une des trois conditions suivantes est réalisée :

1° L'ensemble de corrélation de f et d'une fonction quelconque de 3Î? est un
ensemble compact (dans ^(R) ) .
20 L'ensemble de corrélation de f et de la fonction ^ associée à l'espace Y

est un ensemble compact (dans ^(R) ) .
5° L'ensemble total de corrélation de f est compact (dans C ( R ) ) .
On remarque d'abord que 5° 3»o 1° «> 2° et que la 5e condition entraîne que tou-

tes les fonctions de corrélation sont des fonctions de Bohr.

(a) Les conditions sont nécessaires.
L'inégalité de Holder donne

M h ^ k ) - Y ( h ) | < | | ^ - f | | ^ | | ^

quelle que soit la fonction -y appartenant à un ensemble de corrélation (r) qui
peut être (r^) , (r^) ou (( rî .
L'ensemble E(e , f) est donc un ensemble de nombres de translation communs à

toutes les fonctions de (r ) et correspondant à e' » e||g|| . Comme d'autre part,
l'ensemble (r ) est uniformément continu, il est un ensemble homogène et donc un
ensemble relativement compact (v-A-5(a)). Comme les ensembles de corrélation sont
fermés par rapport à la convergence ponctuelle, ils sont bien compacts par rapport
à la norme dans C(R) •

( b ) Les conditions sont suffisantes.
Il suffit de montrer que la 2e condition est suffisante. L'ensemble ( r . ) étant

un ensemble,homogène, il est uniformément presque-périodique, c'est-à-dire que
l'ensemble E(e , r . ) est relativement dense quel que soit e > 0 (v-A-5-(a)).
Or, d'après (lll-5),
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||f - f|| » sup sup |v(h + T) - Y ( h ) | .
p (F^) h

E(e , Fx) est l'ensemble des nombres de translation de f dans 3U10 par rapport à

la même râleur de € • Comme cet ensemble est relativement dense quel que soit e ,

f est bien -̂presque-périodique d'après le théorème I.

4. Pro^nét es de 1 * espace ^ •

(a) Une fonction 3H -presque-périodique est 3ïf-faiblement-presque-périodique.

En effet, si l'ensemble (f ) des translatées de f est relativement compact,

il est aussi relativement faiblement compact. On a donc ^p s- ^ , et on en déduit

immédiatement des propriétés de 5^ (VI-5-(b)) :

- Une fonction de ^>p admet une moyenne généralisée : ^ c ^ .

- Une fonction de ^p admet des coefficients de Fourier a, = M t(\\ et une série

de Fourier î 1 a.(t) exp iXt . e

(A)

(b) ^ est un sous-espace vectoriel complet de JffP .

D'après la définition, il est évident que l'espace ^ est un sous-espace vecto-

riel de Xp et que ce sous-espace est invariant par translation. On démontre qu'il

est complet en transposant la démonstration montrant que U est un sous-espace
complet de <3(R) (D. S., p. 285).

5. Théorème d ' approximat ion.

L'espace P des polynômes trigonométriques généralisés est un sous-espace vec-

toriel de f^ • Comme dans le cas des fonctions presque-périodiques classiques, on

a un théorème d'approximation ; la fermeture de P^ dans îî? est exactement ^>p :

THÉORÈME III. - Une fonction f de 31? est Jlf-presque-périodique si, et seule-

ment si, elle est limite dans 3H^ d'une suite de polynômes trigonométriques géné-

ralisés.

Les polynômes trigonométriques généralisés sont des fonctions ^-presque-pério-

diques (§ 2), et comme l'espace ^ est complet, toute limite de polynômes trigo-

nométriques généralisés est îï^-presque-périodique.

Il reste à montrer que toute fonction f de (P peut être obtenue comme limite

de polynômes trigonométriques généralisés. Comme dans la théorie classique, on uti-

lise les polynômes de Bochner-Fcjér.

Considérons l'ensemble total de corrélation ((T)) de f • D'après le théorème II,

il est compact et on peut lui appliquer'les résultats du paragraphe V-A-4-(c) : il
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existe une suite de noyaux de Bochner-Fejér (K/ .} tels que

^ ̂  11^ ̂ ) - vll£ s o .

D»après IV-6-(d), les fonctions de corrélation des fonctions f î K, ^ - f sont
justeœent y S K/g ^ - y . ^V

D'après les expressions de la norme dans T? données au paragraphe III-3,

lim ||f î K( ) - f|| = 0 .
\»-»oo V p

f est donc limite dans îllP de la suite de polynômes trigonométriques générali-
sés {f î K( )) .

v \T

Conséquence. - Comme dans la théorie classique, on déduit du théorème III le
théorème d'unicité :

Si deux fonctions de ^ ont les mêmes coefficients de Fourier généralisés.
elles sont égales (dans V? ).

Une autre conséquence importante est que :

Toute fonction de ^p appartient à l'espace Jï? .

En effet, d'après les propriétés des ^-.constantes (iV-l-(d)), la fonction

t —> a^(t) ezp Ut appartient à ^ . Comme ^ est un espace vectoriel, on a
^ s- Jll̂  et comme il est complet, ^p e ̂  .

6 . Relat ions entre les espaces ç> , ç et 5 .

( a ) Si_ 1 < p^ < p^ < œ , on a ç> 2 c ̂  1 .
Même raisonnement qu'au paragraphe VI-3-(c).

( b ) Produits de fonctions.
Soient f une fonction de ̂  et g' , g" , g . " des fonctions appartenant res-

pectivement aux espaces f , gP* , <pP' avec 1 + 1̂ . , ̂  î , 1 < p ̂  «, ,
q < p* < co .

Les produits ponctuels f.g' , f.g" , f.gn. appartiennent respectivement aux
espaces ̂  , S® , (p8 .

Le résultat est vrai si f est une exponentielle imaginaire à coefficient JI?-
constant (l^-5-(b) , VI-5-(d)), donc si f appartient à ^ , car les espaces
^ , S® , ^ sont vectoriels. Comme ils sont complets, le théorème III et la se-
conde inégalité de Holder permettent d'achever la démonstration.
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(c) Si_ f appartient à ^ (l < p < «) , ? appartient à ^q .

Cela résulte immédiatement des propriétés de la transformation ~ (l-l-(c)) et
du théorème 1 par exemple.

(<0 SI f appartient à ^p (l •$ p < ») , If? appartient à P1 .

Conséquence immédiate de (b) et (c) et, si p = 1 , de l'inégalité

Illfll - If2l||i<||fi -t^ .

-:«-:-;-
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CHAPITRE VIII

Fonctions ^-pseudo-aléatoires

1. Définitions.

Dans ce chapitre, on va donner une généralisation des fonctions pseudo-aléatoires

de J. BASS [2], [3] en caractérisant certaines fonctions de S9 qui jouent en

quelque sorte le même rôle que les fonctions d*Eberlein de moyenne quadratique

nulle (espace ^ ) par rapport aux fonctions d'Eberlein (générales (espace V î cha-

pitre V-B). On obtient un théorème de décomposition de l'espace ^ en somme di-

recte de l'espace ^p et d'un espace (f , théorème parallèle à celui d'Eberlein t

V » i ï ® ï (v-B-2-(g)).

Une fonction appartenant à Jî? sera dite 3lf-pseudo-aléatoire si son ensemble

total de corrélation ((F)) est un ensemble faiblement compact de fonctions conti-
nues de moyenne quadratique nulle*

On appellera çf l'ensemble des fonctions ^-pseudo-aléatoires.

2« Exemples de fonctions 3Ir-pseudo«'aléatpires.

Les fonctions pseudo-aléatoires de J. BASS sont des fonctions ^-pseudo-aléatoi-

res pour p = 2 (voir plus loin ; § IX ) et, par suite, pour 1 •$ p < 2 (ci-des-
sous : 5-(c))<

Un exemple de nature assez différente est donné par la fonction f définie par

J f(t) = (n)"^ si n^ t^n^ 1 (n . 1 , 2 , ...)

\ f(t) a 0 ailleurs (l < p < ») .

Pour montrer que cette fonction est îlP-pseudo-aléatoire, on utilise le fait qu'un

ensemble ((f)) compact pour la convergence ponctuelle de fonctions s'annulant à

l'infini est faiblement compact dans C(îi) (d'après V-B-5-(a)). On va donc montrer

que si g est une fonction quelconque de 3lf , toute fonction de corrélation y

entre f et g tend vers zéro lorsque |h| augmente indéfiniment. Supposons que

y soit définie par la suite {T } et que y ne tende pas vers zéro lorsque h
tend vers + oo , II existe alors un nombre e > 0 et une suite (h } de râleurs

de h tels que |v(h ) | ^ . e et h ^ h + 1 quel que soit (A = 1 , 2 , 5 , • • •

On a ^

lim —— ! f(t + h ) g(t) dt| > e .
T ^» "-v v Ml •\>

Si n = n(v> , ̂ ) est le plus grand entier tel que n - h < T , o n a
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nn-̂  n-1
lim sup —— ! |f(t + h ) ̂  dt » lin ————— \ }^ , 0 .
T -«» ^v v r> n-œ n - h k«lv pi

L'inégalité de HOlder donne alors

/ T' \ / / T' \ /

(lim sup——J" I fd+hî^d t ) p (lim sup —— S v Igd^dtl q > e ,
\,T-» ^v n^h p( / \ T - < œ "S n^h /
\v P' / \v ^ /

T' étant tel que
T ' = T s i T ^ n ^ h + l ,\f v v v *

T • = n n - h + 1 si T ^n^h + 1 .\/ v v \>

Comme

1 ^ n n^-n11.^) ,
lim sup .5— J ^ n dt » lim sup —————,————— ^ ̂  »
T -«» "v n -h T -^ ^v 2

v \i v

on a

^
lim sup—— J^ |g(t)|^ dt^2(l/p e^ .
T -«œ ^v n̂ h

v p.

En sommant par rapport à ^ , on a

T*

lim sup —— I J v |g(t)|^ dt $. N 2^ ^ ,
T -<« v ^=1 n -h

V -^ »A

et comme h , ^ h + 1 , on peut écrire, dès que T est assez grand,

T' T

i J ^ l^ t î l^ t^J1^ ^(i)^ dt .
^=1 n-h "\

D'où
Tv

li« aup —— Jj |g(t) I'1 dt > N Z^ ^ .
T^ ^-^

Comme on peut choisir N supérieur à —j—3— , on aboutit à une contradiction si
3<1/P g<l

on suppose que e n'est pas nul. Y(h) tend vers zéro lorsque h tend vers + ».

On peut faire une démonstration analogue si h tend vers - œ , Toutes les fonc-

tions de corrélation de f tendent vers zéro à l* infini et l'ensemble ((r)) est

faiblement compact : f est une fonction 31^-pseudo-aléatoire.
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On remarque que f n*est pas 3R--régulière. Contrairement à l1 espace -̂ , l'es-
pace a10 (et donc g33 ) n'est pas sous-espace de X13 •

5. Propriétés de l1'espace û? .

( a ) Une fonction X^-pseudo-aléatoire appartient à 5- : ûr c 5 •
Cette propriété résulte immédiatement de la définition et du théorème du paragra-

phe VI-2.
Les fonctions de corrélation d'une fonction X -pseudo-aléatoire sont des fonc-

tions d'Eberlein (VT-2-(c)) de moyenne quadratique nulle : elles appartiennent à
l'espace V^ défini au paragraphe V-B-2-(g),
Une fonction de (f qui est en même temps Jî^-presque-périodique a un ensemble

total de corrélation constitué de fonctions de Bohr de moyenne quadratique nulle ;
cet ensemble contient donc uniquement la fonction nulle ; l'intersection de O? et
^ est constituée par la fonction nulle (dans X? ) s

ÛlP n (pP = 0 .
Comme les ensembles (P30 et û̂  ne sont pas vides, les inclusions ^ c gP et

0^ c gp sont strictes.

( b ) ÛL̂  est un sous-espace vectoriel complet de S- •
Soient f' et t ' deux fonctions de Q? dont les ensembles totaux de cor-

rélation sont ((F^)) et ((r )) . Si \ et X^ sont des constantes complexes.
( l ) ( 2 )l'ensemble total de corrélation ((F)) de la fonction f = \ f ' + \^ f / est

tel que (lll-4-(b)) :

((T)) e ̂  ((F1)) + X^ ((r2)) .

5P étant vectoriel ainsi que l'espace V^ , f est une fonction de S? telle que
toutes ses fonctions de corrélation appartiennent à ^ î f appartient à Û? qui
est bien un espace vectoriel.

Pour montrer qu'il est complet dans X- , considérons une suite [f^11^} de fonc-
tions de 0^ convergeant dans JH vers une fonction f qui appartient à y
(VI-3-(a)). D'après III-4(c), toute fonction de corrélation y de f est limite
uniforme d'une suite { Y ^ ^ } de fonctions de corrélation des t^^ • Comme l'es-
pace V^ est un sous-espace complet de C(R) , Y appartient aussi à V^ et f
appartient à çf • O? est donc un sous-espace complet de Xp •

D'après III-4(a), Ûl est invariant par translation»
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(c) ̂  1 ,$ p^ < p^ < a» , on a a 2 c a 1 .

Soit f une fonction de a 2 dont l'ensemble total de corrélation est ((r")) .
p

D*après VI-3-(c), elle appartient aussi à 5 1 et, dans cet espace, son ensemble

total de corrélation ((?)) est tel. que ((?)) e ((T")) d'après 1-3-(d). ((?)) est

aussi formé de fonctions de V^ et f appartient à a 1 . L'inclusion 0 2'c O^1

est stricte (voir VT-3-(c)).

4. Propriétés des fonct ions jlf-^seudo-aléatQires.

(a) Coefficients de Fourier généralisés.

Une fonction de a13 appartenant aussi à S? , elle admet une moyenne généralisée

ou, plus généralement, des coefficients de Fourier généralisés. D'après la formule
du paragraphe VI-3-(b) :

Kllp= ^P \ ̂ h) eIp(- ixh)! ^ ^P [MM2]172 ,
ces coefficients sont tous nuls (dans X? ).

Inversement, une fonction de ^ , dont tous les coefficients de Fourier généra-

lisés sont nuls, est 3îl -pseudo-aléatoire car, d'après la même formule, les coeffi-

cients de Fourier ordinaires des fonctions d'Eberlein y sont tous nuls, et, d'a-

près la relation de Parseval, M|v|2 = 0 .

On peut donc énoncer :

THÉORÈME I. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de ïp

soit une fonction Jîf-pseudo-aléatoire est que tous ses coefficients de Fourier

généralisés soient nuls.

D'après les relations entre moyenne généralisée et moyenne ordinaire (lV-4-(c)),

on voit que si 1 < p < oo , les fonctions rf-pseudo-aléatoires ont des coeffi-

cients de Fourier ordinaires et ces coefficients sont tous nuls :

i ^
lim -i J f(t) exp(- i\'t) dt = 0 .
T-»" "1 ~1

Ces fonctions sont presque périodiques au sens de S. HARTMAN (KAHANE [23]). Cette

propriété caractérise les fonctions de ûP pour 1 < p < œ :

THÉORÈME II. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de 5^

(l < p < <o) soit une fonction ^-pseudo-aléatoire est que tous ses coefficients

de Fourier ordinaires existent et soient nuls.

La partie "condition suffisante" sera une conséquence immédiate du théorème de
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décomposition (théorème V ) .

( b ) Ensembles de corrélation d'une fonction 311--pseudo-aléatoire.

THÉORÈME III. - Une fonction f d̂  Jîl̂  est X -pseudo-aléatoire si et seulement
ai l'une des deux conditions suivantes est réalisée :

1° L'ensemble de corrélation de f et d'une fonction quelconque de 3P. est un
ensemble faiblement compact de fonctions continues de moyenne quadratique nulle.

2° L'ensemble de corrélation de f et de la fonction ^ associée à Y« est un
ensemble faiblement compact de fonctions continues de moyenne quadratique nulle.
Si f appartient à dp , ces deux conditions sont réalisées d'après la défini-

tion et le théorème du paragraphe VI-2.
Inversement, comme 1° a—> 2 ° , il suffit de montrer que la seconde condition en-

traîne que f appartient À ÛL̂  • Cela résulte du calcul de la norme des coeffi-
cients de Fourier (VI-5-(b)) qui existent car on sait déjà, d'après VI-2, que f
appartient à g !

||a, H = sup |M, y(h) exp(- iXh)| < sup ^M2!172 = 0 .p (r^) n (r^)
Si toutes les fonctions de corrélation entre f et ^ ont une moyenne quadratique
nulle, on a | | a , | | = 0 quel que soit \ . Le théorème 1 montre alors que f ap-
partient à ûl .

( c ) Propriété de l'ensemble des translatées»
Pour définir les espaces ̂  et ̂  , nous avons considéré des propriétés topo-

logiques de l'ensemble (f ) des translatées d'une fonction f de JH ^ , On aurait
pu définir directement OfP à partir de cet ensemble :

THÉORÈME IV. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f de
510 soit une fonction Jï^-pseudo-aléatoire est que la fonction nulle appartienne à
la fermeture faible de l'ensemble (f ) de ses translatées.
Une fonction ^-pseudo-aléatoire est un "Fluchtvektor" de l'espace vectoriel ̂

par rapport au groupe des translations (JACOBS [ 2 2 ] ) »
l® La condition est suffisante.
La transformation de X13 sur lui-même qui associe à f la fonction f/^\ :

t —> f(t) exp(- iÀ.t) est continue. La fonction nulle appartient donc aussi à la
fermeture faible de l'ensemble des translatées de la fonction f / . \ . D'après un
théorème de Mazur ( D . S . , p. 422), l'enveloppe convexe fermée de cet ensemble est
faiblement fermée. Elle contient donc la fonction nulle et par suite de l'unicité
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de la moyenne (lV-4-(b)), on a M f/.\ = 0 quel que soit X . D'après le théorème
II, la fonction f est bien % -pseudo-aléatoire»

2° La condition est nécessaire.
Soit f une fonction X -pseudo-aléatoire, et soit A une fonctionnelle linéai-

re continue quelconque sur 3H • La fonction T —> (i , f ) est une fonction
d'Eberlein (V-B-2-(h)) appartenant à V^ car tous ses coefficients de Fourier sont
nuls (Vl-5-(b)) ;

i ̂lia ̂  J^ exp(- iXu) <A , f > du » (t , f * exp(- i\t)> « 0 .
U-K» "'

On ne peut donc pas avoir |<A , f ) | > e > 0 quel que soit T et par conséquent,
tout voisinage faible de la fonction zéro contient au moins une fonction de l'en-
semble (f^) .

5. Relations entre 1 es espaces q et f> .
Soient f une fonction de çf et g une fonction de ̂  avec — + -îy = — < 1

1 < p < <x> , q ̂  p» < oo .
Le produit ponctuel f.g appartient à a8 .
D'après IV-5-(b) et le théorème I, le produit de f par une exponentielle imagi-

naire à coefficient jf -constant appartient à 03 • Comme en VII-6-(b) on en dé-
duit le résultat et de plus, d'après le théorème II, la moyenne ordinaire d'une
fonction de Q~ ( l < p < » ) par une fonction de ^ ( q ^ P ' ^ 0 0 ) existe et
est nulle»

6 . Théorème de> décomposition.
Ce théorème est un cas particulier d'un théorème de Jacobs (JACOBS [ 2 2 ] ) .

THÉORÈME V• - Toute fonction f de_ 5̂  se décompose de manière unique en une
somme de deux fonctions : f = f + f , f étant une fonction de P ayant même
série de Fourier généralisée que f ê  f" étant une fonction de OL •
Considérons l'ensemble total de corrélation ((T)) de f . C'est un ensemble fai-

blement compact (VI-2) et invariant par translation (III-2) de fonctions d'Eberlein
On peut lui appliquer les résultats des paragraphes V-B-4 et 5«
Chaque fonction de corrélation y se décompose en une fonction de Bohr -y' et

une fonction de moyenne quadratique nulle y" : y = y' + y" • L'ensemble ( ( r ' ) )
des fonctions y' est fortement compact et l'ensemble (( F " ) ) des fonctions y"
est faiblement compact. Il existe une suite de noyaux de Bochner-Fejér fK/g \)
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tels que

^||,SK(^-,.||^O
ou

^^i^-yi^°o •
Or d'après IV-6-(d), les fonctions y î (K/ ^ - K/ J sont toutes les fonctions

de corrélation du polynôme trigonoaétrique généralisé f î (K/ \ - K/ \) . Dia-
prés l'expression de la norme dans 7^ (III-5) ; v ^

l|f * K(^ - f S K( |̂|̂  . ̂  ||Y î K(^) - y î K(^^ ,

la suite des polynômes trigonoBiétriques f S K/ ^ est une suite de Cauchy dans

X qui converge vers une fonction f appartenant à (ap .

Considérons maintenant la fonction

f" = f - f = lim Jï? (f - f 5 K,,, x ) .
v^œ <V

Ses fonctions de corrélation sont données par (lV-6-(d)) :

Y" = lim (y - y * K, 0 » y -. y» y e ((f)) .
V-»oo v V7

L'ensemble de corrélation de f1' est donc exactement ((r")) et f** est bien îïî?-
pseudo-aléatoire.

La décomposition de f ainsi obtenue f = f* + f" est unique, car si on avait

une autre décomposition f = cp' + cp" , on devrait avoir ^ - î p ' s ^ - . f " . Comme

une fonction de ^p ne peut appartenir aussi à ûl30 sans être nulle (VIII-3-(a)),

les deux membres de cette égalité sont nuls (dans yf ).

Enfin, les coefficients de Fourier généralisés de f" étant nuls, f a bien
les mêmes coefficients de Fourier généralisés que f .
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CHAPITRE IX
^Etude de certains 8ou3--e8pace3 de 3ÎI

Dans le cas de l'espace W , on peut étudier de manière plus détaillée que dans
le cas général les différents sous-espaces. Les simplifications proviennent surtout
du fait que la transformation — (l - l - ( c ) ) , qui est ici la transformation imagi-
naire conjuguée, a des propriétés linéaires.
On étudiera dans ce chapitre les fonctions de X qui sont X -régulières. Dans

ce cas, les fonctions de corrélation entre f et f sont des fonctions de type
positif et l'ensemble ( y ) s (l—) permet de caractériser de manière intéressante
les différents sous-espaces de X. n 3̂ p •
On notera ||f|| (sans indice) la norme dans 3Ï12 , et <g , f)ry ^ la valeur de

' v
la fonctionnelle de corrélation correspondant à la fonction g et à la suite
t'rj » ^

(e , î)s» i » li» — ̂  t(t) i(t) dt .l \/5 T -«» v v

1. EnsembleA'.a^QCP^^^^^^ et^ enseable spectral énergétique.

(a) Fonctions d'autocorrélation,
Soit f une fonction de 3II2 . La fonction 7 appartient aussi à 3î̂  . On appel-

lera fonction d'autocorrélation toute fonction de corrélation entre f et 7 . On
appellera ensemble d'autocorrélation l'ensemble ( y ) = (r^r) des fonctions d'auto-
corrélation.
Supposons de plus que f appartienne à m2 : alors toutes les fonctions d'auto-

corrélation sont des fonctions de type positif.
En effet» une fonction d'autocorrélation y est continue car f appartient à

TB2 . Il suffit donc de montrer qu'étant donnés a nombres complexes ^tSgf-fSn
et n nombres réel» h , h^ , . . . , ĥ  , on a toujours

î y(h - h ) ç î ̂  0 .\ "j7 •»i ^j
i,J

Si la fonction y est définie par la suite {T^} , on a
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^
Z y (h -h ) ç ç « li» ——L, Z f(t+h.-h,)7(t) dt

1,,) l J 1 .1 T^» "v "^v i,j l S

T

- Il» -^-S î f(t+h ) f(t+h ) ç ? dt (d'après I-2(b))
T -<» v v l,j 3 3

^

'^•^k.l?^'11!^!2 dt
T -w» —v -v ' i
v

qui est bien toujours non négative*

( b ) Ensemble spectral énergétique.
D'après le théorème de Bochner (LOEVE [24], p. 207), on peut dire que chaque

fonction d'autocorrélation -y P6^ s® représenter sous la forme

r"•Y ( h ) s J^ exp iu)h d(j(u))

où cr est une mesure de Radon non négative. Cette mesure (ou plutôt la fonction <j
non décroissante qui lui est associée) sera appelée fonction spectrale énergétique
et l*ensemble (a) de toutes les fonctions spectrales énergétiques sera appelé
l'ensemble spectral énergétique de f •
D'après les propriétés générales des ensembles de corrélation (III-2), ( • y ) est

un ensemble borné, équicontinu et compact pour la convergence ponctuelle (ou la
convergence uniforme sur les ensembles compacts).
D*après les propriétés classiques des fonctions de répartition (LOEVE [24], para-

graphes 11 et 12) , (o) est un ensemble borné, compact pour la "convergence com-
plète**, c*est-à-dire que de toute suite t a . } on peut extraire une suite { o , , }J jconvergeant vers une fonction o,. de la façon suivante :

lin o _ , ( œ ) = °QW ®n tout point où OQ est continue,
«j

(1)
lim a..,(00) » o^(<») •
•î»--» ^ uj'-» v

De plus, comme (y) est équicontinu, il existe un nombre A = A ( e ) > 0 tel que,
e > 0 étant donné, on ait

(2) su? J do(u)) + S do(œ) < e «
(a) L• œ A J

On démontre enfin les relations suivantes entre normes et ensembles (y) ou ( o ) :
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00

(3) ||f||2 = S U D 1^(0)1 = s u p J da(a))
(Y) (o)

(4) ||f^ -tl^sun 2 K[Y(O) - Y ( T ) ] .

Ce sont des conséquences immédiates du calcul du paragraphe suivant.

(c) Convolutions dans 3Tr n 3ÏT .
o p

Soit f une fonction de î^ n 31̂  et soit ^ une mesure de Radon dont on note

p,/^\ la restriction à l*intervalle A . Comme en I-4-(b), on pose g/ . \ = f ^ ^/ x
et d'après III-l-(c), on a

1 [Tv 2 ——
i^^k '^^^^ dt = <f ' '(A) y f ' '(A)^,) ' <f - f ' ̂ ) * ^)>{T^-

La norme de f i f / * \ ®st donc, d'après 1-4-(c),

1 1 ^ ( A ) 1 1 2 aB ̂  ̂  ̂  <4A(U) d;kT7) ^(v • u)

« suc J^ J^ dp(u) dn(v) J^ exp iœ(v - u) do-(u)) .
((ï)^CT

En tenant compte de b-(2), on obtient
œ

||éf(^)l|2 = sup J^ [^ exp(- iu)u) dn(u) 2 do(u)) .

En prenant pour A un intervalle (A , B) et en faisant tendre A et B vers
l'infini :

||f * |̂|2 « .uç f_ |v(œ)|2 da(œ) ,
(c)

V étant la transformée de Fourier de la mesure p, :

00

V(w) = J*̂  exp(- ium) dn(u) .

(d) Espace H L2^) .
(a)

On voit dès maintenant qu'il est intéressant d*associer à chaque fonction f de

3T^ n JîÇ l'espace n L = n L (o) des classes de fonctions boréliennes de carré
(°)

intégrable par rapport à toutes les mesures o et telles que

||V|! » [suc f^ |ï(»)|2 doCu))]172 < - .
nL2 '•(o) •l
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On vérifie facilement que c'est un espace vectoriel sur lequel cette expression
définit une norme. On montre qu'il est complet en adaptant la démonstration corres-
pondante pour les espaces L^o) (D. S., p. 146).

Si on appelle fonction simple, une fonction borélienne ne prenant qu'un nombre

fini de valeurs, on démontre par les méthodes classiques que l'espace vectoriel de

ces fonctions est dense dans n L (D. S., p. 125). Mais, contrairement aux espa-

ces L (o) , il n'est pas sûr que l'espace des fonctions continues à support com-

pact ou l'espace des fonctions en escalier soient denses dans l'espace n L2 (voir
4-(e) et 5-(d)).

2. Fonctionnelleat linéaires sur Y .

Soit f une fonction appartenant à 3IT n 3IT et soit Y l'espace vectoriel

complet engendré dans 3ÎT par l'ensemble (f ) des translatées de f .

On va montrer que si A est une fonctionnelle linéaire continue sur Y« , on a

00

(1) (A , f > « S^ exp ittïh dn(œ)

^ étant une mesure de Radon dont la norme est bornée par 4||f|| ||i|| •

Pour cela, on reconstitue l'espace Y.. à partir des fonctionnelles de corréla-
tion (chapitres II et IIl). En divisant f(t) au besoin par (|f|| , on peut suppo-
ser d'abord que ||f|| = 1 .

(a) Soit g une fonction de Y« telle que ||g|| < 1 et soit A la fonction-

nelle de corrélation entre Y- et ~g définie par la suite (T ) .On vérifie fa-
cilement qu'on a

i ^ r
(2) (A , f^> = lim -^- J^p f(t + h) iTb) dt = J^ exp iœh dn(u))

T -*oo v "" v ~

avec

(5) \i.W »j [^(œ) - o^(œ) + io^(œ) - î (<")1 ,

les fonction o étant définies par la formule :

. p^ r 1 r_______ -| p00

Y (h) a lim •̂ - ï f(t -»- h) + egd + h) f^t; + €g[t)\ dt » J exp iwh do (œ) .
T —œ V "" V - J '- -* ""00

V

e prenant les valeurs .1 , - 1 , i et - i . \s, est une mesure de Radon telle
que
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(» <x>

J^d|n|<- l j ' dCT(w) ,$ -Z | | f+Eg | |2
(4) - ^

<[l|f|| ̂ NÏ^ .

(b) Soit maintenant g une fonction quelconque de W telle que \\g\\ ^ 1 • La
fonctionnelle de corrélation i entre Y« et g peut être définie par une suite

(T*) caractérisant une norme (N) (ll-4-(a)). L'espace Yp muni de cette norme

est un espace préhilbertien dont le produit scalaire est

T*

lirn ——S x(t) yTb) dt » <y , x>. , .
T'-»œ V V l V-

La fonctionnelle i peut donc être représentée par une suite de Cauchy (y )

dans cet espace. On peut la choisir telle que ||y || < 1 • Si on pose

T* ____

^^(h) = 0 , f > « lim —— J .̂ f(t + h) y^^t) dt ,
T'—oo v v

on a

V(h) = (i , f^> = lim ̂ (h) ,
n

la convergence étant uniforme par rapport à h • D1après (a),

(5) ^(h) = ̂  1 £ J^ exp iœh cl̂ ^(u)) = ̂  Z e Y^^(h) .

Le théorème de Helly montre qu*on peut choisir la suite A de façon que (a }

tende ponctuellement vers une limite a pour e = l , - l , i et - l . L a va-

riation totale de o est encore bornée par 4 • Si on pose

r°°Y (h) a J exp iwh do (w) ,

le théorème de Helly-Bray (LOEVE [24], p. 190) donne

Jç Y^(h) dh = lim Jç Y^n(h) dh •

Par suite de la convergence uniforme de Y vers y , on a

u u
JQ -Y(h) db « j iJç Yg(h) dh ,

et, les fonctions "y intervenant ici étant continues, on obtient
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(6) Y(h) = ^ iYç(h) » r^ exp iœh (4i,(h)

(^) n(u)) =^ le o^(u)) et ^ < i | ^ 1 ^ 4 .

Toute fonction de l'ensemble total de corrélation ((F)) admet donc une représenta-
tion de cette forme,

( c ) L'ensemble ((L)) des fonctionnelles de corrélation qu'on vient d'étudier con-
tient tous les points extrémaux de la boule unité s* de Y* (ll - 6 - ( c ) ) . Par
suite des propriétés de la boule unité du dual d*un espace de Banach séparable et
du théorème de Krein-Milman (D . S . , chapitre V ) , toute fonctionnelle t apparte-
nant à s* peut être approchée dans la Y -topologie de Y* par une suite de com-
binaisons linéaires convexes [A ) de fonctionnelles de ((L)) . On a :

(i , f̂ > = lim <A , f̂ > .
n'*°°

Ces fonctions de h étant équicontinues, la convergence est uniforme sur les en-
sembles compacts de R •
Pour les combinaisons linéaires convexes, on a évidemment une représentation de

la forme ( 6 ) , ( ? ) , et un raisonnement analogue à celui qui a été fait en ( b ) montre
que, pour toute fonctionnelle linéaire de norme bornée par 1 , on a encore

f*00(i , f̂ > = J_^ exp iœh dn(u))
avec

. L . d M < 4 .

On notera (^) l*ensemble des mesures ^ correspondant aux fonctionnelles de
s* .

( d ) Des propriétés linéaires des fonctionnelles, on déduit que si f a pour
norme [| f | | , et si i est une fonctionnelle linéaire de norme || j t | | , on a :

<A , f^> » J^ exp iœh d^u)) avec J^ dU < 4||f|| | | A | | .

La correspondance i —> (JL est une transformation linéaire bornée de l* espace
Y. sur un certain sous-espace vectoriel M de l'espace M des mesures de Radon.

( e ) Enfin, soit L une fonctionnelle linéaire continue sur l'espace X • II lui
correspond une fonctionnelle linéaire A de Y* définie par



ÉTUDE DE CERTAINS SOUS-ESPACES DE X2 87

<L , x> = <A , x) quel que soit x dans Y« .

A chaque fonctionnelle L , on peut donc associer une mesure ^ telle que

p" p"
(L . f^> = J^ exp iœh d^(œ) et J^ d|^| ^ 4||f|| ||L|| .

2 23. Eléments ergo4iq,Hes..ot totalement X n X •

(a) Caractérisation de S2 n X2 = S2 .

Une fonction f de X n X appartient à 6 si la convolution a(u) = f * m(u)9 c r
converge dans X lorsque U augmente indéfiniment (lV-2). La transformée de

Fourier de «(u) est

^ f, ,xp(- i»t) di » ̂ y .
On aura donc

||a(u) - a(v)||2 » su, C ̂  - £y|2 ^0(0,) .
(<j)

En posant

o (u)) = 0 pour x < 0 ,

o (œ) = o(0 ) - o(0 ) pour x ^ 0 ,

et

o(w) = o (œ) + CT (u>) ,
^ g

on peut aussi écrire :
/TT\ /'^rMi2 r00 sin u)u s^-n œV|2 , / \a(u) - a(v)|| = sup J ^ - —.ïv— ^r^) •uuU ~ u)V

(°c)

On va déduire de cette formule le résultat suivant :

THÉORÈME I. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f de^
3H n 3H appartienne à ê est que son ensemble spectral énergétique (a) soit
équicontinu à gauche et à droite pour œ = 0 •

1° La condition est suffisante. - Supposons que l'ensemble (o ) soit équiconti-
nu à l'origine. Etant donné e > 0 , on peut d'abord choisir ^ > 0 tel que

1° La condition est suffisante. - Supposons que l'ensemble (o ) soit équiconti-

sup J do (œ) < -1

puis U,. > 0 tel que ————5- <-y . On obtient alors, pour U et V supérieurs0 W
& UQ , ||a(u) - a(v)j|2 < e . La suite a(u) est une suite de Cauchy dans X2 et



88 CHAPITRE IX

converge vers une fonction 3tî?-constante a •

2° La condition est nécessaire. - Supposons que l'ensemble (o ) ne soit pas

équicontinu à l'origine. On va montrer que la suite a(u) n'est certainement pas

une suite de Cauchy. En effet, il existe un nombre e > 0 , une suite (œ.) de va-

leurs de ou convergeant vers zéro et une suite {^^} de fonctions de (o ) tel-
0 ^

les que |o.(œ.) - o.(o)| > e quel que soit j . La fonction o. étant continue
«) J J J

pour œ s= 0 , il existe toujours un nombre (D* compris entre 0 et œ. et tel

que |a^) -o^)| >^.

Si on pose U^ = ̂ - et V^ » ̂  , on a
0 3

. p ĵ sin uïU, sin œV. 2

||a(^) - a(^)||2 ^ J -Sif-1--^ ^^
J J v

U).

> — |J . da (u))[ > — — .
TT2 1 ^J lî • 2lT2

Comme U et V. augmentent indéfiniment, la suite a(u) ne peut pas converger
0 u

dans 3IT • Une condition nécessaire pour que f appartienne à 6 est donc que

(o ) soit équicontinu pour (A) = 0 , c'est-à-dire que (o) soit équicontinu à gau-

che et à droite de œ = 0 •

(b) Caractérisation de 6^ n 31^ = 5^ .

Soit (o) = (a) l'ensemble spectral énergétique de f . L'ensemble spectral

énergétique de la fonction f/^ t t —> f(t) exp(- iXt) est l'ensemble trans-

laté (a), = {a ^) • D'après le théorème I, pour qu'une fonction f de 3IT n 3ITÀ —A c r

appartienne à 52 il faut et il suffit que son ensemble spectral énergétique (o)

soit équicontinu à gauche et à droite de chaque point. Cela peut se traduire ainsi:

THÉORÈME II. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de

3R2 n 3H2 appartienne à 6. est que son ensemble spectral énergétique (a) soit

compact pour la convergence uniforme.

lo La condition est suffisante. - Supposons que (o) soit compact pour la con-

vergence uniforme et supposons qu'il ne soit pas équicontinu à droite de œ = 0

par exemple. Il existe alors un nombre e > 0 , une suite (w.) de valeurs de œ

convergeant vers zéro et une suite (o.) de fonctions de (o) telles que
0

a.(u) ) - o.(°+) > e •

On peut toujours supposer, en considérant au besoin une sous-suite, de (a.) • que

o. converge uniformément vers une fonction OQ appartenant aussi à (a) • On a
*)
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^|^)-a^)|

= li. [ao(^) - o^) + o^) - a (0^) + a (0^) - o^) | S, e ,
j-K» «/ 1

ce qui est en contradiction avec la continuité à droite de œ = 0 de la fonction

OQ • (°) ®8t donc ^<iuicontinu à droite de œ = 0 . On démontrerait de même que
(a) est équicontinu à gauche et à droite de chaque valeur de u> •

2° La condition est nécessaire. - Supposons que (a) ne soit pas compact pour la

convergence uniforme» II existe alors une suite (o } convergeant vers une fonc-

tion Oç de (a) complètement (l-(b)) mais non uniformément. Il existe donc un

nombre e , et une suite {œ } de valeurs de u> telles que |o,((») ) - 0(0) )| >ew <5 *) v j
En utilisant la formule I-b-(2), on voit que, pour j assez grand, (D appar-

tient à l'intervalle (- A(2e) . A(2e)) . La suite {œ ) a donc au moins un point

d'accumulation u)ç à distance finie, et la suite o. n*est certainement pas équi-

continue en ce point, f ne pourrait pas alors appartenir k é~ . Donc si f ap-p tr "
partient à 6 , l'ensemble (o) est compact.

(c) Norme des coefficients de Fourier généralisés.

Les fonctions d'autocorrélation de a(u) se déduisent de celles de f par la
formule :

pU pU œ . n ^
y^W ss —2 iy '•u Y^ - u + T) du dv a8 L» ^P iœh -20 'u exp^ iuîu) du da^ •

D'après I-b-(3), la norme de la moyenne généralisée, quand elle existe, est don-
née par

sin uoU 2 , / v
—^TT— àaw •i|a||2 « lim ||a(u)||2 . lim SUP f,

U-̂ » U-K» (o) "ÏTU-«x» U-K» (a

En décomposant a comme au paragraphe 3-(a), on a

r°lim sup «J
U— (âç) ~

9^^ da (œ) » 0"IST

car (o- ) est équicontinu au voisinage de ou == 0 • II reste

U-» ( a )
||a||2 = lim sup S ^—îîl da (o)) » SUD [a(O^) - a(oj] .

(â)U
sup
(o)

Soit A^ CT le saut de la fonction a au point (A) = X . Ce saut est égal au
coefficient de Fourier correspondant à l'exposant À de la fonction y . On peut
donc écrire :
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(1) ||a||2 = SUD Aç CT = SUD M^ v(h)
((y) (•Y)

et en remplaçant f par t / ^ \ s

(2) ||aJ|2 = sup à. a = sup ïi v(h) exp(- i\h)
(a) À (y) n

D'après les inégalités du paragraphe IV-4(c), on a

(3) |Mf ( t ) | 2 ^ ||a||2 = SUD A a
(a)

(4) |M f(t) exp(- iU)!2^ [|aj|2 = sup ̂  a .
(a)

(d) Fonctions quasi-pseudo-aléatoires.

Pour certaines applications faisant intervenir des propriétés de moyennes ordi-

naires (BERTRANDIAS [l0]), il est intéressant de considérer l'espace des fonctions

de 5. ayant tous leurs coefficients de Fourier généralisés nuls. On peut les dé-
2 2finir de la façon suivante : Une fonction f de X n X sera dite quasi-pseudo-

aléatoire si son ensemble d'autocorrélation (y) est formé de fonctions de moyenne

quadratique nulle (ou de manière équivalente : si son ensemble spectral énergétique

(o) est formé de fonctions continues).
?

- (a) Une fonction quasi-pseudo-aléatoire appartient à 5.

En effet, son ensemble (o) est équicontinu en chaque point. S'il ne l'était pas

en (A) = UL. par exemple, il existerait un nombre e > 0 , une suite (œ.) de va-

leurs de u) convergeant vers o)̂  et une suite de fonctions (o.} telles que
-/ . J

|(î.(œ.) - o.(u)Q)| > e . O n peut toujours supposer, en considérant au besoin une

sous-suite, que a, converge ponctuellement vers une fonction o^ appartenant à

(o) • On aurait alors

lim la^Oi).) - 0(0)^)! ^ e
J-"

et la fonction OQ serait discontinue en u> = (DQ , ce qui est contraire à l'hypo-

thèse.

- (y) Les coefficients de Fourier généralisés d'une fonction quasi-pseudo-aléatoire

sont tous nuls.

En effet

||aJ|2 = SUD M^ v(h) exp(- Un) < SUD M |y|2 » 0 .
(v) (y)

Inversement, si une fonction de 5. a tous ses coefficients de Fourier générali-

sés nuls, elle est quasi-pseudo-aléatoire.
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-" (y) La moyenne ordinaire et les coefficients de Fourier ordinaires d'une fonction
quasi-paeudo-aléatoire sont nuls. Cela résulte des inégalités l - ( b ) , ( 3 ) et ( 4 ) .
- ( ô ) Le produit d'une fonction quasi-pseudo-aléatoire par une fonction X -presque
périodique appartient à S' n 3ÏL' et a une moyenne ordinaire nulle»
Voir les paragraphes vIII-5, I-5-(b).

- ( e ) L'ensemble total de corrélation ((r)) d * une fonct ion quas i-ps eudo-aléat o i re
est formé de fonctions d'Eberlein de moyenne quadratique nulle.
Les fonctions de corrélation sont des fonctions d'Eberlein d*après III-l-(b), et

leurs coefficients de Fourier sont tous nuls car, d'après IV-4-(a) !
||aJ^ = 0 = sup |M^ -Y(h) exp(- Un) |

- ( ^ ) L'ensemble des fonctions quasi-pseudo-aléatoires est un sous-espace vectoriel
complet de 3̂  •
Même démonstration que dans VIII-3-(b).

24. Analyse hannoni^ue des fonctions de S. .
Soit f une fonction de g. . L a convolution de f par une mesure de Radon ap-

partient à Y-, . Mais si on considère l'ensemble de toutes ces convolutions, on
n'obtiendra pas en général tout l'espace Y» . On peut donc chercher à prolonger
l'opérateur de convolution par des mesures de Radon de manière à avoir une bonne
représentation de l'espace Y/, qui s'obtiendra en fait par l'intermédiaire d'une

2représentation de Y- dans l'espace H L •
On définira d'abord sur l'ensemble E des réunions finies de semi-intervalles

)a , b) une mesure spectrale ï(l) à valeurs dans Y« . On la construira par un
procédé de "filtrage" employé par J. BASS [ 5 ] dans le cas où ( a ) se compose d'une
seule fonction (voir 5-(e)) et qui est utilisé dans L poyr 1 ̂snalyse feaîaïonique
des fonctions aléatoires stationnaires du second ordre.

(a) Construction de la mesure spectrale Y(l) •
Considérons un semi-intervalle I = )a , b) et soit e un nombre strictement

compris entre 0 et b - a . Soit î ( l ) la fonction continue définie par

$ ( u j , l ) = 0 si œ^a ou œ ^ b + e ,
$ ( œ , l ) » l si a + e ^ œ ^ b ,
et linéaire dans les deux intervalles restants.

Sa transformée de Fourier inverse est
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1 (tb+€

<Pç(t » I) s3 -^ J^ $ç(œ , I) exp iœt du) .

Elle appartient à L'(R) . On peut donc définir la convolution Y (l) = f * cp (l)

^(^ = C ̂  - u) ^(t > I) du ,

et on a, d'après l-(c) :

||f * [cp,(l) - ̂ (l) ]||2 » SUD f_ |^(u) . I) - ̂  , i)|2 da(œ) .

Si f appartient à S^ , 1 •ensemble (o) est équicontinu à droite de œ = a
et u> = b . Par conséquent, lorsque e et e » tendent vers zéro simultanément et

indépendamment, le second membre de cette égalité tend vers zéro. La fonction
f * <pg(t , I) satisfait une condition de Cauchy en e et converge vers une fonc-
tion de Y :

Y(I) = lim 3R2 f * <p (I) .
e-O e

Si les M semi-intervalles 1^ , 1^ , ... , 1^ sont disjoints, on pose

N M
1 = U ^ et cp (t , I) = I cp (t , I)

n=l " n=l n

N
Y(I) = I Y(I^) = lim JR2 f(t) * çp^t , I) .

n=l e—0

On a ainsi défini une fonction Y(l) sur le corps Z des réunions finies de semi-
intervalles. Cette fonction est finiœent additive sur E .

W Caractérisation faible de la mesure spectrale Y(l) .

Soit A une fonctionnelle linéaire continue sur Y et soit ^ la mesure qui
lui est associée (paragraphe 2) :

<A , f^> » J^ exp iwh à^(w) .

1 étant un ensemble de E , on a ;

<A , Y(I)> » lim <A , f A <p (I)> » lim J <A . f > <p (u , l) du
e-^0 e e-*0 "CB -u e

r r" p"
'" liB •'-« "-œ "P^- ilcu) ^e^ » I) àu ^W « lia J $ (w , I) d4(w)

e-^O e^O ""

<A , Y(I)> » ! d^((i)) .
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La correspondance i —> J^ à^(w) définit une fonctionnelle linéaire sur V* ,

bornée par 4||f|| d'après 2-(d). Cette fonctionnelle est un éléaent de V** qui,

ici, peut être représenté par l'élément Y(l) qu'on vient de définir. Celui-ci est

donc caractérisé de manière unique par la condition s

<A » Y(l)> » Jj dy.(u)) quelle que soit i e ̂  .

(c) Propriétés de la mesure spectrale Y(l) .

Soient f et f deux fonctions de S. • Considérons une suite (T ) telle
que

T

lin —— S f'(t + h) Î̂ TF) dt » <f , f> » y(h) .
V-^ ^ h[\}

La fonction f et la suite (T ) définissent sur Y.., une fonctionnelle de

corrélation i^ . De même, f et [T ) définissent sur V-.,, une fonctionnelle

de corrélation A , On peut donc écrire de manière symétrique :

^ ______

li« -2Î- Lp f 'Ct + h) fd + k) dt » <f^ , f^>^ , « J*̂  exp iœ(h - k) c4i(a>) .
T -"o v v ' v

Soient Y^l) et Y^tl) les mesures spectrales de f et f respectivement.

X.(l) étant la fonction caractéristique de l'ensemble I , on a

<jfcg , Y'(t , I^)> = J^ exp(- ittûc) dn(u)) = J^ exp(- iwk) xd^) d^(œ)

« <f^ T-d^)^^ .
• v

En intervertissant les rôles de y'(l.) et f , on a

<Y'(I ) , f^>^ , - J^ exp iœk x(lJ c4TO
1 v-

et donc

<T.(I^) , T"(l2)>{^ - ̂  X(lp dïTO - J^^ dïT») ,

c'est-à-dire

. ^ -__ r
lia ^•'^ Y'(t , \) T"(t , 1^) dt - J^ ̂  c4t(>i)) .

On déduit en particulier de cette formule :
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1° Une relation d'orthogonalité. - Si 1 et I? sont disjoints :

T
^J^Y<(t , 1^) Y"(t , I^)

T
lim—J Y^t , 1 ) Y^t , 1 ) dt = 0 .
T-

2° La nonne de la mesure spectrale. -Si f ' = f M = f et 1 = 1 = 1 :

T..
lim —— J* |Y(t , I)|2 dt » S do(œ)
T -*» ^v -'v 1

v

(œ)

||Y(I)||2 =suD^da(œ) .
(o')

3° Une relation entre les ensembles (^) ^t (o) . - La nonne pouvant être défi-

nie à partir des fonctionnelles linéaires de norme 1 (2-(c)), on a

||Y(I)||2 » sup |<A , Y(I)>|2 = sup |1- d^(œ)|2 « sup J da(œ) .
s (^) (a)

(d) Intégration par rapport à Y(l) •

Soit S une fonction en escalier, c'est-à-dire une fonction ayant des valeurs

constantes a. , a^ , • • • » a. sur un nombre fini de semi-intervalles 1 , 1 ^ ,

• • • , I, formant une partition de R • Considérons la fonction Y.» définie par
J

g = I a Y(I ) .
s j=l u j

D'après les relations d'orthogonalité de (b), on a :
m

llgll^limsup—.f î |a |2 |Y(t , 1 J^dt
0 T-̂ o <-1 ~i j»l J J

qui peut s'évaluer comme au paragraphe l-(c) :

Ilesll2-8^ J
- J p p
- a sup I |a.| J, do(u))

(a) j»l J 'j\o)

» supF |s(œ)|2 da(œ) » ||S||2 .
(a) '"co nL"-

2Les fonctions en escaliers foment un sous-espace vectoriel de 0 L , et cette
formule établit un isomorphisme isométrique entre ce sous-espace et le sous-espace
formé dans Y-, par les fonctions gg . Par conséquent, si on considère une fonc-
tion C qui est limite dans H L d'une suite [S } de fonctions en escalier,
on peut lui associer la fonction gç de Y- définie par

g » lia X2 gg .
n-œ n
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Cette fonction ne dépend que de C et non de la suite particulière (S ) conver-
geant vers C .
La fonction gç, peut être considérée comme l'intégrale de la fonction en esca-

lier S par rapport à la mesure vectorielle Y(l) . On peut aussi dire que gpC
est l'intégrale de C par rapport à Y(l) , et on la notera

r"gç = J^ C((u) dY(œ) .

Cette intégrale vectorielle a bien les propriétés linéaires d'une intégrale. Si2C est limite dans 0 L d'une suite de fonctions en escalier, on dira que C est
intégrable par rapport & ï(l) . On voit immédiatement que les fonctions continues
à support compact ou, à cause de l - ( b ) ( 2 ) , les fonctions continues et bornées sont
intégrables par rapport à ï(l) •

( e ) Caractérisation faible de l'intégrale par rapport à Y(l) •
On peut procéder comme au paragraphe ( b ) . Soit i une fonctionnelle linéaire

continue sur Y-. et pi la mesure qui lui est associée» On a :

^ • ŝ ) sa •L» ̂^ d4(u)) •n
En passant à la limite dans Yp et dans H L2 :

r°°<A , gç> = <1̂  C(o)) d^du) .

La correspondance 1 —> C(o)) dy,(œ) est une fonctionnelle linéaire continue
sur vÇ • La condition

U » Kn) sa u G(œ) c4ji(u)) quelle que soit A € Y

peut servir à caractériser l'intégrale gp de C par rapport à Y(l) dont on
sait déjà qu'elle existe.
On déduit alors immédiatement de la foraule de définition de pi t

(i , f , > a »1^ exp iœh d^(œ)

que f, est l'intégrale de exp iwh par rapport à Y(l) :

et, en particulier

r"f, a J exp iuah dY(u))n —oo

f » J dY(w) .
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Si ir est une mesure de Radon, sa transformée de Fourier V est continue et

bornée, donc intégrable par rapport à ï(l) . On a :

<A , f * w> = J^ <A , f^> dw(u) = JJ exp(- iuju) d^(œ) dw(u)

00

= J V(u)) d4(uu) .
—CD

Donc
co

f * w = J*̂  V(œ) dY(u)) .

Cette formule montre en quel sens on peut dire que la transformation f —> g,,u
définie par

gç = ^ C(œ) dï(u))

donne une généralisation de la convolution de f par une mesure de Radon.

En résumé, cette formule met en correspondance isométrique tout l*espace Y«
2avec le sous-espace fermé engendré dans 0 L par les fonctions en escalier, la

correspondance étant telle que

f ———> 1 » f —> exp iœT

Y(l) —> x(l) » f * w —> W .

Il est facile de voir que le sous-espace de 0 L considéré peut être engendré

- soit par les fonctions en escalier ;

- soit par les fonctions continues à support compact ;

- soit par les fonctions continues et bornées ;

- soit par les fonctions {exp iu)h} , h variant de - on à + » , c* est-à-dire

par les polynômes trigonométriques ordinaires.

(f) Relations bilinéaires entre deux sous-espaces Y« de g^ •

En reprenant les notations du paragraphe 4-(c), soient f et f deux fonc-

tions de S. , C' et C" deux fonctions intégrables respectivement par rapport

à Y*(l) et Y^l) . Si on pose

g' = •T C* (œ) dï'(œ) , g- » J C^œ) dY-d*)) ,

on trouve par le même calcul qu'en 4-(c) :
Tv

lim —— J g*(t) î ) dt = J C^œ) î^) <^(u))
T -oo "v "\ ""

et on a
lp00 1
|J^ C'(u)) C^ÎÏ) dn(a))| < 1 1 0 * 1 1 ^ ||C«|| ^ .

HL HL
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5. ProloDgementde la^mesure spectrale ï(l) . Espace K .
On va maintenant chercher dans quels cas on peut obtenir une représentation de
f̂ sur tout l'espace H L , c'est-à-dire dans quel cas le symbole

g(t) s J c(u)) dï(u))

0peut avoir un sens lorsque C est une fonction quelconque de D L .
Pour cela, il faut étendre la mesure vectorielle ï(l) finiment additive sur

l*ensemble £ des réunions finies de semi-intervalles en une mesure dénombrablement
additive sur le o-corps engendré par les semi-intervalles, c'est-à-dire sur le
corps de Borel B de R .

( a ) Définition de la mesure spectrale ï(E) .
On peut essayer de faire ce prolongement au moyen de la caractérisation faible

donnée au paragraphe 4-(b). En effet, si A est une fonctionnelle linéaire conti-
nue sur Yp , la mesure de Radon y. qui lui est associée est dénombrablement addi-
tive sur le corps de Borel et, si E est un ensemble de Borel, l'intégrale
Jg dp,(u)) est parfaitement définie quelle que soit la fonctionnelle i . La corres-
pondance A —> Jp dp.(u)) définit une fonctionnelle linéaire bornée sur Y* et
donc un élément de Y** • Si cet élément peut se représenter par un élément de Y-,
on l'appellera Y(E) , et il sera défini par

<A , Y(E)> » Jg d^((u) quelle que soit i e Ŷ  ,

ou encore, en se plaçant dans JH (2-(e)) :

<L , ï(E)> sx J dH(œ) quelle que soit L € X2* .u
Une question qui se pose alors est de savoir s'il existe des fonctions f de

% n JR telles que la mesure vectorielle ï(E) soit définie quel que soit l'en-
semble de Borel E . On appellera K l'ensemble de ces fonctions.

( b ) Caractérisation des fonctions de K •
On peut caractériser les fonctions de K aur leurs ensembles (a) ou (y ) ;

THÉORÈME III, - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f
jle 3îT n 3T appartienne à X est que son ensemble spectral énergétique (o)
soit faiblement compact dans l'espace M (ou que son ensemble d'autocorrélation
(• y ) soit faiblement compact dans l'espace F ) •

1° La condition est nécessaire» - Si f est une fonction de K » la mesure vec-
torielle Y(E) qui lui est associée est faiblement dénombrablement additive sur B
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(D. S » , p. 518) car les mesures ^ sont dénombrablement additives sur B . D'après
un théorème de Pettis ( D . S . » p. 518), Y(E) est aussi dénoœbrablement additive
sur B et l'ensemble (( j i ) des mesures {»ji} correspondant aux fonctionnelles li-
néaires bornées par 1 est relatiTement faiblement compact dans M ( D . S . » p. 519)
Comme les fonctions spectrales énergétiques a sont définies à partir des fonc-
tionnelles de corrélation entre Y-, et f , l'ensemble (o ) est aussi un ensemble
relativement faiblement compact dans M . Enfin, (o ) étant compact pour la con-
vergence complète ( l - ( b ) ) , les fonctions appartenant à la fermeture faible de (o)
appartiennent à (a) ( D . S . , p. 508) qui est donc bien faiblement compact dans M.

2° La condition est suffisante. - Supposons que (o) soit faiblement compact
dans M • II existe alors ( D . S . » p. 54l) une mesure \ telle que

lim J d\(u)) =0 entraîne lim J da(œ) = 0
n n n n

uniformément sur (o) . On en déduit d'abord que (a) est équicontinu à gauche et
à droite de chaque point et donc que f appartient à 6, ( 4 - ( b ) ) . Par suite, on
peut construire la mesure spectrale Y(l) sur l'ensemble Z •
Cette mesure peut être étendue à l'ensemble B des ensembles de Borel par les

méthodes classiques ( D . S . , p. 152) : étant donné un ensemble de Borel E , on peut
considérer les suites décroissantes { I ) d'ensembles de S contenant E et tel-
les que

lim S- dÂ(œ) = Jg dX(œ) .
n n

D'après 4-(c), on a :

| | Y(I ) - ï(l^)|| 2 = SUD ̂  ̂  da(u)) , (n ̂  m) .
( o) n" m

Les suites [ ï ( l ) ) sont des suites de Cauchy convergeant dans Y- vers une li-
mite ï(E) qui est indépendante de la suite 1 considérée. Comme on a :

(A . Y ( E ) > = lim (i , Y(I^)> = lim Ĵ  d^u)) « ̂  ^.(w) ,
n n n

la fonction f appartient bien à l'espace V, •

( c ) Propriétés de l'espace X •
L'espace 36 est un sous-espace vectoriel complet de S n 3H = v .

oEn effet, soient f et f" deux fonctions de K dont les mesures spectrales
sont respectivement Y ' ( E ) et Y " ( E ) • Si L est une fonctionnelle linéaire con-
tinue sur Jîl , il lui correspond deux mesures ^' et ^n telles que ( 2 - ( e ) ) :
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<L , f^> = J*̂  exp iu)h (^'(u)) , <L , f^> = J exp iu)h (^"((u) .

On a donc :
00

<L , f^ + f^> = J^ exp iœh d[^'(œ) + ^(u))] .

Or

<L , Y'(E) + Y"(E)> = <L , Y ' ( E ) > + <L , Y^E))

sx "T? ctp»1^) + ?."("))] quel que soit E .JL

Y*(E) + Y"(E) peut donc être considérée comme la mesure spectrale associée à la
^

fonction f = f + f" qui, par suite, appartient aussi à % . D'autre part, si ot/^
est un nombre complexe, on peut associer à af(t) la mesure crY(E) : x est bien

un espace vectoriel.

C*est un sous-espace de g2 s S2 n ̂  : d'après 2-(b) et le théorème III, ((T))

est un ensemble faiblement compact dans F et donc dans C(R) , car la transforma-

tion identique de F dans C^(R) est faiblement continue (l-4-(a)) : le théorème

du paragraphe VI-2 montre alors qu'une fonction de X est 3H -faiblement-presque-

périodique.

Enfin X est un espace complet : si (t ) est une suite de Cauchy dans 3K.
o

de fonctions de % convergeant vers une fonction f , on va montrer que f ap-

partient à X • La suite (Y (E)} des mesures spectrales des fonctions f

est, pour chaque E , une suite de Cauchy car

|<L . Y^E) - Y^E))) < 4||L|| ̂  - f^H .

La suite des mesures [p. ) » définies par la fonctionnelle L ,

œ

<L , ̂ n)) » J^ exp iœh d^^w) - y^W

est telle que la limite

linJ,, (̂ (u)) »li« <L , Y^E))
n E n

existe quel que soit l'ensemble de Borel E . La suite tp» } est faiblement con-

vergente dans M vers une limite ^w (D. S.» p. 308) et, par conséquent, la

suite (y ) converge faiblement dans F vers y ' - Or {y ) converge uni-

formément vers la fonction y :

-y(h) - <L , f^> « J^ exp luA d^(w) ,

qui coïncide donc avec y . Par suite
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<L , Y(E)> » S dn^^oû) = L c4i.(œ) ,
Jb û

et la fonction limite f appartient bien aussi à %2 .

( d ) Intégration par rapport à Y(E) .
Pour la mesure spectrale Y(E) associée à une fonction f de X2 , on peut

faire les mêmes calculs que ceux qui ont été faits en 4-(c) pour la mesure Y ( l )
associée à une fonction de 5̂  . En particulier, les relations d'orthogonal!té
sont valables et l*expression de la norme est analogue :

||Y(E)||2 = sup Jg do((i))
(<î)

L'intégration par rapport à la mesure Y(E) peut donc être définie de manière
parallèle.
Soit S une fonction simple, c'est-à-dire une fonction ayant des valeurs cons-

tantes a , a? , . . , , a sur un nombre fini d'ensembles de Borel E , E ^ , . . . , E
formant une partition de R . Considérons la fonction g de Y définie par

J
g » I a Y(E ) .
s j»l J J

D'après les relations d'orthogonal!té, on a (4-(d)) :
00

||g II2 = sup J |s(u))|2 do(u)) = ||S||2 .
(o) " OL2

Les fonctions simples forment un sous-espace vectoriel de H L dense dans tout
n L ( l - ( d ) ) . On peut donc définir par passage à la limite l'intégrale d'une fonc-
tion quelconque C de n L par rapport à la mesure Y(E) : C est la limite
dans n L d'une suite de fonctions simples [S } (La suite des fonctions (gq )
est une suite de Cauchy dans Y. ) . Elle converge vers une fonction gp qui ne n
dépend pas de la suite des fonctions {S ) convergeant vers C •
On pourra donc poser :

J C(œ) dY(œ)^

et on a

\\KC\\ ° N 2 •CIL

Cette formule établit un isomorphiame isométrique entre les espaces de Banach

0 L et Yp , la correspondance étant telle que
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f ———> 1 » f —> exp iu)T ,
Y(E) —> )^(E) , f * œ —> ï ,

On peut aussi, comme au paragraphe 4-(e), donner une définition faible de l'inté-
grale par rapport à ï(E) ; si C est une fonction quelconque de H L2 , son inté-
grale gç par rapport à la mesure spectrale ï(E) est parfaitement définie par la
condition :

00

<A , gç> = Ĵ  C(u)) dH(u>) quelle que soit A € ̂  ,

ou encore, en se plaçant dans 3Ir :
œ

<L , g,,) = Ĵ  C(u)) c4ji(u)) quelle que soit L € ÎH .

En comparant avec les résultats de 4-(e), on voit que les espaces vectoriels sui-^vants sont denses dans tout n L :
- l*espace des fonctions en escalier,
- l*espace des fonctions continues à support compact (ou bornées),
- l'espace des polynômes trigonométriques•

D'une manière générale, on peut démontrer que ces espaces sont des sous-espaces
denses de n L (o) si, et seulement si, (a) est relativement faiblement com-

(o)
pact dans M •

( e ) Fonctions pseudo-aléatoires.
La définition initiale donnée par J. BASS [ 1 ] des fonctions pseudo-aléatoires est

la suivante : ce sont des fonctions f complexes, bornées, nulles pour t < 0 et
dont la fonction de corrélation

T
y(h) = lim — ! f(t + h) T(T7 dp.

T-K» "r " " 1

existe, est continue, n'est pas nulle pour h s= 0 , et tend vers zéro à l'infini,
On peut donner une définition un peu plus générale conservant les mêmes proprié-

tés à ces fonctions (BERTRANDIAS [l 0 ] ) : fonctions appartenant à 3ÏI et dont la
fonction de corrélation existe, est continue pour h = 0 , et a une moyenne quadra-
tique nulle.
Ces fonctions sont continues en norme ( l - ( b ) - ( 4 ) ) î

||f^ - f||2 = 2 (R [ y (o) - ̂ ( ï ) ] < 2|y(o) - y(^\

et sont X -régulières (l-2-(c))« L'ensemble (a) existe et contient une seuleo ?fonction : n L se réduit à un seul espace L (or) . Les fonctions paeudo-aléatoi-
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res appartiennent donc à %2 .

D'autre part, leurs coefficients de Pourier généralisés sont nuls (5-(d)). Ce
sont donc aussi des fonctions ^-pseudo-aléatoires (VIII-4-(a)).

?
^* Fonctions X -gresque^periodi^ues.

(a) Caractérisât ion des fonctions X -presque-périodiques.

On sait que les fonctions de (p2 sont Jf^-régulières (VII-5). On peut leur asso-

cier un ensemble d'autocorrélation (y) et les caractériser au moyen de cet ensem-
ble :

THÉORÈME IV. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de
\ n 3 r̂ appartienne à P est que son ensemble d'autocorrélation (y) soit un
ensemble fortement compact dans Q(R) de fonctions de Bohr.

La condition est nécessaire d'après VII-3, théorème II. Pour montrer qu'elle est
suffisante, on démontre l'existence de presque-périodes (VII-5, théorème l). L'en-
semble (y) est uniformément presque-périodique (v-A-3-(a)), c'est-à-dire qu'étant
donné un nombre e > 0 , il existe une suite relativement dense de nombres T tels
que sup sup \y(h) - y(h + -r) | < e . Or on a (l-(b)-(4)) :

(Y) h

||f^ - f||2 = 2 SUD «[^(0) - y (T) ]< 2 sup \y(o) - y(j)\ .
( y ) (y)

En choisissant les mêmes valeurs pour T , on a ||f - f||2 ^ 2e pour une suite re-
lativement dense, f est donc bien une fonction ÎÎT-presque-périodique.

W Les fonctions JT-presque-périodiques sont des fonctions de X2 .

Si on considère un polynôme trigonométrique généralisé

S
P<t) = 1 k.(t) exp Ut k. € 3<2 ,

^0

il est facile de voir qu'il appartient à % ; sa mesure spectrale est donnée par

Y(t , E) = I k (t) exp iXt .
À.6E

Comme l'espace J^ des polynômes trigonome triques généralisés est dense dans P2

(VIX-5), et comme K est complet (4-(d)), on en déduit que les fonctions X2-
presque-périodiques sont des fonctions de X2 ; y2 c %2 . D'après 5-(e), l'inclu-
sion est stricte.
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(c) Séries de Fourier des fonctions W «•presque-périodiques.

- (a) Inégalité de Bessel* - Soit f une fonction 3H -presque-périodique. La fonc-

tion tf|2 = f.? appartient à (P1 (VII-6-(d)). D'après III-l-(c),

<1 , |f|2 * m(u)>^ ^ = <1 * m(u) , Itl2)^ ^ » <1 , H2)^ \ »

|||f|2* m(u)||^ = lim sup^J^ |f(t)|2 dt = \\\î\\ = ||f||| .
l-̂ co

II en résulte que

(1 ) II» Ifl^i-lllfl^li-llflll •
s

Soient a, les coefficients de Pourier généralisés de f • Les fonctions |ajJ

sont des fonctions 3T-constantes (iV-l-(c)-(Y)). Si AQ est un ensemble fini de

valeurs de X , on a :

(2) M |f(t) - Z a^(t) expUtl^M |f|2- 1 |a^[2 (dans rf ).
8 AQ g AO

On en déduit une inégalité de Bessel :

l|î laJ^IlM Ifl2!!, =]|f||^ .
AQ g

- (p) Relation de Parseval. - On va d'abord montrer que la série de Pourier d'une

fonction f de y converge dans JIT vers f •

On peut écrire la somme partielle £ ^W exp iXt sous la forme

^
î. a. exp i\t = f î Z exp iÀt .
^ ^

Soit y une fonction d'autocorrélation de f obtenue à partir d'une suite (T }

et dont les coefficients de Fourier sont les constantes ordinaires or. • D'après

III-l-(c) et IV-6, on a

<f - f S Z exp i\t , f - f * 1 exp i^t>r,p i s v(h) - y î 1 exp i\h

^ \) v ^

ss v(h) - î a\ exp i\h .

^
D'après la compacité faible dans M de l'ensemble (a) » les quantités

sup l'y (h) - î a^ exp iUi| = Z a.
h Aç A-AQ
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tendent vers zéro uniformément sur (-y) lorsque A.. tend vers A et comme

||f - I a^ exp i\t||2 « SUD ^(o) - 1 crj
AQ (y) AQ -

as ?11? î °\ '
(y) A-Aç À

la série 1 a, exp i?it tend dans m2 vers f . D'après les inégalités (l) et (2)
Ao ^ i ?

la série 1 |aJ tend dans 3T vers M |f|- :
A, ^ S

1 |aJ2 = M |f|2 (relation de Parseval).
A g

- (-y) Théorème de Fischer^Riesz-Besicovitch. - Soit {a,} un ensemble au plus dénom-

brable de fonctions de Tf telles que la série î l^i2 converge dans V. .Dia-
prés les inégalités (l) et (2), on voit que la série Z a, exp i\t converge dans
_2 23IT vers une fonction de ^ qui admet les fonctions a, comme coefficients de3H2

Pourier généralisés.

On peut résumer ces résultats sous la forme suivante :

Si f est une fonction 3ir-presque~périodique, ses coefficients de Fourier géné-

ralisés sont tels que

I |aJ2 = M |f|2 (dans rf )
A g

||I laj2»^ ||M |f|2^ =||f||^ .
A g

et la série de Fourier converge en norme dans JïT vers f •

Inversement, à toute série Z a- exp Ut à coefficients dans 3Î telle que
? 1 ^ 2

I |a, | converge dans 3C , il correspond une fonction îîl -presque-périodique
A À

l'admettant pour série de Fourier.
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