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INTRODUCTION

1 Rappelons la définition et les propriétés essentielles de 1'ensemble
S, qui est & la base de ce travail :

S désigne l'ensemble des entiers algébriques réels 6 > 1 dont tous

les conjugués (différents de8 ) ont une valeur absolue strictement infé-

rieure 8 1 (C. PISOT [1] )

1.1 Cet ensemble intervient de manidre remarquable dans 1'étude de la répar-
tition modulo 1 des exponentielles :on sait (J.F. KOKSMA [1] )_que la suite

{ xn} est équirépartie modulo 1 pour presque tout x réel> 1., On ne connait

aucun x donnant effectivement une suite équirépartie ; par contre, soit @
un élément de S ; si 1'on pose :

6" = u ten ol L entier rationnel et [¢ |« -2]5
on a, pour n assez grand :

|e n | <(s-1)p" (8 degré deg ,P <1 valeur absolue maxima
des conjugués de 6 ). Il en résulte : lim ¢ a ™ O et donc @ est un réel

n+ +o
> 1 pour lequel la suite en n'est pas équirépartie modulo 1.

1.2 Réciproquement les éléments de S peuvent &tre caractérisés par des
propriétés de répartition modulo 1 (C. PISOT [11] )
Exemple : Soit 6 un réel >1. On suppose qu'il existe un réel A ¥ O

n . . L. 2
tel que : lg =u +¢_, avec : u_ entier rationnel, et 2 € <=,
n n n =1 0

Alors 0 appartient & S.
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1,3 Dans tout corps Ae nombres algébriques réels, il existe des nombres
de S ayant le degré dw corps. Cette propriété permet de caractériser les
nombres algébriques réels par l'existence d'approximations rationnelles

"réguliérement réparties" (C. PISOT [2] ).

1.4 On rencontre également l'ensemble .S en analyse de Fourier. Soit E

£
l'ensemble parfait & rapport constant { du type de Cantor construit sur

le segment [0,1] de la droite réelle, avec E< % . EE est ensemble d'uni-

cité du groupe R/Z si et seulement si 1/ est un nombre de S. (R. SALEM

[11 , R. SALEM et A, ZYGMUND [1] ). (Rappelons les définitions suivantes :
soit G un groupe abé&lien localement coupact, E son groupe dual. Un ensemble
E de G est ensemble de multiplicité s'il existe une fonction ¢ de L” (8)
telle que ¢ (y ) =+ O quand y + = dans G., ¢ n'est pas identiquement

nulle, et le spectre de ¢ est porté par E. Un ensemble E est ensemble d'uni-

cité s'il n'est pas ensemble de multiplicité).

1.5 S posséde enfin la propriété remarquable suivante : S est un ensemble

fermé (R. SALEM [2] ). Cette propriété peut se déduire de 1'étude de l'en-
semble ¥ des fractions rationnelles ¢(X) = 16 O qui vérifient les con-
ditions suivantes : (a) les polyndmes A et Q ont des coefficients entiers
rationnels.,
(b) ¢(X) posséde un pSle et un seul 1/6 dans le disque
|X| s 1 de C, ce pSle est réel et vérifie p < % <1
(e) |e(X) < 1 si x| =1 dans C
(a) q(0) =1
" On montre que l'ensemble(F est compact pour la topologie de la convergence

uniforme deans le disque X § r < p de C (J. DUFRESNOY et C. PISOT [1] )

2 L'analyse p-adique & permis (C. CHABAUTY[1] ) de construire dans le
corps Qp des nombres p-adiques un ensemble de nombres algébriques 6 possédant

S

des propriétés analogues & celles de l'ensemble S : en particulier cet en-
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semble est fermé, et on peut le caractériser par la relation ﬁ € 121 < w

n=1
ou €, est la "partie principale" du développement de Hensel du nombre

p-adique oo,

D'autre part, C. PISOT([3] 5 (6 1) s construit des ensembles de frac-
tions rationnelles généralisant l'ensemble F . En particulier soit Tq
1l'ensemble des fractions rationnelles ¢(X) = %-g(-)-) vérifiant les condi-
tions (a), (b), (c) du paragraphe 1.5, et la condition (4') : Q(0) = q,

ol q est un entier rationnel > 1, fixé.
yq posséde les propriétés remarquables suivantes :
Tq est un ensemble compact pour la topologie de la convergence uniforme dans

le disque |X| ¢ r < p de C, ainsi gue pour le topologie de la convergence

uniforme dans le disque |X]| p ST < lal o S0 (cldture algébrique de

Qp), pour_tout p.

Ce résultat permet de construire des ensembles fermés de nombres algé-
briques dans R et dans Q‘p’ pour tout p diviseur de q. Exemple : Considérons

le sous ensemble’de(jg formé des fractions rationnelles 6 telles que :

\4

|¢(0)| 21 ’ |¢(0)|p > 1 pour tout p diviseur de q
¢ & un pdle et un seul, 1/6 p dans le disque I)(Ip <1ldeaq, etce pdle
appartient & Qp, pour tout p diviseur de q.
C. PISOT montre que l'ensemble des nombres 6 correspondants est fermé
dans R, et 1'ensemble des nombres ep correspondants fermé dans Q P’

Il retrouve ainsi dans le cas q = pr, les ensembles de C. CHABAUTY.

3. Ces résultats récents donnaient. 1'idée d'une généralisation de
1'ensemble S qui se situerait dans .l'anneau des adéles de Q.

Cette généralisation est 1'objet du travail présenté ici.

Dans le chapitre I, on rappelle la définition et .un certain nombre
de propriétés de l'anneau topologique Vpdes adéles de Q, en particulier

l'existence, pour tout &€lément x de VP’ d'une décomposition unique :
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x = e, E(x) + et',(,i) » ol e, est 1'élément unité de 1'anneau Vy, E(x)
un rationnel, et ej(x)un €lément appartenant &.un sous-ensemble remarquable

FP de VP. Cette décomposition jouera le rSle de la décomposition en "partie

entidre" et "reste modulo 1" d'un nombre réel., Dans ce méme chapitre on

rappelle quelques propriétés de 1l'analyse harmonique dans Vp et ses sous-

anneaux VI, isomorphes algébriquement et topologiquement au produit I . QR
pE
(I ensemble fini de valuations distinctes de Q, O désignant la valuation

ordinaire).

Dans le chapitre II, on donne la définition deés ensembles S:l[" qui
généraliseront l'ensemble S : ce sont des ensembles.d'&léments algébriques
de 1l'anneau VI' L'ensemble Sg' posséde des caractérisati¢ns analogues &
celles de l'ensemble S (paragraphe 1.2), le rdle joué par le reste modulo
1 §tant joué par la camposante p'-adique de c’,'(#).

Dans le chapitre III, on généralise la propriété de S rappelée
au paragraphe 1.3 : tout anneau d'éléments algébriques de VI contient
des éléments de 1l'ensemble SII) ' ayant le degré de l'anneau ét ceci permet

de donner une caractérisation des éléments algébriques de VI.

S

Dans le chapitre IV, on définit dans V; des ensembles E € "& rapport

constant™ et on leur associe des ensembles E;’

+ . . IS ca s .
pact FI qul est isomorphe soit d& un sous groupe, soit & un groupe quotient

d'un groupe abélien com-

I° On généralise & ces ensembles E: le résultat de
R. SALEM (cf. paragraphe 1l.4). Ce sont les ensembles S; qui interviennent

ici., Pour la démonstration, on définit des ensembles d'unicité du type

du groupe additif V

"Piatecki-Shapiro" dans un groupe abélien compact et on montre que cer-
tains ensembles E, sont de ce type ; d'autre part, comme dans la théorie

13

classique, on utilise les caractérisations du chapitre II.

Dans le chapitre V, on étudie la répartition dans (R/Z)¥ de certaines

suites vectorielles définies dans VI. en particulier de la suite
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n
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du développement de Hensel du nombre p-adique x;). On montre que cette

} ol x appartient & v (Hp(x:) est la "partie principale"

suite est équirépartie pour presque tout x de VI tel que [xp| - >1 (peI).
On ne connaft aucun &lément x tel que la suite soit effectivement équi-

répartie ; par contre, si 6 est &lément de 1l'ensemble S; on montre que la
suite n'est pas équirépartie. Le chapitre V donne donc une généralisetion

des résultats classiques rappelés paragraphe 1l.1.

4, De nombreux problémes restent & résoudre concernant les ensembles Sg'.
En particulier on ne sait pas si ces ensembles sont fermés ; cependant
les résultats de C. PISOT rappelés au paragraphe 2 montrent qu'il possé&dent
des sous ensembles fermés remarquables,
Il faudrait également chercher s'il existe dans l'anneau VI un ensemble
d'éléments algébriques généralisant l'ensemble T des nombres de R. SALEM ~3}
Enfin, de maniére plus générale, on peut se demander si une &tude ana-

logue peut €tre faite dans l'anneau des adéles d'un corps k de nombres al-

gébriques, extension finie de Q.






CHAPITRE I

ANNEAU DES K-ADELES - DEFINITION - PROPRIETES

1. Définitions. Notations

1.1 Soit Q le corps des rationnels, On sait qu'une valeur absolue

sur Q est équivalente soit & la valeur absolue ordinaire, qu'on notere

]

que |p| - % . On notera P l'ensemble de toutes les valuations distinctes

o? soit & une valeur absolue p-adique notée | | P et choisie telle
non équivalentes de Q : O désigne la valuation ordinaire, p la valuation
p-adique, R = Qo le corps des réels complété de Q pour la valuation ordi-
naire, Qp le corps des nombres p-adiques, complété de Q pour la valuation
p-adique. Z désigne l'anneau des entiers rationmnels, Zp 1'anneau des en-
tiers p-adiques., Dans toute la suite, p désignera en général un élément

quelconque de P (on pourra avoir, en particulier p = 0)

1.2 Soit I un sous ensemble fini de P contenant O. On pose :

I
Vo (Q = m Q n z

pel P p eP=I P

(produit algébrique et topologique). V; (Q) est un anneau topologique
localement compact.

Par définition (J. TATE [1] S, LANG (1] ) 1'anneau des adéles
de Q est :

I
vp@) = Y vi (Q)
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ol la réunion est prise pour tous les sous ensembles finis I de P
contenant O, et ol la topologie est définie en prenant comme base

d'ouverts les ouverts de tous les anneaux topologiques Vi Q).

VP(Q) est un anneau topologique localement compact.

Dans toute la suite, on le notera simplement V_. Tout €lément x de V

P P
peut s'écrire :
x= (x) avec x_ élément de et [x 1l sauf au plus pour
(xp)p e p P %, et x| pe prus p
un nombre fini de p. (On note |x = |x
b PAERNS
(] 244 1erit - + . L'é16
L'addition s'éerit : x + y = (xp yp)p ep' L élément neutre (0)0eP
sera noté O.
La multiplication s'écrit : xy = (x o Il existe un
P y = ( o yp)pEP
élément neutre : (1) peP * qul sera noté epe

1.3 Soit K un sous ensemble non vide, fini ou infini, de P,

On appelle anneau des K adéles de Q le sous anneau topologique suivant

de VP :

V., = {xeV

X B xp = 0 si p n'appartient pas a K}

P

Vg est un anneau topologique localement compact (topologie induite par

Vp dans V,, sous ensemble fermé), VK possdde un élément neutre pour la

K
multiplication :
K K i
e = (& avec § _ = 1 ou O suivant que élément de K ou non.
K (p)peP P que p
Dans la suite, on s'interessera surtout aux sous anneaux V_ de V

I P’
ol I est un sous ensemble fini non vide de P, contenant ou non O (dans

ce qui suit, I aura toujours cette signification).

Un anneau V. est isomorphe au produit (algébrique et topologique) :

I
T Q. Cas particulier : I ={ p'} : le sous anneau V. , = e ,.Q ,
pel PP
de VP est isomorphe au corps topologique Qp,.
VP contient des sous anneaux isomorphes algébriquement au corps

Q des rationnels : ce sont les sous anneaux :

QK = eK.Q = {xe Vx H xp = r élément de Q pour tout p de K}
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On pose Xy = eg.X pour tout x de vP (xK est la projection de x dans VK)'

Soit (Kh)hnl....,m une partition de K en un nombre fini de sous ensembles
Kh non vides., On a, d'une maniére unique :
m
x= ¥ y, olx élément de V_, y,_ élément de V.
nel h K* *h Kh
(car yh = xxh) . Vk est composé direct de ses sous-anneaux VKh .
On pose : |x| x ™ Sup |x] pour tout x de V, .
pekK P K
|x] x €St une pseudo valuation de 1'annesu V., c'est-d-dire :

K
_[le-o &<=) x=0
Ix + y' K £ leK + IYI K
La topologie définie dans Vk par cette pseudo-valuation est équivalente

4 la topologie initiale dans le cas seulement oll K est un ensemble

fini I,

2, Décomposition d'Artin. Domaine fondamental

Notations : K désigne K- {0} ou K suivant que O appartient & K ou non.
+ . : : 3
K désigne X ou K+ {0} suivant que O appartient & K ou non.
Z [K] désigne 1'anneau des rationnels n'ayant en dénominateur

que des facteurs p appartenant & K .

2,1 Définition

FP' domaine fondamental de VP.‘estA;e sous _ensemble de Vp, défini par :

F, : {xeV, tels que : Jx| . 1 sip &élément de P~

et : ag xo< a+1l}

od a est un réel fixé.

FP dépend de a (on pourrait le noter F;a)). Dans certaines questions,
on aura & préciser le choix de a (dans les chapitres II et III

a3 - é , dans le chapitre IV a = 0),
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Lemme 1 (E. ARTIN [1] )

Soit un élément x de VP‘ Il existe une décomposition unigue :
x = e, E(x) + €p (x)

ol E(x) est un rationnel et ep(x) appartient au domaine fondamental

F

P L]
Démonstration
On sait que tout nombre p-adique xp posséde des développements :
=1
x = % & P (ahc Z). Le rationnel I &, p" est défini modulo 1 :
P n==k n==k
En effet, & deux suites ah et a; correspondent deux rationnels dont la
-1
difference I (an - aa) pr= L (a; -2 ) p° est un rationnel
na-k n=0 n

n'ayant que le facteur p en dénominateur, et de valeur absolue p-adiqueg 1 :
c'est donc un entier rationnel.
On note Hp (xr) ce rationnel :
x_ =H (x)+n (x) ol H(x)ez x )€z
S HE () +n (x) o H(x)ezlpl , n (x)

S1i x = 0. on p!endxa H (x ) = 0

' lication x_ + H_ (x ol élément de Q
(on remarque que l'application o p ( o yp) o s
est un homomorphisme du groupe additif Qp dans le groupe R/Z, et
cet homomorphisme est continu car |xp| < |yp| =1 entratne : l-I.p(x.P yp) =0
modulo 1 (cf. paragraphe 3 groupe dual de Qp))

Soit un élément x de V_. Hp (xp) = 0 sauf au plus pour un nombre

P
fini de p. Posons : E(x)= I _H (x))
peP P
< -E s - I H, (x_,) si peP”
N (x) = X, (x) "y (xp) ore P p' Xpr P
p'#P
€ (x) = x5 = E (x)
€ (x) = ( & (X))pe p
One: x= epfﬁ(x) + EP (x), oll E(x) élément de Q
Il existe un entier n tel que a s Eo(x) +n<a+l
En posant : E(x) = E(x) = n , eP(x) =cp (x) + nep

on obtient la décomposition cherchée.
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Cette décomposition est unique : Si ePE(x) + eP(x) =e, E'(x) + b (x),

le rationnel E(x) - E'(x) =r vérifie : |r| o<1 si peP” et
|r]| o<l jd'od m |r|.. <1 ce qui entraine r = 0
reP

Remarque : Les valeurs de E(x) et eP(x) dépendent évidemment du choix

du réel a qui détermine FP. En notant provisoirement :

x=e, E(a) (x) + eéa) (x) 1la décomposition d'Artin, on a par exemple :

- si a entier rationnel : c(g)(x) = e(g)(x) + a et donc : e(;)(x) = e(g)(xhaer
- quelque soit a : ( e(g)(x)) = e(g)(x) et (( e(g)(x);) = eé-lyé) (x)

avec les notations : pour tout réel a :

a = fal +(a)= Fall + ((a))

ol L] et [ § éléments de 2, Og ( ) <1 et -=< (( ))< é

2.2 Définition

FK' domaine fondamental de VK’ est le sous ensemble de VK

défini par : FK = FPi\ VK

Lemme 2

Soit un €lément x de VK. Il existe une décomposition unigue :

x = e E(x) + eK(x)

ol E(x) appartient & 1'anneau Z (K] , et eK(x) au domaine fondamental

FK avec, si O n'appartient pas & K, la condition :

a$=E(x)<a+1l
Démonstration
L'existence résulte du lemme 1 : soit x un élément de VK, on a :

x = e, E(x) + cP(x) , ol E(x) élément de Q, eP(x) appartient & Fpe

D'ol x = X = e E(x) + eK(x), ol eK(x) = e eP(x) appartient & FK

Comme E(x) = 5 _ H (xp) modulo 1, E(x) appartient & Z [K].
pe?
Si O n'appartient pas & K, E(x) = - co(x) et donc a g - E(x)<a+1

L'unicité se démontre comme pour le lemme 1, en utilisant la propriété :

Si r appartient & Z K] , T |r|]_<1 entrafne r =0
p € K+ P
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3. Analyse harmonique dans VP et VK

3.1 Groupe dual du groupe additif VP

Au cours de la démonstration du lemme 1, on & vu que :

eo(x) =x) - pip' HP (xp) mod. 1 (x élément de Vp)

Il est clair que l'application : x -+ exp2i n ¢ 0 (xy) (o0 y
élément de VP) est un homomorphisme continu du groupe additif VP dans
le groupe multiplicatif T des nombres complexes de module 1, c'est-d-dire

est un caractére continu de V.

P
J. TATE ;17 montre que tout caractére continu de VP est de la forme
x - exp2inme o (x y) , od y élément de Vps et que V, est isomorphe

s

algébriquement et topologiquement & son dual, par l'application qui fait
correspondre & y le caractére précédent.
Ceci résulte en particulier de 1'étude des caractéres continus de QP :
tout caractére continu de Qp est de la forme : x_+ exp?2i nH_(x_y),
P P PP
ol p élément de Qp' et Qp est isomorphe algébriquement et topologiquement
4 son dual par l'application qui fait correspondre & yp le caractére pré-

cédent (dans le cas p = O, on pose H, (xo) = x, modulo 1 pour x é1ément

0
de R = Qo).
La méthode de J. TATE, ou l'étude de VK comme sous groupe additif fermé
de VP’ montre la propriété analogue pour VK : tout caractére continu de VK

est de la forme : x + exp 2i 7 e o (x y) ol y élément de Vis et Vo est
isomorphe algébriquement et topologiquement & son dual par l'application qui
fait correspondre & y le caractére précédent.

Ceci s'applique en particulier aux anneaux VI. Dans ce cas, le résultat
se déduit immédiatement de la connaissance des caractéres continus de Qp

pour tout p de I : le dual de I Qp' produit d'un nombre fini de
pel

. . A
groupes localement compacts, est isomorphe au produit I Q. et donc
A pel
au produit I Qp puisque Qp dual de Qp est isomorphe & Qp’ et

Pel
1'isomorphisme est de la forme donnée ci-dessus (HEWITT - ROSS ['11 23 - 18).
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3.2 Intégrale et mesure de Haar,

Ve étant un groupe additif abélien localement compact, il existe une

fonctionnelle linéaire positive invariante par translation sur C, (VK),

espace des fonctions continues & support compact dans V., ou intégrale

VK
de Haar, et, d'apréds le théoréme de Riesz une mesure associée ou mesure

de Haar (RUDIN [1] chapitre 1). Intégrale et mesure de Haar sont uniques

& uhe constante multiplicative préa. On normalise par : mes FK =]

On notera l'intégrale de-Haar : f f(x) d x (fe c, (VK))

k

En particulier intégrale et mesure de Haar de ep.Qp ~ Qp sont ainsi

normalisées par : mes F_ =1 (F_= e Z si o, F
P P ( P P°p p¥oO, o)
Un anneau VI étant isomorphe au produit fini I Q_, on sait
pel
(HEWITT = ROSS 15 = 1T = i) que l'intégrale de Haar de V

=e, L0, 1L)

1 est propor-

tionnelle & la fonctionnelle produit des intégrales de Haar de Qp (p
élément de I) ; les normalisations choisies entrainent 1'égalité : En
particulier, soit f une fonction de C. (VI) définie par :

f(x) = 1 £ (x_ ), od £ appartient & C x &élément de V.
(x) (x ), p oPP ¢ (&)

pel
x_ €lément de Q .

0 : f(x) d x = I S £:(x ) a
n a ij x x ons Qpp x, x,

L, Etude de quelques sous groupes et groupes quotients du groupe additif VK

Il

k.1 Sous groupe ece Z2[K]
Lemme 3

Le sous anneau topologique e .. Z [K] de V., est discret si O appartient

®x K

K

& K, dense dans V. si O n'appartient pas 3 K.
Démonstration .

Si 0 appartient & K

Montrons que l'€lément O de e Z [K] est isolé .

Soit A = {x_V, ; |x|p.s 1 si p élément de K~ , |x| o< 1}

K

A est un ouvert de VK contenant O, Soit r un élément de Z [K1 ,

si e,+r appartient dA,ona: T |r|] < m |r| <1, Doncr =0
peP P pzK P
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Si O n'appartient pas 8 K

Tout ouvert de Vl( contient un ouvert du type suivant :

-n
A= {xev ; |x = y| o5 P P gi p élément de I, |x| o1 si p élément de K-I}
ol I est un sous ensemble fini non vide de K, y élément de VK, np entier

rationnel,
-n
Soit z 1'élément de VK défini par : z = W odg= I 1p P
pel
z appartient & Vs donc E(z) appartient & Z [I) . Soit r = é E(z)

r appartient & Z {I] , donc & Z [K].On a :

[r - yplp =| é (ZP - cp(z))- ypl p =| é cp(z)[ o P P i p élément de I
|x| - |E(2)] p €1 si p élément de K-I
Donc 1'élément ege T de ey2 K] appartient & 1'ouvert A : Tout ouvert

de vK contient un é€lément de eK.Z CK1. Ceci achéve la démonstration du lemme,

4.2 Sous groupe QK
Lemme 4

Le sous anneau topologigue = e ,Q de V_est dense dans V_ si
po-ogique K £8 Ve S22 . Cose Tan8 Ve 81

K distinct de P,

(si K = P, Q =2 [P} est discret dans Vp d'aprés le lemme 3)

Démonstration On supposera le réel a dqu domaine fondamental choisi : & = = é
Si O n'appartient pas & K, le lemme 4 résulte du lemme 3 puisque
&2 [K1 C Q€ Vo

Tout ouvert de VK contient un ouvert du type :

A= {xeV ; |x = y| p° si p élément de I

ol 0

|x -yl o<
[x] o5 1 si p élément de K-I}

oll I sous ensemble fini non vide de K contenant O, y élément de VK, c réel > 0
Pour tout p de I~ , soit un entier np tel que pnp >c

On pose v = T _ ]pnp . Si K distinct de P, il existe un entier u tel

que : u>c v eEEI Ju| " 1 pour tout p €lément de K
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. v u u . .
Soit r==E ( Zy.). E( 5 yy) appartient 3 Z[I] . On a :
v u B 1 -
|1"'3’p|p"|"l Cp(;yl)lpfp <z sipélément de I
v u 1
Ir=vol o=l 3 s (59l o< 3
Irl ps1 si p élément de K-I

er appartient & A : Tout ouvert contient donc un &lément de QK, ce qui

achéve la démonstration du lemme,

Remarque Le lemme 4 montre qu'un anneau V. est isamorphe algébriquement

I
et topologiquement au complété de Q pour la pseudo valuation
|r| ) |r| » définie paragraphe 1.2 (cf. K. MAHLER [1] nombres

Pel
g-adiques et g* -adiques).

4.3 Groupe dual du groupe additif e 2 K1 , 8i O €lément de K

Lemme 5.,

5i 0 appartient & K le groupe dual du sous groupe discret eK.Z L[KX2

de VK est isomorphe, algébriquement et topologiquement, au groupe quotient.
VK / el [K1 , qui est compact.

Démonstration
Il suffit de démontrer que eK.Z [K] est son propre orthogonal

A
dans V., car on sait (RUDIN [1] 2-1) que {ut A EH

(H sous groupe fermé d'un groupe G abélien localement compact).

Le sous groupe H' de VK orthogonal & el (K1 est défini par :

H' = {:rsVK i gy (x y) = 0 mod 1 pour tout xe el [xl}
Soit y é€lément de VK tel que pour tout r de Z [K] on ait :

ry,~ I _ H (ry )modl
0  pex™ P P
Le choix r = 1 montre Yo =P ol p élément de Z [K:

r p appartient & Z [K] entraine : rp = p _ Hp (r p) mod 1.
peK

D'od I _ H (rp)= _H (ry ) pour tout r de z [K]
pe K P PeK P P
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Ceci entrafine : |r(p -yp))lp € !(Hp (r(p -}'p))| p €1

=1
r
el
et donc p = ' (pour tout p de X)

D'ol |p = ypl p € pour tout r de Z [K]

L'orthogonal H* de eK.Z [K1 est eK.Z [K] lui-méme, ce qui achéve
la démonstration du lemme.,

D'apréds la décomposition d'Artin (lemme 2) & tout élément du groupe
quotient correspond un é€lément et un seul du domaine fondamental FK

par l'application :

X+ el K1 + e (x) ol x élément de Ve

K
et réciproquement & tout élément de FK § correspond un élément et un seul
du quotient VK / el (K] : € + eKZ X1 .

(on retrouve ainsi directement le fait que VK / eKZ [K1 est un groupe

compact : en .effet e _.Z [K] €tant fermé dans Vgo e quotient est localement

K
compact pour la topologie quotient ; comme FK est compact dans VK'
VK / eK.Z LK1 est nécessairement compact).

Définition Si O appartient & K, F; désigne le groupe additif isomorphe

algébriguement et topologiquement au groupe gquotient VK / eK.Z UKl , dont

les €léments sont les é€léments du domaine fondamental FK'

+ .
P est abélien compact.

Ceci revient & dire qu'on donne & F

K Sous ensemble de VK'

une structure de groupe additif topologique, en définissant 1l'opération suivante :

(e,n)> &€ Q@D n (eg,n élémentsdeFK) ol :

—~

E @ n=gf+n+n ,0 étant l'entier rationnel tel que :
a§£o+ no+n<a+1
et en prenant comme ouverts les images, par l'application x - cK(x),

des ouverts de VK'

. . . . \
Le lemme 5 s'écrit : Si O appartient & K : /F; ~ 2 [K]

A
g désignera l'isomorphisme y -+ y = o (y) de ey +Z [K] dans F

K *
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(y élément de e o2 K] ). On sait que cet isomorphisme est défini par :

(sK(x),y)sexpziﬂ eo(xy) pour tout x de V.

. N . +
(& - (&, v ) désigne un caractére continu de FK .

4.4 Groupe dual du groupe additif compact F; » 51 O n'appartient pas & K

Si O n'appartient pas & K, le sous ensemble FK de VK est un sous groupe

additif compact de VK' On 1l'écrira F; pour avoir lea méme notation que dans

le cas ou O appartient & K.

Lemme 6. Si 0 n'appartient pas & K, le groupe dual du groupe

+ : . + < A .
compact FK est isomorphe au groupe quotient VK/FK s lul-méme 1somorphe
au groupe guotient Z [K1 /Z, avec la topologie discréte.

Démonstration
Soit H le sous groupe de VK orthogonal & F;(': H= {yc VK s
+
eo(x y) = O mod 1 pour tout x de Fe Y. co(x y)=- ¢ xp(xpyp) 20
pekK

mod 1 entraine : |xpyp| pg 1 si p €lément de K pour tout xp de Z

Ceci est réalisé si et seulement si |yp| pS 1. F; est donc
son propre orthogonal dans VK' D'ol le résultat :
A+ +
Fe v Ve /%

D'autre part, soient x et x' deux €léments de Ve o

x=-x' appartient & Fy si et seulement si E(x) = E(x') modulo 1.

. . . + PO . .
Il est clair que l'application x + FK + E(x) + 2 définit un isomorphisme

du groupe additif Ve / F; sur le groupe additif Z (K] /Z. Comme le

+ . P ~
groupe dual du groupe compact I-‘K est discret, le lemme est démontré.

o désignera dans ce cas l'homomorphisme du groupe additif VK dans 1le

PR S
groupe additif FK .
y - y=o0 (y) ol y €lément de VK et y élément de F;
On sait (RUDIN [11 2.1) que cet homomorphisme est défini par :

( cK(x), Yy ) = exp2ir € (x y) pour tout x de Ve
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5. Eléments algébriques de Y

Vg est une algdbre sur Q, en définissant la multiplication d'un

élément x de VK par un rationnel r par :

r.x = (r xp)peK .

5.1 Définition
On appellera élément algébrique de vK un élément algébrique sur Q
de la Q algébre VK (N BOURBAKI V1] ch., 4 paragraphe 2 et[21 paragraphe

11, Exercice 1),

"Un élément Y de VK est algébrique"signifie : Il existe un

polynSme de Q I'X} : A(I)-ao+all+ ...-!’a.nf1
n
tel que : A(\)-aoeK+aly+...+;ny =0
On dit que Y est racine de A dans VK'
Remarque : " v algébrique dans VK" entraine " y » algébrique dans Qp

pour tout p de K". La réciproque est exacte dans le cas seulement ol

K est un ensemble fini I.

5.2 PolynGme minimal.
Si Y est algébrique dens VK’ 1l'ensemble des polyndmes A de Q LX] tels
que A( Y ) = O est un idéal de 1l'anneau Q [X] : On appelle polyndme minimal
de Y et on écrit :
P (v X) = xPece  x*h e veg (e e
le polyndme unitaire qui engendre cet idéal,
Le degré s de Py (v ; X) est par définition le degré de vy .

On remarque que les polyndmes figurant dans la décomposition de Pox (y ; X)
en facteurs irréductibles sont 2 & 2 distincts. En effet, dans le cas
contraire on aurait : P“I (v ; X) = A(X) B(l)2 oll A et B appartiennent &

Q [X} ; Y serait racine du polyndme AB de Q [X] , ce qui est absurae.
Si K contient plus d'un &lément, pr(y 3 X) n'est pas nécessairement

irréductible,

Soit (Kh)hnl.. o Ume partition de K en un nombre fini de sous ensembles
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non vides., Soit y un €lément algébrique de VK. Y est un €lément algé-

brique de V. et (v 3 X) divise (y; X)o I1 en résulte :
S T P T

Pn. (y; X)=ppcm PmKh (vxh;x)

h=l,..,m
En particulier si K est un ensemble fini I :

RnI(y;x)-ppcm Irr (y_ ; X)
P
pel

(Irr (yp 3+ X) est le polyndme unitaire irréductible dont Yp est racine

dans Qp).

On remarque qu'un &lément y algébrique dans VK est algébrique dans
1] .
VP et 1'on a :
Po, (vy3 X) =ppecm (X, Pm (v; X))
Un élément algébrique yde VK étant donné, il existe une partition

(K'h)h=l,..,m de K en sous ensembles non vides telle que les polyndmes

PmKh ('yxh s X) soient irréductibles et distincts. En effet, si 1'on

derit Pm, (y; X) = 1 A (X), ol les polyndmes A, sont les facteurs
h=1

irréductibles distincts de me (y; X), il suffit de poser :

K, ={pek 3 A (Yp) = 0} . Cette partition.sera notée

(Kh)n’h-l...m est-appelée partition de K relative & 1'élément algébrique

Ye On a alors :
m
(y;X)= 1 ( 3 X)
e T el %o K
(oﬂPmKh (YKh;X)‘Ah(X))

Notations :
np désigne la cloture algébrique de Qp ( a, = C).
Les racines dans 0 P de Rllx ( vy ; X) sont distinctes, On les notera

i . L . .
Y (1) (i =1,¢0s, 8) pour tout p élément de P, Si p appartient & K,

(1)
on pose = .
. P Y P Y P

. S .
I v (1) est un rationnel indépendant de p, On pose I y (1) = a-c = Tr (y )
i=y P jm1 P s=1 K
Sd) . N 5 1) s
m oy est un rationnel indépendant de p. On pose I ¥ = (=1) co = me(v )

i=1 P i=]
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5.3 Anneaux d'éléments algébriques

Soit vy un élément algébrique de V. A tout polyndme A de Q [X] :

K
n
A (X) = T+ 1y X+ oo+ X
on associe 1'élément a de VK :
G-A( Y)-roe}("rlY" -..*rnyn.

L'ensemble des éléments A( y ) de VK' pour tout polyndme A de Q [X] ,
est évidemment unealgébre sur le corps Q. On note cet ensemble Qx[y]

Tout &lément A( y ) peut s'écrire d'une maniére unique :

X 1
ALy ) =A(y ) =t e +tiy+ o+t

le polyndme A étant le reste de la division de A (X) par an (y 3 X) .

S=
sa1 Y (t;€Q)
Par suite, comme espace vectoriel sur Q, Qx[yl est de dimension s.
Tout élément A( y ) est de degrés s. Si a = A( vy ) est de degré s,

€r @ 4 ssey @ s-1 constitue une base de 1l'espace vectoriel C)t Iyl .

Donc : Q‘K["] = QK Cy3.

Etudions la structure algébrique de l'anneau Qx Iyl .
A et B étant deux polyndmes de Q [X] , A( vy ) = B( vy ) si et seulement

si A(X) = B(X) mod Pm, (y 3 X)o I1 en résulte facilement :

l'application A( v ) =+ A(X) + (Plx (y 3 X)) définit un isomorphisme de

1'anneau QK Lyl sur l'anneau Q [X) / (Pox (y ; X)), anneau des classes

résiduelles de Q 7 X7 modulo 1'idéal (me (v ; X))

. Y . . ~ Z2a2Z 2z
Soit la partition de K relative & 1'élément algé-
(K.h) h=l,¢e¢,m P 8=
brique y . Pm, (y; X) = n PmKh (y 3 X) est la décomposition
h'l,oo’m Kh

de Pmléy 3 X) en facteurs irréductibles. L'application
A(X) + (Pm (v 35 X)) » (A(X) + (PmKh (yKh 3 X))y |, n G6finit

un isomorphisme de 1'anneau Q [X] / (me (Y3 X)) sur l'anneau
m

{[1'1 Q [X1/ (me'h (YK‘h 3 X)) (produit de m corps)

I1 suffit en effet de remarquer : Il existe un polyndme A(X) défini

modulo Pm (y; X), congru modulo PmKh (yxh 3 X) & un polyndme
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Ah(x), pour tout h = 1, ..., m ;

A est défini par :
Pm, (y; x)

m
A(X) = 1};:1 Ah(X) Bh(X) W mod Pan (Y; X)

ol les B, vérifient :

h
Po (v3 X)
B, (X) =1 mod (vy; x)
h (v 3 %) K }
B
L'application A(y ) » (A(y )) est composée

5 heleeem
de trois isomorphismes d'anneaux :

: X)) +

A( v ) > A(X) + (Pme (v X)) » (A(X) + (PmKh (vxh :
h=l,..m

+ (A(y

Kh))htl.. om

Cette application définit donc un isomorphisme de 1'anneau QK v ]

m
sur l'anneau I (y., ) duit des h
X QKh K, J° produit des h corps QKh [yKh ] ae Vl%

Comme VK est composé direct de ses sous anneaux th » ceci peut s'exprimer

de la maniére suivante :

Lemme T
Tout anneau Q’K [yl d'éléments algébriques de VK est composé direct
des m corps d'éléments algébriques QKh Ly l%] de Vo
’ h

y . . . ~ 1214 2. >
ol (K'h) h=l,..,m est la partition de K relative & l'@lément algébrique y .

D'ol en particulier le résultat : K [y] est un corps si et seulement

si le polyndme minimal de y est irréductible.

Notations
On a vu que Y(;) (i=1, oo, s) désignent les racines dans

de Pm (v 3 X)o Si a = A( v) est un &lément de QK[Y] , on écrira
(1)

souvent (chapitres II, III, IV) en abrégé a au lieu de

. B
(;)-0- ces b T Y (;) s 8'il n'y a pas d'ambiguité

Ay (;)) =rytr Y

(si a est de degré s, les A( v (;)) sont distincts , on a bien



22 ANNEAU DES K-ADELES - DEFINITION - PROPRIETES

Al v (;’) = aél) au premier sens ; dans le cas contraire, les valeurs

sont les a ;J) (3 =1, 2,04, 8') au premier

distinctes des A ( v (;))

sens (s' degré de a )).



CHAPITRE 1II

L}
ENSEMBLES S? - DEFINITION - CARACTERISATION

On sait que 1'étude du comportement modulo 1 de A 6, ol A non
nul est un réel bien choisi, permet de caractériser les éléments de S o
soit parmi les nombres algébriques, soit parmi les nombres réels ( C PISOT
[11 ). Rappelons ces caractérisations :
Caractérisation 1 :

Soit un nombre algébrique réel 6 >1. 6 appartient & S si et seulement

s'il existe un réel X # O tel que :

lim  ((re)) =0
n -+ 4o

Caractérisation 2

Soit un nombre réel 6 >1., 6 appartient & S si et seulement s'il

existe un réel A# O tel que :
N
t  n((e®)? = om
n=1

Il est intéressant pour la suite de remarquer que dans ces caractérisations
on peut écrire :
((x6%) =ey (16"
avec les notations du chapitre I paragraphe 2 (en identifiant R avec le
sous anneau e . R de VP, et en choisissant le réel a = -é )

Rappelons également la définition et les caractérisations des ensembles
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de nombres algébriques p-adiques définis par C., CHABAUTY 1] :
Soit A(X) un polyndme de la forme :
s=1

A(X) = pr X%+ & _, X + ceo t 8

0
ol : r entier > 0, a;eZ, &, #0 Ies-ll P =]
Soit 6 la racine de A dans QP de valeur absolue p-adique > 1 (qui

appartient & Qp d'aprés le lemme de Hensel).

0 est élément de Sg (resp. de Sg) si et =-seulement si- on impose

4 A la condition supplémentaire : les racines de A dans C (resp. les racines

de A dans Qp distinctes de 6) appartiennent au disque |X| < 1.

Ces ensembles possédent les caractérisations suivantes (avec les

. P 1 . c oz
notations de I. 2, le réel a = ==, et identifié au sous anneau e_. de V. :
L] 2. Qp p Qp P)

Soit 6 un élément de Qp vérifiant : |6] 0 1., 6 appartient & Sg (resp.

Sg) si et seulement s'il existe un &lément A¥ O de Qp tel que :
[ ]

I e, (2 e“)2< o (resp. |e_ (A 6%)] <Cop
n=l P P

ol C, p réels >0 et p<-1l).

n

On définira (paragraphe 1) des ensembles Sg' d'éléments algébriques de
VI qui généralisent l'ensemble S, ainsi que les ensembles s° et sP. Ces
ensembles possédent des caractérisations analogues (paragraphe 2), le rdle
joué par le reste modulo 1 dans le cas réel étant joué par une composante

de 1'élément sp(t) de la décomposition d'Artin,

1
1. Ensembles Sg - Définition - Propriétés,

1.1 Soit p' un élément de P,
p' 212 P
S; est llensemble des &léments algébriques 6 de V; tels que |6|p> 1

pour tout pe I, et pour lesquels il existe un polynCme A de Z (X] ayant les

propriétés suivantes :

- @ est racine de A dans V.

- les racines de A dans Qp' (distinctes de ep, 8i p'« I) appartiennent

au disque |X| pr< e
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- les racines de A dans np, pour tout p¢P, (distinctes de 6

si p¢ I) appartiennent au disque |X| p €1

1.2 Les conditions imposées au polyndme A entrainent (si A supposé primiti

n -1
A(X)'qx *an-lxn + -oo"’&o

t
od: |a_ .| =1 pour tout pel , q= I pP? avect >1
n-l'p pel” P
Réciproquement, un élément 6 de Vi tel que ]elp > 1 pour tout pel,
L
racine dans V. d'un polyndme A de la forme ci-dessus, appartient & sP

I

si 1'on ajoute la condition :

I

Les racines de A dans Qp' (distinctes de Op,, si p'c I) appartiennent
au disque |X| pr <1

On voit ainsi aue 1'ensemble Sg coincide dans R avec 1l'ensemble
S ¢ (=S) et que les ensembles Sg et S§ sont bien ceux qu'on a définis

au début de ce chapitre.,

\]
1.3 Aucun ensemble SII) n'est vide,

1]
sP' contient les &léments e..r de l'anneau e_,Z II? ,oulrs= 2
I ¢ I I q
vérifie : q= n_op P aveec t >1
pel P
. - n .
n 1 t |- <1l si p'¢I
Bl =1 sioper et [T, by

|2|o’1 si OeI, et |§|0<1 si 0¢1I

L
On peut montrer que S}’ contient des éléments algébriques de n'importe

quel degré. Ceci sera précisé chapitre III,

1.4 Le polynSme A intervenant dans le définition est 1ié

au polyndme minimal de 6 par la relation (A supposé primitif) :

A(X) = q PmI(e;x)xm

ol m est 1l'entier défini par : $0, 8, =0 siigme (0¢ m< n)

Anrt-l
En effet dans le cas contraire on aurait :

1
5 AX) = Pmp (65 X). . B(X)

ol B est un polyndme unitaire de Q (X1 , B(O) # O, et degré de B> 1
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Ceci entrafnerait : les racines de B dans Qp' appartiennent au disque

IXIp, <1 , et dans op au disquelx|p €l. D'od I B(0) < 1

PeP
et donc B(0) = 0 ce qui est contraire & 1l'hypothdse.

. ) . . 0 la
. 1]
1,5 si Pm, (8; X) n'est pas irréductible, soit (Ih)htl....

partition de I relative & 1'élément algébrique 8 (voir chapitre I

paragraphe 5)

m m
On a : 6= @ et (6; X) =1 (o 3 X)
h=l h g ey T
ol les polyndmes P, ( GI 3 X) sont irréductibles,
h h
|e I ] > 1 si pth 3 d'autre part il est clairque le polyndme

h p
P, ( OI 3 X) est, & un coefficient entier 9, prés, un polyndme A
h h

(au sens de 1.1) pour 1'élément 6_ de V. . Par suite :

Ih Ih
L}
;) appartient & 1l'ensemble S¥ de V .
I I — I
h h h
Réciproquement soit (Ih)hnl,..,m une partition de I et dans

1]
V:E soit T, un élément de S? de polynSme minimal irréductible,
h h

m

On pose : 0 = i-l LN . Les polyndmes Pth (t h b X)

sont premiers entre eux 2 & 2 (car irréductibles et distincts).

m
D'ol : (6 3 X) = =1 (t, 3 X)
Py L R
|6Lp = |t h| p > 1 pour tout pel ; d'autre part, il est clair que

le polyndme PnLI( 9 ; X) est (4 un coefficient entier q prés) un polyndme
L
A pour 1'élément 0 de Vi Donc : 8 appartient & Sg .
Ces propriétés seront utilisées fréquemment dans les chapitres III

et IV, ainsi que la propriété suivante :

Soit J un sous ensemble non vide de I et J' = I-J, Si 6 appartient &

L} L}
1'ensemble S:I[’ et OJ 8 l'ensemble Sg , alors OJ, appartient & l'en-

1
semble Sg, .
Ona:@=0, +0, et IBJ,I - |9p|>1 si ped'.
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On démontre que les polyndmes PmJ( 8; 3 X) et PmJ,( CRTH X) sont premiers
entre eux en raisonnant par 1l'absurde comme dans 1.4,

D'oll PmI(e 3 X) = PmJ( 8 3 X) PmJ, ( 010 3 X)

Il est clair que PmJ, ( eJ, 3 X) (& un coefficient entier prés) est un

polyndme A pour 1l'élément er de VJ,. D'ol le résultat,
. . s D' . n : s oP'
1.6 Si 6 appartient & S &t n entier > 0, 6 appartient & 5 -
En effet, soit s le degré de PmI(e 4 X) et soient 9(;) (i%1,..4,8)
ses racines dans Q ( e(;)- ep si peI)., Quel que soit p ¢P, les nombres
. P
(i)™
6 (
P
sont nécessairement distincts car :

i=1,,..8) sont les racines d'un polyndme B de Z 1X1 ; ils

|6(;)|; >1 » |6(;)| : (i = 2,0008 p eI)

Il est clair que B, est un polyndme A pour 1'élément o de Ve

D'ol le résultat. On a vu de plus que : 6 et 6" ont le méme degré.

On aura besoin (chapitre III) de la précision supplémentaire :

n'

n 3 X) et PmI ( 68 3 X) sont premiers entre eux

Sin' >n >0, Pm, (e

Ceci se démontre en raisonnant par l'absurde comme dans 1.k,

\J
2. Caractérisations de l'ensemble Sg

On rappelle que dans ce chapitre le réel a de la décomposition

d'Artin est choisi égal & - % .

L
2.1 Les caractérisations suivantes généralisent & 1'ensemble S?

celles des ensembles S, Sg et Sg reppelées au début du chapitre.

Théoréme 1

Soit 6 un élément algébrique de VI vérifiant : |9|p > 1 pour tout
L}
Pecl. 6 appartient & S? si et seulement si il existe un élément A inversible
de VI tel que :
(1) lim e, (A ™) =0
n <+ <+ ® p
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I
Théoréme 2
Soit_© un &lément de V; vérifiant : |e| > 1 pour tout p.1I.

]
8 appartient & Sg si_et seulement si il existe un élément A inversible

de VI tel que :

N 2
(2) p nle (x 6™ 5, =o (N)
nal P P

Remargues
- Dans le théoréme II, on peut remplacer la condition (2) par la
@
condition plus forte (2') : > |eP(x 8™)| 2, < =
n=]1 P

- Si le réel a de la décomposition d'Artin est quelconque
(on notera provisoirement sp(a) (x) 1le ergx) correspondant ), les
caractérisations précédentes ne peuvent s'exprimer simplement en fonctions
des e(;z (» %), sauf dans le cas p' = O, En effet, on sait alorquue :
(e @ N =eg’2 () pour tout xae v,
Par suite, il suffit, dans 1'énoncé des théorémes 1 et 2 (ol p' = 0)

de remplacer les conditions :

(1) par (18) : lim  ((eg (1 &) )) =0
n -+ +o
N n 2
(2) par (2a) I on(leg( 6N =0
n=1
ou (2') par (2' a) : I (g &) )% <o
n=1

et ces conditions sont valables quel que soit a.

La condition (2'a) est équivalente & : t sin’ ¥ € (A 8% < =
n=1

(C'est sous cette forme que le théoréme 2 sera utilisé dans le chapitre IV)
La démonstration des théorémes 1 et 2 est analogue d& la démonstration

classique. On utilise en particulier des séries de puissances I u x°
n=90

et les déterminants de Kronecker Dn associés :

D, = det (“h+k) (0¢ h, k ¢ n). On sait que nio u, X" représente

une fraction rationnelle, si et seulement si Dn = 0 pour n assez grand.
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2,2 Théorémes 1 et 2. Condition nécessaire, Démonstration.

La démonstration résulte immédigtement du lemme suivant :

Lemme
. p'
Soit 6 un élément de SI

QI (0] vérifiant les conditions suivantes :

de degré s et. A un élément algébrique de 1'anneau

lx(;) Ip €1 (i=1,2,004,8) si pg I

|A(;)|p £ 1 (im2,40048) s8ipeI”, p¥p

|>.(i)| < i p'¢¥0 (i=m i0dI et im2 ioel)
o loSsam 8i P i=l,eeey8 51 0 §I et im2,...,8 si

Alors on & :

E(x &)= ; A{i) B(i)n (peP) désquen >n
im] p P o

gt i e e")lp,s c o® (c, p réels >0, p < 1)

Démonstration du lemme

¥ aE) g@)"
Posons u_ = [ A ) (p e« P)
n i-l p P

u_ est un rationnel de l'anneau.Z [I] indépendant de P .

8 : .\n
Si paI, p# 0 :|A 0"ae = |z A(;) e(1) | <1

1%l 1m2 P 'p
8 . <\
. (1) 4(1)
: r At 1
Si pgI, p# 0 lugl 5 = | LM % |, <
8 N +\N
i p? . n (i) ,(1) 8=l 1
Sip'dOet O€I : |>.e-a1un|o-|§-2 A i lof =31 < 5

s . .\
-1 e g <

Sip'#O0Oet O I : u
P ¢ lu | t M

n' O

S
Siplel |x ePae

n (i)
u < (s=1 A ol = su ;] <1
I n' p' ( ) p' n i-z | p" p'
si '#I [u | ss n"A ol n= s: |e(i)| <1
P n! pr § p' i-l; ' p

(avec Ap,-St'xp IA(;)Ip' ol i®2,,,.,8 8i p'cI, i=1,,.sy8 si p'#I)
i

Ces relations entrainent : uw = E (2 e“) pour n 3 n,

n n .
et : cp,(A 0") = xp, ep, -u si plel (n > ng)
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ep,(A ) = -u, si p' f I. (n > nb)

D'ol le résultat annoncé ( p = n 0 =5 Ap,)

)
Conséquence : Si 8 appartient & S?, on peut trouver un élément ‘A inversible

de V. tel que !e§(3 6%) | ot < cp B

I

(n > ng). Il suffit de prendre un A inversible satisfaisant aux conditions

du lemme. Exemple : A = e si p'=0
°1 K
A= - K si p' # 0, avec p'" >2s + 1
PV

Pour un tel A les relations (1) et (2) des théorémes 1 et 2 sont évidemment
vérifiées.
Le lemme démontré sera utilisé par la suite, en particulier chapitre III

(paragraphe 2) et chapitre IV (paragraphe 4).

2.3 Théoréme 1. Condition. guffisante: - Démonstration.

Soit B(X) = by X5 4 i+ by un polyndme de Z * X7 dont 6 est racine.

La suite {1 8"} (n = N') vérifie la relation de récurrence :

n nel Nes
bS A8+ bS-l A6 + see *+ bo A6 = 0 (n > s)
n n n
Posons E(A 6 ) = Uy ;é(x 8) = n n et ep( A6) = "np (p e P)
Ona: V =bou +..+bu == b, Mpp ot b, nn-s,p) (p ¢ P)
Par hypothése : n .+ O quand n-~+ + =
n,p
D'autre part : |nn| p | 1 pour tout p . P
Il en résulte : no|v | + 0 quand n + + =
p-P nP

D'ol, Vn étant rationnel : V,=0 pour n> n,

La suite {un} vérifie donc la méme relation de recurrence que la suite {\ o) .

La série de puissance I u © représente une fraction rationmnelle
\ ‘ n=0
g-%%&- (on supposera P, Q premiers entre eux).

Si pe P-I, lunl p S 1. La série converge dans le disque |X| p < 1
de Qp : les racines de Q(X) appartiennent donc au disque |X| p?” 1.

SipeI,ona:
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I
- ® n.n A ® )
I 00X mP_ a1 oy X+ 1 o X
nso P P i’ep X ne0 ? n=0 P
Comme 1 la séri I X® converge dans le disque
Ing ol p €2 ¢ Iy ge qu

Ix] p < 1 de Qp ¢ les racines de Q(X) distinctes de 1/6 p appartiennent

donc au disque |X| p? 1 (en effet comme Ap $0, 1/8 P est racine de Q(X)).

si p=p', la série I n X® vérifie de plus :

n=0 n,p'
nn.p, + 0 quand n -+ + =
Par suite, la fraction rationnelle g%%; n'a pas de pdle sur la circonférence
|x] pr =1 de Qp,, comme il résulte du lemme suivant ;
Lemne

Soit la série de puissances I W x° (Wn ' Qp,) On suppose
’ n=0
qu'elle converge dans le disque |X| ' < 1 et représente une fraction

rationnelle g%%% . Si Wn + 0 quand n+ + = , la fraction rationnelle

n'a pas de pSle sur la circonférence |X| " 1 de Q

p'
En admettant provisoirement ce résultat, il est clair que le polyndme

Q(1/X) est un polyntme A (voir 1.1) pour 1'élément 6 de V; : par suite

L
6 appartient & S? .
P(1/ 8 )
Pour tout pe I, on a : Ap = o ep 51(1752;) « Donc A

est &€lément algébrique de 1'anneau QI reyl .

I1 reste & démontrer le lemme précédent : Raisonnons par 1'absurde

X)

en supposant l'existence d'au moins un pdle 1/a de la fraction g%kf »

sur la circonférence |X| pt =1 0m écrira :

.

©

RQ(X) _ RO - '
T 5@ s, (X) = nzo LM ©

R(X) = r, Coer X aer

t-1 0

-1
sl(x) =5 X+ 81 i 5,

On suppose R et S premiers entre eux, d'ol : R(1/a ) ¥ O

4 rr, et RO/a) (n2t)

. L
On a : wn = ro +



L}
32 ENSEMBLES Sg - DEFINITION -~ CARACTERISATION

L
et Wn = 80 wn + eee * .k wn-k {n > k)

La premilre relation entraine : lwx'xlp = |R (1/a ”D > 0 (n > t)
et la deuxiéme entrafne : wl" + 0 quand n > + =

ce qui est contradictoire, Le Lemme est donc démontré.

2.4 Théoréme 2. Condition suffisante - Démonstration.
2.,4,1. On conserve les notations du paragraphe précédent c'est-d-dire :
n n n
E(20)=u, ere)=n, c(2r6)=n

.

Soit Dn le déterminant de Kronecker attaché & la suite u,
Dn'det(“hi-k) Osh,ksn
On se propose de chercher des majorations de IDnI p* PO tout p ¢ P,
de maniére & majorer le produit : n |p|
pecP L

Pour cela on utilisera des déterminants déduits de D, par combinaisons

linéaires entre les colonnes, On pose :

Vn.p = un - ep un-l si pel, n»l
vn,p = si p ¢ I
Pour tout p ¢ P, on a :
v vene v
Yo 1,p n,p
ul Vz’p :
D, = det ("'h-o-k) = : : :
un vrn'l,p v2n.p

C'est sous cette forme qu'on majorera IDnI x

Les relations : V =y -6 u

- + 0 si z2I, n> 1
n,p - %n” %p Yne1 " Mpyun T ppyn-l Pes

=4 = - n si I
Ynp " % Pe
entrafnent facilement Ivn.pl p S 1+ |e|p sipel

Vool p € sipgl
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33
2.k.2. Majoration de IDnI p Rourp ¥ p'
- Sip# O on majore IDnl p Sur som développement, c'est-d-dire :
. n
si I D $ Su u. 1+ |6
pel  Inl esw lul (e o] )
n
Comme Iun| p " |A|p |e] prone
n
(1) lnnlp sCT
avec : C = A T= |6 1+ |6 .
AL, lol, 2+ le] )
sipd1I on a &videmment :
(2) Innlp €1
-Sip=0.
On utilise la majoration d'Hadamard :
2 2 2, 12 2 2
D51 5 € € lugl™ + wee & Ju ) i" (V5 olo * eee * IViun, olo?
. n
Sioel g€ (@ + [r] ) [8Fy
On en déduit :
3 b ly sc (2 g "
N lol3
avec C= (1+ 0) |9|2 L T= |°|o (1+ |°|o)
0
SiogdI, ona:
n+l/2
(4) Io o ¢ (n+1)
2,4,3, Masjoration de .IDn Ip'
X 2
Par hypothése : z nin | 5= o(n). On en déduit facilement :
nel n,p' P
N 2
pX nlv. |5, = o(N)
n=1 n,p" P
=Sip'=0 on utilise la majoration d'Hadamard. D'autre part,
1'inégalité entre moyenne géométrique et moyenne arithmétique donne :
n 2 2 2 2 2 2
mo(v, oV, 2 V1,042V, ¢+ .. 4n V. 4n V.. 4.4V n
imp 1s° i*n,0 %) (-2 2.0 """ n,o n+l,0 2n_._g)
n
v 2 2 2
n
. <(2 -1l,0 + 2 v?'0 + e+ 20V,

° . (2n)y?
- ) (220
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On en déduit les majorations :

(5)  Iply o« M2 (elmlpz g g0y
(6) I, ¢ cz® ( 2!.(1"_’)"’2 si Oecl
1/2

avec C= (1+ IA]O) , T= |e|.
~-sip'#0 on majore|Dn|p, sur son développement :

D Su; i.u. V. eee |V,
| nlp'6 Sup il lo-llp' ' 1l'p'l p' l 1n+n-l’p'| pv}
(io’°"in) étant une permutation de (1, 2,.4., n+l)

\

D'autre part :

2 2 2 . 2 s 2
]
n . |Vil’p'|p' see Vin+n-l,p'lp' < 11|Vil.p‘lp’ 12'V12+1,p'|p~ oo lnlvin+n-l,p'|p'

2 . 2
'Ip' + ceecesee + 1n|vin+n—l,p'|p' n

i |V.
11' llip
n

(en utilisant 1'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique). Or :

. 2 2 2
e+ vy |vl.p,|p, + 2|v2.p,|p, el 2n|v2n.p,|p,

i |2 <
i +n-1,p''p'

2
1|Vil'pv|pv

= of(2n)
On en déduit les majorations :
‘ /2
(M ol <c™ (@Y /2 (--3;(19))'! si 0¢l

of6 C= lep' ’ Ts= |0i '

®  Ipl, o« o2 (22) si0d1.,
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2,4,4, Etude du produit n = n |p|
R pep ' PP

Il suffit d'envisager les différents cas possibles et d'utiliser les majorations
(1)yeee(8) précédentes.
Si p' = 0 en utilisent les majorations (1) (2) (5) si 0el,

et (1) (2) (6) si O?_(I, on trouve :
)n/2

n o(n
Mot o G—r—x_'}

(c'y, T' réels > 0)

" Il est clair que no< 1 pour n> n.
Si B' # 0

En utilisant les majorations (1) (2) (3) (7) si 0eI, p' el
(1) (2) (3) (8) si oOeI,p'd1I
(1) (2) (4) (8) si oOfI, p'¢I
(1) (2) (&) (1) si 0741. p' el

on trouve :

- n/2
LI ¢t B (n+1) n+1/2 n! /2 (olgn)\.

~

(c", ™ réels > 0)

Dans ce cas également il est clair que : no<1 pour n > ng

2.4.,5 Comme Dn est rationnel, la condition :

mo= IDnlp <

1 pour n> n,
peP

entraine

Dn-O pourn>n°

Il en résulte : la série I w e représente une fraction rationnelle

n=0
- , Comme on &, pour tou el :
&%8 C s D tout p e I
] A o ©
r a6 x"ao P = I ux® - a_xX®
n=o PP l- ep X n=o n nm=o n,p

1, |

1/ ep est racine du polyndme Q(X).

(o A, £ 0, le_| 1).

> " <€
PP n,p'p
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Par suite 6 est &lément algébrique de Vi et il existe A , élément
inversible de V; pour lequel : €pt (26" »> 0 : on

est ramené aux hypothéses du théoréme 1.

Le théoréme 2 est donc démontré.



CHAPITRE III

1
ELEMENTS ALGEBRIQUES DE VI ET ENSEMBLES S?

Rappelons ia propriété suivante de l'ensemble S (C. PISOT [2] ) :

Dans toug corps de nombres algébriques réel, il existe des éléments de S
ayant le degré du corps,

D'autre part, C. CHABAUTY [1] a montré que dans tout corps de nombres
algébriques contenu dans Qp, il existe des &léments de 1l'ensemble S;/\ Sg
ayant le degré du corps,

Ces propriétés se généralisent pour les ensembles SE' en utilisent les
anneaux d'éléments algébriques contenus dans VI, qui ont été définis chapitre
I paragraphe 5.

On a le résultat suivant :

Théoréme

Dans tout anneau d'éléments alg€briques de Vs il existe des éléments de

p' 2 .
l'ensemble //—\\ SI ayant le degré de l'anneau, J désignant un sous
p'ed
ensemble fini non vide de P.

Aprés la démonstration de ce résultat (paragraphe 1), on donnera, comme

application, une caractérisation des &léments algébriques de VI (paragraphe 2).

1. Démonstration du théoréme.

La démonstration est analogue & celle du résultat classique : celle-ci
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repose sur 1'emploi du théoréme de Minkowski sur les formes lindaires. On
aura besoin ici d'un "théoréme de Minkowski" pour des formes linéaires a
coefficients soit réels, soit p-adiques. (Lemme de 1,1). On étudiera dans
1.2 le cas ol l'anneau d'éléments algébriques est un corps. On en déduira le

résultat général dans 1.3
1.1 Lemme. Soient :

(1) . e .
Ly (x) (i=1, «es , 8), s formes linéaires en Xgeeees X 1

8 coefficients dans R, de déterminant AO 0.,

Ll()l) (x) (i=l,.4.,8), s formes linéaires en XoseeesXg 1o 8 coeffi=-

cients dans Qp’ de déterminant Ap # 0.

Il existe un systéme x = (xo....,xs_l) d'entiers non tous nuls, tels que :

It Gl < oy
-A

|L(1) (x)|_¢p P* (i®1,2,00048) et p e J°
P P
si on a la relation :
s -0, | s
n e, n p > |a n |a_| avec o_= I A_ .
il ' ped” 00 peg= PP P jm Pel

(J sous ensemble fini de P, c; réel > 0, Ap i entier),
1]

Cette propriété résulte du théoréme de Minkowski et de 1l'évaluation du

détevminant m(G) du sous-réseau G de z° : G = o Gp , ol le réseau Gp est
ped
défini par :
(1) “p,i .
ILp (x)lp &P (i=1,2,4.,8)

Melle E. LUTZ CT1] démontre que :

n(G) = 1 _m(G) (11, 1, 5)
red P
(4
et m) =p P ol (11,1, 3 et b)

Le lemme s'en déduit facilement.
Remarque : On peut remplacer 1'hypothése Lc()l) (x) & coefficients dans R, par
Lél) (x) & coefficients dans C, & condition qu'avec chaque forme figure sa conju=

guée et que les 2 formes soient majorées en valeur absolue par le méme coefficient

'ci.
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1.2 Soit QI LYl 1'anneau d'éléments algébriques &tudié., On

choisit 1'élément algébrique y engendrant 1l'anneau entier al}tébrigue.‘

On supposera d'abord que QI [Y] est un corps ; ceci est équivalent & :
Pm, (v ;X) est irréductible., Soit s 1le degré de PmI(v :X), et soient 71(;1)

(i=1l,..s) ses zéros dans Q_ (avec Yl(ﬁl) =Y si pel) Pm, (y 3X) étant
irréductible, tout yr(Jl) est exactement de degré s sur Q dans Qp.
Nous allons démontrer l'existence d'un élément 6 vérifiant 1'ensemble

des conditions suivantes. (1) (2) (3).:

a

(1) 6 est de la forme : 6 = ﬁr ( r entier > 0)
pel
ol a est un élément entier algébrique de Qp Tv] de la forme :
= S=1
=Xy e F X Y H eee +X LY (xiez)
Pour tout p € P, on pose :
(i) (i) i)t i
as = Xo * Xy 5 e X Yl(i' =A(Yl()).x)

Sipelona: ap-a(;)=/\(Y(;). x)'A(Yp. x)

(2) Pour tout p e I les inégalités suivantes sont vérifiées :

(a) (p#0) l

-r i -(r+l) .
ol >p la{H], < 5 (i=2,004,8)
> n pr |aél)|o N - Pr (i=2.oo..s)

(&) (sioeI) o
° oo pel” rel

(3) Pour tout pe X UJ W {0} =I (c'est-d-dire ped, p ¢I.

et’p=0si0 ¢I)_, les inégalités suivantes sont vérifiées :

() (p#0) la;i)lp ¢ pt (i=1,2,000,8)

r

(By) (si o?‘ 1) Iméi)l0 ¢n T p (i=1,2,404,8)

pel”

ol n désigne un nombre réel : 0 < n < 1,

Tout élément 6 vérifiant 1'ensemble des: conditions (1) (2) (3) est un

\J
élément de degré s de l'ensemble /-\ sP .
- —  pled I
En effet, pour tout peI, les conditions (Ap) entrainent que le nombre
algébrique ap est exactement de degré s sur Q. Par suite, 1'élément algébrique

a de VI est exactement de degré s : pour tout peI, les 0;1) (i=1y404,s)

* c'est-d-dire : PniI (y; X) appartient & 2 [X]
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sont les racines, distinctes, dans Qp du polyndme Pum (a 3X). Le systéme des
conditions (Ap) (pe1”) (Bp) (ped™y pf‘.I) et(Ao) ou(Bo) suivant que 0€1I ou
non, entrafne facilement pour le polyndme PmI (6 ;X) les propriétés suivantes :
les racines de Pm (6 ;X) dans Qp (distinctes de Op si peI) appartiennent
au disque : |x|p <1 pour tout peIuJ U {0} et au disque : |x|p <1l
pour tout pe P ; la racine ep dans QP (pel) appartient & Qp et vérifie :

2] .

logl, > 1

Un élément 6 vérifiant les conditions (1) (2) (3) est donc bien un &lément
D' . .
de degré s de l'ensemble /f\\ SI (il appartient méme & 1'ensemble
' ple J
sP_ ).

p'e IuJ U {0} 1

Le lemme du paragraphe 1l.1., permet de démontrer qu'un tel élément 8

existe,

Les formes linéaires A ( Y(;). x) sont & coefficients dans Qp et non dans

Qp (sauf si pel et i=l),
Pour appliquer le lemme, il faut se ramener & des majorations de valeurs

~

absolues de formes linéaires & coefficients dans C ou dans Qp.
Si p £ 1, les inégalités |x3|p < p'l (j=04.0.8-1) entraineront
(i) -1
A x N
| (v P’ )I P P
c'est-d-dire la condition (Bp). On posera donc :

(L) L;i) (x) =x; ) et xp,i =1 (i=l,.44,8).
§_i-—p_€__I_ et p_f_O_ yl(,i) est algébrique de degré s, sur Q, mais de
degré <€ 8 - 1 sur Qp, puisque PﬂI(Y » X) a une racine Yp dans Qp, c'est-d-dire
Yl(,i)'-l "z Yl()i)s-z * et o (ol ypS Y ot |ch.p|p< 1),
On a :
A( Yl(>i) ) X) = X, + °o,p Xs-1 oot (xs_2 + Ce2,p xs-l) yl(’i)s-z

Les inégalités

|x, + e, -(r+1)

5% C5,p salp <P (3 = 05000y 5-2)
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entraineront

c'est-d-dire les 8 - 1 derniéres égalités de la condition (Ap). On posera

donc : (1)
i .
(s) Lp (x) = x; o * ¢j2,p Xs-1 (i =2,,.0,8)
et
A .=mr+1l
Pel

‘Les formes A(yél) , X) sant & coefficients dans C, 2 & 2 conjuguées. On pose-

ra donc simplement :

Léi)(x) = A(yéi) ,» X) (i=1,2,¢00,8)
et, lorsqu'on a affaire & des majorations, c'est-d-dire pour i=2,...,s
(si 0€I) et im1,2,.44,8 (0 ¢ I), on posera :

c.=n I - pr .

. pel
Restent les formes Ap( Ypo x) (p € I) pour lesquelles les conditions Ap im=
posent des minorations en valeur absolue, Or la formule du produit des

~valuations appliquée au rationnel :

S . S .
(i) (i)

noA yx)= I a

ja1 P i=1 P

(rationnel indépendant de p, non nul si x # (0,...,0) car dans np tout
Y(i)
p
Q [vjest un corps) donne :

s (i)

est exactement de degré s sur Q - ici intervient 1'hypothése

n n A( x > 1.
peI* i1 I Yp ’ lp 7
D'ou pour tout p'e S L
s . . -
(1) (1)
6 A x) > |1 AC y x) n A( x)|
(6) | ( Yp' ’ l p'? fmp I p' ’ Ip' p€I+ l ) *lp

p¥p'
c'est-d-dire une minoration de |A( Yp" x)| o' en fonction des majorations en
valeur absolue de toutes les formes :
(1) + (1)
A( x) (pel
Ypo ’ be ’ Yp #Yp)

et en particulier de majorations en valeur absolue des formes A( Yp! x) (pelI,

p#p').
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On posera donc :

1
(1) 1 ) = aCy 0 (p e
P P
Le choix des majorations correspondantes :
-
p Pl oet ¢ (si 0 €1)

1

est assez arbitraire pourvu évidemment qu'on les choisisse supérieures aux

minorations des conditions Ap. On prendra

e, = n_ pF (sioeI) et 3 =Lr/2] (pel)
1 - Pyl
pel
On peut alors appliquer le lemme aux formes linéaires L;I) définies & partir
des formes A( Yél) » X) par les conditions (4) (5), (7) et aux Ap ; et
L

g associés, En effet, on démontre aisément que les déterminants correspondants

AO et Ap sont # O.

Le reste de la démonstration consiste en la recherche d'un réel n

(0 <n <1l)et d'un entier positif r tels que 1'inégalité du lemme

r
(pour

soit vérifiée et que le 28me membre de (6) soit supérieur & p'"

p' € I7) et supérieur &8 T _ p° (pour p' =0 si 0eI).
pel

On trouve les conditions suivantes :

Si0€I:

ns-l a2r- Er/2]>, aS-l bs IAO'O n _ |Ap|
pel P

q-(s=1) =2r+ [r/2] (m. p)r- Lr/2] , ,-(s-1)

rel”

s gr= [r/21 s |a T |a|

n |
00 Jer PP

05 aT" [r/21 (¢ N r/2] , ,s-1
pel

(la= T _ p et b= I P).
rel red

p¢l

Il est possible de choisir n(r) tel que, pour r assez grand, ces
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inégalités soient vérifiées. On peut définir n par exemple par :

-l 2re :
n® e [r/2]1 inf p r/3 si (0) ¢ 1,
pel-
n® ar= [r/21 /. P r/3 si (0) %I-
pcl

On a donc construit un &lément 6 de Q L[yl vérifiant les conditions (1)
(2) (3).

Le théoréme est démontré dans le cas particulier oi Q LY} est un corps.

1.3 (_:_._s_g_é{léx_'g;_ : Le polyndme PmI(Y + X) n'est pas irréductible. Soit

Y eis . col s g oy
(Ih)h-1,2,...,m la partition de I relative & 1'élément algébrique y

(chapitre I, paragraphe 5), Soit s, le degré du corps Q; [yI 1
n h h
(s=£¢ 8.
pel P
Soit 6, un élément algébrique de QIh E‘Ylh] , de degré 8y

1]
appartenant & 1l'ensemble ﬂ SII’ (un tel &lément existe d'aprés
p'ed h

1.2). Les &léments 0: (n £ N') sont des éléments de degré Sy de

L
n Sg » et leurs polyndmes minimaux sont premiers entre
P'eJ . h
eux deux & deux (chapitre II, paragraphe 1),

On peut choisir un systéme (nl....,nm)v d'entiers positifs tels que les

"n

polyndmes Po, ( o, X) (h=1,,,,,m) soient premiers entre eux 2 & 2,
h

m '
Soit 6 = L ah + 0 appartient & ﬂ sP (chapitre II paragraphe 1)
h=l ped I

et au corps Q {v] (chapitre I paragraphe 5).
D'autre part :

Pm. (0 X) = ppcm (o » X)
I ’ h.l.il.,m %h Ih

Il en résulte : 0 est de degré s, Ceci achéve la démonstration du théoréme.

2.~ Une caractérisation des éléments algébriques de V

I

On sait que les nombres algébriques réels peuvent &tre caractérisés par

1l'existence d'approximations rationnelles "régulidrement réparties" (C. PISOTI2)
4
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Cette propriété se généralise aux &léments -algébriques de Ve (le rdle de

Z étant joué par le sous anneau eI.Z [I] de VI .

On a le résultat suivant :

Proposition - Un €lément a de V. est algébrique si et seulement s'il

I

existe deux suites infinies {un’) et {vn% de rationnels de l'anneau Z [ I

telles que, pour tout neN' :

n
|vn a-u eI'I < cp
n
IVpey o1 = vy 0l <cp
et éventuellement, si 0 ¢ I:
lulg <co®
n'o
gl <0

ol pet c sont des réels : 0 <p < 1, 0 <c, et 6 un éléments de v

tel que |6|:p >1 (pelI).
Le degré 8 de o vérifie 1'inégalité :

1

8- lsgan

ﬁc(f) est le nombre d'éléments de I et n le réel > O défini par :

p= [n le] _\~"
pel P

\

Démonstration

Elle utilise le théoréme du paragraphe 1, pour le cas J = It

L}
et la caractérisation suivante de 1'ensemble m+ S:l[) s Qui se déduit
wp'el
immédiatement des propriétés de l'ensemble SP étudiées chapitre II

I
(Théoréme 2 et lemme du paragraphe 2.2).

S

Soit © un €lément de Vy tel que |0|p >1 (pel). appartient a

[}
m . Sg si et seulement s'i) existe un &lément inversible A
el

de VI' tel que :
n n
su A6 <
p'epr.. lcp, ( )lp. cp

(n>no,créel>0,préel:0<p< 1),
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A est alors un €lément algébrique de Q L6 .

1]
Dans le cas ol 6 € //\ . S?. on peut choisir pour A tout élément entier
p'el
algébrique de QI[S] , et 1'on a (pour n > no) :

8 . <\
E( A 6%) = Tr (A ) = 1) (i) (pour tout peP),

i-l P p
ny 2 (i) L(i)m P
cp(A 6 ) = = i-z A, N (pe1)
=-E (1 6") (p £ 1),

Principe de la démonstration.- Elle est analogue & la démonstration classique.

Si a est algébrique, on écrit o = A/u , ol A et y sont 2 éléments entiers

L}
" algébriques de QI [a] , et on prend pour 6 un élément de /ﬁ) . s? appartenant
p'el
a Q; fal . Les rationnels : u = E( A o7), v, E( u 6°) remplissent les
conditions énoncées pour n > ;e Réciproquement, 8'il existe deux suites

{un} et {vn} vérifiant les conditions de la proposition, on montre que :

e_.V

I'n .,

n n
su e, ,(ue <Kp W
et P*I ] u )lp' P

plel* P

D'oll il résulte : 6 appartient & 1l'ensemble [\

L}
sg » €t u est un élément
p'el

+
algébrique de Q tel .

e .u
Par un raisonnement analogue, on montre que

+ A , et que A
P
est un €lément algébrique de QI (6] . On en déduit facilement a = % 3 @

est un élément algébrique de QI 1.

L'inégalité vérifiée par le degré s de o résulte de la formule du

produit des valuations appliquée au rationnel NmI( o).






CHAPITRE IV

ENSEMBLES EE A RAPPORT CONSTANT DANS VI

Dans ce chapitre, on se propose de généraliser pour l'ensemble Sg

de VI la propriété suivante de 1'ensemble S :
Soit EE 1l'ensemble parfait symétrique & rapport constant £ du segment

(0, 1) (avec 0 < & < é, € €R) ; l'ensemble E, est un ensemble d'unicité,

€
si et seulement sif = % appartient & 1'ensemble 8.

(R. SALEM [11 , R. SALEM=-A. ZYGMUND [1] , J.P. KAHANE-R, SALEM [1j ch, V et VI)
La démonstration sera paralléle & la démonstration classique dont elle

doit reprendre toutes les &tapes pour les généraliser ; ceci entraine quelques

longueurs, que le lecteur voudra bien excuser.

Le plan adopté est le suivant :

1. Rappel des définitions des ensembles U et M d'un groupe abélien compact.

Construction d'une classe d'ensembles U, généralisanﬁ les ensembles de

Pjatecki-Shapiro ;

11

« Définition et &tude d'une mesure p portée par E

2, Définition de 1l'ensemble E, de Vi s et de 1l'ensemble EE‘ associé du

groupe abélien compact F'

I 13

et d'une mesure associée W portée par ES

3. Recherche des ensembles EE’ qui sont des ensembles M ;

4, Recherche des ensembles EE’ qui sont des ensembles de U ;

5. Définition d'un ensemble EC dans V., ol K est un sous-ensemble infi-
ni de P, Cas des ensembles U,
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l. Ensembles U et M dans un groupe abélieg_compact.

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe abélien compact (non discret)
et I' son groupe dual, qui est donc un groupe abélien discret (non compact).
On note x un élément de G, y un &lément de I , x + (x,y ) un caractére
continu de G. T désigne le groupe multiplicatif des nombres complexes

de module 1.

1.1, Définitions.

Un ensemble E de G est dit ensemble de multiplicité (ensemble M) s'il

existe une mesure u (non nulle) de M(G), portée par E, dont le transformée
de Fourier | vérifie :

Wy)=o quand y + = dans T ,
(ensemble M au sens striet), ou s'il existe une fonction ¢ (non nulle)
de L .(P), dont le spectre est porté par E, telle que :

¢(y) >0 quand y + = dans T
(ensemble M au sens large).

Un ensemble qui n'est pas ensemble de multiplicité est dit ensemble d'unicité

(ensemble U).
Remarques.- Un ensemble M au sens strict est bien un ensemble M au sens
large : en effet, u étant la mesure portée par l'ensemble telle que'ﬁ(y) + 0
quand y + ® , on peut prendre ¢ = y , car |¥(y)| est borné dans T , et le
spectre de 3 est identique au support de u (RUDIN (1] 7.8.5.).-

Dans le cas G = R/Z, on retrouve des propriétés caractéristiques des
ensembles U et M classiques, mais non leur définition initiale, qui résulte

d'une étude de 1'unicité du développement trigonométrique,

1l.2. Exemples,~

Tout ensemble borélien E de G , de mesure de Haar positive, est un

ensemble de multiplicité au sens strict. En effet, soit Xg la fonction

caractéristique de E dans G : x_¢€ Ll(G). et donc f €Cy (I) (RUDIN f1}1.2.4 (a)).

E
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Soit p la mesure de M(G) engendrée par Xg (c'est-d-dire définie par :
u(a) =1 xo(x) ax,

pour tout ensemble borélien A de G). y est non nulle, portée par E, et

telle que :

lim §(y) = 0
Y-’o

. Tout ensemble E de G formé d'un nombre fini d'éléments (xl,...,xm) est

ensemble d'unicité. En effet, toute fonction ¢ € L” (I), dont le spectre est

porté par E, est de la forme (RUDIN [11 ,7.8.3 (e)) :

m
¢(y) = i-l ci(xi. Y) (cie:C).

D'autre part, il existe, pour tout € >0, un élément y ¥ O de T' tel que

sup I(xi,y ) =1 <€ (HEWITT=ROSS C1] (26.L4)).
i=1,2, 400, m

Il en résulte l'existence d'une suite {vk} (keN') de T , tendant vers
1'infini telle que :

kl.im (xi. yk) =1 (1 ¢igm.
o

Soit Yo €T tel que ¢ YO) #0;o0na:

. . .
k%:& o vy *+v) = ol vy)
Donc ¢( y) ne tend pas vers zéro quand y + » : E est un ensemble U,

1.3.~ Pour montrer qu'un ensemble E est ensemble M, il suffit de
trouver une fonction ¢ de L” (r), de spectre porté par E, non nulle, avec :
lim ¢(y) =0
‘Y-O.
Pour montrer qu'un ensemble E est ensemble U, il faut montrer qu'aucune
fonction ¢ non nulle ne posséde les propriétés précédentes ; on utilisera

par la suite le critére suivant :

Proposition l.- Pour qu'un ensemble E so0it ensemble d'unicité, il suffit

qu'on puisse lui associer une suite infinie {j } (k € N') de fonctions

définies sur G ayant les propriétés suivantes :

1°) le support de A est disjoint de E ;
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2°) A appartient & A(G) (c'est-d-dire,

A (x) = T (y) (x, v) dy,

ol 'Xk appartient & Ll(r) ) et vérifie :
lﬁk“l = Il‘ I'x\k(y)l dy < B indépendant de k ;

3°) 1im’xk(y) =0 siyfo
ko

lim %, (0) =€ 4 0.
kK ++ o

Démonstration.- Soit ¢«¢ L (r), non nulle, de spectre porté par E, et telle

que lim ¢(y) = 0, Le support de A

b faaad

, Etant disjoint de E, on a (RUDIN [1) 7.8.3(b))

’ka- ¢$=0,
c'est-d-dire :
’Xk# ¢(8) = II‘ ’ik(G - vy) ¢(y) dy = 0 pour tout el .
Ceci peut s'écrire, U désignant un compact de T ne contenant pas & :

R od)+ = R(s-v) e+ = R(s-7)ey) =0
YEU YyeU

Comme lim ¢(y) = 0 et H'Xklll < B, on peut trouver un compact U de I tel que :
Y‘.

Tz R(6-v)olv)s Boup |e(y)] <
vfu * | Y4U 2

Ccmmekii._x: ’ik (6 = y) =m0 siéfy, il existe un entier K tel que (U &tant

fixé) pour tout k > K, on ait

PAY

|z R 6-v) o) sswp (X (6-v) 1 lo(r)]<.§
yeU yelU YeU

Par suite, pour k > K :

D'ol, comme lim /A\k(o) =4 0, ¢(6) = 0 pour tout 6§ ¢ I' . Ceci est contraire

Kk->4oo
& 1'hypothése : ¢ non nulle, La proposition 1 est donc démontrée.

1.4, Ensembles de Pjatecki-Shapiro,

On se propose de définir dans G des ensembles généralisant les ensembles de

Pjatecki =Shapiro de R.
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Définition 1.~ Soit une suite d'éléments de I'® (s entier »1) :
(i) '
WO mewn
On dira qu'une telle suite ggt normale si, quel que soit 1'élément ((n.).
_— 1 1-1.2.0.0.8
de 2z° » la suite :

g (i)
{z o, v} (k e N')
iml

tend vers l'infini dans T .

Définition 2.~ Un ensemble E non vide de G est dit ensemble de Pjatecki =

Shapiro de dimension s (ou ensemble de type H(s)), s8'il existe :

1°) un ouvert A non vide du tore T® ,
(i))

k i-l.ooo
tels que, quel que soit k € N', l'ensemble des &léments de ™ .
i
(i),

k 1-1’.00.3 )

2° une suite normale {(( y

o)} (Eel') ae re,
((x, ¥y ol x élément de E,
- soit disjoint de A .

Remarques.~- On vérifie facilement que, dans le cas G = R/Z, on retrouve les
ensembles de Pjatecki -Shapiro classiques. Les ensembles de type l(l) (noté H)

généralisent les ensembles de Rajchman.
(s)

Tout sous~ensemble non vide d'un ensemble de type H

(s).

est un ensemble
de type H

Si le groupe G est d'ordre borné (et donc également I' d'ordre borné), il

n'existe pas de suite normale dans ré . quels que soient les yilzi-l.....s)
s .
I q yil) =0 (q ordre deT ) ;
i=1

(8) .
(s)

on ne peut donc pas définir d'ensemble de type H
On sait qu'il existe des ensembles de type H dans G = R/Z (~ F;).

On verra dans le suite (paragraphe 4) qu'il existe des ensembles de type

#(5) dans G = Fl .

1.5 On sait que, sur la droite réelle, tout ensemble de type H(s) est un

ensemble U, Ce résultat se généralise :

Théoréme 1,- Dans G groupe abélien compact, tout ensemble de type H(s) est

ensemble d'unicité.
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(s)

Démonstration.- Soit E un ensemble de type H . Nous allons construire une

suite de fonctions {Xk} vérifiant les hypothéses de la proposition 1.
L'ouvert A du tore T° contient un ouvert qui est le produit de s interval-

les ouverts non vides

S

i-l,...,s) de T,
I1 existe (RUDIN 1,6.,4) une fonction f(l) appartenant & A(T), c'est-d-dire
donnée par :

f(i)(z) = I a(i) 2® (ze7T)
nez n

avec : I |l:1)| <w, telle que : f(l)(z) = 0 d 1l'extérieur d'un ouvert ar (1)
nez
non vide de T et :

IT f(i)(z) dz = aéi) > 0,

L'ouvert , étant un intervalle) u., vi( de T, on prendra comme ouvert

i
A'(l) un intervalle ouvert )ui, vi( contenu dans A(l) avec ui # usy

v! v,
i ¢ i’

(i)

est contenu dans A o

Par suite, le support de f(l)

A tout élément yél) (donné par la suite normale associée & E), on associe
(1)
k
(1) (i) r (i)
Ak = f OLYk ]

(ot (¥ il)Jdésigne l'application x+ (x,¥Y él)) de G dans T), c'est-d-dire

une fonction A de A(G), définie par :

A0 = D ay e 1 e, adt)

nel
Ail) appartient & A(G), car on peut &crire :
. . pp s .
Wwe 4P 0w,y a A ma g el
vyeT n{—Z,nyk aY
D'od
p M) yyle z P ew,
yer nez
Posons :
s
(1)
A= T A o
k j=1 k
La fonction Ak appartient évidemment & A(G)., On a :
s
(i) i ~
xk(x) = roa (x, nyi {)- r X (v) (x, v),

i=]l ney yel
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I
avec :
/ik(y) = I an(l) ves an(.)
n.el 1 s
i
(1) (s)
nl Yk +..¢nsyk =y
On en déduit :
3 .
A (i)
t A (0 s m : |a| =B<e ,

yEeT i=sl nel
oi B est indépendant de K,

) n'appartient pas & 1l'ouvert A ; il existe
(i,)

Yk
est disjoint de E. En effet, il

Si x&E. ((x. Yii))i-l.'ot.’

don?’u? indice io s 1 g io < 8, pour lequel (x, ) n'appartient pas i
i
A . Ceci entraine que le support de A

k

est &vident que Ak s'annule sur tout €lément de E; d'autre part, supposons
qu'il existe une suite {xn} (n ¢ N') d'éléments de G tendant vers un
élément x de E et tels que Ak(xn) # 0,

(i)

Ak(xn) $# O entraine (xn . vﬁl)) < A pour tout i m 1, 2,.44,8

Comme x appartient & E,
(i,) (i)
(x s vy ° )‘f s ©°

or

lgi <83

pour un indice i 0

ol

(ig) (ig)

[0}
x +x entratne (xn » Yy )+ (x, Yie

)

n

mais ceci est incompatible avec les 2 propriétés précédentes puisqu'on

(i) (i)
s s 0
choisi l'ouvert A' -)ui ’ vi ( contenu dans A = )ui ' V5 ( avec
0 0o o 0
ui $ u; et vi = Vi e Aucun élément de E n'appartient donc au support
0 0
de Ako

Etudions le comportement de ﬁk(y), y étant fixé, quand k + + = ,

X (y) = L o1, (8
k nie Z n1 ns

(1) (s)

nl Yk + uoo"n. Vk ey
(4))

La suite {( Y 1-1,...,5) est normale ; donc, si n

1eeeny sont fixés tels
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que (nl.....ns) ¢ (o,ou-,o).

Yf‘l)

n

i')-b. quand k + + » ,

1 +o-n*l"¥

Soit N un entier positif, y étant fixé dans T' , il evxiste un entier
K = K(N , y) dépendant de N et de y tel que :

(1) (

s)
nlYk +.o'+ns Yk * Yo

pour tout k > K et pour tout systéme (ni) avec 0 < [nil'.< N.

i-l....,s
Donc, si k >K et vy # O,
(N)
~ (1) (s)
A (y) = n:ez & w.a

(1) (s)

nl Yk + .0 +n5 Yk bl §

ol la sommption est prise sur l'ensemble des systémes (ni) tels que

]niol >N pour un indice io, 1ls io < s.
Si =0 et k 2K, ona:
/J\\k(o) = aél) eee aés) + I a(l) ces a(s) .
nieZ n n
(1) (s)
nlyk +...+nsyk =0

On notera :

(1) . 5 pad) s o ;a9 & pagq 3
T ey eyl nez Il e iml
ln]> N

On voit facilement que, pour k > K,
(N)

(1) (s) 5 (i) B
L a eee a < z —(-v’ .
l nisZ By ng | i=]l N B'?
nlvl(‘l)h..-rnsvl(:)- Y

Quand N > = rlgl) + o , On peut donc choigir N tel que :

Lo s
ju1 ¥ B'?

Il en résulte le choix de K = K(N, y) tel que, si k > K,

(N <e siyo,



ENSEMBLES EE A RAPPORT CONSTANT DANS V 55

I
et
R (0) - alt) i &l < siy =0
D'od
k_'_J;.i.xn’ik(y)a-c siydo,

R (1) (s) . (i)
1i (0) = $#0 ( truct des £'°7) ,
N .m Ak lo ‘0 par construction des

La suite {Ak} vérifie donc les conditions de la proposition 1 : E est un

ensemble U,

2, Ensemble & rapport constant dans VI .

On se propose de définir, dans V_, un ensemble généralisant les ensembles

Il
parfaits & rapport constant de la droite réelle,

2.1 Définition .
Dans la suite (& l'exception du paragraphe 5), £ désignera un &lément

de VI tel que :

0 < |E|p <1 pour tout p € I~
et

0 < EO <1 si 0 eI,
On pose :

E, = {xeVp ;  xm(ep=g )( 8c/+ 6 €% vou + 6 £%...); § =0 oul}

-«
(d'aprés le choix de £ , toute série £ Gn ;n , avec én = 0 ou 1, converge).
n=1

Pour tout x de EE s On & :

x| <1 sipel ,
et

Ogx. <1 8i 0cI et x ¢ er .

Donc, 8i O f I: Er o et 81 0el : EE -(eI), sont contenus dans le domaine

fondamentel F_ de V_ (défini chapitre I paragraphe 2.2) :

I I

Foo= {xeVp O\<]x|p\<l si pel” et agxy<a+l si OcI},

si 1'on a choisi le réel a = O, Dans la suite,.on supposera a = O,
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Notons x( Gn) un élément de E_ , Soient x(én) et x(6£) tels que : Gn = 6;

11

si 0Ogngk=l, et § <8 sona:

k -
Ix(s,) - x(5,',)|p - |€|p v (p217)
et, si OeI,
k
L}
xo(8,) € x,(8]) < x(6) + &5 .
Donc, si I” n'est pas vide, 4 2 systémes Gn distincts correspondent 2 £1é-

ments distincts de E E, a la puissance du continu., Dans le cas I = {0}

£ %

on sait que, si 0 < £ < %, & 2 systémes §_  distincts correspondent 2 points

i S

distincts ; la situation est différente si = < £ <1 ; on laissera ce cas

de Caté .
Notons xk( 60,.... Gk-l)’ ou en abrégeé xk, les éléments de EC définis
par :

xk( Sgreees Gk-l) = x(6n) avec § =0 &in k.

EE est contenu dans le compact Eék)

(x) .
Eg " = {erI ,]xk( Sgreees 6k_1)

défini par

tel que
l k v - k s
x-xk|p < IEIP, PelT, et x & X X0t 6o S 0eIl} .
)

_ Comme un &lément appartenant & tous les Eék est nécessairement un élément de

E ,ona:
g

£ = fy s®
¢ xm
D'autre part,

(x) k

=(n |g )kxa .
pel P

mes E

Conséquence.~- Si I |g|_< é, E_ est de mesure nulle,
Sonptquenc pc1 P g S5R S8 AT M

Remarque.- Le cas N |g| = % se produit si :
pel
- oubien I = {0} et &= é, d'od E, =0,1},
. 1
- ou bien I = {2}, ]5'2 =5 d'ol EE = Z2 .

Dans chacun de ces cas, mes EE =],
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2,2 Définition d'une mesure u portée par E

E .

On se propose de définir une mesure y portée par E, et appartenant &

4
M(VI).

Soit W, la mesure ponctuelle obtenue en attribuant la masse 1/2k & chacun

k’ 2
des 2" éléments x( Sgreses Gk-l) de E

2

Lemme.~ La suite des mesures{y } (k € N') converge au sens de la convergence

faible  vers une mesure ueM(VI), dont le support est E

1
Démonstration.- Soit fezco(VI) (fonction continue & valeurs complexes et

s'annulant & l'infini). Posons :

I
IK(I‘) = v, £au .
Montrons que la suite {Ik(f)} (k € N') est convergente. On a :

1 1
Ik(f) - Ih(f) = 2"1;‘ ) 3 ] r(xk(co....sk_l)) - ;h_c T A f(xh(so....ch_l))
0,.... k-l o..'.. h-l
- _i_. £ ( T £(x,) -2"'“1‘(:%)) R
2 60'...'611-1 Gh.-oo’qk_l

en supposant k > h,
f est uniformément continue sur fi, c'est-d-dire qu'il existe une application

¢ de N' dans R , avec lim ¢(h) = O, pour laquelle

hte
lx = x|} ¢ IEI}I' = |f(x) = £(x")] < ¢(n) (x et x' e FI).
On a donc :
1 k«h
I(2) = I ()] < ) 2 ¢(n) < ¢(n).
lk() n |<T6,...,6
0 h-1

Par suite, (Ik(f)} converge. La limite, qu'on notera I(f), est une fonction-
nelle linéaire bornée sur CO(VI). D'aprés le théoréme de Riesz, il existe
donc une mesure unique u de M(VI) telle que

I(r) = ’v fau.

I
La mesure u est portée par EE : en effet, étant donnés un ouvert quelconque
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Q ne rencontrant pas EE s et une fonction f de support contenu dans Q ,
Ik(f) = 0 quel que soit k, et donc :
I(f) = 0.
Par contre, si 1l'ouvert Q rencontre EE » on peut trouver des fonctions
f & support dans Q , telles que :

Ik(f) $0 et I(r) # 0.

2,3. Transformée de Fourier de la mesure u .,

Par définition, la transformée de Fourier d'une mesure pe€ M(VI) est donnée
par :
U(y) = ! exp(- 2ime (xy)) du(x),
VI (o]
ol chI puisque (chapitre I, paragraphe 3.1) tous les caractdres continus

de VI sont donnés par :

x > exp(2iwe°(xy)) ol yeV;
u étant limite faible’ des Hes OD 8 :

By) = lin R, 1y)
ke

+aeet 6, . £E7Ly)

u(y) = .11? 3 exp(- 2ine (y(e; - £)(ep &

k-1

A 1l k-1 . J
D'od W (y) = ;K- .no (1 + exp(~2ine (y(e; - £) €)))
J-

= 1 exp(-iuco(y(eI -£) Ej)).cos:n cO(:r(eI - £) c‘i).

D'ol,

Uly) = exp( vineg(y)) N cos 7 e (y(e; - €) Ej).
j=0

ce qui entraine :
L]

~ .
[u(y)[= 1 |coswe (y(e, = £) €7) .
s o] I
J=0
Cette expression, qui généralise 1'expression trouvée dans le cas classique,

servira de base i 1'étude du paragraphe 3 (ensembles M),
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2.4 Ensemble EE’ et mesure u“,

E £ est un ensemble du groupe VI' qui est seulement localement compact.

Pour les questions d'unicité et de multiplicité, on va se ramener & un

ensemble du groupe compact F;, de méme que, pour les ensembles de la droite
réelle, on se raméne, explicitement ou non, dans cette théorie, & des
ensembles du groupe compact R/Z (~ F;).

2.4.1, Rappelons les résultats suivants (chapitre I paragraphe 4.3 et
b)), F; désigne le groupe obtenu en donnant une structure de groupe additif

au domaine fondamental FI. On a :

v 1oz 8i 0 £1,
pel 4

+ .
FI«.VI/eI z2[1] si 0 el.

F;, muni de la topologie
- de sous-groupe de V; si 0 ,lI,

- de sous=quotient de V_ 8i 0 ¢1I,

I
est un groupe compact. Son dual 'f‘; est discret et on a :

A4 + .
Fp~V /Fo~vz[Il/z si0gI,
A

F; ~ 2[1] si 0 € I.

Exemples :

+ A4
I={p} (p#0), Fp Zp. Fp ~ Zp ’ Fp ~v QP/ZP ~ 2[p] /2,

+ A4
1= {0} FO-[O,l[,Fo'\'R/Z,FO'\.Z.

Définition.- E~ est 1l'ensemble de F;. image de l'ensemble EE*d—e \'4

13 I
par l'application x -+ eI(x) de V, _d_g{:_gF; .
On remarque que Eg coincide avec EE si 0 §/ I, avec EE - {eI} si 0 eI,
EE” est un ensemble parfait de F; :
-8i0 7! I, parce que EE et Eé' coincident, et que les topologies de F; et

de FI comme sous-ensembles de VI coIncident ;

- 8 0 € I, parce que l'application x + eI(x) est alors 1l'homomorphisme
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canonique de VI dans son groupe quotient F;.

Dans la suite de cet exposé, on se propose de chercher dans quels cas Eg’ est

ensemble U ou ensemble M,

2.4,2.~ On dérinit une mesure 1 associée & la mesure y portée par E

3
par l'application x - cx(x), de la manidre suivante :

Soit £ € CO(F;) ; 1'application

£ - IVI r(eI(X)) du(x)

est une fonctionnelle linfaire bornée sur CO(F;) 3 i1 existe donc une mesure

unique M(F;) telle que :

Ty fleg) auta) = Ty £ ™ (feCy(F])).

La mesure u est portée par E'E": en effet, soient Q un ouvert de F; ne

rencontrant pas EE‘ , et fe C(F;) de support contenu dans Q ; f(eI(x)). qui

appartient & C(VI), & son support contenu dans e}l(n) (ouvert de vy

qui a Q pour image dans 1'application x -+ eI(x)) 3 comme u est porté
par EE et comme c}l(n) ne rencontre pas EE s ONn & :

'F; fdus= IVI (e (x)) au(x) = o,

2.4.3, Soit y un &lément de T?‘I'. On a:

W) = o Cex y v) @ (x) = 1, (- e (x) 4 v) aulx) 3
I 1

on sait que (chapitre I paragraphes 4.3 et L.4) :
(eg(x) 4 v) = exp(2ine(xy)),
ol vee; Z(I) si Oel, et erI si 0 ¢ I, et on désigne par ¢ 1l'ap=-
plication y + y = o(y) ainsi définie (o est un isomorphisme de eIz(I)
dans 'F"; 8i 0&I, et un homomorphisme de VI sur ?’; si 0 #I). On a donc :
W(y) = W(y) pour y= oly).

Cette relation est fondamentale pour la suite (paragraphe 3).

2.4.4, On aura besoin, dans les paragraphes 3 et 4, de la propriété

suivante :
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Lemme.~ Soient v, } (keN') une suite infinie d'éléments de 'l\"; et {y}

(keN') une suite d'éléments de VI tels que A a(yk) pour tout keN',

Yt dans F' si et seulement si Y+ " dans V

I I°
A
Démonstration.=- F; est discret ; Yt signifie : pour k assez grand,
A
Yy est en dehors de tout compact, c'est-d-dire de tout ensemble fini de F;.

rixé,

+ + = (car I sous-ensemble fini de P).

;k-b-dlnlv 1

1 o5t €quivalent & |y, |

8i 0el : y e L 211] , c'est-g-dire :

n oy P

pel”
'ykll ++ « gi et seulement si :
sup {|m/{, » sup SRR
ce qui est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que Yt dans

le groupe discret o zl1].
8i 0 £ I :y, est défini modulo Fopary, = a(yk). Y donné, Ceci peut
s'exprimer ainsi :
? L]
c(yk) = o(yk)¢=> E(y,) a E(yk) mod 1
(on retrouve le fait que F; ~ 2[11 /2). Or,

iy, ) = L avec |m| =1 (p<I)et sup >18ioly,)s$0.
. 1 PI;.P ? pel "xp X

pel
On a:

hktp

|y, Iy = le; B(y ), = sup p
k'l I kll o
lykll + ¢+ » gi et seulement si :

;‘::I[) hkoP e

ce qui est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que E(yk) mod 1+ =

dans le groupe discret Z[I] /Z.
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3. Ensembles E;;" et ensembles M,

Dans ce paragraphe, on va montrer que, pour certains € EE’ est ensemble M

du groupe F; o

~

Méthode employée : elle consiste & montrer que

lim §™¥(y) =0
y-tw

ol 1"est la mesure portée par ET

€

Pour cela, on &tudie le comportement de n(y) quand y > = dans V..

On en déduit la propriété cherchée pour 'u\'v, gréce aux résultats des

définie dans le paragraphe précédent.

paragraphes 2.4,3 et 2.4.4,

3.1. On démontrera d'abord le résultat suivant :
Proposition 2.~ Soit £ € vI défini comme dans le paragraphe 2.1. Soit u

la mesure portée par EE (définie § 2.2), On note 6 = i

7
Supposons : M(y) —~—> 0 quand y ~ = dans V. ,
Alors il existe un sous-ensemble (non vide) J de I tel que : eJ appartient
g_sg, le polyndme minimal de OJ est irréductible, et 1l'on a :
n le|_ > 2.

ped p
L'expression "polyndme minimal de GJ" est employée & la place de "polyndme
minimal de 1'élément algébrique OJ relatif & VJ (chapitre I paragraphe 5.2).

On notera ce polyndme : Pm( 0; 3 X) (au lieu de PmJ( ey 3 X))
On démontrera la proposition 2 sous la forme équivalente :

Proposition 2 bis. Supposons : a(y)—fﬁ O quand y +« dans V

I .
Alors il existe un sous-ensemble (non vide) J de I tel que 0y appartient

i Sg, 0 et J ne vérifiant aucune des 3 conditions suivantes :

(a) J = {0} 0y = 2
() T = {2} le|, = 2
(e) 7 ={0, 2}, 0y = 24 |e|2 = 2,

Les propositions 2 et 2 bis sont équivalentes ; en effet, si, pour un sous=

ensemble J de I, OJG,S?. et si 1'on n'a aucun des 3 cas (a), (b), (c),
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- ou bien Pm( ) X) est irréductible, et alors I 5 Ielp = 2 ne peut se
pé
produire, puisqu'on a exclus (a) et (b),
- ou bien Pm( OJ 3 X) est réductible ; il existe alors une partition J = J'+ J"

telle que 0, = O,y + 8;n , Oy,€ Sg, R eJ..esg.,, et Pm( 050 3 X) irréductible.

S'il existe dans J un €lément p ¥ O et 2, on peut imposer & J' de contenir

peJ’' 0
b siJ={0,2}),o0na 6y = e(o) + 9(2) ol e(o)e So et

p : donc n J|e|_ »p>2, e¢ J' satisfait aux conditions de la proposition
2

qz)e Sg s Pm( 8y X) et Pnm( 6, 3 X) sont irréductibles, dont sait {0}

soit {2}, peut jouer le rdle de l'ensemble J' précédent, puisque le cas (c)

est exglus,.

Réciproquement, s8'il existe J tel que eJe Sg
EI'IJ |SIp > 2, on ne peut évidemment avoir aucun des cas (a), (b), (c).
P

s Pm( 8y 3 X) irréductible, et

L'équivalence des propositions 2 et 2 bis est donc démontrée.

3.2 Proposition 2 bis. Démonstration,

Supposons que 'ﬁ(y)—/_)O : il existe une suite {x,} (kGN') d'éléments de
VI tels aue :
A
v *= et July )| > >o.
Soit I' 1'ensemble des indices p de I tels que kalp + o , On notera :
I=I'+I"(I' est non vide, car I est un sous-ensemble fini de P),
Si p eI', il existe un entier m tel que :
P
+1

< Iel:k.p

P

< Ingly
et on a :

mk.poﬁ'-,

En prenant au besoin une sous-suite en k, on peut supposer que, pour tout
pecl', la suite {mk‘p} est strictement croissante et qu'il existe un indice
9.

p'e I' tel que :

L
m = mk,p' > mk,p pour tout p elI',



64 ENSEMBLES E€ A RAPPORT CONSTANT DANS V

I

Il en résulte, en posant Xk =¥y 9-“k .
s Indge < lel,
(1) i
kalp < |e|p si pel'
.
Pylp <clel, ™ siper”

ol C est une constante réelle > O indépendante de p et de k.

On peut donc extraire une sous-suite en k telle que A\, + A , ol AV

k I

et IAIP, »1, ce qui entraine Ap, $ 0,

Soit J 1le sous-ensemble de I défini par :
J = {pel ; XP#O) .

On a évidemment

('l cJc1'.

L' expression de ﬁ(y) a été donnée dans 2.3. On trouve :

(2) My, )| = 1 Jcos we (A (e, = €) 6 X))
k : 0 k"I ¢
J=0
On notera xk eI,- xk.I' et xk eI., = xk.I... On :» ~

-5

Te=J

:O(Ak(eI -E) o - eo(Ak.I.(eI. - EI,) e ) + ‘o“k.x"(°1"’ EI") e:k

D'aprés (1),

"-J -j .
Iy polepm = &) @ 57| Jccol? [1-g | (pe1m.
Donc, si | |
log C|1 = ¢
J » sup PP
pel"  log |e|
P
On a
Hp(xk,p(l = Ep) e:k'J) =0 pour tout p eI" ,
da'od

-j .
sj -xk,o(l - ao) % mod 1 si 0 eI",

-J
Jmod 1

mod 1.
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ou

B. = 0 siogI" .,
; £
Dens tous les cas, on pourra poser :

(3 (B o’ pour § 2w,

ol pest unréel : 0sp< 1 (p=0 si O}é I", et p= 0], 8i 0O€I")
et N un entier ne dépendant que de C et de O .

Par hypothése,

L]
I |cos n(a, + B,)| 26>03
j=0 J J
on en déduit, & 1'aide de (3),
oy
(4) L sin? LI s (ou &' ne dépend que de § et de N).
j=N

En effet, en utilisant 1'inégalité : 1 + x & exp x, on voit que :

I Jjcos n{a. +8,) > 6 =5 £ sin2 n(a, + B.) < log -;'- :
3=0 Jd j=0 SRR P
d'autre part,

. 2 . 2 . 2 .
sin” 7a, ¢ sin '(cj + Bj) + sin” w8, + |sin 2 = Bj'

< sin® n(aj + Bj) + 9 |((ej))|2 + 2n I((Bj))l pour j » N

. 2 j
< sin w(ajo-sj)«rg!p‘] pour j > N ;
1 3n pn
. ' = -,
d'old (4); avec &' = log 52 A S v
(4) entraine m
b sin2 ra, € &' pour tout m > N :
=N J
or, on &
’ " » o, m .j
£ s8in® wa, = I s8in no(xk I'(eI' - EI,) 654 )
j=N b jen ’
mk-!l

= q:o line ‘ICO(Ak'I'(qu - EI') egv) D

65
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donc, quels que soient h et k telsque h <k et N < mo
N
b4

. 2
Lo sin 'EO(Ak,I'(eI' * &) 0%.) € &

d'oll, h @&tant fixé et k tendant vers l1l'infini, on obtient
o
L

sin® e (A (eI, - &n) e%,) € &',
q=0

oI

Ceci étant vrai quel que soit h tel que N < m,ona
< 2

I sin” we (A (e, = &) eq|)€ s,

qu0 0''I I 1 I

ce qui équivaut &
s 2

i - q '

I s8in no(AJ(cJ EJ) eJ) s 6,

q=0

ol AJ est un &lément inversible de Vye Par suite, 8; est un €lément de

1'ensemble Sg (Chapitre II, Théoréme 2).

Supposons que GJ et J vérifient l'une des conditions (a), (b), (c).

Cas (a) : J = {0}, 8y = 2.

+ 0 pour tout peI”, Par suite, il existe un entier

k'p
tel que, si k > K, |A (e = E) emkl < 1,
que, > Ry k'®1 p ¥

Par hypothése, |A

(2) entraine :

o)
A
lu(yk)| = th-IO |cos ka'o (1-¢y) 8 | (k > K)
- 1
= 1 |cos m (x > K)
30 k,oa.mk+3+1

Quang k + =

R ™
. Ak,o + Xy # 0 par hypothése ; donc, |2 xk.ol + +e,

Il en résulte |ﬁ(yk)| + 0, ce qui est contraire & 1l'hypothése : le cas (a)

est donc & exclure.

€ So par hypothése.

Cas (b) : J = {2}, |e|2-2.e 2

2
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1+

(Exemples : si §, est de degré 1: §, =

L ] o

si 92 est de degré 2 : O est racine d'un des 2 polyndmes

2x° L x4+ 1))

Dans ce cas, kalp + 0 pour tout pe I = {2} . Il existe un entier K tel

que, s8i k > K,

T -
|Xk(eI-E)e Ipsl pour tout peI - {2} .
(2) entrafne :
“ @ mk_j mk-j
|u(yk)| = 520 |cos x (Ak.o(l - &) 8, + HZ(,Ak.Z(l - &) 0, N (x> K).
(1) entraine 1 < |>‘k|2 < 2 pour k assez grand. On supposera K choisi tel
que ceci soit réalisé dés que k > K. On a donc :
- m -
|xk.2(1 - &) e:k I, =2 (k >K) ,
d'ol

-}y 1
Hy(y (1 = €)) 92})- 5 3

en posant :
e = 2my o(1 = &) 8
on a :
[y )] < ICOS(S + )| (k 2 K) ;
or n, + 0 quand k + » , donc |'l\t(}'k)| + 0, ce qui est contraire & 1'hypo-

thése. Le cas (b) est & exclure.

Cas (c) : J={0,2}, o =2, |e|2-2.

Comme 6 e.So g N

0
€Sy et 8,€S) , 8,e8

Dans ce cas, A + 0 pour tout peI” - {2} . Il existe un entier K tel

k,p

que, si k > K,

|xk(eI -£) emkl €1 pour tout peI” - {2} .

P

L}
D'autre part, ‘k,o.’ 10#0 et Ak,Z* AZ#O.Onn.

glg <2 s Iaply <2,
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On pose :

On suppose K tel que, si k 2 K,

-h
I‘k.alz = gl =27

(2) entrafne, pour k » K,

o -j _'
Wy, )| = jE()Icoxa ™ Oy ofd = &) e:" +H( o(1 - &) e:“ J N
- i -jeb
= 1 Icosn(xkozmk'll-fzmk )|
Jj=o '
isin(w 2mk()\k ot 21'h))
- e 1-h ‘
T2 (‘k,o +2777) l
Quand k + + = ,
xk,O * X $0 donc |2mk ( Ak,o + 21-h)l >+,

Par suite, la(yk)l + 0, ce qui est contraire & 1l'hypothése. Le cas (c)
est & exclure.

La proposition 2 bis est donc démontrée,

3.3 La proposition 2 va permettre de montrer que, sous certaines
hypothéses, la mesure u”™~ portée par 1l'ensemble Eg’ est telle que :
W™~(y)=+0 quand Y + = dans Fi
En effet, on a vu ( paragraphe 2.4.3) que :
A
MOy ) = uly) pour v = o (y)

(ol 0 est un isomorphisme du sous anneau eI.Z LI] de VI sur F\;

A
si 0 ¢ I, un homomorphisme de Vv, sur F; si 0 € I).

D'autre part, (paragraphe 2.4.4,) on sait que :
Y + « dans F; si et seulement si y - « dans VI.
Par suite, " U(y) + 0 quand y » = dans VI" entrafne" u™( Yy ) + 0 quand

A
Y+ da.nsF;".
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La proposition 2 entraine donc le resultat suivant :

Théoréme 2.~ Soient g2V, défini comme dans 2.1, E et EE"' définis

comme dans 2.1 et 2.4. On note % =0 .

On suppose qu'il n'existe pas de sous-ensemble (non vide) J de I tel que.

o5 appartienne & S‘? » le polyndme minimal de O_ soit irréductible, et 1l'on

J
n |el_>2.
ped P
Alors Eé" est ensemble de multiplicité au sens strict du groupe abélien
compact F; .

Remarque.~ Comme cas particulier du théoréme 2, on retrouve le fait que, si

I=(0}, 6,=2,o0u,siIs={2}, |e|2 =2 ; alors EE‘ est ensemble M.

Dans chacun de ces cas, on a vu (2.1) que EE’- Fr. E;;“a. donc une mesure de

Haar positive, et par suite (1.2) est ensemble M.

4, Ensembles E~ et ensembles U,

£
4,1.- La méthode employée pour trouver les ensembles EE’ qui sont des en-
sembles U consiste & montrer que, pour £ bien choisi, E” est un ensemble

£
de Pjatecki-Shapiro du groupe F;, et & utiliser le théoréme 1 (paragraphe

1.5). De maniére précise, on a :

~ défini comme

Proposition 3.~ Soient EeVI défini comme dans 2.1, EE

dans 2.4, Onnote%- 0.

Supposons qu'il existe un sous-ensemble non vide J de I tel que :

GJ appartienne & Sg, le polyndme minimal de GJ soit irréductible et de

degré s, et 1l'on ait :

n Je|_»> 2.
ped

+
I L]
La démonstration de ce résultat sera donnée dans le paragraphe suivant.

Alors, E'E’est un ensemble de type H(s) du groupe abélien compact F

Comme conséquence du théoréme 1 et de la proposition 3, on a :
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Zh_é_oréme 3.~ & est un élément de VI défini comme dans 2.1, EE‘ est défini

comme dans 2.4, On note -]E‘ =0,

§'il existe un sous-ensemble non vide J de I tel que : 7 appartienne &

Sg. ait un polyndme minimal irréductible, et vérifie 1 |elp > 2, alors

pxd

E?’est ensemble d'unicité du groupe F; .

Les théorémes 2 et 3 montrent que tout ensemble EE‘ est de "nature" connue,

ce qu'on peut exprimer par le théoréme suivant, qui généralise le théoréme

classique rappelé au début de ce chapitre.

4

Eg‘ est ensemble d'unicité du groupe F; si, et seulement si, il existe un

Théoréme k.~ £ , E sont définis comme dans 2.1 et 2.4. On note % =0

sous-ensemble non vide J de I tel que 0; eppartienne & s®

7 ait un

polynGme minimal irréductible, et vérifie 1 |o]|_ > 2,
ped

4,2 Démonstration de la proposition 3.

Dans une premiédre partie (2.1), on cherchera une suite {(yl(:i))i-l "}
. [ )

(keN') de V;. tendant vers l'infini, telle que, quel que soit k ¢ N',

1l'ensemble des &léments de Ts,

((exp(ziuco(xy(i)))). ) avec xc E

k i=1,..,8
soit disjoint d'un ouvert A non vide,

E 1]

Ceci équivaut & la condition : ((e (xy(l))). ) n'appartient pas & un
0 k 1-1....’

ouvert Q non vide de (R/z)% quels que soient keN' et xe:Ee » l'ouvert 9

se déduisant de l'ouvert 4 .

On montrera qu'il est possible de trouver une suite vérifiant ces

conditions de la forme :

(1) (s) +5-1
Y * "gl.; seeer ¥y ® Ae§

ol A appartient, dans V. & l'anneau d'éléments algébriques Q; EOJ] .
L

Dans la deuxiéme partie de la démonstration (4.2.2), on déduira de

la suite {(y(i)) } une suite {(Y(i)).

x k ’im1.2....g formant une suite

1-1,2...8
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normale dans F; et telle que, quel que soit k € N', 1l'ensemble des &léments
de 7°,

~

((x, vy, o

x 1-1,..,s) avec x € E

soit disjoint d'un ouvert non vide A' de ™ .

b,2,1,~ Soit A un élément de Q; L'eJ] ; 17’111((9J 3 X) étant irréductible
Q CGJ] est un corps (chapitre I paragraphe 5), Par suite, si) # O dans
Vi xp # O pour tout peJ (de plus le polyndme PmJ(X 3 X) = Pm() ; X) est

_ irréductible).
t

Soit : ol =p? I, t_21).

lel=p® (Pe1”,t 21)
On impose & 1'€lément A de Q; LGJ] les conditions :

ht .
|A|p <sp P (n>»1) le(gl)lp €1 (i®2,40448) pour tout p € J°
(1) nt
(n _ P Py » €lément entier algébrique.
ped

Soit xeE, . On a :

3 -
Kk k n
eo(AGJ x) = niO eo(cn AeJ(eJ - gJ) EJ) mod 1 ,

ken -

ken ken .
) = 6nx0(1 - &) 6y - snEh(eJ - EJ) oy )med 1 si OeJ

to(énx(eJ- EJ) o5

ken )

!-GnE(A(eJ-iJ) 85 si OfJ;

or |A(e; - &) Gg'nlp cp®ERly ety

d'oll, 8in >»h + k. : 1.‘:(A(eJ - EJ) e:-n) = 0 mod 1.

On a donc @
k
(2) LO(AGJ x) = P+ Q +R mod 1,
avec
Xk
P (x) = e (Aay = €5) (8 85+ oo * 8 ) 0)),

Q(x) = co(Mley = &) (8 + 80 &+ wuu ¢ 6 1)y,

£ h
k+l *J k+h=1l * J

R(x) =0 (sio0fd),
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Rk(x) = Ao(l - Eo) Elol ( Gk"h + o0 *+ Gk*h*j Eg + ooo) Bi [0} eJ)-

Si h est fixé, quel que soit k, Qk(x) n'a que 2" valeurs possibles.

Rk(x) est majoré en valeur absolue par :

(3) IR )« P o™ e 0gp< 2

(p=o0 sioﬁtJ.etp-co si 0eJd).

Pour évaluer P, on fait intervenir les racines el(,i) de Pm( 5 3 X) dans
np et Al()l) de Pm(A ; x) dans Qp' (Notations précisées chapitre I

paragraphe 5). La remarque essentielle est la suivante :

(cf. chapitre II paragraphe 2.2)

- (1)) (1) J@)"
w ifl (1-5p ) A Bp

est un rationnel indépendant de p ; il appartient & l'anneau 2 [J 1. si

ped
luy = Mey - &) 6% | .|i§2 (@ - i) 2 RO
on en déduit :
uy = E(A(e; = £7) 6]) moal
d'od
co(Mley =€) &%) ._._i';(()i) - ) o a1 sioes,

2 () (i), ()" C
= LA (1-E") B od 1 odJ;
i1 O o ' "o . siod

On en déduit :

(1)

1k
B (x) = - : Y R I S A o}

im2

) modl s8io0eJ,

(1)

+ooc*6klo

8 .
- i) . (‘)) ( & (1) )mod 1 siO0gyJ,
ju1 ©

d'ol, comme |9(1)|0 <1 par hypothése ( OJeSS).

( )

1_2 0o o 81 0¢ J,

(1)
1= I"o lo
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(i)
. 1+ |6
[((B.))] ¢ §n‘1’| 1% o siodJ.
B T am 0000 (i) 7
1-leglg

Supposons que A et © vérifient la condition

(i)

. 1= |6,

ML &
i

1+ Jog'|, 8.2

0O ¢

(qréel > 0) H

n/s

cela entraine

8 -1 o . -
|((Pk))| < —_— ;ﬂs sioeJ,

[} .
I((Pk))l < ;m si O%J.
Supposons d'autre part que h vérifie
(1) h 1 o C et .
(5) IAO IO |€0| < H ;‘v. si1 0 €J 3

cela entraine
[

IRkl < % SHTs (d'aprés (3)) .

Si (k) et (5) sont vérifiées, on aura :
g
(6) |((Pk + Rk))l < ;h'/i
Désignons par Mk(x) et par Ok(x) les éléments suivants de (R/Z)® :

M (x) = (6,085 x) 4 veu 4 o(A0) > X)),

Ok(x) = (Qk(x),.... Ul (x)),

En revenant & la définition de Qk(x). on voit que Ok(x) a exactement 2051

valeurs possibles pour xc E, , Comme M.k(x) appartient au "cube" de (R/2)® ae

14

centre Ok(x) et de cté 2 sup I(Pk+i + Qk+i))1 s Qui est majoré par
0g1<8=1
ﬁ-s d'aprés (6)) , tout Mk(x) (x & E£ ) appartient donc & la réunion de
hts=1

ces 2 cubes" dont le volume total est majoré par :

s 8
2h+s-l g‘__%_. -1 (4 o)s .

o 2

Si 1'on peut choisir o= % par exemple, ce volume sera ¢ é : (R/2)® contien~
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dra donc un ouvert Q sans point Mk(x) .

Il faut donc démontrer qu'il existe un entier h > 1 et un &lément A du

corps QJ £8;] tel que les conditions (1), (h),_o_;ﬁ (5) soient vérifiées

avec o = &
== I

On pose :
ht
a=(n_p i,
ped

Soit w un entier algébrique de QJ [GJ] engendrant le corps. Le probléme
aura une solution si on trouve un élément entier algébrique a de QJ [eJ]
donné par :

=1

a=x e+ X w + + X W
0°J 1 eee 8 ’

ol (xo.....xs) # (0, ve. , O) dans Z° et vérifiant les conditions suivantes :

l“lp <1 (PGJ-)o
. =ht
|°‘I(,1)lpep P (ped”,2<ixgs),
(i)
. 1- et ht
0 0 1
|“él)|o€ -_— (n p p) ~Th/s)+3
(7) 14 le(l)l ped 8.2
0 0
(2cigs si o?/J,l,siss si 0eJ),
ht
lalgs (1 p P) e a—2e—  si Oed.
ped 8.2(h/s)+2

Le systéme (7) eét un systéme d'inéquations portant sur des valeurs
absolues p-adiques de formes linéaires en XgseeosXs 1 a coefficients
dans np. A tout p & J correspondent s  formes linéaires, Soit 4
leur déterminant ( Ap ne dépend que de w et de p).
D'aprés un "théoréme de Minkowski" (chapitre III paragraphe l.1) il existe
un élément (xo,...,xs_l) de z° # (0,4..,0) et satisfaisant aux conditions
(7), si l'o: a la relationlz |e(i)| _

(n p Pyfs-lmg (70 0 1

- . - (H_pp)h-———-“-);nAsio;;r
ped i=1 14 le(():.)lo ped s.2(}:/5)4'2 ped
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I
(1) h
" s 1= ]o " t t )
(a_p o g (00 (q e 1 yppmR 0
peJ im2 ), |9(()1)|0 ped g o{B/8)+2 peg s o(n/#)+2

> . A siOed.
pd P

t_.
Came lelp =p P (p € 1), ceeci s'écrit dans les 2 cas :
®) (n lo] )2k,
peg P
ol K est une constante ne dépendant que de w et de ©, (8) est vérifiée

pour h assez grand si N |0|_ > 2. Ceci achdve la premidre partie de la
ped P
démonstration.

4,2.2. On a trouvé une suite

L) eV s (yl((i) ﬂe?i-l)’

isl'na I

telle qu'il existe un ouvert non vide 2 de (R/Z)® qui ne contient aucun des
éléments

l'i:(x) = ((;o(y!({i) x”i-l,..,s) quels que soient k € N' et xc—EE .
(i),

+
X 1-1,....3) normale dans F;, telle

On se propose d'en déduire une suite ((y

qu'il existe un ouvert non vide A' de Ts, qui ne contienne aucun élément

(1)

3 L
((x, Yy )itl,...s) quels que soient k eN' et x¢ E

1'ouvert non vide de T° tel que ((exp(2ime (y(l) x))). ) n'appartienne
0k l'l.tll.s

ey

A On désigne par A

pas & A, quels que soient k e N' et x ¢ EE ( A se déduit de Q).
Posons :
(1)
Yk

(i)
= a(eI.E(ykl ).

Comme eI‘E(yl(:l)) appartient & e; 2 [1], 1'application o est bien définie en

e, B,

Pour tout xe—.FI, on a :
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&, 7](‘ )) = exp(2ime (xE(y(l))))

or, pour tout ye¢ VI, et tout x€& FI N

eo(xE(y)) = co(xv - ch(y)) = eo(xy) - eo(er(y)) mod 1

= e, (xy) -x, e(y) mod 1 3

on a donc

(x , Yl(: )) = exp(21n(c (w(l)) - x eo(yl(‘i)))) .
d'od
1x s 1) - explaime i) € 2n [((xgeg i) € 2nl (et 5

0 2 . 1x (1)
comme 6 € Sy, et comme A est &lément de Q; [0;] tel que : IAP 'p €1 pour

ht
tout peJ (2 <igs)et (1 _P P) A entier algébrique, on a
' peJ

l((co(Aeg)))l < yp? (chapitre II paragraphe 2.2.)

ol y, p réels > 0O et p < 1, Ceci entralne :

|exp(2ine (xE(yl((l)))) - exp (2ine ()ql(‘l)))l < 2nyp k .

pour tout ke N', erE . On peut trouver un ouvert non vide A' de ™ tel

que &' c 4 . ((exp(2ine (J:yf‘ ))))inl . a) n'appartient pas & A , quels que

soient k € K', xeE_ ., Par suite, pour k > K (ol K ne dépend que de v , o

€
et A'),

((exp(Ei"cO(XE(yii))))i=l,co )) = ((x * Yil))lglpnols

n'appartient pas 2 A', quels que soient k€ N', k > K, et xe¢ EE’. On a
donc le résultat cherché, en numérotant le suite {k} & pertir de K.

(1))

I1 reste & montrer que la suite ((Y s) est normale dans F.. Soit

I

(nl,ooo.n ) un élément de Zs # (0,....0). On a :

e; (B 1)) + e n EB(5(2)) = e (0 EOEE) +uuien BOSESD))

IAG (n e *oo.*n G 1) ’n (XO )*oo’n C (Ae ’a-l)
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d'ol :

'eJ(nlE(yl(rl)*“’"s E(yl(‘s))) - (xe.l;(nleJhnns c-)§"]'))|J < |n1|J+..+|n°|J.

Or, )\(nl €; * e+ G;-l) # 0, car le polyndme minimal de 0  étant irré-

J
ductible, quel que soit peJ : ny+ eee +n 0:-1 $0 et)‘p # 0. Par suite,
(1) (s)
nlE(yk )+ e +n E(yk )+ dans Z [I] quand k + = ,
et donc (2.b4.k4,) :
(1) (s) +
ny Yk +...+ns Yo dans?l.

Ceci achéve la démonstration de la proposition U,

4,3, Ensembles EE de Rajchman.,

La proposition 3 montre que, si OJe Sg s Si Pm((-)J s X) est irréductible et de

degré s, et si I |0|J > 2, E'g'est de type H(s). On peut se demander si
ped
EC ne peut &tre, dans ces conditions, de type H(n)

cette question est affirmative, comme le montrent certains résultats de la

avec n < 8, La réponse &

théorie classique. D'autres exemples sont donnés par le lemme suivant.

. . . (]
Lemme.,- S'il existe un sous-ensemble non vide J de I tel que : OJGSJ »

ait un polyndme minimal irréductible de degré s, et vérifie N |o] > o8
ped P !

alors E'E"est de type H.

La démonstration est analogue & celle de la proposition U. Dans les

h/s

inégalités (4), (5), (6), (7) on remplace la quantité 2 par 2", Le

"théoréme de Minkowski" montre que le systéme (7) est résoluble dans le cas

n el > 2% ; on &tudie alors la répartition dans R/Z de Mk(x) = ¢ (Aek x)
ped P oy

et de q‘(x) = Qk(x), et on montre qu'il existe un ouvert Q de R/Z

libre d'éléments Mk(x) pour tout k € N', x ¢ E

€
Remarque.- Si O{J et|N(9)|;l > 2%, on se trouve dans les conditions du

lemme, car :

1 s |N(e)|, nJln(e)[p < |N(e)|, m ]
€

»
P peg P
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done E€~ est de type H.
5.~ Ensemble EE dans V., ol K peut 8tre infini.

Dans 1'étude ci-dessus -(paragraphe 4) concernant les ensembles Eg » qui

sont ensembles U, l'hypothése "I est un sous-ensemble fini de P" n'est

Pas intervenue ; on a seulement utilisé le fait que J, sous-ensemble de I,
€tait fini. D'autre part, on n'a pas utilisé la propriété IEIP > 0 pour
pel - J,

Ces remarques, et le théoréme 3, aménent aux définitions et au résultat

suivant :

Définitions.- K est un sous-ensemble non vide, -fini ou non, de P, § est
un €lément de % vérifiant :

0« ]E|p< 1 sipek”
et

0« 50<1 si 0 ¢ K.

E, est l'ensemble des €léments x de V. de la forme :

€ K
n
x-(eK-E) (éoeK+Gl£+...+6n£ + 0es) (dn-Ooul).
et Eg'est 1'ensemble du groupe compact F; qui se déduit de EE par l'epplica=-
. +
tion x cK(x) de V, dans F, .

Théoréme 6.~ Supposons qu'il existe un sous-ensemble fini non vide J de_

K tel que £ # 0 si peJ, et si 1'on pose a0 s O. appartient &
—2_"p Paucing — EJ J J

sg. le polyndme minimal de 0, est irréductivle, et T |G|p > 2, Alors E'EZ
ped
est ensemble U du groupe F; .

Ce résultat donne des exemples d'ensembles d'unicité du groupe compact
FI:' dual du groupe discret Z [K] si OcK, et du groupe discret 2 [ K} /2
si 0 §{ K. En particulier, pour K = P, on obtient ainsi des ensembles U
du groupe F; s dual du groupe discret Q.

Par contre, la méthode employée (paragraphe 3) pour 1l'étude des ensembles



ENSEMBLES EE A RAPPORT CONSTANT DANS VI 79

EE » qui sont des ensembles M, ne s'applique pas au cas oi I serait un
ensemble K infini. On peut définir de maniére analogue une mesure u portée
par EE , sa transformée de Fourier';(y) est donnée par la méme expression (para-
graphe 2.3), mais si 1l'on a une suite Y tendant vers 1'infini, dans VK'
l'ensemble I' des p tels que |yk|p + » n'est pas nécessairement un ensemble
fini et non vide de K comme dans 3.2.

La question reste donc posée de savoir quels sont les ensembles £ de

4

F; qui sont des ensembles M, lorsque K est un sous-ensemble infini de P,






CEAPITRE VY

THEOREME DE KOKSMA DANS VI

Le but de ce chapitre est de démontrer un analogue dans VI du théoréme
de Koksma sur la répartition modulo 1 ; ce théoréme démontre une propriété
métrique d'équirépartition modulo 1 dans R, dont voici un des énoncés

(non le plus général, cf. J F KOKSMA [11 ).

THEOREME DE KOKSMA.~ & et b désignent deux réels, avec a < b, Soit (fn}

(n=1,2,...) une suite d'applications.continues et dérivables de [a,b
" p

dans R, telles que, pour tout couple m, n (m, neN) avec m ¥ n, 1l'application

f' - f' soit monotone sur fa,b) et vérifie :
m n
lf,:l(X) - f;‘(X)| >K >0, V x e(a,b]

(K indépendant de m, n, x).

Alors la suite {f‘n(x)} (n=1,2,...) est équirépartie dans R modulo 1

pour presque tout x de l:a.,'b) .

Il en résulte immédiatement :

COROLLAIRE 1 La suite {x 6°} ( 0 e R, |[6] » 1) est équirépartie modulo 1

pour presque tout x de R.

COROLLAIRE 2 La suite {Ax")} ( A eR, A ¥ 0) est &quirépartie modulo 1 pour

presque tout x de R tel que |x| > 1,

Dans sa démonstration, KOKSMA utilise le théoréme de Weyl, qui donne une carac=-
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térisation des suites &quiréparties : (un} (n=1,2,...) désigne une suite

de réels ; {un} est &quirépartie modulo 1, si et seulement si, pour tout k # O

de Z.
N
lim i z exp 2i1rkun = 0,
N -+ ® n=l

Les corollaires 1 et 2 du théoréme de Koksma sont en relation avec les
éléments de l'ensemble S comme on l'a déja signalé (introduction) :

Si 6 est un &lément de S, pour tout x entier algébrique du corps
Q(e),

xen + O modulo 1 quand n+ +w» 3
un tel x appartient donc & 1'"ensemble de mesure nulle" du corollaire
1, Dans le corollaire 2, si A= 1 et 81 x est un &lément de S,
xn + 0 modulo 1 quand n+ + «;

S est donc contenu dans 1'"ensemble de mesure nulle" du corollaire 2, dans

le cas A= 1,

Dans ce chapitre, on se propose 1l'étude de la généralisation suivante

du théoréme de Koksma :

c(I) désigne le nombre d'éléments de I (fini par hypothése).

L'application Hp Poxy Bp(xp) définit un homomorphisme continu du

groupe additif Qp dans R/Z (voir chapitre I, 2.1 et 3.ljrappelons que

Hy (xo) = x_ modulo 1).

0

L'application H : x -+ H(x) = (Hp(xp))peI définit évidemment

un homomorphisme continu du groupe additif V. dans (R/Z)c(I)'

I
Soit alors {fn p} une suite d'applications de Qp dans lui-méme
L]
(pour tout p &lément de I), et f, l'application x » rn(x) = (f'n l:'(x ))

P 'pPel

qui est une application de VI dans lui-méme,

On considére 1'application composée des applications £, et H:

Hof: x-= Hofn(x) = (Hp(rn,p(x)))pel
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Hof est une application de V; dans (R/Z)C(I) .

On se propose de donner des conditions suffisantes pour que la suite

{Hofn(x)} (n=1,2,...) soit équirépartie dans (R/Z)C(I) pour presque

tout x d'un domaine D & préciser de VI ("presque tout" au sens de la

mesure de Haar de VI).

Dans le paragraphe 1, on donnera quelques résultats sur 1l'intégration
dans Qp et dans VI.
Dans le paragraphe 2, on traitera le cas VI = Qp (c'est-d-dire I = (p)) , et,

dans le paragraphe 3, le cas général,

1.~ Intégration dans Qp et dans VI.-
1.1 On a rappelé (chapitre I paragraphe 3) quels sont les caractéres
continus des groupes additifs Qp et VI et d'autre part quelle est la nor-
malisation choisie de la mesure de Haar de ces groupes.
Tout caractére continu de Qp s'écrit : x + exp 2in Hp (xy)y, o0 y
appartient & Qp. Cette application définit &galement un caractére continu
du sous groupe Zp de QP' et, ccmmelgp ~ Qp/zp, deux telles applications
définissent le m@me caractére sur Zp 8i et seulement si y = y' modulo Z_.
En particulier, on obtient le caractére &€gal & 1 si et seulement si |y|p < 1.
Conséquence : L'intégrale sur un groupe compact d'un caractére étant égale &

0 ou 1 suivant que ce caractére est différent de 1 ou non,

on a @

0 i 1
si lylp >

‘Z exp (2im HP(X}’)) ix =
P 1 si Iylp <1,

Il est intéressant de donner une démonstration élémentaire de ce résultat.
On peut supposer y = mp_k, avec k > 1 et Imlp =1 (le cas |y]p <1
est évident). Le disque Zp est recouvert par pk disques disjoints de
rayon p"k , centrés aux points O, 1, ..., pk - 1, Comme :

-
[x - x' Ip $P = B (xy) = H (x'y),
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| I
1l'intégrale est égale & la somme finie :
k
P =1 _ _ k-l _
pk I  exp (2iv H_ (nmp k)) -pk Py exp (2im nmp k) =0
n=0 P n=0

De la relation (1), on va déduire le résultat suivant :

Lemme 1., Soit ¢ une application isométrique de Z_ dans lui-méme c'est-i-

dire telle que, quels que soient x, y dans Zp, on ait :
o(x) = & = |x - .
lo(x) = o(y)|, = |x - ¥1,
On a :
~ 0 si ]ylp >1
’z exp (2in B (yn#(x))) dax = J

i \
1 si <1,
. Iyl <
Démonstration.- Le cas |y|p < 1 étant évident, on va supposer y = mp"k , avec

|m|p =1 et k > 1, Considérons le recouvrement de Zp par les pk disques de

-k
rayon p . Comme :

-k -k
lx = x|, s 27— |o(x) - ox) < SH (v o(x) = B Ay e(x'),
1l'intégrale est égale & la somme finie :

k
x Pl :
P exp (2iv H_(y o(n))).
n=0 P

% . Les #(n) (n=0,1,...p~ -1)

Orn$n'—s |¢(n) = ¢(n')| = |n - n'lp >p
sont donc incongrus modulo pk 3 comme ils sont au nombre de pk, ils cons=-
tituent un systéme complet de représentants de Zp/pk Zp. Par suite,

. . k
il existe une permutation (j_) de (0,1y.00y P =1) telle que

n‘n=0,.., ,yk-l
lo(n) = § | < pE

Il en résulte :

pE "t exp (2in H (y ¢(n))) = p~ I exp (2in H_(yn))
n=0 P n=0 P

I .
=y exp(2in Hp(yx)) dx.

P
D'ol le résultat.
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1.2 Un théoréme métrique.- La propriét€ suivante se déduit d'une propriété

générale de toute fonctionnelle linéaire non négative sur l'espace C (X, C) des
fonctions continues & valeurs complexes, définies sur un espace topologique

cempact X (HEWITT-ROSS [11 11-27).

Lemme 2.~ Soient X un compact de G, groupe abélien localement compact, et

(hn} (n=1,2,...) une suite d'applicatiomgnon négatives de C(X, C) telles que :

lim I(hn) = 0, ol I(hn) = Ix hn(x) dx (intégrale de Haar),
n-+o

Soit {nk} (k=1,2,...) une suite croissante d'entiers positifs tels que

ZI(h )<#“c
k=l Pk

Il en résulte :

lim h_ (x) = 0O presque partout dans X
k++ o

(c'est-d-dire sauf pour x appartenant & un sous-ensemble de X ayant une

mesure de Haar nulle).

Dans la suite, on appliquera le lemme 2 au cas : G = Q; s et

G = VI+ (le cas G = R* de cette propriété est utilisé dans la démons-

tration du théoréme de Koksma classique).

2.~ Equirépartition d'une suite d'applications de Qp dans R/Z

2.1 On se propose de démontrer les résultats suivants :

Théoréme l.- D désigne un disque de Qp. Soit {fn} (n=1,2,...) une

suite d'applications continues de D dans Qp. Pour tout couple (m,n)

d'entiers positifs, on note Fo n 1'application £ - fn‘ K désigne un
,n -~ appiication designe un

sous-ensemble de NX N’ (ensemble des couples d'entiers positifs) contenant

les couples (m,n) tels que m = n, et Ky désigne le nombre d'éléments (m,n)

de K tels que : sup (m,n) < N
On suppose les deux conditions suivantes vérifiées :
(1) si (m,n) g K, quels que soient x et y € D :

A
lFm.n (X) - Fm.n (y)‘P =P m’nlx - ylp
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ol Am,n € 2 et vérifie Am.n + + «» quand sup (m,n) + + = ,

(2) I1 existe une suite croissante N, (k=1,2,...) d'entiers positifs

k
tels que :
S A K“k
l].m-i-——sl et I ———<+>,
k++= 'k k=1 Ni

Alors la sui_g_{ﬂp(fn(x))} (n=1,2,...) est équirépartie dans R/Z pour

presque tout x de D.

(On peut démontrer que la condition 2 est équivalente & la condition suivante :
;. E“ <+ =, )

N=1 N3

Théoréme 1 bis.~ Dans 1'énoncé du théordme 1 on peut remplacer la condition (1)

par la condition plus faible (1 bis) (*) :

(1 bis) Si (m,n) fx, il existe une partition :

J=1
du disque D en un nombre fini J(m,n) de disques disjoints Di

h’
m,n

;o de rayon
, tels que, quels que soient x et yeDi a :
1]
@
IFayn(®) = Fo o0l = 2 7% = 7],
j
ol I\m n

€2, et

Inf ( J +h‘j ) + + » quand sup (m,n) + + = ,
j‘l.o;a.J(m'n) %.n myn ’

Qg_!jollaires du théoréme 1.

(1) Le suite (8 (x 6)} (e € Q. [o], > 1) est équirépartie dans R/z

pour presque tout x de Qp.

(2) La suite {Hp(x M) (e Qp, A ¥ 0) est équirépartie dans R/Z pour
presque tout x de Qp tel que |x|p > 1.
Remarques :

1° Si @ est un élément de 1'ensemble Sg, et si x est un élément algébrique

(*) & 1a suite d'une remarque de Y. AMICE
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a du corps Q( 6 ) tel que :
- p* a soit entier algébrique (a e 2),
- tous les conjugués de a (dans ﬂp) aient une valeur absolue p-adique < 1,
alors (ef. le lemme chapitre II, paragraphe 2,2)
Hp (a6 +0 quand n + o ,
Pour les nombres p-adiques x de cette forme, la suite {Hp(x 8%)} n'est donc pas
équirépartie : un tel x appartient & 1"ensemble mesure nulle" du corollaire 1.
2° Si A =1, et si x est un élément de Sg .
Hp(x %) + 0 quand n + = ,
la suite {Hp(xn)} n'est donc pas équirépartie : un tel x appartient & 1'"en-

semble de mesure nulle" du corollaire 2,

2.2, Démonstration des théorémes 1 et 1 bis.~ On utilise les sommes de

Weyl relatives & la suite (Hp(fn(x))} :

N
o _(x) = i T exp (2in kH_(f (x))) (ke Z, k #$0),
N P n
n=1
P*od ( | | désigne la valeur absolue dans C) :
2 l, 2
lo (x)|© = 5 + ) cos (2x xH (F_ (x))).
N P ¥ 1cmenen pomen
It 2
Posons I = ') Icn(x)l dx. On a

ol im.n = !D cos (2w kHP(Fm.n(x))) ax ,

et mes D = ph (h ez, ph étant le rayon du disque D).

Pour tout couple (m,n) :

Emes D = ph

ligal ¢

Soit un couple (m,n) n'appartenant pas & l'ensemble exceptionnel K, et

supposons que l'application Fon vérifie la condition (1 bis). Notons :
1]
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P 1
fn ® o cos (2= ka(Fm.n(x))) ax.,
B0
On a :
J(myn) .
i = 3§ i
m,n jal Menm
Soit x! un centre du disque DY c'est-d=dire :
m,n m,n
. . h'j
J . - xY ) m,n
Da,n " {x: |x xm'nlp <P } .
On pose : .
-h’
X = xm’n +p m,n 1
t s . .
© . -h? A +nd .
Jj m,n m,n myn J
m,nxm,n+p €) r 'om,n(c)'
La condition (1 bis) entraine, pour tout £ , n ¢ zp ’

J J -
log o (&) =0p Cndl =fe =n]

. L'application Og‘ n est donc isométrique dans Zp. Or :
’

Y -3 pd
i mp™P U cos (2xkH_ (p TP ™R e g ) at
m,n Zp P
hi n -Ai n-h: n
=p 1 cos(2x Hp(kp ’ “e(E))) a .
P

Il résulte du lemme 1 (paragraphe 1.3) que l'intégrale :
-I\'j -hj
‘z exp(2in HP (kp ™7 ™R o £))) a

p

est égale & O si Ai + hi a- X > 1, et égale & 1 dans le cas contraire
1] L]

n
(on note |k|p =p X ), D'oll le méme résultat pour 1'intégrale ii,n .
Par suite, si I&‘i + h‘i -x 21, i‘i = 0,
m,n m,n m,n
Par hypothése :
Inf Ai’n + hg,n + + » quand sup (myn) > + =

j.l’uoo .J(m.n)
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c'est-d-dire : 3 un entier v( x ) tel que :

sup (myn) > v( x )===%?. Inf Ai a * hi a2 l*x.
j®=1ly0ee4J(myn) ’ ’
L'inégalité précédente est donc vérifi&e pour tout couple (m,n) non
dans K, sauf éventuellement pour les couples tels que sup(m,n) s v( x )} : le
nombre de ces couples est majoré par v( x )2.
J

On & donc i =0 pour tout j=1,2,..., J(myn) (et par suite

»

i 0) pour tout couple (m,n) non dans K, sauf peut-&tre pour v( x )2
’

d'entre eux. Il en résulte :
1 1 2
I, smes D( g+ ;é (v(x )+ Ky))e

C'est-da~dire, puisque KN >N

Considérons la suite {Nk} de la condition (2). On a :

z I < + =,
k=1 Tk

D'ol en utilisant le lemme 2 (paragraphe 1.2) avec G = Q; :

lim IcN (x)‘;2 = 0 pour presque tout x de D,
k+»= "k

Soit N un entier positif quelconque. Il existe un entier k, et un seul,

tel que :
M <N <Ny
Nk 1 Nk#l
a_(x) = o, (x) + > exp (2in kH_ (F_ (x))).
N ) N R nell, +1 P  m,n
D'ou :
N N - N N
) k k+1 k k+l
|0N(x) - ﬂ—-oNk (x)] < = < T, -1

N N N
k k+1l k+l
logte)l < g loy G+ | -1l & oy (0l IgR-a)
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D'aprés le condition (2) :

X
|22 -1 >0 quandk++=.
k

8i x est tel que loN (x)] + 0 quend k + + « , quel que soit N :

loN(x)| +0 quand N + + =,

Par suite, loN(x)l + 0 quand N + + » presque partout dans D, Le
théoréme 1 bis, est donc démontré.
Pour achever la démonstration du théoréme 1, il suffit de remarquer que la

condition (1) est un cas particulier de la condition (1 bis) :

J J
J(myn) = 1 hm,n = h Am,n = Am,n .

2.3 Démonstration des corollaires du théoréme l.- Le corollaire 1 est

immédiat : en effet, si 1l'on pose fn(x) =x6% ona:
m .n
Fm,n(X) =x(6 ~8),

d'ol, sim# n :

'Fm,n(x) - Fm.n(y)lp = 6" -8 Vx, yer

od |¢" - enlp = pt SUP (m,n) (si le|P = p*). La condition (1) est donc
vérifiée, L'ensemble K se compose uniquement des couples (m,n) tels que
m=n ; c'est-d-dire KN = N,

Pour démontrer le corollaire 2, on pose fn(x) = Ax", Soit D un disque

quelconque de rayon 1, aon contenu dans Zp' Soit pk (k > 1) 1la valeur absolue

p-adique des points de D. Soit y = x = pa , ol [alp £1l.0na, sixgy:

n n n

LoX . ;@ o4 p2-1 -1

y=x  ga

On pose : |n|_ =p° ) = p-k m| =p " . De la relation :
P P 'Y p ’ P
- < ¢ 7
|(3)| =pP avec P= I [&]-[L]-[’L—_ ,
2V p . 3 1 1
i=1 p P P

résulte :
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On a donc, dans tous les cas,

Pler )
log’i < losi

WP\ 1052622-3' pourea 2, on a :

Comme p)‘§‘e =) <

-\ +2é -3

|(E)|p\<p pourez‘ 2.

Donc i ‘
H?Z) x,,-!,pz-l 08-1! <™ +€ 24(n-{)x _ p(n-l)k-\a -(€ -1)(x<1)-1
P
or

l(r]l_) xn--llp - p(n-l)k-\»

Comega 2, k 21, il résulte :

|(E) xn-lp‘e-l ue-ll < |(;) xn-ll (2 < -£\< n).

p P

D'oli, pour tout couple x, ye D avec x ¢ y :

n n

i), = w7 a pletey
De méme

|ylyll - :ml , - Imxm-llp - p(m-l)k-u

Donc, 8i (n=l)k «v # (m = 1)k = y, et x ¥y dans D :

F"m,n (x) - Fxn,n(y)l - ]!m -x - ¥ - xnl - p?\n,n
X -y P y =-x y=-x'p '

ol Am o = SuP {(n=1)k = v, (m = 1)k = up}. Ceci entraine :
]

log n
log p

, (m=1)k - 2088y |

A > sup {(n = 1)k = Tog P

m,n
La condition (1) du théoréme 1 est donc vérifiée.

L'ensemble exceptionnel K est constitué d'une part des couples (m,n)

tels que m=n, d'autre part des couples (m,n) tels que :
nk «v = mk « u

clest-d-dire k(n-m) = v- yu,

Supposons n > m, et |v = u|p =p’.0na:
v - u=kép" (ol Iglp =1)

nem = lpr

91
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On en déduit successivement : v > r, u > r, puis u= r., A une valeur de

V « u correspond donc une seule valeur de u et une seule valeur de v . Orv
étant fixé, il existe o( v ) entiers n', tels que n = n'p’ < N

et |n'|p =1,

et 1'on a :

ol v) [ 51.
D

Ve-uet n étant fixés, le seul choix possible pour m est :
n -p°, Le nombre de couples (myn) (m < n) tels que k(n-m) = v = u ,

est donc majoré par :

log N

log p R aad
I o(v)g L N.v] < '}Li .
val val P =

Par suite :
N
+ ——
KN <§+2 p-1
Ky = o(N)
La condition (2) du théoréme 1 est donc vérifiée,

3. Equirépartition d'une suite d'applications de V. dans (R/Z)C(I)'

I

3.1 Dans le paragraphe 3, on &tudiera 1l'équirépartition dans (r/2)T (r en-

tier > 1, dans la suite r = ¢(I)) de suites vectorielles, On rappelle la

définition suivante : La suite vectorielle {(un preeeaty r)} (n=1,2,...)
’ 1]

(un,ie R/Z) est équirépartie dans (R/Z) si, et seulement si, quels que

soient les 2r réels a., B, avec 0 g a; < B; g1 (Lgigr),
v( a;s Byy N) r
lim N = I ( B, = G-).
N++w iml o

ol v( @iy Biy N) est le nombre de termes de la suite vectorielle {(un i)} vé-

,
rifiant :

ns<N et Ui € (“i’ Bi( mod 1 (i=1,440,r),

Une caractérisation des suites vectorielles équiréparties dans (r/2)F
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est donnée par le théoréme de Weyl (CIGLER-HELMBERG [1] ) :

{(un preeely r)) est équirépartie dans (R/Z)” si, et seulement si, pour
1] L]

tout systéme (kl,...,kr) d'entiers ¥ (0,...,0),

N

.1 .
limz T exp (2im (k. u + eatk_u ))=o0
N n=l *P ( 1l "n,l r n,r

N + 4=
Remargues,

1°) Si la suite vectorielle {(u .). } (n =1,2,,..) est équirépartie
nyl'iml eee,r

r .
dans (R/Z)", alors la suite de réels {vl un,l cee ¥ v un.r} (n=1,2,..4),
ou ( Viseees vr) est un systéme d'entiers #(0,...,0), est équirépartie

dans R/Z (comme on le voit en utilisant le critére de Weyl dans le cas r = 1).

2°) Le fait que la suite de réels {un i} (n=1,2,...) soit équirépartie.
1]
dans R/Z, pour tout i=1,2,...,r, n'entraine pas que la suite vectorielle

e o s X r
((un,i)isl....,r} (n=1,2,...) soit équirépartie dans (R/Z) .

3.2 On se propose de démontrer les résultats suivants :

Théoréme 2.- Soient D un compact de VI défini par :

D= {xe VI : xp < Dp. p € I}

0

ol Dp est un disque de Qp si p# 0, et, dans le cas ol 0 €¢I, D, un
segment [a.b] de R.
Soit pour tout p € I, une suite (£ p} (n=1,2,...) d'applications
e — »

continues de Dp dans Qp vérifiant les conditions du théoréme 1 (ou 1 bis)

si O (l'ensemble K sera noté K et noté et les conditions
sip# 0 ( p Ky Ky, p)se

du théoréme de Koksma si p = O :

Alors la suite .vectorielle {(Hp(fn,p(xp) )pe 1} (n=1,2,...) est

e(I)

équirépartie dans (R/Z) pour presque tout x de D,

Corollaires du théoréme 2.

(1) La suite vectorielle ((Hp(xp ep)) (n=1,2,...) (o Ope Qp.

|ep|P > 1 pour tout p e I) est équirépartie dans (R/Z)C(I) pour presque

tout x de VI.
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. . n
(2) La suite vectorielle {(Hp( )‘p xp))peI} (n=1,2,...) (o Ape Qp,

xp # O, pour tout p ¢ I) est équirépartie dans (R/Z)e(I) pour presque

tout x diVI tel que :

inf |x_|_>1

pel
Remarques,

1° Si 8 est un élément de Sg. et si x est un élément algébrique a de
1'anneau Q. {6 tel que a vérifie les conditions :
1
|a(i)| <1 (i=1,2 s) si I
p 'p ¥ 9C9eeey P¢
,Iui)l)lp g1 (im2,3,00048) sip eI~

Alors (lemme chapitre II paragraphe 2.2) :
so( ad®) 0 modulo 1 quand n + + = ,
Or (chapitre I paragraphe 2.1) :

n n n .
eo(ae)gﬂo(aoeo)- p:;[' Hp( apep) modulo 1 si 0 € I

=-t _ H(a_ ")

a modulo 1 si O ¢ I
pel P P P

La suite {(HP( a en))psl } n'est donc pas équirépartie dans (R/Z)C(I)

d'aprés la remarque 1 paragraplie 3.1 : un tel x = a appartient donc &

1'"ensemble mesure nulle" du corollaire 1.

2°) Si x est un élément de Sg, on a (Théoréme 1 ou 2 chapitre II)

N (x™) » 0 modulo 1 quand n + + = ,

}

I1 en résulte, comme ci-dessus ; la suite vectorielle {(Hp(x;))pel

e(1) : un tel x appartient donc &

n'est pas équirépartie dans (R/Z)
1'"ensemble de mesure nulle" du corollaire 2.

3.3 Démonstration du théoréme 2.~ On utilise les sommes de Weyl relatives

a1 it toriell H (f x }
& la suite vectorielle {( p( n.p( p))peI

N
an(x) =% exp (2in [ k_ H_(f (xp))) (kpe 2 et (k)

# (04¢00,0))
N n=1 PGI P P n,p PPEI



THEOREME DE KOKSMA DANS V. 95

I
L] - :
D'ol, en notant Fm,n,p = fm,p fn,p
2,1 2 . (x_)))
lo (x)| =2 + — L cos(2n - k_ H (F  _(x .
N ¥ ¥ 1cmcngn pep T P WP P
On pose
2
I, = ’D IoN(x)l ax.
D'ou
mes D 2 .
I = * - L 1
N N N2 lgm<ngN Bant
avec ' - -
; I = (2n £ H_(kF (x_))) ax.
i = cos (2n  f k_H_(F (x_)))ax cos
m,n D ( pel P p( m,n,p P D Pel P P my,N,p P
Pour tout couple m, n :
i D
1m,n < mes
on notera
w It i dx.
Smn = 'p ©*P (2in = Hp(kp Fm’n’p(xp)))

Pel
On a (chapitre I paragraphe 3.2)

) 1 F X dx .
jm,n = p&nI Dp exp (2in Hp(kp m.n.p( p))) P

Comme (k_) (Cys.ey0), il existe un indi de I .
ppeI# es 0040}, e e un indice p de telquekp#O

ler cas p # 0. = Si (m,n) ?" Kp :

‘ .
exp (2in H (k_ F X dx [o]
p exp (2i p( o m,n,p( p))) o "

P
sauf au plus pour u( )(p)2 couples (m,n) (cf, §2.2). Pour les mémes couples

(m,n) ona ¥ =0 et donc i = 0, Il en résulte :
m,n m,n

1 1 2
T 2 - — .
Ty $ues D (N + N2 ( vp(xp) + K'N,p))
D'ou
1
IN = 0 (F ﬁl,p) N
La démonstration s'achdve comme celle du théoréme 1 bis, puisqu'on peut

appliquer le lemme 2 au groupe G = VI.
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2e cas p = O, En utilisent, comme dans la démonstration du théoréme de

Koksma le ze théoréme de la moyenne, on trouve :

p ﬂ 1 1 1
| D, cos(2m k Fm,n’o(xo)) axp| ¢ "k [ mex {g—13) » %)}

m,n,0 m,n,0
De méme :
. 1 1 1
¥ sin(enk_ F (x.)) dx | < max { ===}
D v (- .
o 0 “myn,0' 70 of © Tkl Fm’n.o(a) F;'n.ozb)
D'ol

[/ exp(2im k_F (x.)) ax_| « 1 _ mex { ; 1 . . }
Do 0 “myn,0' "0 0 wk] Fm.n.o(a F&,n,oﬁ)

et

i N 1 1
llm‘_n ! < ism'n; < —{T'Eo—|( n mes Dp) max {F—(-_’ N F-'-——---(—b-)),

pel” m,n,0' " m,n,0

Il en résulte, comme dans la démonstration de Koksma :

I mesD )
pel” p ¥

Iﬂ{mesD \,‘E" (

—_—
N mlk|
ol Ay < :-{'(l + log N).

Soit N, = k° (k=1,2,.0.). La série de terme général I

N converge, Il

My

suffit alors d'appliquer le lemme 2, paragraphe 1.2 au groupe G = VI H

il en résulte :

[cN (x)] + 0 quand K + » pour presque tout x de D,
k

La démonstration s'achéve comme dans les cas déja traités,
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