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LE T H E O R E M E " A F + B G " D E M A X N O E T H E R 

M o n i q u e LEJEUNE-JALABERT 

Le but de c e s e x p o s é s e s t de montrer q u e l q u e s résu l ta t s c l a s s i q u e s 

sur l e s s ingu la r i t é s de courbes p l anes (ou de courbes t r a c é e s sur une 

surface l i s s e ) en u t i l i san t la théor i e de la d u a l i t é , tout pa r t i cu l i è rement 

le théorème " A F + B G " de M a x N o e t h e r ( 1 8 7 0 ) . L e s not ions de d i f f é r e n ­

t i e l l e s de 1ère e s p è c e , de courbes ad jo in tes qu 'on t rouve par e x e m p l e 

u t i l i s é e s par P ica rd et Simart dans [91 s ' in t rodu isen t t rès nature l lement 

en examinant le comportement du Module dua l i san t de la courbe r e l a t i v e ­

ment au morphisme de n o r m a l i s a t i o n . 

Nous r appe l l e rons d 'abord l ' é n o n c é du théorème de N o e t h e r , puis 

ce q u ' i l en tend par v o i s i n a g e s in f in i tés imaux s u c c e s s i f s d'un point sur 

une cou rbe . 

THEOREME " A F + B G " . - Soi t C et D 2 courbes rédu i tes dans 

le plan p ro jec t i f P (Œ) n 'ayant pas de composan te s i r réduc t ib les 

en commun. Soit F = 0 e_t G = 0 r e s p e c t i v e m e n t leurs équa t ions 

h o m o g è n e s dans Œ [ X , Y , T ] . Soit Q, , j = l . . .n l e s points d ' i n -
J 2 

t e r s e c t i o n de C et D ( i . e . c eux s i tués dans P (Œ) a i n s i que  

dans l e s " v o i s i n a g e s in f in i t é s imaux s u c c e s s i f s " ) . Soit ( r e sp . r . ) 

la mu l t i p l i c i t é de C ( r e s p . D ) au point Q . 

Alors l ' é g u a t i o n homogène H d'une courbe p r o j e c t i v e p lane E 

peut se mettre sous la forme H = AF + BG s i la mu l t i p l i c i t é de E 

en Q, e s t supér ieure ou é g a l e à r, + s,- 1 pour tout j . 
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QUELQUES C O M M E N T A I R E S . 

• M u l t i p l i c i t é . Soit Q un point de P sur C . L ' anneau 

2 
l o c a l de P en Q (vu comme e s p a c e ana ly t ique c o m p l e x e ) e s t d é f i -

2 

ni a in s i : on cho i s i t une car te aff ine de P auquel Q appar t i en t . 

C ' e s t par e x e m p l e c e l l e où TV 0 ; un s y s t è m e de c o o r d o n n é e s g l o b a l e s 

sur c e t t e car te e s t a lors x = X / T , y = Y / T . 0 2 m e s t l ' a n n e a u des 

ge rmes de fonc t ions a n a l y t i q u e s au v o i s i n a g e de Q sur ce t t e c a r t e . 

O 2 /p. e s t u n anneau l o c a l , son i d é a l maximal M 2 /n étant e n g e n -

dré par x - x ( Q ) , y - y ( Q ) . 

Si F es t l ' équa t i on homogène de C , so i t f l ' i m a g e de F 

dans O _ o ^ . La m u l t i p l i c i t é de C en Q e s t l ' en t i e r 

r = s u p { n , f € ( M 2 (r>)r} • Ce t en t ie r qui e s t d é f i n i i c i en terme du 

p longement de C dans P ^ dépend en fa i t du seu l anneau l o c a l de 

C en Q , O ç Q = 0 p 2 <p/ ( f ) ^ a ^ I t i p l i c î t é peut se déf in i r en 

terme de po lynôme de H i l b e r t - S a m u e l ) . Pour s ' en donner une i d é e g é o ­

mé t r ique , d i s o n s que c ' e s t aus s i l e nombre de points d ' i n t e r s e c t i o n au 

v o i s i n a g e de Q de C a v e c une dro i te a s s e z g é n é r a l e . 

• Point inf iniment v o i s i n , v o i s i n a g e s in f in i t é s imaux s u c c e s s i f s . 
9 

Soit Q un point de P sur C . C p o s s è d e un ce r ta in nombre de 

t angen te s en Q au sens na i f . On appe l l e r a point infiniment v o i s i n de 

Q dans le 1er v o i s i n a g e i n f i n i t é s i m a l , l 'une que l conque de c e s d i r e c ­

t ions de t a n g e n t e . C e t t e i dée se fo rma l i s e de la f açon su ivan te : on 
9 

construi t TT : Z "~* P un morphisme propre t e l que TT induise un 
- 1 9 - 1 1 

i somorphisme entre Z - TT e t P Z - ( Q et t e ] que TT ((Q) ^ p ( C ) 

e n s e m b l e des d ro i t e s passant par Q , a p p e l é é c l a t e m e n t de Q dans 

P . Pour f i xe r l e s i d é e s , supposons que Q es t le point de c o o r d o n -

2 1 
nées x = 0 , y = 0 sur l ' ouver t de P , TV 0 . E x p l i c i t e m e n t Z | - ~ ( T ^ 0 ) 

e s t r ecouver t par 2 ouve r t s a f f ines , U chacun i somorphe à , 

étant repéré par des coo rdonnées (y 1 , x ' ) de t e l l e sor te que 

X ° T T = X ' , y ° TT = y ' x ' 

2 
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U2 étant r epé ré par des coo rdonnées ( y " , x " ) de t e l l e sorte que 

x o rr = y " x M , y o TT = y " ; 

l e s 2 ouver t s se r e c o l l a n t en posant y ' = l / x M , x ' = x " y M . On 

remarque que M 0 se r e l è v e à Z en un Idéa l i n v e r s i b l e engendré 

par x ' sur e t y M sur V ^ • C ' e s t pourquoi on d é s i g n e g é n é ­

ra lement r T ^ Ç ) sous le nom de d i v i s e u r e x c e p t i o n n e l . On a p p e l l e 

a lors t ransformée t o t a l e de C par n l ' i m a g e r éc ip roque de C par TT . 

2 

Si f ( x , y ) e s t l ' é q u a t i o n de C dans la car te aff ine de P qui 

nous i n t é r e s se e t éc r ivan t f = f f " f f f . + 1 * f * * - ° û f̂  e s t un po lynôme 

homogène de deg ré i en x , y et où r dés ignan t la mu l t i p l i c i t é 

de C en Q , f f ^ 0 , c e l l e - c i e s t donc d é f i n i e sur par 

f r ( x ,

/ x , y , ) + f r + 1 ( x ' # x , y , ) + . . . = x ' r f r ( l / y , ) + x , r + 1 f r + 1 ( l / y ' ) + . . . 

= x , r [ f r ( l / y ' ) + x ' f r + 1 ( l / y ' ) + . . . 

e t dé f in i e sur U 2 par 

f r ( x " y " , y " ) + f r + 1 ( x , , y " # y " ) + . . . = y " r [ f r ( x " , 1) + y " f r + 1 ( x " , 1) + . . . . 

On remarque que TT~1(C ) e s t c o m p o s é de 2 morceaux , r f o i s le d i v i ­

seur e x c e p t i o n n e l e t autre c h o s e . C ' e s t ce t autre morceau qu 'on a p p e l l e 

t ransformée s t r i c t e de C par l ' é c l a t e m e n t TT . N o t o n s le C . C es t 

donc dé f in i sur U1 par l ' é q u a t i o n f r ( l , y ' ) + x * f r + 1 ( l , y ' ) + . . . , sur XJ^ 

~ par l ' équa t i on f r ( x " , 1) + y " f r + 1 ( x , , , l ) + . . . . 

^>c^rz> z Le cône des t angen te s en Q à C étant 

( d é f in i par le p o l y n ô m e homogène f f ( x , y ) = 0 , 

\ ^ ®l on s ' a p e r ç o i t donc tout de sui te que C 

coupe r r 1 ( Q ) en des points <Qj . . .Q de 

/ * T T " ^ ( Q ) — P * correspondant aux d ro i t e s de 

\ / 2 
/ (D dans le cône des t a n g e n t e s . 

v ? L e s poin ts Q 1 , . . . / Q r sont a lors dit l e s 

^ ^ ^ ^ points inf iniment v o i s i n s de Q sur C dans 

/1 A le premier v o i s i n a g e i n f i n i t é s i m a l . 
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E v i d e m m e n t , i l se peut que parmi c e s points cer ta ins so ien t des 

poin ts s i ngu l i e r s de C . S i , par e x e m p l e (Ç^ e s t s i n g u l i e r , on c o n s ­

truit a u - d e s s u s de Z un e s p a c e Z j en éc la tan t (Q^ dans Z et 

la t ransformée s t r i c t e de C , e t c . . Au bout d'un nombre f in i N de 

t e l l e s o p é r a t i o n s , la t ransformée s t r i c te de C ne cont iendra 

plus de poin ts s i n g u l i e r s . On dit a lors qu 'on a obtenu une d é s i n g u l a r i -

sa t ion de C . Ce théorème a é té montré pour la 1ère f o i s é g a l e m e n t 

par M a x N o e t h e r . On sa i t par a i l l eu r s que C^-—>C e s t la n o r m a l i ­

sa t ion de C . Si Q e s t un point de C , Q j , . . . , Q g l e s poin ts de 

a u - d e s s u s de Q , l ' anneau © Q , . e s t la fermeture i n -

1=1 c

( N , , < p i 

t é g r a l e de O - dans son anneau to ta l de f rac t ions K ( l o c a l i s é de 

Q ^ en la par t ie m u l t i p l i c a t i v e des é l é m e n t s non d i v i s e u r s de z é r o ) 

qui se t rouve ê t re isomorphe à © K. , K. étant le corps d e s f r a c -
i = l 1 

t ions de 0 ^ où C = C- U . . . UC e s t une d é c o m p o s i t i o n du germe 
U^,vy I S 

de C en Q en s e s composan t e s ana ly t ique ment i r r é d u c t i b l e s . C ' e s t 

au s s i l ' e n s e m b l e d e s f ç K qui sont bo rnées au v o i s i n a g e de Q . 

• Po in t s d ' i n t e r s e c t i o n de 2 courbes dans l e s v o i s i n a g e s i n f i n i ­

t é s imaux s u c c e s s i f s . Soient donc C et D 2 courbes rédui tes dans 

2 
P (CD) et (Q un point commun à C et D . I l e s t p o s s i b l e que C 

e t D a i e n t é g a l e m e n t a u p o i n t Q u n e t a n g e n t e c o m m u n e . S ' i l e n e s t 

2 ? 

a i n s i et s i Z P e s t l ' é c l a t e m e n t de Q dans TP^ , l e s t r ans fo r ­

mées s t r i c t e s r e s p e c t i v e s C et D ' de C e t D vont pas se r par le 

point <Qj de P ^ Œ ) correspondant à ce t t e d i r e c t i o n de d r o i t e . On 

dira que (Ç^ e s t un point d ' i n t e r s e c t i o n de C et D dans le 1er v o i ­

s i n a g e i n f i n i t é s i m a l . 

Le théorème de d é s i n g u l a r i s a t i o n p récéden t app l iqué à la courbe 

r éduc t ib l e C U D permet de montrer q u ' i l e x i s t e un nombre f in i s e u l e ­

ment de po in t s d ' i n t e r s e c t i o n de C et D dans l e s v o i s i n a g e s i n f i n i ­

t é s imaux s u c c e s s i f s ; s i Q ^ . . . , ^ ^ d é s i g n e n t c e s points e t s i on 

d é s i g n e par m u l t f l ) C ^ a m u l t i p l i c i t é du point (Ç^ sur la courbe t r a n s -
i 

formée s t r i c te de C dans l ' e s p a c e é c l a t é Z i co r r e spondan t , on a 

a lors * 
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THEOREME DE B E Z O U T . - d e g r é C • deg ré D = L m u l t ^ C • m u l t ^ D . 

2 3 
• Un e x e m p l e . C o n s i d é r o n s la courbe G d é f i n i e par F = TY - X 

2 2 

et la courbe D d é f i n i e par G = Y - X . C es t une cubique (courbe 

de d e g r é 3 ) ayant au point O = ( 0 , 0 , 1 ) un point s ingu l i e r de m u l t i p l i ­

c i t é 2 ( c u s p ) , non s i n g u l i è r e a i l l e u r s . D es t une con ique (courbe 

de deg ré 2 ) ayant au point O = ( 0 , 0 , 1 ) un point s ingu l i e r de m u l t i p l i ­

c i t é 2 ( s ingu la r i t é o rd ina i r e ) non s i ngu l i è r e a i l l e u r s . C et D ont 3 
2 

poin ts d ' i n t e r s e c t i o n s dans P , O = ( 0 , 0 , 1 ) , 0^ = ( 1 , 1 , 1 ) , 

= ( 1 , - 1 , 1 ) , aucun dans des v o i s i n a g e s i n f in i t é s imaux . 

Pour qu 'une courbe E de deg ré N ait une 

1 équa t ion H = AF +BG où A et B sont h o m o ­

g è n e s de deg ré N - 3 et N - 2 r e s p e c t i v e ­

ment , i l es t n é c e s s a i r e que E pa s se par 
0 , 0 , , 0 o ; i l e s t n é c e s s a i r e é g a l e m e n t que 

O 1 2 

^ ù E ait en O une mu l t i p l i c i t é supér ieure ou 

é g a l e à 2 . On v a vo i r que c e l a ne suffit p a s . 

On va montrer q u ' i l e x i s t e une cubique passant par O^ , et O a v e c 

mu l t i p l i c i t é supér ieure ou é g a l e à 2 dont l ' é q u a t i o n H ne s ' é c r i t pas 

A F + B G . En e f f e t , l ' équa t i on d 'une cubique passant par O a v e c mul­

t i p l i c i t é > 2 es t 
H = a x X 3 + a 2 X 2 Y + a 3 X Y 2 + a 4 Y 3 + T ( b j X 2 + b X Y + b Y 2 ) . 

Ecr i re q u ' e l l e pa s se par O j et O 2 impose l e s 2 cond i t ions s u p p l é m e n ­

ta i res : 

a l + 3 2 + a 3 + a 4 + b l + b 2 + b 3 = 0 

e t 

a l - a 2 + a 3 _ a 4 + b . l - b 2 + b 3 = 0 • 

L ' e n s e m b l e des cub iques passant par O a v e c mu l t i p l i c i t é > 2 et O^ 

et O^ es t donc un s y s t è m e l i néa i r e dépendant de 5 paramètres i n d é ­

pendants (car (D es t de ca r ac t é r i s t i que ^ 2 ) 

H = a 1 X 3 + a 2 X 2 Y + a 3 X Y 2 + a 4 Y 3 + T ( b x X 2 - ( a 2 + a 4 ) XY - ( a ^ + b 1 ) Y 2 ) = 0 . 

Par contre l ' e n s e m b l e des cub iques d ' équa t ion 
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A F + B G = X l T Y ^ X ^ + ^ ^ + ^ Y + ^ D t Y ^ X 2 ] 

e s t un s y s t è m e l i néa i r e contenu dans le p récéden t et dépendant seu lement 

de 4 paramètres i ndépendan t s . I l s ne peuven t donc c o ï n c i d e r . 

Par c o n t r e , le s y s t è m e l i néa i r e d e s cub iques passant par O a v e c 

m u l t i p l i c i t é 3 = mult C + m u l t D - 1 , et 0 2 dépend de 2 p a r a m è -

3 2 2 ^ 
t rès indépendants ( c ' e s t a^X + a 2 X Y - a ^ Y - = 0 ) de même que 

c e l u i de s cub iques A F + B G ayant m u l t i p l i c i t é 3 en O , c ' e s t 

2 2 

( | j X + | j Y ) ( Y - X ) . C e s 2 s y s t è m e s c o ï n c i d e n t d o n c . 

§ 1. M O D U L E D U A L I S A N T 

1 . 1 . D E F I N I T I O N . - Soit X un e s p a c e ana ly t ique compact de d i m e n s i o n 
n ; un M o d u l e dua l i san t e s t la donnée d'un Q v - M o d u l e cohéren t 

x 

uuv e t d'un i somorphisme entre l e s fonc teurs (de la c a t é g o r i e des 

fl^-Modules cohéren ts dans c e l l e de s ( D - e s p a c e s v e c t o r i e l s de  

d i m e n s i o n f i n i e ) y — H n ( X , y ) * et. 9 Hom(^ ,uu v ) . 

On a p p e l l e t race tr : H n ( X , t j u x ) — (D l ' é l é m e n t de H n ( X , u ^ ) * 

cor respondant à l ' i d e n t i t é dans Hom(uu v . /tw v) . 
A A 

1 2 
1 .2 . Remarque . - Si tu e t u ) v sont des O - M o d u l e s cohéren t s a p -

X X X 
para issant dans la donnée de 2 M o d u l e s d u a l i s a n t s , i l e x i s t e un unique 

i 2 n 
i somorphisme de O - M o d u l e s cp : tu* >uu v t e l que tr = tr o H (cp) . 

A X X 1 Z 
En e f f e t , cp e s t l ' i m a g e de tr^ dans l ' i s o m o r p h i s m e 

1 9 
H n ( X , w ) * Hom(uu^,(iJ v) provenant de la structure de M o d u l e dua l i san t 

1 X X 
a t t achée à (uj . 

1.2.1. E x e m p l e . Si X e s t une v a r i é t é non s i n g u l i è r e de d i m e n s i o n n , 

on se repor tera à [ 7 ] pour v o i r comment peut ê t re équ ipé d 'une 

structure de M o d u l e dua l i s an t . 
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1.2.2. E x e m p l e . Si X e s t un s o u s - e s p a c e ana ly t ique d'une v a r i é t é 

ana ly t ique compac t e V , n dés ignan t la d i m e n s i o n de V et r la 

c o d i m e n s i o n de X dans V , Cxt*. ( O v / Q ^ ) peut ê t re équ ipé d 'une 

structure de M o d u l e d u a l i s a n t . 

Dén^nsjtrat_ion. - Soit p = n-r la d imens ion de X ; i l s ' ag i t de 

const rui re un i somorph i sme entre l e s foncteurs H P ( X , - ) * et 

r n 
H o m ( - , £ x t ( Q Y , n ) . Soi t i : X — V l ' i m m e r s i o n ( fe rmée) de X dans 

O v X "V 

V ; on sa i t que pour tout O ^ - M o d u l e cohérent 2* , e s t un $ -

M o d u l e cohérent et que 

H P ( X , * ) = H P ( V , i # ( y ) ) 

V étant non s i n g u l i è r e , 0^ a é t é muni non seu lement d 'une structure 

de M o d u l e dua l i s an t , mais donne l i eu à un i somorphisme de dua l i t é en 

toute d i m e n s i o n ; 

H P ( V , i # ( * ) ) * ~ E x t n " P ( V ; i # ( y ) , n 5 J ) ' 

I l s ' a g i t donc de construi re un i somorphisme entre l e s foncteurs 

E x t n " P ( V ; i # ( . ) ^ ) et H o m ( . ,Cxt^(0> x ,ÇFY) . 

Soit 'J?1' la r é so lu t i on de Do lbeau l t d i s t r ibu t ion de . C e 

n ' e s t pas une r é s o l u t i o n i n j e c t i v e de , mais l e s *jF' sont à 

f ib res i n j e c t i v e s et on sa i t que E x t r ( V ; i*(y) / Q^) = H r ( H o m ( V ; i^{9) jF" ") 

pour tout O-^-Module cohérent y . 

On remarque a lors que s i î (sO jF' e s t un morph i sme , i d e n ­

t i f iant
 ljF'* à Wonu {Ox1,

%jF'*) , le morphisme 
U V v 

^(SO Jtonu ( O - , / £ ' ) qu 'on en dédui t se f a c t o r i s e en fa i t au t ravers 

de Hom {&Y/JF' ) . On v é r i f i e que l ' a p p l i c a t i o n 

Hom(V ; i ( y ) / / 1 ' ' ) — Hom(X;y / 34om / . ( C ^ , ' / 1 ' ' ) ) qui en d é c o u l e e s t un 

* X 

i s o m o r p h i s m e . 

r n 
Ext (V ; i^(80 /Qy) apparai t donc comme le r - i è m e groupe de c o h o m o -

• n • 
l o g i e du c o m p l e x e H o m ( X ; y , } J o m (O , £ ' )) . 
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Pour s i m p l i f i e r , posons p ' = îiom Jfr ' ) . Le j - i è m e groupe de 
V 

c o h o m o l o g i e de c e c o m p l e x e , ît J , n ' e s t r i en d 'autre que Zxt1 {O , Ç L ) . 

En e f f e t , pour tout point x de X , l e ge rme en x de # 3 e s t le 

j - i è m e groupe de c o h o m o l o g i e de q u i , Q étant c o h é r e n t , s ' i d e n -

t i f i e à Horru ( O , , , 3 ' ) . M a i s a lors x £ n ' m étant une r é s o l u t i o n 
0_. X , x x x 

V / X , N 

i n j e c t i v e de çp: , c e t t e c o h o m o l o g i e e s t ExtJ ( O y ,£1, ) qui 
V , X C-7y ^ A , X V , X 

es t au s s i le germe en x de & x t ^ ( 0 ^ / 0 ^ ) toujours car 0 ^ e s t 

c o h é r e n t . ^ 

M a i n t e n a n t , V étant non s i n g u l i e r , e s t i somorphe à 0. 
V , X V , X 

On sa i t que cod im O = n-p = r = inf j : E x t ^ ( 0 , 0 ) ^ 0 [81 . 
A , X C7y ^ A , X V , X 

I l s ' ensu i t que if-1 = 0 , O ^ j ^ r - 1 . 

Soit (B.= c3m ^ 1 —- ^ . Nous a l lons montrer que ffi. e s t à f ibre 
J 0 J 0 1 

i n j e c t i v e J l ^ j ^ r ^ par récur rence sur j . Pu i sque ïf = 0 , g £ 

es t i n j ec t i f et (Bi . C ' e s t donc v r a i car = Hom (O / ' . # n ' ^ ) 
1 x Oy x X , x x 

» n 0 ' 
et *Jfr^' e s t i n j e c t i f . Supposons à f ibre i n j e c t i v e . Pu isque 

3^~ 1 = 0 , = Ker — ^ J = © ^ a la même p r o p r i é t é . Par d é f i n i ­

t i o n , 0 ^J""1 ®j 0 e s t u n e s u i t e e x a c t e . £^_^ ^ étant 

un 0 Y -modu le in j ec t i f e s t facteur d i rec t dans $ 1 . On peut donc 
.A. , X X 

éc r i r e ^ i " 1 — £• i V ©CB. / c e qui ent ra îne étant l u i - m ê m e i n j e c -
^ X J — I / X J X ^ x 

t i f que (B. l ' e s t , 
j x 

Nous a l l ons maintenant montrer que étant un 0 - M o d u l e c o h é r e n t , 

k 
H (X,Worru = 0 , v k ^ l , l ^ j ^ r par récur rence sur j ; 

a X J 

(B, = P ° = Hom ( O X / ^ N ' ° ) , H o m ( y f p ° ) - H o m ( i # ( y ) , , 0 ) / ' ^ n ' ° 
V § n Q 

étant f i n , Mom(i^(y) , 3 ' ) l ' e s t aus s i et sa c o h o m o l o g i e es t nul le s i 

k :> 1 . 

De la sui te e x a c t e , 0 — ® j _ ~ * $ 1 (B̂  —̂  0 , on dédui t une 

sui te e x a c t e 0 — î i o m ( y / ( B . ^ ) — M o m ( g f , p ^ " 1 ) #om(£, (B. ) — £ x t l { 9 / C B . ^ ) . 
1 1 ^ J 

5 étant c o h é r e n t , et (Bj_j_ étant à f ibre i n j e c t i v e , £xt~(y , ( B J _ J ) = 0 . 
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On a donc une longue sui te e x a c t e de c o h o m o l o g i e : 

H ( X , H o m ( ? ^ J H (X , #om(!F,(B,)) H ( X , W o m O ? , © . ^ ) ) . 

Le premier terme e s t nul pour la même ra i son que c i - d e s s u s , le dernier 

par h y p o t h è s e de r é c u r r e n c e . 

On en dédui t que Ext 1 { X = 0 , l < ; j < ; r - l . I l e x i s t e en e f f e t 

une sui te s p e c t r a l e pour l a q u e l l e E ^ , q = H P ( X , £ x t q ( y , ( B . ) ) et qui c o n v e r -

g e v e r s Ext*(y , (BJ . y étant cohérent e t a étant à f ibre i n j e c t i v e , 

toujours le même argument montre que £xt q(g?,(B..) = 0 s i q ^ l et donc 

E P , q = 0 . Or E ^ ' 0 = H p ( X , î i o m ( y , ( B j ) ) = 0 s i p > 1 . On a donc 

E P , q = 0 , s i p ^ 0 , q ^ O , E 2

0 / 0 = Hom(*,<B.) et Ext\$,&,) = 0 

s i i > l . D e s 2 su i t e s e x a c t e s : 

0 - <B - £ r - / •* 0 
I i. 

on en dédui t 

r -1 1 
0 — H o m ( » / f f l r _ 1 ) ~+ H o m ( y , ^ ) — Hom(?,CB r ) — E x t (j,a ) 

I l I I 
H o m ( > , £ j ) 0 

0—•Hom (y / f f i ) — H o m ( y , £ ) — H o m ^ , / ) — E x t ^ C B ) 

I I 
0 

r -1 r 

donc Hom(y,(B ) es t l ' i m a g e de Hom(5,p ) — * H o m ( y , p ) et 

H o m ( ^ , 3 i r ) e s t l e r -g roupe de c o h o m o l o g i e de H o m ( X , y , ^ ' ) . A i n s i 

E x t r ( V , i ^ ( 9 0 , f i ^ ) s ' i d e n t i f i e à H o m ( ? , £ x t ^ (ax,Q{J)) . 

1.3 . D E F I N I T I O N . - Dans la s i tua t ion de l ' e x e m p l e 1 . 2 . 2 , so i t x un 

point de X , y i ' - - - , y

n un s y s t è m e de coo rdonnées de V au v o i ­

s i n a g e de x e t supposons que l ' i d é a l dé f in i s san t X dans V au  

v o i s i n a g e de x so i t engendra par une sui te r égu l i è r e f , . . . , . l e  

c o m p l e x e de K o s z u l a s s o c i é à ce t t e su i te fournit a lors une r é so lu t ion  

l ibre de 0 V qui permet de c a l c u l e r E x t ^ • {Q, , ÇL. ) . P r é c i -
A , X Ov A , X V , X 

r r n A , X 
s è m e n t , c ' e s t Horn ( / . (V ,Q ) modulo 

° V , x V ' X V ' x 
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ô ( H o m ^ (/5 x , f i V " — ^ ^ x n o u s noterons f ^ 1 

l ' é l é m e n t de E x t r ( O v / f l ! ) provenant de u € Hom(A raf. /Q, n ) 
X , x A/ ,x V , x V , x 

d é f i n i par u ( e ^ A . . . A e ^ ) = oj . 

1 .4 . P R O P O S I T I O N . - Toujours dans la s i tua t ion de l ' e x e m p l e 1 . 2 . 2 , SI 

o r n 

X e s t non s i n g u l i e r , Q£ et e x t ^ ^ x ' ^ V étant é q u i p é s des 

s tructures de M o d u l e dua l i san t déc r i t s en 1 .2 .1 et 1 . 2 . 2 , l ' un igue 
i somorphisme fiP - * £ x t ^ (O , Q ^ ) commutant aux t r a c e s e s t c e l u i 

X Oy x. V 
dont le ge rme en x e n v o i e dy^ A . . . A dy. sur 

1 *P 

1 fx fr J =
 ( ¡ 1 7 D E T * { \ V L IX f J 

où { j j / . . . / ^ } e s t t e l gue { i ^ } U { ^ , . . . / j ^ } e s t une permuta­

t ion S de { l . . . n } de s ignature a . 

L ' a p p l i c a t i o n i nve r se de cet i somorphisme es t a p p e l é r é s i d u . 

P ^ i ^ ^ J - f Ê ^ 0 ! 1 • " I l s ' a g i t tout d ' a b o r d , r evenan t à la d é f i n i t i o n de 

la structure de M o d u l e dua l i san t sur d ' e x p l i c i t e r la t r a c e , puis de 

la r e l e v e r en une forme l i néa i r e sur H p ( V , i 4 f n ^ ) . On dé termine ensu i t e 

un é l émen t de H o m i i ^ , ' ^ ' 1 1 P ) dont la c l a s s e dans E x t n P ( i ^ Q ^ , Q ^ ) 

lui c o r r e s p o n d . On en déduit un é l émen t de H o m ( i Q P , t t o m {& / A n ' n " ~ p ) ) . 
* A. V 

Un d iagramme chas ing dans le d o u b l e - c o m p l e x e obtenu en éc r ivan t l e 

c o m p l e x e de K o s z u l a s s o c i é à la sui te f ^ / ,f. pour l e c o m p l e x e 

LJ^' permet de l e t ransférer en un é l émen t de H o m ( Q ^ , t t o m ( A r 0 ^ / w ^ ) ) . 

1) On sa i t [7] que £ P ' q étant des ( ^ - M o d u l e s p l a t s , H P ( X , f ^ ) 

e s t le p - i è m e groupe de c o h o m o l o g i e de r ( X , Q^(g>£^ ' ' ) . H o m ( o ^ , Q ^ ) e s t 

le 0 - i è m e groupe de c o h o m o l o g i e de H o m ( X ; Q ^ , £y^'' ) • L ' a c c o u p l e m e n t 

p rov ien t de 

r ( X , ^ ^ ' P ) x H o m ( X ; ^ , ' ^ ' ° ) - (D 

v p 0 , p p 0 , p 
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L ' i d e n t i t é de çR cor respond donc à la forme l i néa i r e sur H P ( X , q ^ ) 

i i j ^ r P 0 / P K - P P a ° ' P - P qui e n v o i e la c l a s s e de L u u v ® r | v sur L u j £ A r | v ou j u v e s t 

vu comme s e c t i o n de m/ 
X 

2) H P ( V , i ^ Q ^ ) e s t le p - i è m e groupe de c o h o m o l o g i e de 

r ( V , ' ) • La t race e s t donc la forme l inéa i r e qui e n v o i e la 

^ P 0 , p n p 0 , p l v 

c l a s s e de E T U J ® r ) v * sur \ ^ x

A r l v l x • 

3) L ' é l é m e n t de H o m ( i ^ Q ^ , £Y'N P ) Qui fa i t cor respondre à o ) P 

une s e c t i o n de i ^ n ^ / I e courant H n ' n ~ p ( u u P ) dé f in i par 

/ T T n , n - p , p x 0 ,p v p p 0 , p , 
( H ^ m ^ h ï i y ) = J ^ A n V

/ F | X 

X 

s ' e n v o i e dans E x t n P ( i ^ Q ^ / ^ ) puis H P ( V , i ^ n ^ ) ^ sur la t r a c e . 

4) Soi t x un point de X . C e t homomorphisme fa i t cor respondre 

à 4 e 1 , é l é m e n t d e H o i V toX,x'^V;x"P) q u i à g € C > X , x 
V , x 

fa i t cor respondre le ge rme de courant H n ' n ~ " p ( u j P ) dont un représentant 

sur un ouver t U de V contenant x a s s e z pet i t e s t dé f in i par 

/ T T
 0 / P \ _ P n P A

 0 ' P | Y 
U N X 

5 ) C o n s i d é r o n s le double c o m p l e x e : 

o - H o m t o v x . H o m ( A R - X , X - ^ : ° X ) X H O I " ( A H , X ' % - ° 

« n , l * T T / r -1 r i n , L T T / r r ' n , L n 

0 ^ H o m t o V x , i > v ; x > — • H o m ( A c y x . , x ' ~ H o m ( A ° V , x ' A ; ,x» ~ ° 

\ I 1 

1 ! ! 

• • • 

t t f 
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Dans ce d o u b l e - c o m p l e x e , l e s l i g n e s n 'ont de c o h o m o l o g i e qu ' en 

d i m e n s i o n 0 car A ' e s t un module in j ec t i f e t c ' e s t 
V F X 

Hoiri (O., / A / ) ; l e s c o l o n n e s n 'ont de c o h o m o l o g i e qu ' en d imens ion 
O X , x V , x 

V , X 
i k. n 

0 car A K O x , e s t un 0_. -modu le l ibre et c ' e s t H o m ( A & , , a . ) . 
V , x v , x V , x ' V , x 

Pour f ixe r l e s i d é e s , supposons que d y ^ A . . . A d y ^ = d y 1 A . . . A d y ^ et 

r r n 

so i t u £ Hom(A O,, ,ÇL, ) dé f in i par u(eA . . .Ae ) = d y , A . . . A d y A d t , A . . . A d f . 

V , x v , x 1 r 1 P 1 r 

1 n r 
Nous a l lons vo i r que ce t é lément se t ransfère dans Hom , A , ' ) 

%,x X ' X V ' X 

en l ' a p p l i c a t i o n qui à 1 fa i t cor respondre l e courant d é f i n i par 

(2iTi)rj ( d y 1 A . . . A d y p ) | X A T , ° ' P | X . 
X 

r—1 r 1 n 0 
En e f f e t , on remarque que u = ôv, où v, G H o m ( A O,, TJ}') 1 1 V , x 

e s t t e l que 

A d y , A . . . A d y Adf-, A . •. A d f r n 

, f x 0 , n . _ 1 P 1 f 0 , n 
( v 1 ( e 2 A . . . A e r ) / T i ) = < v p ,r\ ) 

d e f d y ^ A . - . A d y A d f a... A d f r A n 

l im f 7 — 

- 0 J | f l | . e f l 

v (e. A . . . A e . ) = 0 s i j w . . . , j r _ i n ' e s t pas une permutat ion de 
1 J l J r-1 1 

2,...,c . 

On remarque é g a l e m e n t que u. = d " v 6 H o m ( A f ^cf ,I>n'^) 
-L J. V / X 

es t t e l que 

_ d y 1 A . . . A d y p A d f 1 A . . . A d ^ Q > n _ 

< u 1 ( e 2 A . . . A e r ) , r i ) = ( R e s 1 ,n ) 

d e f d y ] A . . . A d y p A d f ] A . . . A d Ç . A T i 0 ' n 1 

= - l i m [ 7 

^ ° \\=e f l 

= (-1 f " 1 (2 in) | (dy^A.. .Ady p Adf^. . .Adf.) jf=0ATi0' ̂  (£=0 

u (e. A. . .Ae , ) = 0 s i 1 ,...,) n ' e s t pas une permutat ion de 
1 Jj Jr-1

 1 r - 1 

2,...,r . 



- 13 -

0 n "~ 1 
I l suffit en e f f e t de v é r i f i e r que s i R\ € £ ' e t e s t à support 

1 V , x 
compac t dans un v o i s i n a g e a s s e z pet i t de x , 

dy A . . . A d y A d f . A . . . A d f r 

< d " v p ( ) # n ) = 

1 

= ( - l ) P + 1 ( 2 i î l ) J _ d y i A . . ^ d y p A d f 2 A . . . A d f r | f = 0 A ^ | f = 0 . 

f l 1 1 

Or 

dy A . . . A d y A d f A . . . A d f 

< d " v p (
 L),R\) = - < v p ( ) , d "n> = 

H 
d y 1 A . . . A d y p A d f 1 A . . . A d f r A d , , r | 

= - l im f ~ . 

e -0 J | g s e

 f l 

Or f étant une f o n c t i o n h o l o m o r p h e , 

r d y , A . . . A d y A d i A . . . A d f a t h d y , A . . . A d y A d f A . . . A d f A d " n 
, | _ 1 P 1 L _ 1 P 1 r 1 

4 \ J - ~h — • 

En u t i l i sant le théorème de S t o k e s , on t rouve donc 

dy a . . . A d y A d f A . . . A d f Ati 

- l im f -± f 1 — . 
£-0 JX\ = e 1 

Le s o u s - e s p a c e X de V d é f i n i par f^,...,î au v o i s i n a g e de x 

étant non s ingu l i e r de c o d i m e n s i o n r , on peut t rouver un s y s t è m e de 

coo rdonnées sur V dont l e s r - p r e m i è r e s sont f , . . . , f • Nous a p p e l l e -

i6 
rons f ,,,...,f l e s s u i v a n t e s . On a a lors en posant 1 = pe 

r+1 n 1 

dy a . . . A d y A d f j A . . . A d f ^ A r i 2 t t 

f £ — = f dy A . . . A d y Aid0Adf A . , .A df A n 

f i o 1 p 2 

2n n ay x _ _ _ 

= i f ( S " T T ~ d f , ) A . . . A d Ô A d L A . . . A d f A (cp. ( . . . f. , f , / . . . ) df 0 A . . . A d f + . . . ) 
J

0 j = r + l ô f j J 1 r v 1 j j l n ' 

où R\ = TJ cp^ d f A . . . A d ^ A . . . A d f ^ . 

Le domaine d ' i n t ég ra t i on étant c o m p a c t , et tou tes l e s fonc t ions 
00 

c o n s i d é r é e s C , pour c a l c u l e r la l imi t e quand e - 0 de ce t t e i n t é ­

g r a l e , i l suffi t d ' i n t e rve r t i r , c ' e s t donc : 
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2TT R n ôy v _ _ 

i J [ L ^ ( O ^ . ^ n d f j A . . ^ 
0 j = r + l j n J 

= (-lf (21TT) j ( L ^ ( 0 ^ , . . . ^ ) d f , ^ 
j = r + l j n J r r 

= ( - l ) P (2 iTr ) j ( d y 1 A . . ^ d y p A d f 2 A . . . A d f r ) ^ = Q A i 1 | f = 0 

par d é f i n i t i o n de la r e s t r i c t i o n des formes à l ' e s p a c e • 

r -2 r ' n i 
On t rouve ensu i t e v G Hom(A 0 , fi ' ) t e l que u = ôv , 

Ù V / X V / X X Là 

v 2 ( e 3 A . . . A e ^ ) = v p d ^ / ^ ) 

c ' e s t - à - d i r e 

, , / f ) O . n - l . , . . d y 1 A . . . / d y D / d y . . 4 1 f f 0 A T 1 f r 0 
( v p ( u V f ),n ) = l im J (2ITT) —7 

e - 0 | t 2 | S : e , f 1 = 0 2 

v „ ( e . A . . . A e . ) = 0 s i L / . . . / J _ 9 n ' e s t pas une permutat ion de 
2 ) x J._2 1 r ^ 

3 , . . . , r . F i n a l e m e n t , on t rouve u 6 H o m ( o , - ,SX},'C ) t e l que 
r V , x V , x 

< u ( l ) , r , ° ' P > = (2 i r r ) r J d y A . . . A d y | X A T ! 0 ' P | X . 

f f 0 , « = 0 . . . 

En comparant 4) et 5 ) , on t rouve donc le résu l ta t a n n o n c é . 

§ 2 . M O D U L E D U A L I S A N T ET M O R P H I S M E F I N I 

2 . 1 . P R O P O S I T I O N . - Soit X un e s p a c e ana ly t ique compac t de d i m e n s i o n 
n et so i t ai un O - M o d u l e cohérent équ ipé d 'une structure de 

X X 
M o d u l e dua l i s an t . Soit TT : Z X un morphisme f i n i su r j ec t i f . A lo r s 
ftom (TT 0 ^ , 0 ) ) (vu comme Q - M o d u l e ) peu t - ê t r e équ ipé d 'une 

X 

structure de M o d u l e dua l i s an t . 
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D^jnc^]^^trat_ion. - I l s ' a g i t de construire un i somorphisme f o n c t o r i e l 

entre y * - * H n ( Z , y ) * et y >— H o m ( y , îtoiri ( T T , , ^ , U L J ) O Ù y e s t un O -

C/^ * Z A Z 
M o d u l e c o h é r e n t . 

n étant un morphisme f i n i e s t à la f o i s propre et de S t e in . y 

étant un O - M o d u l e c o h é r e n t , W 3 e s t donc un 0 - M o d u l e cohérent et 

Z ** X 

H n ( Z , y ) =̂  H n ( X , n ^ y ) ; uu x étant équ ipé d 'une structure de M o d u l e dua-

l i s a n t , un i somorph isme f o n c t o r i e l entre H n ( X , r r ^ y ) et H o m d r ^ / ^ ) 

e s t d o n n é . 

I l r e s te donc à comparer Hom(n^y , U J x ) et Hom(y ,Worn^ ( n ^ Z ' f J ^ ) ) • 

Or comment construi re un homomorphisme g l o b a l entre n y ê t OL. ? 
•m* X 

On cho i s i t un recouvrement f in i de X par des ouver t s de Ste in U. 

1 

et on construi t des é l émen t s de H o m ^ y C n ^ C U , ) ) / ^ ( U . ) ) qui se r e c o l l e n t 

On remarque a lors que H o m ^ y l n " ^ U . ) ) ,0)^(11 . ) ) e s t canoniquement i s o ­

morphe à HomfytTT"" 1 ! ! ! . ) ) , Horn , . {n^ùAU.) # u i v ( U . ) ) ! . En e f fe t s i cd 

V 1 C/vvU •/ z» 1 X 1 / 

X 1 

e s t un é l émen t du p remie r , on peut lui fa i re cor respondre cp t e l que s i 

f € S K T T ^ U ) ) / cp( f) e n v o i e g G O ^ Ï Ï ' ^ U J ) sur cp(gf) . 

n étant toujours S t e i n , on ob t ien t a i n s i f ina lement un homomor­

phisme g l o b a l entre y e t îiom (n^O^ , u u v ) . 

Z A 

2.1.1. D E F I N I T I O N . - L e s h y p o t h è s e s sont c e l l e s de 2 . 1 . SI x es t un 

rfr - M o d u l e cohérent équ ipé d 'une structure de M o d u l e dua l i s an t , 

on d é s i g n e r a par Tr n : TT*W z — & x l ' homomorphisme c o m p o s é de 

T Î # j u Z — TT^Uom ( T T ^ ( > z / ^ x ) obtenu à partir de l 'unique i s o m o r p h i s -

X 

me commutant à la t race et de n^(î iom ( n ^ O z — . 

X 

2 . 2 . P R O P O S I T I O N . - Soi t n : Z — X un morphisme f in i sur jec t i f et 

i : X — V une immers ion f e r m é e . On suppose Z et V compac t s 

et non s i n g u l i e r s , p dé s ignan t la d imens ion de Z et de X , 

n c e l l e de V et r = n-p la c o d i m e n s i o n de X dans V , 

fz z et iiom ( n ^ 0 z , £ x t ^ ( o ^ o j j ) ) , étant é g u i p é s des structures 

X V 
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de M o d u l e dua l i san t déc r i t s en 1 . 2 . 1 , 1 .2 .2 et 2 . 1 , l 'un ique i s o -

morphisme П Р _ » Й о т ^ ( r y > z , £ x t ^ ( O ^ û j J ) ) commutant aux t r a c e s es t 

X V 

c e l u i dont le germe en z £ Z où тт es t un i somorph isme l o c a l , 

y , . . . , y étant un s y s t è m e de coo rdonnées l o c a l e s de V au 
1 n 

v o i s i n a g e de i ° n ( z ) et_ f ^ , . . . , f étant un s y s t è m e de géné ra t eu r s  

de l ' i d é a l dé f in i s san t X dans V au v o i s i n a g e de i ° T r ( z ) , 

e n v o i e d ( y i ° Ь п )л . . . A d ( y . о р п ) sur le О , , -homomorphisme 

qui à g G 04 f a i t cor respondre l 
ù i z 

( r r ч p d y , A . . . A d y " 

( - 1 ) ° A * ( £ 1 f r } - 1 1 

det-7 , go-rr 
, 0 . лГ ô ( y , . . . / У - ) f л л f (2 in} J ^ J r |^ I Л . . . Л t . 

où 6 = {1..Л ; j . . . j ) . 
1 p 1 r 

PJi 1!^ 1!^!^^! 1- ~ ° n P r ° c è d e comme dans 1 .4 . H P ( Z , Q P ) e s t 

le p - i è m e groupe de c o h o m o l o g i e de r C Z , ^ ® ^ ' ) e t la t r ace e s t la 

forme l i néa i r e gui e n v o i e la c l a s s e de Е ш £ ® г и , Р s u r S Г ш Р л г ] ^ , Р 

ù ù v L Z 
P i • P / о z 

où uu£ e s t vu comme s e c t i o n de fi 

H P ( V , (io TT)^ Q P ) e s t le p - i è m e groupe de c o h o m o l o g i e de 

r ( V , ( i o n ) Q P<S>£^' ) . La t race e s t donc la forme l inéa i r e gu i e n v o i e la 
^ Z V 

^ P 0 ,p p p 0 ,p . 
c l a s s e de ZJ uu^^r iy sur J ш ^ Л Л у ° X ° П " 

L ' é l é m e n t de Н о т ( ( Ь тт) # / *fiy/П P ) qu 'on v a fa i re cor respondre 

à la t race enver ra uu P une s e c t i o n d e ( i o n ) ^ n ^ sur le courant Н П , П P 0 j j P ) 

dé f in i par 

n , n - p , pN 0 , p v « p 0 ,p . 
( H % р , Л у

, н : = J л Лу ° • 
Z 

On en déduit ensu i t e un é l émen t de H o m ( r r # Q P , Й о т {(^,1\/П P ) ) . I l 
Z Oy J\. v 

a s s o c i e à o j P une s e c t i o n de n o P la s e c t i o n de й о т {О / f i n , n P) 
Z * Z C7y A 

qui à f s e c t i o n holomorphe de X sur U fai t cor respondre le courant 
__n,n-p, p* . « p 0 ,p , 

sur U , H Ь ) d é f in i par f о таилл , > ° I ° T T . 
U Z n ( U ) Z V 
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On en dédui t f ina lement un é l émen t de 

H o m ( r £ , i t o m ( n 0 , iiom ( 0 v / . # Î V n P ) ) ) . I l a s s o c i e à u j P une s e c t i o n 

^ 0^. ^ Oy A V Z 

de sur un ouver t de Ste in de la forme rr~ 1 ( U ) où U e s t Stein 

sur X , la s e c t i o n de ttorn ( n „ 0 _ , î t o m ( 0 W J^/N P ) ) qui à g s e c -

% Z ÙV X V 

t ion holomorphe de 0 sur rr" 1 ( U ) fa i t cor respondre la s e c t i o n sur U 
Ù 

de îtom ( 0 , JB\,'N P ) e n v o y a n t f s e c t i o n de 0 sur U sur le 
0y A V A 

courant H n , n " " p d é f i n i par H ( n ? / P ) = f , f o n - g o j P A n , ° / P o i o n . 

V V ' U J ) Z V 

Si donc z e s t un point de Z au v o i s i n a g e duquel n e s t un 

i somorphisme d(y. o io r r ) A . . . A d ( y : o io TT) € çE e s t e n v o y é sur le 
\ p 

O / x -homomorphisme qui à g ^ O ^ fa i t cor respondre l ' é l é m e n t de 
X , T T \ Z / Z i / Z 

itom ( o . . , w ^ ? , n ^ x ) envoyan t f € 0 w , N sur le ge rme de 
®M • t„\ X / m z ) V , I ° T T ( Z ) X , r r ( z ) 

V , io TT(Z) 

courant H n , n " p en iorr(z) dé f in i par 

H ( r i ° ' P ) = [ f o n g d ( y . o i 0 n ) A . . . A ( d y o i o n ) A n ^ , P o i o r r 

où U es t un v o i s i n a g e a s s e z pet i t de TT(Z) dans X pour que n 

so i t un i somorphisme a u - d e s s u s de U . D ' a p r è s la formule de c h a n g e ­

ment de v a r i a b l e s dans l e s i n t é g r a l e s , c ' e s t au s s i 

P f • ( g ° n 1)À(Y\ 0 i ) A . . . A d t y i 0 i ) A n ^ / P o i . 
U 1 p v 

pdy^ A . . .Ady. Adf^A.^Adf n 

Or nous avons montré que 1 P f I se t ransfère dans 
*1 r 

Hom ( 0 V , x / ' A ^ ' 1 1 ^ ^ ) e n l ' a p p l i c a t i o n 
0 V / T T ( z )

 X ' Î T ( Z ) V , T T ( Z ) 

1 — (2iTT)r f d(y. o i ) A . . . A d ( y . o i ) A n ° , P o i 

d 'où le r é su l t a t . 

2 . 3 . C O R O L L A I R E . - Dans l a s i tua t ion de la p ropos i t ion 2.2, cons idé rons  

l ' a p p l i c a t i o n cp : tu .̂ , obtenu par c o m p o s i t i o n des morphismes 

canon iques q£ — TT^q^ TT^(Mom(n^0 z ,uu x)) . Si x e s t un 
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point de X au v o i s i n a g e duquel X e s t une i n t e r s e c t i o n c o m p l è t e , 

e t s i y, / . . . , y es t un s y s t è m e de coo rdonnées l o c a l e s de V au 
1 n — 

v o i s i n a g e de i ( x ) et f^,...,^ une sui te r é g u l i è r e engendrant  

l ' i d é a l dé f in i s san t X dans V au v o i s i n a g e de x , fi^ x — x  

es t l ' a p p l i c a t i o n gui à 

( - l ) a ô ^ f l V T d y l A A d y n l 
d ( y . o i ) A . . . A d ( y i o i ) » — det--? r 

\ P ( 2 i n ) r H I Y L V L f f J 
1 r 1 r 

Démqjistrat_ion. - Au v o i s i n a g e de x , X étant i n t e r s e c t i o n 

c o m p l è t e , le c a l c u l de uu v par la r é so lu t i on de K o s z u l montre que au 

e s t un O - M o d u l e I n v e r s i b l e . D 'au t re par t , l e 0__ -morphisme çR — u> 
X X , x A , X X , x 

e x p l i c i t é c i - d e s s u s au moyen des fonc t ions c o o r d o n n é e s se prolonge ' en 

un | U - m o r p h i s m e y de | U où U es t un v o i s i n a g e o u ­

ver t de x dans X a s s e z pet i t dont l e germe en tout y de X au-

des sus duquel TT e s t non ramif ié coi 'ncide a v e c en déc r i t en 2 . 2 . 

i|/-cp : fi^ | U uû  | U a donc un germe nul sur un ouver t ana ly t ique partout 

d e n s e de U . étant i somorphe à ' c e c i e n t r a î n e Q u e cp = i|/ . 

2 . 4 . C O R O L L A I R E . - Soi t X un e s p a c e ana ly t ique compac t de d i m e n ­

s ion p e t i : X — V une immers ion fe rmée dans un e s p a c e non  

s i ngu l i e r de d imens ion n . Soi t TT : Z — X la no rma l i sa t ion de X . 

On s u p p o s e Z non s i n g u l i e r . 

Soit x un point de X au v o i s i n a g e duquel X es t une i n t e r s e c ­

t ion c o m p l è t e . Soit ^ l ' I d é a l j a c o b i e n de X au v o i s i n a g e de x 

( c ' e s t - à - d i r e y , . . . , y ^ étant un s y s t è m e de c o o r d o n n é e s de V au  

v o i s i n a g e de x e t f , . . . , f . une sui te r é g u l i è r e dé f in i s s an t X , 

l ' i d é a l de 0 V engendré par l e s r -mineurs de la matr ice fef/ôy)). 
A , X 

Soit C = &om ( T T . O ^ / O . , ) le conducteur de TT (TT étant b i m é r o -

X * - 1 

morphe , c ' e s t un O ^ - I d é a l ) . Soi t £ = ^ m ( n * Q ^ ® ( f l ^ ) O^) . 

Z 

Alo r s i l e x i s t e un v o i s i n a g e ouver t U de. x dans X t e l que : 
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P J ™ ° n ^ t r a U o n • ~ C o n s i d é r o n s l e s a p p l i c a t i o n s canon iques 

* P . P 
n Q ) ( - n W - °Z 

I 

T r % ( W o m a ( T T „ O Z , W X ) \ 

I X V 

TT*(Wom^ ( r r ^ O z , u ) x ) ) TT*UJX . 
X 

I c i l ' a p p l i c a t i o n T T * ^ ^ — e s t s u r j e c t i v e . En e f f e t , s i a e s t un 

germe de s e c t i o n de QP au v o i s i n a g e de z Q Ç Z , on peut la p r o l o n ­

ger en une s e c t i o n sur un v o i s i n a g e de TT~ 1 (TT(Z ) ) qui e s t un nombre 
o 

f in i de points z Q , z , . . . , z en la p ro longean t par 0 au v o i s i n a g e de 
-1- s 

z l z s • 

Pour v o i r q u ' i l e x i s t e fi^ TT*U^ rendant le d iagramme commutat i f , 

i l suffit de remarquer que s i a e s t une s e c t i o n de flP sur un v o i s i ­

nage de z 0 U . . . U z s nul le au v o i s i n a g e de ZQ , l ' a p p l i c a t i o n 

TT^Q^ — uu^ e n v o i e l e germe de a en ç v o i s i n de T T ( Z q ) sur la 

composan te i r réduc t ib le de X au v o i s i n a g e de n ( z Q ) dont la n o r m a l i ­

sa t ion es t un ouver t de Z contenant ZQ sur 0 . a s ' e n v o i e donc 

dans n * ( u ) v ) en une s e c t i o n nul le au v o i s i n a g e de z et donc auss i 
X o 

en z puisque TT ( u u v ) e s t 0 - i n v e r s i b l e . 
o X Z 

Pour s imp l i f i e r l e s n o t a t i o n s , nous noterons enco re X un v o i s i ­

nage de x en tous points duquel X es t i n t e r s e c t i o n c o m p l è t e . 

Nous a l l ons maintenant c a l c u l e r l ' I m a g e de TT*Q£ —- TT*uj v de 2 
X X 

f a ç o n s . D ' u n e part dans 2 . 3 , on a donné une d e s c r i p t i o n d i r ec t e de 

— -jUjç . On cons ta t e que l ' i m a g e es t P ' ^ x • L ' i m a g e de 

TT*œ£ — TT*W e s t donc p -TT*uu x . D 'aut re par t , l ' i m a g e de n * d ^ — 

es t Par dé f in i t i on de £ . D e p l u s , uu^ étant un 0 - M o d u l e I n ­

v e r s i b l e Mom ( ï ï , , 0 7 , y u v ) vu comme 0 - M o d u l e e s t i somorphe à 

0 X * Z X A 

ïiorri ( n j > „ , 0 v ) < a _ u v = C ® u u v e t son image dans uu e s t C - w 
L 7 X * Z A 0" x A A A A 
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n*n f £ — Çu étant sur jec t i f , l ' i m a g e de çP dans n%„ e s t donc 
•W* Z Z Z X 

C - O Z - T T ^ j d x e t c e l l e de .&-Q z , ^ - C - C ^ T T * ^ . On a donc f ina lement 

^ • C - O z r r * u u x = p-O Z -TT 4 ( , uu x e t TT*ID x étant i n v e r s i b l e . f r C - O z = ^-C^ . 

2 . 5 . C O R O L L A I R E . - D e s c r i p t i o n ana ly t ique du conducteur : l e s h y p o t h è s e s  

sont c e l l e s de 2 . 4 . Au v o i s i n a g e de x , l e s ge rmes de p - d i f f é -

r e n t i e l l e s méromorphes sur X gui se remontent sur Z en une p -

d i f f é r e n t i e l l e holomorphe au v o i s i n a g e de TT * ( X ) sont c e u x de la 

dy^ A . . . A d y i 

forme a — ^ f y ~ ^ ̂  { V " - / ^ } U { j ^ . . . / j f ] = { l . . . n ) e t a £ . 

ô ( y . . . y ) 
J l Jr 

On dit gue c e s d i f f é r e n t i e l l e s sont de 1ère e s p è c e . 

D é m o n s t r a t i o n . - Soit K l ' anneau to t a l de f rac t ions de o . . X ,x 

L e s ge rmes de p - d i f f é r e n t i e l l e s méromorphes sur X sont l e s é l é m e n t s 

de çPr ® K . Soi t z, ,...fz l e s points de Z a u - d e s s u s de x 
C>x 1' s 

et so i t K< l e corps des f rac t ions de . On sa i t que K = © K . . 
1 Z , z . i 

i 

Un é lément de X ® K abouti t dans ^ s i e t seu lement dans 

m r ® K. i l abouti t dans Im : l £ — ( r r * u O c ' e s t - à - d i r e 
X , x O x x i Z t z i X z t 

{C-Orj) (TT*U ; v ) puisque f £ n * u u v e s t i n j ec t i f . 
Z Z | À Z | Ù A 

Un t e l é l émen t s ' é c r i t dy. A . . . A d y ^ <g> h où h = © h . , h . Ç K . . 
X l P i J J 

! ô ( f r . i r ) r d y 1 A . . ^ d y n 

Dans uu„ ® K . i l s ' e n v o i e sur — —, : I I <g> h. et 

X ' X 1 (2iTT) r S ^ - V L f r . - f r J 1 

c e c i appart ient à (C-(5„) uu., ® 0 „ s i et seu lemen t s i 
Z z t X , x o - x Z , z t 

a ( f r . . f ) ô ( f 1 . . . - 4 ) 
h. L > 6 ( C - O J • Or C = e ( C l ) . D o n c h - r - — r 6 C . 

1 ôty: . . . y . ) Z z i .c Z z . M Y j / . . . / Y j ; x 
J l Jr 1 r 
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2 . 6 . C O R O L L A I R E . - L e s h y p o t h è s e s sont c e l l e s de 2 . 3 . I l e x i s t e un 

• D 0 
morphisme in j ec t i f de Q- - M o d u l e s С : uu ' д / rendant l e 

A л X * Z 

diagramme : 

P Tr TT 
T T * n z " 

I 0 X • 
, , d y . о i o г т л . . . A d y . ° i o r r 

r d y 1 A . . . A d y n - j a ^ ' i 
C e morphisme e n v o i e sur ( - l ) ( 2 i r r f v p JZ r r 

L f f J ô l t i V 
1 r det —7 г 

où t ^ . . . Д р } и { ^ . . . 1 г ) = { 1 n } . 1 Jr 

D é m o n s t r a t i o n . - Nous avons vu que uuw = £ x t r ( ф . , , с Л e s t le X o v X Л/ 

r - i è m e groupe de c o h o m o l o g i e de Wom (ф , А / ) . Soi t £ l e s r - c y c l e s 
V r 

de ce c o m p l e x e . I l e x i s t e un morphisme naturel de 0- - M o d u l e s : 
A 

n ' ^ P ' 1 _ M o m ( 0 ^ / ^ / l 4 r ) . Si U e s t un ouver t de X et s i H P / 1 

* Z О X V 
-1 

e s t un ( p , i ) courant sur TT ( U ) , on lui a s s o c i e Г homomorphisme de 

O x | U dans l ô ^ / 1 + r | U qui f s e c t i o n de 0 ^ sur V ouver t inc lus 

dans U a s s o c i e G ^ / 1 + r t e l que 

n , i + r 0 , p - i _ p , i 0 , p - i ч 

( G y , n v ) - ( H , fon-n o t t ) 

où Л у / Р * e s t u n e f ° r m e ( 0 , p - i ) à support compac t e dans V . 

n é t a n t f i n i , тт^ e s t e x a c t e t ^ # 0 ^ e s t I e 0 - c y c l e du c o m p l e x e 

TT ' . 1 1 s ' e n v o i e donc nature l lement dans £ et on a un d iagramme 
•M" Z r 

commutatif 

тт #п£ - £ f 

Le c a l c u l fai t en 2 . 2 montre par a i l l eu r s que l ' a p p l i c a t i o n , J UX 

obtenu en composant la f l è c h e тт^П^ — £ f a i n s i obtenu a v e c la p r o j e c ­

t ion de £ sur ud v n ' e s t r ien d 'autre que T r n . 

r X 
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Nous avons montré d 'autre part que l ' a p p l i c a t i o n 

P P TV TT 
~*" ^ V ^ Z e n v o i e d ^ y i ° i ) A . . . A d(y. o i ) sur 

1 j? 

( - D ° . , 5 ( f i V r d y i - d y n ] l 0 ^ 
det 77 : r r . ( 2 . 3 

( 2 i n ) f Ô ( Y J 1

y J r

) L f l - f r J 

L ' a p p l i c a t i o n — n^n^ - * T T ^ P , ° e n v o i e d(y. o i ) A . . . A ( d y . ° i ) sur 

1 r\ „ P 

le courant H sur U pet i t v o i s i n a g e de x qui à r ) ^ ( 0 / P ) forme 

C à support compac t dans TT ( U ) a s s o c i e 

( H , n J ' P ) = J D(YI ° i ° T r ) A . . . A d ( y i ° i o n ) A r u ' P 

n - ' W ) 1 P 

uu^ étant un o ^ - M o d u l e i n v e r s i b l e , on déterminera donc un ( ^ - m o r p h i s m e 

w v - ^ t T j i . - ^ ' ^ fa i san t commuter le d iagramme indiqué en e n v o y a n t 

[d y A . . . A d y -i dy. °ioTTA...Adyj[ n o n 
sur le courant ( - l ) a ( 2 i n ) v p —^—77 t-t qui 

r f J ôlf , . . . , f ) 
1 r det —7 . ° 10 TT 

ô(y-i , . . . , y j ) 
0 , p ] 1 r 

e n v o i e par dé f i n i t i on ru sur 

0/P 
d y o lo TT A . . . A dy: o 10 n A Tir, 

l im / 7- — 

a ( f r . . f f ) a ( y v . . y j ) 
d e t - ; J s se 1 r 

1 

§ 3 . A P P L I C A T I O N S AUX COURBES REDUITES SUR UNE SURFACE N O N 

SINGULIERE 

L e s cond i t i ons d ' a p p l i c a t i o n s de 2 .4 et de 2 .5 sont en pa r t i cu l i e r 

s a t i s f a i t e s s i X es t une courbe dans V surface non s i n g u l i è r e et 

Z — X sa n o r m a l i s a t i o n . 
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3 . 1 . P R O P O S I T I O N . - Dés ignan t par A la m u l t i p l i c i t é en x de 

l ' i d é a l j a c o b i e n de X , par c la m u l t i p l i c i t é en x du c o n d u c ­

teur C , n la m u l t i p l i c i t é de l ' i d é a l maximal et r l e nombre  

de c o m p o s a n t e s ana ly t ique ment i r r éduc t ib les de X en. x 

A = c + n - r . 

D é m o n s t r a t i o n . - Soit , . . . , z l e s po in t s de Z a u - d e s s u s de 1 s 

x . Si I e s t un o - i d é a l sa m u l t i p l i c i t é e s t é g a l e à la somme des 
A , x 

m u l t i p l i c i t é s des L.O„ . De 2 . 4 , on t i re que 
Z , z i 

A = L mult Cft.C.oJ = £ mult - C - O - „ ) . 

Or l ' i m a g e de QÀ <g>0 e s t ^ et a pour m u l t i p l i c i t é 

À , X ¿1 , Z ^ ^ j , Z j ^ Zj^ 
n . - l où n. e s t la m u l t i p l i c i t é de la composan te i r réduc t ib le X. se 

1 1 i 
r e l e v a n t par z . . Soit c . = mult ZO„ dans O„ , on a c = E c i i i Z , z i Z , z . 1 

et 

A = TJ n ^ l + c . = c + n - r . 

3 . 2 . P R O P O S I T I O N . - Soi t X une courbe rédui te dans V surface non 

s i n g u l i è r e , x un point de X et. TT : X^ X l ' é c l a t e m e n t de x . 

Soit x , . . . , x l e s points de X 1 a u - d e s s u s de x . On c o n s i d è -
l s J-

re Tr rr : TTJD V — uu v . Soit ( y 1 , y 0 ) un s y s t è m e de coo rdonnées 
* X-^ A 1 Z 

l o c a l e s de V au v o i s i n a g e de x et, f une égua t ion l o c a l e de 

X . On suppose l ' a x e des y 2 non tangent à X . Soit p : W — V 

l ' é c l a t e m e n t de x . , un s y s t è m e de coo rdonnées de W 

dans un v o i s i n a g e de p ' - ^ x ) t e l gue y ^ p = et y ^ p = . 

Soit (0 , a , ) . . . (0 ,a ) l e s c o o r d o n n é e s de x, , . . . , x 0 . Dans ce v o i -
1 s i s 

s i n a g e , s i n e s t la mu l t i p l i c i t é de X en x , X^ es t dé f in i 

par f ^ , ^ ) = \ f ( Y l / Y l Y 2 ) . 

Y l 
1 , 2X 

Iden t i f ions enf in comme dans 1 .3 , tu = £xt (O , a ) au Q -
——- ^ ^ ̂  Q A V X A , X 

r d y i A d y 2 l 1 2 
module l ibre engendré par I J e t u j v = Êxt (0 , 0 . . ) au 

t , x . a w X j w x . 
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r d Y l A d Y 2 l 

O -modu le l ibre engendré par . 

1 , X i 1 

Le ge rme en x de_ Tr TT : © u u v — u ) v e s t l ' a p p l i c a t i o n 
yv. / X , X / X 

qui à 

, r d Y l A d Y 2 l n - K > r d Y l A d y 2 l 

où © h . € ©o.r c © K . = K anneau to t a l de f rac t ions de ( V 
— î X- ,Xj^ i X , x 

D e n p n s t r a U o n . - Soit TT̂  : Z X^ la no rma l i sa t ion de X^ et 

so i t n = TTJ°TT . L e s h y p o t h è s e s de 2 .1 sont s a t i s f a i t e s a v e c TT̂  / TT 

et n . L e s morphismes t r aces r e spec t an t l e s structures de M o d u l e 

d u a l i s a n t , le d iagramme 

i V T r V 
n *"z " T T * ( u j x 1

) 

^ T ^ n ^ X ^ ^ T r n 

e s t commutat i f . 

D 'aut re par t , on a un d iagramme commutat i f é v i d e n t : 

1 dn 1 

"x -

^ 1 

e t Z étant à la f o i s la no rmal i sa t ion de X e t de X^ , la p r o p o s i t i o n 

n „ w , 1 1 T r n 
2 .3 déc r i t e x p l i c i t e m e n t cp : 0^ —- ^ e t 

1 1 Tr r r 1 

cpj : Q X ^ • « u X i 

donc 

: V Î ^ n * " z ^ V X j • 

On obt ient donc cp = Tr n ° TT ĉp̂ o dn , ce qui ent ra ine : 
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i ô y 2 L f J 

s r c ô F r d Y A dZ . . - i 

où Z 0 . = Y -a , e t Y. ,Z e s t un s y s t è m e de coo rdonnées sur W 
2 j 2 j 1 2j 

au v o i s i n a g e d e X j et F

1 ^ Y

1 ' Z 2 j ^
 = V Y l / ( X j + Z 2 j ^ ' ° n a a l o r s 

ôF 

De la dé f i n i t i on de la structure de 0 W -modu le de (n jn ) = 0 n 
X , x * x X. , x . 

on t i re que J 

s
 a F i r d Y i A d z 2 j l i af , s r

d Y i A d Y 2 l 

et ( T r n ) étant 0__ - l i n é a i r e , on a donc 
x X , x 

L f J ~ Tn-Ï" iyT 1 , Y 2 x ® L f J • 
£ y ^ Z J— 1 1 

uu étant l o c a l e m e n t l ibre de rang 1 et X étant r é d u i t e , (y , y ) 
X ôy^ 1 2 

n ' e s t pas d i v i s e u r de z é r o dans 0-,, et donc 
X , x 

s r d V d Y 2 l n - i r d y l A d y 2 l 
(Tr TT) X © | J = V l [ f J . 

]=1 1 

Nous remarquons maintenant comme en 2 .4 que 

T T ^ T r r r : ^ T T ^ X T T % x se f a c t o r i s e au t r ave r s de l ' a p p l i c a t i o n canonique 

T T * T T ^ t t > x uu^ ( toujours parce que uu^ et sont i n v e r s i b l e s ) et 

on a un diagramme commutât if : 
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^ ^ x ^ TT*TT*TT#u,x1—* T T ^ x 1 

Tr tt T i # T T * T r r r ^ / 

uu^ *~ T T ^ T T l t ) ^ 

où la c o m p o s é e des 2 f l è c h e s h o r i z o n t a l e s du haut e s t l ' i d e n t i t é . Le 

diagramme tt*ît„uuv —*~ u ) v

 e s t au s s i commutat i f ; l ' é l é m e n t 

i / S 

(jSi l fx Jj 0 1 d e ( r r
 " A ^ x í ~ ( e j " V ^ ®a X ; X % , x . s ' e n v o i e 

f d Y l A d Y 2 l , , . n - i r d y i A d y 2 l ^ 1 . 
sur Ç uu , i l s ' e n v o i e sur y S i dans 

L I J , X^ 1 L I J 

( n * u u Y ) = u u v (g aY v • L ' a p p l i c a t i o n oj — > o j y ®o e s t 
À A , X l ' i A ^ / X . A , X A ^ / X^ 

r d Y l A d Y 2 l r d y l A d y 2 l n-1 
donc c e l l e qui e n v o i e [ f J s u r [ f J ® ^ ° n ) • S i d o n c 

r d Y l A d Y 2 l 
0, h, r 6 ( t l u j v ) / l ' i n j e c t i o n canonique de uu — TT T T * U U V 

j j L l ^ J ' W ' A ^ x A i* A 

n-1 r d y i A d y 2 l 

e n v o i e son image par Tr n sur © . . ( y ^ o n ) h. ® |̂  ^ J dans 

(TT T T * U U v ) = (©. O v ) ® uu . C e t é l émen t appart ient donc en 
# X x 3 Xj / x^ 0 ^ ^ X , x 

fa i t à uu,, i . e . 0 ( v o n ) 0 " 1 ! ! . € 0 W ce qui é ta i t le résu l ta t a n n o n c é . 
X , x 1 J X , x 

3 . 3 . C O R O L L A I R E . - Soit = H o m ( ï ï ^ , ( > x ) l e conducteur de 

(vu comme un & - I d é a l : ( V O v

 = M n où M es t l ' i d é a l 
X 1 A-^ 

m a x i m a l de X en x . C = n ( M 1 1 " 1 ^ . . ) . 
1 # A ^ 

PJl^^JíEi 1?! 1
 • L ' i m a g e de ' j j ^ dans t t*u^ e s t C^'C^ ' " ^ x 

En e f f e t , n * r r „ u u v — u j v étant su r jec t i f , c ' e s t la même que c e l l e de 
X l X l 

TT^TTWdJx ~" ̂ x * ° r 7 1 «^x ^ ^ ® ̂ x e t s o n i m a g e d a n s J^x e s t 
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C 1 -ti)v . Cr nous v e n o n s de v o i r que uuv — m ^ q v e n v o i e 
1 A X l ' X i X ' X X l , X i 

r d Y l A d Y 2 l n - i r d y i A d y 2 l 

^ J sur ( y ^ n ) |̂  ^ J . On cons t a t e donc que 

- O v = ( y , ° T T ) N 1 O v . Or y e s t l ' équa t i on l o c a l e du d i v i s e u r 
1 / X i 1 / X i 

e x c e p t i o n n e l sur X . [ y . 0 n i 0 V = . De même d u u v 

1 1 A - ^ , X ^ A ^ / X^ 1 A , X 

es t l ' i m a g e de (Tr n) . Or (TT M 1 1 " 1 ^ ) = © y ? " 1 ^ 
X w A 2 X 1 A-̂  / X 

3.4. C O R O L L A I R E . - e g ^ O f c ^ / C l x - = € g © 0 ^ x / c 1 = n ( n - l ) . 

D é m o n s t r a t i o n . - On a vu que C- = TTJM 1 1 . On a donc à ] # X 

c a l c u l e r 

= 1R r g < D ^ c 1 , x 1

/ y r \ 1 # x i • 

O r , s i E d é s i g n e le d i v i s e u r e x c e p t i o n n e l p - 1 ( x ) sur W dé f in i par 

y en x^ , on a jus tement 

r » < E < V . * - / V " " ' ' V * i = ' " " " « ^ l ' x i • 

I l 1 1 1 

On v é r i f i e que ( E , X , ) e s t é g a l e à la somme des m u l t i p l i c i t é s des 
x i 

c o m p o s a n t e s ana ly t iquement i r réduc t ib les de X se r e l e v a n t par x . 

et donc ( E , X j = £ ( E , X ) = n . D ' o ù 
1 x . 1 x i 

î 

*G{"*%Vci*= n ( n _ 1 ) • 

3.5. Remarque . - Si X e s t une courbe rédui te sur une surface non 

s i n g u l i è r e , Lê dans [61 e t T e i s s i e r dans [131 démontrent le théorème 

2.5 r e l a t i f à la d e s c r i p t i o n ana ly t ique du conducteur en const ruisant 

une déformat ion de X a u - d e s s u s de (C ayant la propr ié té d ' a v o i r une 

r é so lu t i on s imul tanée très f a i b l e et t e l l e que la f ibre géné r ique n 'a i t 

que des s ingu la r i t é s o r d i n a i r e s . 
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§ 4 . LE THEOREME DE GORENSTEIN 

4 . 1 . T H E O R E M E . - Soit X une courbe rédui te dans V surface c o m p a c -

1 2 

te non s i n g u l i è r e et so i t uû  = & x t ^ (O -^ /Q^) son M o d u l e d u a l i s a n t . 

I l e x i s t e un i somorphisme entre l e s fonc teurs (de la c a t é g o r i e des 

Q.; - M o d u l e s cohéren ts dans c e l l e de s ( D - e s p a c e s v e c t o r i e l s de 
0 

d i m e n s i o n f i n i e ) y H ( X , $ ) et У — Ext (t?,ti) v ) . 
x 

^àlïPJ^L^\}2ï}L • ~ Nous a l l ons tout d 'abord montrer : 

4.1.1. L E M M E . - ë x t ? ( O v / a 2 ) = 0 . 
O v X "V 

О étant un O._ - M o d u l e c o h é r e n t , le ge rme en x de ce M o d u l e 
X V 

es t E x t 2 ( O v , П 2 ) . Soit f une équa t ion l o c a l e de X au v o i s i -
O X , x V , x 

V , X 
nage de x et cons idé rons 

0 — 0V/ ^ 0V/ — O v — 0 V , x V , x X , x 
2 

la r é s o l u t i o n de K o s z u l de о . Ext e s t le 2e groupe de c o h o m o -
Л . , X 

l o g i e du c o m p l e x e 

0 _ H o m fcv#x,4/X> - * H o m c > v Ч , х ' 4 , х } ° -
V / X V f X 

donc 0 . 

R e v e n o n s au théorème 4 . 1 . Soit i : X V l ' i m m e r s i o n de X 

dans V ; y étant 0 - cohé ren t iA9) e s t un O , . - M o d u l e c o h é r e n t , et 

0 
on sa i t que H^(X,J?) = H ( V , i ^ ( y ) ) . D 'aut re par t , on sa i t qu 'on a un 

2 2 
i somorphisme entre H ° ( V , i # ( y ) ) * e t Ext ( V , i ^ ( £ ) , f i ) . I l s ' a g i t donc 

? 2 
de const rui re un i somorphisme entre l e s fonc teurs Ext ( V , i ( « ) / Q ) et 

1 v 

E x t i ( # /ju ) . 

1 2 , • 
Comme en 1 . 2 . 2 , so i t £ ' la r é s o l u t i o n de D o l b e a u l t d i s t r i -

2 1 2 . 
bution de a . Bien que £ ' so i t seu lement à f ibre i n j e c t i v e , on a 

? 2 9 « 2 • 
montré que E x t * ( V , , f ^ ) = H z (Hom(V ; , £ ' ) pour tout C ^ -

M o d u l e cohérent y . D 'aut re part i étant S te in 
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Hom(V ; i # (y) ' ) = H o m ( X ; y , W o m ^ {O^/JB^'')) comme on a d é j à vu 

en 1.2 .2 e t 2 . 1 . V 

Pour s i m p l i f i e r , posons p ' = îiom ( O v , A ' ) vu comme O -
Oy A V A 

M o d u l e . Comme en 1 . 2 . 2 , 0 V étant c o h é r e n t , le i - i è m e groupe de 

2 
c o h o m o l o g i e j i 1 de ce c o m p l e x e e s t Êxt ( O v , a . ) . On a donc en 

1 2 1 2 
par t i cu l i e r JJ = u u v e t JJ = 0 . Soit £ = Ker j > c j . Pu isque 

2 
jt = c9 2 / Im J 2 = 0 , la su i te : 

1 2 
0 — £ — j — c9 ^ 0 

es t e x a c t e . 

Par d é f i n i t i o n , de Ext , nous en dédu i sons une sui te e x a c t e 

H o m ^ j 1 ) — • H o m ( y , j 2 ) — • Ext 1 (y ,£ ) — Ext *(y, J 1 ) . 

• 2 • 

Le même argument de su i te s p e c t r a l e u t i l i san t que £ ' e s t f in et à 

f ibre i n j e c t i v e montre que E x t * ( y , j * ) = 0 . 

Posant maintenant & = / et cons idéran t la su i te 

e x a c t e 

0 — A — £ — H 1 = ( J J X — 0 

on en dédui t que 

E x t ^ y , ^ ) — E x t 1 ^ , ^ ) — E x t 1 ^ , ^ 1 ) — E x t 2 ( y , ( B 1 ) . 

I l suffit maintenant de se r appe le r qu 'on a montré ( 1 . 2 . 2 ) puisque 

Ext*(y , ( 6 ^ = 0 s i i 2> 1 . 

4 . 2 . C O R O L L A I R E . - Soit F un - M o d u l e de longueur f i n i e , F* 
2 A , X 

et Ext ( F , o u „ ) sont i s o m o r p h e s . 
— 0 V X , x 

X , x 

D é m o n s t r a t i o n . - On app l ique 4 . 1 a v e c le module cohérent y 

y = F et y = 0 , y ^ x . 
x y 



- 30 -

4 . 3 . C O R O L L A I R E . - Soit n : — X un morphisme f in i induisant un  

i somorph isme de X ^ - r T 1 ( x ) —* X - x . Soit = Mom(n^C^ , 0 ^ ) le 

conducteur de n (vu comme un O ^ - I d é a l ) . 

D é m o n s t r a t i o n . - On c o n s i d è r e d ' abord la sui te e x a c t e de O -X 

M o d u l e s : 

En t enso r i san t par uu qui es t un O - M o d u l e i n v e r s i b l e , on ob t ien t e n -
X X 

core une su i te e x a c t e : 

0 - C X ® - U ) X - V C 1 % ° » X ~ ° ' 

X x 

Par dé f i n i t i on de Tr TT ( 2 . 1 . 1 ) , c e t t e sui te s ' i d e n t i f i e à : 

1 X 

On en déduit une longue sui te e x a c t e : 

o H ° { T r T T ) 0 0 
0 - H ( X , I T # U ) X ) • H ( X , o u x ) - H ( X , O X / C 1 ® Q ujç) -

1 X 

- H ^ X . T T ^ X ) H ( T R N ) - H ^ X , ^ ) - H ^ x ^ / q ^ ^ 
1 X 

rr étant S t e i n , 

H ° ( X , n ^ x ) = H ° ( X 1 ( U J x ) = E x t ° ( O X , u ) x ) 

H ^ r r ^ ) = H ^ X ^ ^ ) = E x t 1 ^ ,tu x ) . 

D e m ê m e , 

H ° ( X , w x ) = E x t ° ( a x , i u x ) e t H ^ X , ^ ) = E x t 1 (0^,11^) . 

Par dua l i t é ( 1 . 1 et 4 . 1 ) 

E x t 0 ( e x , u u x ) - H ^ X , ^ ) * , E x t 0 ^ , u u x ) - H 1 ^ ^ ) * , 

E x t 1 ^ , ^ ) - H ° ( X , a x ) * et E x t 1 ^ , ^ ) - H 0 ^ , ^ ) * . 
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La longue su i te e x a c t e d e v i e n t donc : 

0 — H 1 ^ , ^ ) * - ^ H 1 ( X , O X ) * - ^ H 0 ( X / O x / c i ^ u u x ) — 

— H ° ( X 1 , O X ) * - ^ H ° ( x , a X ) * - ^ H 1 ( x , o x / c 1 ® ( : > w x ) 
1 X 

On cons t a t e enf in que O v / C 1 ® uu v e s t un 0 - M o d u l e de support x ; 
X 1 X A 

c e c i entrarne que H ° ( X / O V / C 1 <a u u v ) = ( O v / c J » uu v 

X 1 O A A 1 X O X , X 
^ X X / x 

H ( X , o / C 1 0 ( jd v ) = 0 . Toutes l e s f l è c h e s étant c o m p a t i b l e s à la dua -
X 1 X 

lite, c e l l e s ob tenues dans la dern iè re sui te e x a c t e sont l e s f l è c h e s c a ­

noniques . 

On sa i t que H ° ( X 1 , 0 V ) = CD = H ° ( X , a v ) . 
1 A^ A 

H ° ( X 1 ,O ) * — - H ° ( X , 0 v ) * — 0 étant e x a c t e , c e t t e f l è c h e es t un i s o -
1 X | X 

morph i sme . 

Enf in , UL, étant i somorphe à , on en déduit : 
X , x X , x 

C g O x x / C j X = r g œ H ^ X , ^ ) - r g Œ H 1 ^ , ^ ) . 

On c o n s i d è r e maintenant la su i te e x a c t e de O - M o d u l e s 
X 

0 — • O„ — • T\JX, — • TT O v /(X- —*~ 0 e t o n e n dédui t une longue sui te 
X l * 1 

e x a c t e : 

0 ^ H ° ( X , C > X ) - » - H 0 ( X # T T # C > X ) - * H 0 ( X , n # O x / 0 ^ ) — H 1 » ^ ) — 

^ H ^ X , n ^ O X ) ^ H ^ X , n / > x / o x ) . 

Comme c i - d e s s u s , H ° ( X , 0 x ) - Œ , H ° ( X , T y > x ) = H ° ( X 1 , ( > x ) - (D et 

la f l è c h e étant i n j e c t i v e e s t s u r j e c t i v e . D e m ê m e , TT o v étant 

* A^ A 

concen t ré en x , H ° ( X , T T ^ ( > X / O ) = $ g [ T T ^ 0 x / O x l x / ^ ( X , ^ ^ / ( ^ ) = 0. 

Alor s 

e g [ n , 0 X i / 0 x ] x = r g Œ H 1 ( X , O X ) - r g Œ H 1 ( X 1 , 0 ^ ) . 
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4 . 4 . C O R O L L A I R E . - Soi t n : Xĵ  — X l ' é c l a t e m e n t de x , j e 

conducteur de TT , n la m u l t i p l i c i t é de X en x . 

« g < * , x / C l , x = ^ " . O x / ^ x = r g ( D H l ( X ' a X ) " ' V ^ l ' ^ = ^ * 

D é m o n s t r a t i o n . - C ' e s t une c o n s é q u e n c e immédia te de 3 . 3 , 4 . 3 

et de l ' a d d i t i v i t é de la longueur . 

4 . 5 . C O R O L L A I R E . - = . 

ÇÉIFPJ^J-E^SI}9 " D e 3 . 2 et 3 . 3 , on dédui t tout de sui te que 

M^R

 1 —* d . En e f f e t , so i t h 6 M ^ " " 1 et s o i t , en u t i l i san t l e s no t a -
X , x 1 X , x -

n-1 
t ions de 3 . 2 , h. le germe de hon en x . . Pu i sque h 6 M et 

1 1 X , x 
que M „ F se r e l è v e en un d i v i s e u r engend ré au v o i s i n a g e de x . par 

X , x 1

 1 

n-1 
y- , i l e x i s t e g. £ 0 V t e l que h. = y g . . D ' a p r è s 3 . 2 

1 ^ X ^ , X^ l l l 

, v r d Y l A d Y 2 l n - l , , r d y l A d y

2 l . r d y l A d y 2 l 

T r n t e g . ) [ ^ J = y j (e g , ) L £ J = h L f J ' 

Or l ' i m a g e de (Tr n) e s t C 1 ; donc h £ C . I l suffit donc de 
x 1 , x 1,x 

montrer que ZG 0 X X / M x x = n ( n - 1 ^ 2 • ° r 

2 g a x , x / M X , x = J 0 * g ' 

Soit gr X = © m V m 1 * 1 ; on sai t que 
x 

g r x X = Œ [ y i , y 2 ] / ( y 2 - a i y i ) 1 . . . 5 

où a . sont l e s pen tes des t angen te s à X en x e t n = S n, , On a 

donc £g 0 V / M ^ 1 = *t monômes y ? y ? / a + 3 ^ n -2 

X, X X , X 1 L 
, n - 2 + 2 . _ ,n. _ n ( n - l )  

[ 2 j ~~ V 2 

4 . 6 . C O R O L L A I R E . - Soit X une courbe sur une surface non s i n g u l i è r e 

et so i t n : Z X sa n o r m a l i s a t i o n . Soit C le conducteur de n . 

Soit x un point de X , n la m u l t i p l i c i t é de X en x et so i t 

x . , i = l.. .r l e s points inf iniment v o i s i n s de x . Soit n i 

î 1 
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la m u l t i p l i c i t é de X en x . ( c f . In t roduct ion) 

6 x = « g ( T T # o z / c ^ ) x = * g o X / X / c x = S Q ^ - - > 

E 6 = r g H ^ î - r g H l ( Z ^ z ) . 
x€ S i n g X 

Djéjnc^i^^tra^ion. - Par récur rence sur le nombre d ' é c l a t e m e n t s de 

poin ts à fa i re pour d é s i n g u l a r i s e r X , la première sui te d ' é g a l i t é s e s t 

une c o n s é q u e n c e immédia te de 4 . 4 , 4 . 3 et de l ' a d d i t i v i t é des l o n g u e u r s . 

De m ê m e , la 2e sui te e s t c o n s é g u e n c e immédia te 4 . 3 . 

§ 5 . LE THEOREME A F + B G DE MAX NOETHER 

5 . 1 . D E F I N I T I O N . - Soit X une courbe rédui te dans une surface l i s s e  

compac t e V . Soi t n : Z — X la normal i sa t ion de X et so i t 

C = Kom(n 0 7 , ( L ) le g - I d é a l conducteur . Soit S le Q - I d é a l  

r e l e v a n t C dans o . Soi t D un d i v i s e u r e f f e c t i f dans V . 

On di t que D es t une adjo in te de X s i l ' I d é a l O y ( - D ) e s t  

inc lus dans £ . 

5 . 2 . T H E O R E M E . - C a r a c t é r i s a t i o n g é o m é t r i q u e des ad jo in te s : l e s  

données sont c e l l e s de 5 . 1 . Soit x^ ,. . . ,x l e s poin ts s i ngu l i e r s  

de X dans V . Soit n i la mu l t i p l i c i t é de X en x . . Soit 

TT : V j — V l ' é c l a t e m e n t des points x^ , . . . , x ^ dans V et 

E = n ~ 1 ( x . ) la composan te i r réduc t ib le du d i v i s e u r e x c e p t i o n n e l  

a u - d e s s u s de x^ , i = l.. .r . X^ ( r e s p . D j ) d é s i g n e la t r ans ­ 

formée s t r ic te de X ( r e s p . D ) . D e s t une adjointe de X s i  

et seu lement s i : 

1) mult D > n . - l , i = l. . .r , 
x i 1 

(1 ) r 

2) l e d i v i s e u r e f f e c t i f D v ' = S [mult D - ( n . - l ) l E . + D 1 e s t une 
i = 1 x t 1 1 1 

adjo in te de X^ . 
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D é m o n s t r a t i o n . - n : Z —̂  X se f a c t o r i s e au t ravers de 

p = n : X^ X . Soi t n = p^°p et p^ e s t la normal i sa t ion de . 

Soi t C 1 = W o m ( p ^ ,Oy) l e conducteur de p et C 2 = M o m ( p 1 # 0 z , O x ) 

c e l u i de p^ . 

C o n s i d é r o n s par e x e m p l e x^ e t so i t ^ i ^ ^ } u n s y s t è m e d e c o o r ­

données l o c a l e s sur V au v o i s i n a g e de x^ , t e l que y = 0 ne so i t 

pas t angen te à X . Soi t H 6 0 une équa t ion l o c a l e de D en x^ 
v / x ^ 

et h son image dans 0 . N o u s a l l ons montrer que h e s t 
X , x x ^ 

é a u i v a l e n t à 

n i - i 

i } h € M X f X l 

n r l 
i i ) ( h o p / y ^ ) € Q. , V§ € X X , p(§) = x 1 . 

En e f f e t , s i h f C / i l e s t a fo r t io r i dans C, . Or d ' ap rès 4 . 5 , 
X i 1 , X ] 

n r l 1 n - 1 1 

C, = M . Comme M 0 = y 0 ^ , on en dédui t que 
1 / X . . X , x ^ X , x ^ A . , s i X^ , ^ 

n-, -1 
( h o p / y 1 ) c o . O r , on a l e s i nc lu s ions : 

n f l 

Puisque h € , h . ( n ^ ) ^ c = M ^ c ^ 

n r l 
et ©_ (h„p) • ®.{P,J>„)G Y, e_ O v * • C e t t e dern iè re l i g n e s i g n i -

£, e, ^ i * £ s, i e, A ^ , => 

nj-1 
i i e que ( h o p / y ) _ C 9 . , VS , p ( § ) = x , . 

R é c i p r o q u e m e n t , s i i ) e t i i ) sont s a t i s f a i t s : 

M a i s c e c i se lit e n c o r e : 

h(n 0 ) ^ 0 

w Z X | A , X 

donc h e C v  
x l 
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C e c i montre que D e s t une adjo in te s i e t seu lement s i 

1') h € M , v i = où h e s t l ' i m a g e dans OV 

•*! A » x i x i A , x i 

d'une équa t ion l o c a l e H v de D en x; 
x . i 

e t n r i 

2 ' ) ( h o P / y ) e c, K , v ç e X , p ( § ) = x . , v i = l. . .r où 

( y ^ ^ y ^ . ) e s t un s y s t è m e de c o o r d o n n é e s l o c a l e s sur V au 

v o i s i n a g e de x . t e l gue = 0 ne so i t pas tangent à X 

en x i . 

Or X passant par x.̂  a v e c la m u l t i p l i c i t é n i , 1') e s t é q u i ­

v a l e n t à 1 ) . Dans c e s c o n d i t i o n s , l ' équa t ion de la t ransformée s t r i c t e 
m u l t x . D 

de D au v o i s i n a g e de § s ' e n v o y a n t sur x . e s t H O T T / Y . . . 1 

(D 1 y n r l 1 1 

L ' é g u a t i o n du d i v i s e u r e f f e c t i f D e s t donc H O T T / Y - 7 et son 
n r l 1 1 

image dans QL, E e s t h o p / y . . . . Par h y p o t h è s e de récur rence 2 ' ) 
-i l 

es t donc é q u i v a l e n t à 2) . 

5 . 3 . ^ m a r q u e . - On ne peut pas dans la c o n d i t i o n 2) r emplace r D ^ 

par , autrement dit la m u l t i p l i c i t é de D ^ en un point s i ngu l i e r 

de X de m u l t i p l i c i t é n peut ê t re plus pe t i t e gue n-1 , comme le 

2 
montre l ' e x e m p l e suivant : dans P (Œ) , X e s t la courbe 

Y l + Y 2 Y 0 + Y 2 = 0 ; D l a c o u r b e Y l + Y 2 Y 0 = ° e S t a d j ' o i n t e - E n 

e f f e t , X n'a qu 'un seu l point s i ngu l i e r x = ( 1 , 0 , 0 ) . D ne doi t 

donc v é r i f i e r de cond i t i on g u ' e n c e po in t . On a 

^ X , x = Œ < V y 2 > / y ï + y 2 + y 2 ^ * Z , x ~ Œ { U } 

3. , 28 ,1 /7 7 
ou y = u ( - 1 - u ) , V2 = u . 

12 4 3 
Le conducteur C - 0 7 = u Œ { u ] . On a donc y et y dans 

4 x / , x i z 

C donc aus s i Y . + Y ^ . Or mult X = 3 , mult D = 3 >. 3 -1 . M a i s la 
X 1 Z X X 

o 

t ransformée s t r i c t e X j de l ' é c l a t e m e n t de x dans P ((D) a un point 

s ingu l i e r x^ de m u l t i p l i c i t é 3 , tandis que D ^ a un point s i ngu l i e r 

en x^ de m u l t i p l i c i t é 1 < 3-1 . Par contre D ^ 1 ) = E + D ^ p a s s e par 

X j a v e c m u l t i p l i c i t é 2 . 
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5 . 4 . THEOREME " A F + B G " . - Soit C et D 2 courbes rédu i tes dans 
2 

P (CD) n 'ayant pas de c o m p o s a n t e s i r r éduc t ib les en commun. Soi t 

F et G r e s p e c t i v e m e n t leur équa t ion h o m o g è n e dans (L[Y^tY^,Y^\ . 

Soit m = deg F , n = deg G . Soit X j , j = l . . .p l e s poin ts 
2 

d ' i n t e r s e c t i o n de C et D ( i . e . ceux s i tués dans P (CD) a i n s i  

que dans l e s " v o i s i n a g e s in f in i t é s imaux s u c c e s s i f s " ) . Soit S j 

( r e s p . r j ) la mu l t i p l i c i t é de C ( r e s p . D ) au point X j . A l o r s  

l ' é q u a t i o n homogène H d'une courbe P r o j e c t i v e p lane E peut  

se mettre sous la forme H = A F + B G s i la m u l t i p l i c i t é de E 

en X j e s t supér ieure ou é g a l e à r ^ + S j - l pour tout j . 

D é m o n s t r a t i o n . - Soit x un point de C . Soit f , ( r e s p . g ) 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ j£ 

( r e s p . h ) l ' i m a g e de F ( r e s p . G ) ( r e s p . H ) dans O 0 

X F \ x 

Nous a l l ons montrer d 'abord que l e s c o n d i t i o n s numériques l o c a l e s 

sur l e s m u l t i p l i c i t é s entraînent que h = a f + b g dans 0 o 
X X X X X j p ^ 

a v e c a £ 0 9 , b v 6 0 o dépendant de x . 
x P ^ / X x p ^ x 

En e f f e t , so i t h ( r e s p . g ) l ' i m a g e de h ( r e s p . g ) dans 
X X X X 

0 . Si x e s t un point de C qui n 'appar t ient pas à D , g 
O , x x 

e s t une unité dans 0 O e t h / g ç 0^ , donc i l e x i s t e a et 
O , X x x o , x x 

b € 0 o t e l s que H = a f + b a . Si x e s t un point de C m D , 
X ^ x x x x x 

g ^ ne s 'annulant pas sur toute une composan te i r réduc t ib le l o c a l e de 

C en x , h / g £ Tôt 0 . Nous a l l ons montrer que la c o n d i t i o n i ) E 
X X U , x 

p a s s e par tout point d ' i n t e r s e c t i o n X j de C et D dans un v o i s i n a g e 

in f in i t é s ima l de x a v e c une m u l t i p l i c i t é supér ieure ou é g a l e à 

s. + r . - l ent ra îne i i ) b = h / g ç 0_. par récur rence sur le nombre 
J j x x x C , x 

d ' é c l a t e m e n t s à fa i re pour séparer C et D . 

Soit TT : Z — P 2 ( ( C ) l ' é c l a t e m e n t de x dans P 2 e t so i t C 

( r e s p . D j ) la t ransformée s t r i c te de C ( r e s p . D ) . Soit p : C C 

la r e s t r i c t i on de TT à . Soit x ^ , . . . , x ^ l e s points de p " ^ ( x ) sur 

D , , y , / . . . / y , les au t r e s . 
l i n 

Par hypo thèse de r é c u r r e n c e , i ) ent ra îne i ' ) "E p a s s e par 
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x £ C n D a v e c une m u l t i p l i c i t é ^ s + r - 1 où s = mult C , r = mult D 
x x 

et h , ( r e s p . ) ( r e s p . g 1 ) dé s ignan t une équa t ion de E, 
l / x i l , x . l , x . 1 

( r e s p . C J ( r e s p . D j au v o i s i n a g e de x . , S., = h, /5 e s t 
1 1 i l / x i l , X i l / x i 

dans 0 , v i = l . . . k . 

° l ' x i 

Par dé f i n i t i on de la m u l t i p l i c i t é , g £ M et i' en t ra îne que 
x ^ Z 

r+s —1 r 
h G M rt . Par dé f in i t i on de la t ransformée s t r i c t e , (g 0 n) = y , g , 

x P 2 , x t

 X X i 1 

et (h ©n) = y . h , où t ^ r + s - 1 et y 1 e s t une équa t ion l o c a l e 
x x i 1 1 , x . 1 

du d i v i s e u r e x c e p t i o n n e l sur Z au v o i s i n a g e de x . . Toujours d ' après 

i » ) (6 o P ) = 5 ^ = (Y l l e /"" B e Ms~1 .(ïr , i = l . . . k , 
x x . g o p 1 ' 1 l , x . C , x C , , x . 

i *x i l i 

puisque t-r :> s - 1 et que M .0 = Y.\C -Q . De même 

U / X ^ / X . i i i fXî 
~ s — 1 

(b 0 p ) C , i = l , . .h car la t ransformée s t r i c t e de D 
x y . C , x C

1 / Y i 

ne passan t pas par y . , (g ° rr) = y [ - g 1 où g, G O- e s t 
1 x y i

 Jl l , y . l , y . Z , y . 
une un i t é . D ' a p r è s 3 . 3 , on en déduit que b £ C. le germe en x 

X J. X 

du conducteur de p donc que 6 € 0^ et i l e x i s t e a G 0 9 e t 
x C , x x P ^ / X 

b € 0 o t e l que h = a f + b g x p 2 x ^ x x x x x 

I l r e s te donc maintenant à g l o b a l i s e r . Soit S le 0 9 - I d é a l c o h é -

ir 
rent déf in i t par S = (f ,g )0 0 . Soi t d le d e g r é de E . I l e s t 

x x x ^2 
F / X 

cer ta inement supérieur ou é g a l à m et n . En e f f e t , 

( E , C ) = dm s> 1/ mult E .mul t C ;> (r, + s , - l ) . s , :> L r, • s, = ( D , C ) = mn 
j XJ x j ] J J j 3 3 

Soit d = m + m. = n + n . e t r = m 1 - n = r u - m . Soit j ( d ) = 0 n ( d ) . 1 1 1 1 0 9 F 2 
F 2 ^ 

On peut g l o b a l i s e r l es c o m p l e x e s de K o s z u l l o c a u x . On obt ient une sui te 

e x a c t e de 0 9 - m o d u l e s : 

0 — 0 9 ( r ) — 0 0 ( m ) 0 0 9 ( n J — J (d) — 0 
p ^ p z i P z 1 

l e s a p p l i c a t i o n s étant dé f in i s par : 

$ • $G , -$F où $ es t une s e c t i o n de 0 (r) 

( A , B ) A F + B G où A ( r e s p . B ) e s t une s e c t i o n de 0 ( m j 
p Z i 
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( r e s p . n j et F et G sont d e s s e c t i o n s g l o b a l e s de 0 9 ( m ) ( r e s p . 

0 An)) . Supposons que H so i t l ' é q u a t i o n d 'une courbe E passant 

par X j a v e c une m u l t i p l i c i t é >. r. +s_, - 1 pour tout j . Nous avons 

montré que h e s t une s e c t i o n de 3 au v o i s i n a g e de tout x au -
X 0 2 

trement dit que H Ç H ( P / c 3 ( d ) ) . La su i te 

H V 9 ( m J ) © H V 9 ( n J ) — H ° ( P 2

/ c 9 ( d ) ) — H 1 ^ ( r ) ) 
P Z 1 P Z 1 W 

étant e x a c t e et le c a l c u l e x p l i c i t e de la co .homologie de l ' e s p a c e P r o ­

j e c t if montrant que H * ( 0 0 ( r ) ) = 0 , la p remière f l è c h e e s t en fai t sur-
p 0 0 

j e c t i v e . I l e x i s t e donc A 6 H (O 0 ( m 1 ) ) ( resp B £ H ( 0 (n ) ) t e l 
P z 1 P z 1 

que H = A F + B G . 

APPENDICE 1. SUR LE THEOREME DE GORENSTEIN 

Nous avons montré au § 4 que s i X e s t une courbe p lane w 

dés ignan t son M o d u l e d u a l i s a n t , pour tout 0 ^ - M o d u l e cohérent y , on 

a un i somorphisme entre H ° ( X , y ) * et Ext^S^uu ) . 
X 

Soit TT : Z —* X la normal i sa t ion de X et so i t y = T\0-/o . 
ZJ X 

C ' e s t un 0 - M o d u l e cohérent concen t ré aux po in t s s i n g u l i e r s . Si x es t 
X 

un t e l point e t dés ignan t par O l ' anneau l o c a l de X en x , par 

0 O. le ge rme en x de TT^O™ / par uu le germe en x de 'd , 
Í ¿j X 

on en déduit l ' e x i s t e n c e d'un accoup lemen t parfait : 

0 Ô . / O x E x t 1 ! © Ô . / 0 , u j ) — • CD . 

1 1 i 1 

Nous a l l ons e x p l i c i t e r ce t a c c o u p l e m e n t . 

6 . 1 . L E M M E . - E x t 1 ! © O . / C o j ) =- uu/© C¿ où © es t le germe en 
i 1 i z i 1 z i 

x de_ T T ^ Q z et où T T ^ Q ^ s ' e n v o i e dans par Tr n . 
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p^jnc^n^traMon. - On c o n s i d è r e la su i te e x a c t e : 

0 — o — © ô . — - e ô . / 0 — • o . 

i 1 i 1 

On en dédui t une sui te e x a c t e : 

H o m ( © 0 , u j ) — ^ H o m ( 0 , u u ) — E x t * ( © Ô . / n ,w) E x t ^ e Ô ,uu) . 
i 1 i 1 1 

D ' a p r è s 2 .1 e t 2 . 1 . 1 , c e n ' e s t r i en d 'autre que : 

1 Tr TT 1 1 
© ÇU • ( « — • E x t ( ® Ô , / o ,0)) — • E x t (©Ô. . 
1

 ùi i 1 1 

I l suffit donc de v o i r que Ext * (© Ô, ,uu) = 0 . rr 0„ étant un 0 - M o d u l e 

i # Z X 

c o h é r e n t , c ' e s t l e germe en x de £ x t ^ fr*^'^ * ^ e * a s u i t e s P e c " 

t ra ie re l ian t l e s £xt l ocaux aux Ext g l o b a u x , on e x t r a i e ([3] , c o r o l ­

la i re 7 . 3 . 5 ) une sui te e x a c t e : 

0 — H 1 ^ , M o m ( n # O z # ( u x ) ) E x t V ^ , ^ ) — H ° ( X , £ x t , W X ) ) 

— H 2 ( X , î t o m ( n 0 , u u v ) ) . 
# X 

Le premier terme s ' i d e n t i f i e à H 1 ( X , n ^ Q ^ ) =* H ^ Z j q I ) d ' après 2 . 1 . 

1 1 0 
Z étant non s ingu l i e r H ( Z , ^ ) H ( Z , 0 Z ) * par dua l i t é 

H ° ( Z , 0 j * - H ° ( X , T T G J * - E x t ^ n t 3 « / U ) V ) e n c o r e par dua l i t é ( 4 . 1 ) . La 

première f l è c h e étant i n j e c t i v e , e s t donc e n fa i t un i s o m o r p h i s m e . 

fixt1 (TT 0 r 7 , u i L j e s t concen t r é aux points s i ngu l i e r s de x . C e s s e c t i o n s 

o x * z X 

g l o b a l e s s ' i d e n t i f i e n t à la somme d i r e c t e d e s ge rmes de s e c t i o n s de £xt 

aux points s i n g u l i e r s . Enfin 

H 2 ( X , K o m ( T T t t O z , a ) x ) = H 2 ( X , T T # r ^ ) = H 2 ( Z , f i ^ ) = 0 . 

D ' o ù 

© Çu T r n > uo — E x ^ f e Ô . / C w ) — 0 

1
 ùi 1 

es t e x a c t e . 

6 . 2 . T H E O R E M E . - L ' a p p l i c a t i o n 

M z » x ^ X , x X " x ^ ^ x Œ 

qui à g germe de s e c t i o n de 0^ au v o i s i n a g e de TT * ( X ) , ou 

germe de s e c t i o n de uu^ au v o i s i n a g e de x fai t cor respondre 
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< d » ' C x ( a ) ) , g > 

où g es t une fonc t i on sur Z C°° à support compact p ro longeant 

g , e s t un accoup lemen t parfait ( c f . 2 . 6 ) . 

Si ( y ^ / Y g ) un s y s t è m e de coo rdonnées du plan ambiant au v o i ­

s i n a g e de x e t s i f e s t une équa t ion l o c a l e de X en x , 

pa r t i cu l ie r 

Î
dy A dy -in d(y ° i ° ï ï ) gd (y o io r ) 

f JJ , g > - 2 i , ( R e s J F — ,G) = ^ Z r e s ^ - ^ — . 

0 1 2 • 
D é m o n s t r a t i o n . - Rappe lons ( 4 . 1 . 1 ) que posant ^ = Mom ( O v , . & ' ) , 

on a l e s su i t e s e x a c t e s 0 -~ J — £ . — ou v -~ 0 e t 0 -~ £ — cS1 —* «3 ~~ 0 . 

H o m ( T T # O z / O x , J 1 ) — H o m ( n # O z / O X , « 9 2 ) —*- E x t 1 (n^O^/c^,£ ) —»- 0 

E x t l ( V > z / c W • 

L ' a c c o u p l e m e n t parfait entre H ° ( X , n 0 _ / ( X ) et E x t 1 ^ O ^ / o ^ / J w ) e n -
•H" Z X # Z A X ^ 

voyan t le coup le ( c l a s s e g s e c t i o n de (5 sur un v o i s i n a g e de n (x ) , 
« 2 2 

c l a s s e de cp ge rme d ' a p p l i c a t i o n de L ° T Î „ 0 7 / i } v dans V / ) sur 
* * Z X V 

( c p ( g ) / ï ) • H faut b i e n sûr comparer le c a l c u l de E x t ^ n OR7/OWI^) en 
# Z X X 

dér ivant à dro i te comme c i - d e s s u s a v e c c e l u i de 6 .1 en dé r ivan t à 

g a u c h e . Pour c e l a , on construi t un double c o m p l e x e de ^ - m o d u l e s : 

0 0 

1 i 
0 — H o m ( T V > „ ,«9 ) —-Hom(a , j ) — 0 

Zt , X X A , X X 

* 2 I 2 

i 1 
0 0 

et E x t l ( т т ^ 2 / / < : 5 X , ^X^ ^ E x t ^ n ^ Z / / ( : : k / £ l ^ y a p p a r a i t c o m m e c o n o y a u de 

la f l è c h e n o y a u . 

Soit AI un germe de s e c t i o n de tu au v o i s i n a g e de x et son 
X 
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image dans E x t 1 ( T T ^ O ^ / O ^ / T I J X ^ c a l c u l é par 6 . 1 . Nous avons montré ( 2 . 6 ) 

l ' e x i s t e n c e d'un d iagramme commutat i f : 

£ 1 ^ u , x 

1 J , J*^L,\. 

n s ' e n v o i e donc sur l ' a p p l i c a t i o n qui à h € 0 fa i t cor respondre 

H 2 , 1 ( h ) 6 A ; 2 ' 1 d é f i n i P a r ( H 2 , 1 ^ ) , ^ 0 , ' 1 ) = ( C ^ h w h r w V o n ) . On 

X V / X UU V A V 

cons ta t e que l ' a p p l i c a t i o n Hom ( 0 , J 1 ) que ce t é l émen t 
0 . r A / x x x 

X , x 

d é f i n i t , se r e l è v e en une a p p l i c a t i o n Horn ( t l , 0 ^ /J ) Q u i e n v o i e 
0__ * Z , x x 

X , x 

g ge rme de s e c t i o n de O sur un v o i s i n a g e de n _ 1 ( x ) sur l ' é l é m e n t 

G 2 , 1 ( g ) de A , 2 ' 1 d é f i n i par 
uu V , x 

C e c i s ' e n v o i e dans Hom(n 0 ^ / C 9 ) . A g germe de s e c t i o n de 0 ^ 
* Z , x x 2 1 

sur un v o i s i n a g e de rf- ' -(x) , on fa i t cor respondre d " G ' ( g ) 
uu 

( d - G ^ ' ^ g ) , ^ ' 0 ) = ( g d " C x ( u ) ) ^ ° / 0 o n > 

car g es t h o l o m o r p h e . 

2 1 
L ' a c c o u p l e m e n t e n v o i e donc < g , w ) sur ( d " G ' ( g ) , l ) = ( d " C v ( u u ) , g . 

r d y 1 A d y 2 - i d y j o i o n 

C e c i donne p r é c i s é m e n t s i uo = [ f J , pu isque C^uu) = (2nr)vp — 

o ioTT 

2 d y o i o i T Ô V 2 

d " C L » = (2n) res — . En e f fe t 
A 01 

o 1 oTI 

dy o i o TT 

<d"C (<w),g> = ( - 2 i n ) < v p — , d " g > 

— ° i ° ï ï 

dy o i o T T A d " g 

= (2 in ) l im J — 
e - 0 , 0 f . i — °i°TT 

| ~ i o T T | a e Ô Y 2 
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[. d y o io r r _ 

g Yt 
— f t i°TT I 

. ô y — • Ô Y 2 J 

g dy o io n 

• ( 2 l T , ) l l m

n J , s — 

g dy o io TT 9 g dy o io n 

= (2in) l im f —7 1
 = 4TT Z res — 

où i c i r és idu e s t le r é s idu hab i tue l d 'une forme méromorphe à 1 v a r i a b l e . 

6 . 3 . C O R O L L A I R E . - Supposons que X so i t ana ly t iquement i r r é d u c t i b l e 

en x . Soit r le s e m i - g r o u p e des va lua t i ons des é l é m e n t s de 

Q. (n o ) =-Œft} . Soit c la m u l t i p l i c i t é de l ' i d é a l c o n d u c -
X , x * Z x 

teur . Soit a ç 2? t e l gue 0 ^ a < c - 1 . Parmi a et. c - l - a l 'un  

des deux e t un seu l des 2 e s t dans r . 

D é m o n s t r a t i o n . - Soit a t e l que 0 £ a & c - 1 et supposons que 

a ç r . I l e x i s t e h ( y , y 2 ) dans 0 t e l que v ( h ( y 1 , y 2 ) o io n ) = a 

r d y l A d y 2 l 
et c o n s i d é r o n s h^ f J ^ ^ X x ' S o i t m a i n t e n a n t 9 ^ ^ H 1 ! 

r d y ^ d y ^ g h d y ^ i o n 

( g , h [ f J } = 4n res — . 
o io n 

ô y 2 

Supposons que y^ = 0 ne so i t pas t angen te à X en x ; a lors d ' après 

3 . 1 , A ~ c + n - l où A es t la mu l t i p l i c i t é de l ' i d é a l j a c o b i e n Jo i 

et n la m u l t i p l i c i t é de X en x . y, = 0 étant t r a n s v e r s a l , i - L o i o H 

1 ô y 2 

engendre Jo io rr . On a donc 

dy o i o n = n t n *dt , o io TT = t ^ V ( t ) où V es t une unité 
1 Ô Y 2 

e t r d y i A d y ? l 2 - 1 

( g , h [ f J > = 4n r e s { n g h t V( t ) d t } . 

On remarque a lors que 
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v ( g h t ° V ( t ) X ) = v ( g ) + a - c . 

Supposons que v ( g ) = c - 1 - a . C e c i donne f ina lement c - l - a + a - c = - l 

et i i 

r d y A d y - i - r -1 1 

< g / h [ J > = 4TT X où X ï 0 , ght V ( t ) = \t + ... . 

En par t i cu l i e r dès que v ( g ) = c - l - a , la c l a s s e de g dans o- ne 
X , x 

peut ê t re n u l l e . C e c i s i g n i f i e e x a c t e m e n t que c - l - a £T . Pu isque 

2 g ( r r A J / 0 V = è Cgdî £ } J / C / entre a et c - l - a i l y a donc l 'un 

• K Z x A , X # Z X 
des deux dans r . 

APPENDICE 2 . SUR I A FORMULE D ' I N T E R P O L A T I O N DE IAGRANGE 

2 2 1 
Soit X une courbe dans P (CD) et so i t p : P (Œ)—> P (CD) 

une p r o j e c t i o n . Nous noterons e n c o r e p par abus de l a n g a g e la r e s ­

t r i c t ion de p à X et nous supposerons que c ' e s t un morphisme f i n i . 

Comme tou jours , so i t n : Z X la no rmal i sa t ion de X . D ' a p r è s 

2 . 1 , Woni ( ( p o rrLo^/fi* - ) e s t un M o d u l e dual i sant sur Z et 
O 1 * z pi 

P 

îiom (p (XwQ J e s t un Module dual i sant sur X . I l e x i s t e donc un 
0 i * X p l 

P 

unique i somorphisme commutant aux t r aces : 

ol Wom ( ( p o n h C U / Q 1 J Z O i * Z p l 
p l 

1 2 1 
£xt ( O v , Q J - uuv — • Hom ( p „ 0 v , Q ) 

^ p 2 P X V P 1 

a in s i que des morphismes T r a c e s et un d iagramme commutatif 

, . 1 p 4 , ( T r n ) 
( P ° T T ) ^ Q z * • P ^ X 

Tr TT 

P 
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Le même c a l c u l que c e l u i e f f e c t u é en 1 . 4 et 2 . 2 montre que s i 

(jj^ e s t une s e c t i o n de ( p o f f ) ^ f ^ sur un v o i s i n a g e de x £ P 1 , on lui 

a s s o c i e un germe de courant H ^ ' ^ ç ' ^ 1 ' ^ d é f i n i par 

P 1 

0 , 1 , » 1 0 , 1 
\ H , n ; = 1 UJ A n o p o n . 

p i v V 1 ™ z p 1 

r d y l A d y 2 l 1,0 . 1,0 
Si h | r G ( P w u O , on lui a s s o c i e le germe de courant H ' £ Jfr \ 

L I J * A X p l 
d é f i n i par 

0 1 c K y ^ n ) Q 

1 / 2 irr < H # ri ' ) = l im f ^ h o n - r ^ A n ' o p G TT . 

, ô f . , Ô Y 2 

> ô y 2 

C e courant e s t en fai t une 1 fo rme-ho lomorphe sur P 1 . Pour s ' en ape r ­

c e v o i r , il suffit puisque 

1 , 1,0 d" . 1,1 
0 — • Çi — 3 ^ £ \ —* 0 

P 1 P 1 P 

e s t une sui te e x a c t e , que d " H = 0 . Or 

dv ° TT 
^ . . T T ° ' ° A 2 , . r u 1 0 , 0 
( d H,r i i , = 4 T T ^ h m ^ h o n . " 7 A R\ o p G TT 

e - u ( o i o n ) = € - — o l o T T p i 

= 4 T T Z ^ ( x ) r e s [ — J 

1 ° i ° TT 
ô y 2 

où n * ( x ) = { . . . , x } . 

Or jus tement ( 6 . 2 ) , c e c i e s t nul car h Ç O w . M a i s nous a l l ons 
X , x 

en fa i t à l ' a i d e de la formule d ' i n t e rpo l a t i on de Lagrange dé terminer de 

q u e l l e forme d i f f é r e n t i e l l e i l s ' a g i t . 

O v ^ Œ { y ] [ y 9 l es t un O 1 CD { y } module l ibre de type f i n i . 
A , X 1 Z P X 

Soit n son rang . Iden t i f ions O à Œ { t . } . On peut supposer les 
i X . 1 

n i 
un i formisantes c h o i s i e s en sor te que y o n = © t . , £ n . = n et 

1 j_ 1 

y 9

c T r = © c o . ( t . ) . Posons k = ppcm n. , k. = k / n . . On a un d iagramme 
z ^ 1 1 1 1 1 
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commutat i f entre ge rmes d ' e s p a c e s ana ly t i ques : 

r k 
] _ [ « C , 0 ) • j J _ ( Z , x . ) d é f i n i par y ^ r = u 

l . . .n . 

r \ U o f = © V . . 
f < X ' X > i = l . . . s » 

r 1 • k i 
(Œ,0) - ( F , x ) (© t . ) o î = © £ J V . 

i 1 ij 1 1 J 

où £̂  e s t une r ac ine p r imi t i ve n^- ième de 1 . 

Si fCy^yg) € Œ t y ^ y } e s t une équa t ion l o c a l e de la courbe X 

en x qui so i t un po lynôme de W e i e r s t r a s s de d e g r é n en , on a 

i 

f ( y , , Y ) = T l (Y - cp.{£. y ) ) . 

Si maintenant h £ 0 V comme c i - d e s s u s , i l e x i s t e h (y , Y ) ç ( C { y } [ Y ] 

yv, X 1 1 
de d e g r é <. n -1 t e l que h = c l h (y , y „ ) mod ( f ) . On a a lors dans 

1 A 
CClYl }[Y1 

h(y cp(ey ) ) f ( y i , Y ) 
My. , Y ) = Z . 

c ' e s t la formule d ' i n t e rpo la t ion de L a g r a n g e . 

n — 1 

Iden t i f ions dans l e s 2 membres le c o e f f i c i e n t du terme en Y 

Dans le premier membre , d é s i g n o n s le par k ^ y ^ • Dans le deux i ème 

h ( y i ' c f ) i ( e i y î / n i ) 

membre , c ' e s t £ — r -T7— • A u v o i s i n a g e de x , r es t un 

r evê t emen t de d e g r é k . Si n ' e s t une 0 ,1 forme sur P à 

support compact dans un pet i t v o i s i n a g e U de x , on a donc 

P Myjdy. A n 0 , 1 = l / k f b j y . k d ( y o r ) A n 0 , 1 o r 
J U 1 1 1 r ^ C U ) 1 1 1 

, . k. 

h (u \cp . (£ J . u ' ) ) Q 1 

= l / k lira f £ —r—r n T " d ( y . o r ) ^ ' or 
e ^ Ù r - l ( U ) i . j ^ - (u k , cp . ( e . J u ' ) ) 1 

I l ôy9 i l 
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J b 1 ( y 1 ) d y 1 A î 1

0 , 1 = 

1 1 ( * hoîTof . ~ x 0 ,1 ~ . . 

f (r ( U ) ) ô y 2 

|v. , | >e 

En e f f e t y ^ n o r = © v , y^TTor = © c P i ^ i V i j ^ " ^ r 

( H , n ; = ( 2 m ) hm — d(y O T T ) a t ) ° P ° n 

H V 1 ! ? - 1 ^ ) ) ^ o i o n 1 

, ô f . , Ô Y 2 

n étant la no rmal i sa t ion de X , on peut cons idé re r que U es t a s s e z 

pet i t pour que r f 1 ( p - ' 1 ' ( U ) ) = U où V.. v o i s i n a g e ouver t de x i et 

V . n V , = <p s i \4 j . A lo r s 

n i 

<H,n > = (2iTT)limE f — c K t ^ A T ) ' o p e n . 

^ ° 1 V i ô f (F )) 1 

o lo TT 2 
' ô y 2 

A u - d e s s u s de V , n. e x e m p l a i r e s de (D se proje t tent par f , e t la 

r e s t r i c t i on de r à chacun de c e s e x e m p l a i r e s es t un r e v ê t e m e n t d ' o r ­

dre k. 

î 

\ , n d(t )AT1 oPoTT = 
V i | M t . \ c p . ( t . ) ) 1 

, ôf . ,
 Ô Y 2 1 1 1 

| — o i o T T ^ e 

2 k ' k i 
, h ( v . . , c p . f e ^ v . . 1 ) ) , . . 

= : d ( v . . ) A r i «poïïor 
k. J . . k. i j 1 

ij - — ( v . . , c p . ( e . v . . ) ; 
Ô Y 2 1] Y l 1 1] 

où V - e s t la t race de r ^ t y ) sur l e j e e x e m p l a i r e de (C qui se 

pro je t te sur V. . Au t o t a l , on a donc : 
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/ T T m- \ i- c h o n ° r , , ~ . 0,1 ~ , , 
f H ,ri ; = ( 2 i r r ) r lim —7 d ( y 0 p 0 TT 0 r)An » p ° F o r ( * * ) 

e-*0 , - l / - l / T T U - — ° n » r 
f (r ( U ) ) è y 2 

1 ô f ~ . 
- — « TTo r p> e 
' ô y 2 « 

| | ^ - o n o 7 l = v S . i j T . . ( v . . ) où T . ( O ) ^ 0 . 

L lj 

Par c o n s é q u e n t , l e s l im i t e s des 2 j dans ( * ) e t ( * * ) sont l e s 

mêmes e t 

( H . n 0 , 1 ) = ( a i r r X b ^ y ^ d y ^ r , 0 , 1 : . 

Donc 

H - ( 2 i n ) b 1 ( y 1 ) d y 1 . 

Si h 6 O x x / b ^ y ) e s t la t race de h € Œ f y ^ t y ^ sur (Dfy^j par 

d é f i n i t i o n . On a donc f ina lement : 

r d y A d y -1 

Tr h [ f J = (2 in) ( t r h ) d Y l . 
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