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LE THEOREME "AF +BG" DE MAX NOETHER

Monique LEJEUNE-JALABERT

Le but de ces exposés est de montrer quelques résultats classiques
sur les singularités de courbes planes (ou de courbes tracées sur une
surface lisse) en utilisant la théorie de la dualité, tout particuliérement
le théoréme "AF +BG" de Max Noether (1870). Les notions de différen-
tielles de lére espéce, de courbes adjointes qu'on trouve par exemple
utilisées par Picard et Simart dans [9] s'introduisent trés naturellement
en examinant le comportement du Module dualisant de la courbe relative-

ment au morphisme de normalisation.

Nous rappellerons d'abord 1'énoncé du théoréme de Noether, puis
ce qu'il entend par voisinages infinitésimaux successifs d'un point sur

une courbe.

THEOREME "AF +BG". - Soit C et D 2 courbes réduites dans

le plan projectif IPZ(CD) n'ayant pas de composantes irréductibles

en commun. Scoit F=0 et G=0 respectivement leurs équations

homogénes dans C[X,Y,T] . Soit @ , j=1l...n les points d'in-

]

. 2 o
tersection de C et D (i.e. ceux situés dans P (C) ainsi gue

dans les "voisinages infinitésimaux successifs"). Scit sj (resp.rj)

la multiplicité de C (resp.D) au point CD]_

Alors l'équation homogéne H d'une courbe projective plane E

peut se mettre sous la forme H = AF+BG si la multiplicité de E

en Q)j est_supérieure ou égale a rj+sj—1 pour tout j




QUELQUES COMMENTAIRES.

@ Multiplicité. Soit @ un point de ]P2 sur C . L'anneau

, ) j
local de P en @® (vu comme espace analytique complexe) est défi-
ni ainsi : on choisit une carte affine de ]P2 auguel Q@ appartient.

C'est par exemple celle ot T#0 ; un systéme de coordonnées globales

sur cette carte est alors x=X/T , vy=Y/T . ©& est l'anneau des

PZ,Q
germes de fonctions analytiques au voisinage de @ sur cette carte.

est un anneau local, son idéal maximal M étant engen-

°p2,q
dré par x-x(@) , y-v(@).

P2,Q

Si F est 1l'éguation homogéne de C , soit f l'image de T

dans & La multiplicité de C en @ est l'entier

P2,Q

r = sup{n , fe€(M )r} . Cet entier qui est défini ici en terme du

2
P°,@Q
plongement de C dans P2 dépend en fait du seul anneau local de

C en @ (la multiplicité peut se définir en

G =0

c,0 P,/
terme de polynéme de Hilbert-Samuel). Pour s'en donner une idée géo-
métrique , disons que c'est aussi le nombre de points d'intersection au

voisinage de @ de C avec une droite assez générale.

8 Point infiniment voisin, voisinages infinitésimaux successifs.

Soit ® un point de ]P‘2 sur C . C posséde un certain nombre de
tangentes en @ au sens naif. On appellera point infiniment voisin de
Q@ dans le ler voisinage infinitésimal, 1'une quelconque de ces direc-
tions de tangente. Cette idée se formalise de la fagon suivante : on
construit o : Z — ]P2 un morphisme propre tel que 7 induise un
isomorphisme entre Z—T.T_l((D) et ]PZ—Q et tel que w_l((D) :]Pl(C)
ensemble des droites passant par @©@ , appelé éclatement de @© dans
IPZ . Pour fixer les idées, supposons que @ est le point de coordon-
nées x=0, y=0 sur l'ouvert de ]PZ, T#0 . Explicitement Z‘*l (T#0)
est recouvert par 2 ouverts affines U, ,U, chacun isomorphe a (L’2 ,

1°72

U1 étant repéré par des cocrdonnées (y',x') de telle sorte que

i

XoT = X , Yom = y'x'



U2 étant repéré par des coordonnées (y",x") de telle sorte que

xom =y"x" , yom=y";

les 2 ouverts se recollant en posant y' = 1/x" , x' = x"y" . On

remarque que M 5 S€ reléve & Z en un Idéal inversible engendré
QP

par x' sur U1 et y" sur U2 . C'est pourquoi on désigne géné-

ralement ﬂ-l(Q) sous le nom de diviseur exceptionnel. On appelle
alors transformée totale de C par 1m 1'image réciproque de C par m .

Si f(x,y) est l'équation de C dans la carte affine de IP2 qui

nous intéresse et écrivant f = fr +fr+1 +... ol fi est un polynéme

homogéne de degré i en X , y et ol r désignant la multiplicité

de Cen @ , fr;éO , celle-ci est donc définie sur U1 par

' T+l \
fr(x' ,x'y')+fr+1(x',x'y')+... = x rfr(l,y')+x r fr+1(1,y )+ ...

xTIE(1,y') +x'f (1, y') +...

et définie sur U2 par

fr(xuynlyll) +fr+1(X"Y",Y")+... = y"r[fr(X",l)+Y"fr+1(X",1) +'“

On remarque que T~1(C) est composé de 2 morceaux, r fois le divi-

seur exceptionnel et autre chose. C'est cet autre morceau qu'on appelle

transformée stricte de C par l'éclatement m ., Notons le C' . C' est
donc défini sur U, par l'équation f(1,y") +x £ (1, y')+... , sur U2
@2 par 1'équation fr(x" S Fytfpgxt D)+
—> Le co6bne des tangentes en © & C étant
défini par le polynéme homogéne fr(x,y) =0 ,
& on s'apergoit donc tout de suite que C'

coupe 1 1(@) en des points Q...Q, de
ﬂ—l(Q) == ]P1 correspondant aux droites de

dans le cone des tangentes.

sont alors dit les

Les points (Dl ,...,(Dr

points infiniment voisins de ©® sur C dans

le premier voisinage infinitésimal.




Evidemment, il se peut que parmi ces points certains soient des

points singuliers de C' . Si, par exemple @, est singulier, on cons-

1
truit au-dessus de Z un espace Z1 en éclatant (D1 dans Z et

la transformée stricte de C' , etc... Au bout d'un nombre fini N de
telles opérations, la transformée stricte C(N) de C ne contiendra
plus de points singuliers. On dit alors qu'on a obtenu une désingulari-

sation de C . Ce théoréme a été montré pour la lére fois également

par Max Noether. On sait par ailleurs que C(N-)—>C est la normali-

sation de C . Si © est un point de C, Ql,...,QS les points de
S
C(N) au-dessus de @ , l'anneau & & est la fermeture in-
i=1 C(N) O
A1

tégrale de dans son anneau total de fractions K (localisé de

°c.q
GC 0 en la partie multiplicative des éléments non diviseurs de zéro)

s

qui se trouve étre isomorphe a8 & Ki . Ki étant le corps des frac-
i=1

tions de C}C 0 ou C = CIU ...UCS est une décomposition du germe

de C en ©Q en ses composantes analytiquement irréductibles. C'est

aussi l'ensemble des f €K qui sont bornées au voisinage de @ .

s Points d'intersection de 2 courbes dans les voisinages infini-

tésimaux successifs. Soient donc C et D 2 courbes réduites dans

P2

C) et © un point commun & C et D . Il est possible que C
et D aient également au point @©®@ une tangente commune. S'il en est
ainsi et si Z — ]P2 est 1l'éclatement de ® dans P2 , les transfor-
mées strictes respectives C' et D' de C et D vont passer par le
point (Dl de lPl(CD) correspondant & cette direction de droite. On

dira que @, est un point d'intersection de C et D dans le ler voi-

1
sinage infinitésimal.

~

Le théoréme de désingularisation précédent appliqué a la courbe
réductible CUD permet de montrer gu'il existe un nombre fini seule-
ment de points d'intersection de C et D dans les voisinages infini-

tésimaux successifs; si Ql""’(D désignent ces points et si on

N
désigne par mult., C la multiplicité du point (Di sur la courbe trans-

Q.

i
formée stricte de C dans l'espace éclaté 7Z;

i correspondant, on a

alors «



THEOREME DE BEZOUT. - degré C-degré D = ZmultCDC-multCD D .
i i i
8 Un exemple. Considérons la courbe C définie par F =TY2-X3
et la courbe D définie par G = ‘1’2—X2 . C est une cubique (courbe

de degré 3) ayant au point O = (0,0,1) un point singulier de multipli-
cité 2 ( cusp) , non singuliére ailleurs. D est une conique (courbe
de degré 2) avant au point O = (0,0,1) un point singulier de multipli-
cité 2 (singularité ordinaire) non singuliére ailleurs. C et D ont 3

points d'intersections dans ]P2 , O =1(0,0,1) , O, =(1,1,1)

1 ‘
O2 = (1,-1,1) , aucun dans des voisinages infinitésimaux.

01 Pour gu'une courbe E de degré N ait une
équation H = AF+BG ol A et B sont homo-
génes de degré N-3 et N-2 respective-
ment, il est nécessaire que E passe par

o O,Ol,O2 ; il est nécessaire également que

2 E ait en O une multiplicité supérieure ou

égale a8 2 . On va voir que cela ne suffit pas.
On va montrer gqu'il existe une cubique passant par O1 , 02 et O avec
multiplicité supérieure ou égale & 2 dont l'équation H ne s'écrit pas
AF +BG . En effet, 1'équation d'une cubique passant par O avec mul-

tiplicité 2 est

v

3 2 2 3 2
H = a1X +a2X Y+a3XY +a4Y +T(b1X +b

2
2XY+b3Y )

Ecrire qu'elle passe par O; et 02 impose les 2 conditions supplémen-

taires

li
o

+
a1 +a2 +a3 +a4 +b1 +b2 b3

- - - +
a1 a2+a3 a4+b1 b2 b3

et

Il
o

L'ensemble des cubiques passant par O avec multiplicité = 2 et O1

et O est donc un systéme linéaire dépendant de 5 paramétres indé-

2
pendants (car € est de caractéristique # 2)
H = a X3+a X2Y+a XY2+a Y3 +T(b Xz-(a +a,) XY - (a, +a,+b )Y2)=0
1 2 3 4 1 2 4 1 73 71

Par contre l'ensemble des cubiques d'équation



AF +BG = x(TYz—X3) +(p X+u2Y+ usT)[YZ-XZ]

1
est un systéme linéaire contenu dans le précédent et dépendant seulement

de 4 paramétres indépendants. Ils ne peuvent donc coincider.

Par contre, le systéme linéaire des cubigues passant par O avec

multiplicité 3 = multoC +mu1tOD—1 , O1 et 02 dépend de 2 paramé-
tres indépendants (c'est a1X3+a2X2Y-a1XY2—a2

celui des cubiques AF+BG avant multiplicité 3 en O , c'est

(p1X+p2Y)(Y2—X2) . Ces 2 systémes coincident donc.

Y3 = 0) de méme que

§1. MODULE DUALISANT

1.1, DEFINITION. - Soit X un espace analvtique compact de dimension

n ; un Module dualisant est la donnée d'un GX—Module cohérent

et d'un isomorphisme entre les foncteurs (de la catégorie des

w

X
GX—Modules cohérents dans celle des C-espaces vectoriels de

dimension finie) % — Hn(X,ff)* et Fo—~ Hom(?,wx)
Cn _appelle trace tr : Hn(X,u)X) — C 1'élément de Hn(X,uk)*
correspondant & 1'identité dans Hom(wx,mx)

2
1.2. Remarque. - Si w;( et Wee sont des OX—ModuIes cohérents ap-

paraissant dans la donnée de 2 Modules dualisants, il existe un unique

2
isomorphisme de (}X—Modules o w;(_)wx tel que tr1 = trzo Hn(cp)

En effet, ¢ est l'image de try dans l'isomorphisme

Hn(X,wl)* — Hom(w 2) provenant de la structure de Module dualisant

1
W
) XX
attachée a wf .
X
1.2.1. Exemple. - Si X est une variété non singuliére de dimension n,
on se reportera & [7] pour voir comment O,; peut étre équipé d'une

structure de Module dualisant.



1.2.2. Exemple. - Si X est un sous-espace analytique d'une variété
analytique compacte V , n désignant la dimension de V et r la

codimension de X dans V , Sxté (GX’Qg) peut eétre équipé d'une

structure de Module dualisant,

Démonstration. - Scit p = n-r la dimension de X ; il s'agit de

____________ )-)(-

construire un isomorphisme entre les foncteurs Hp(X,- et

Hom(-,&xtr (e ,Q:/l) . Soit i:X—=V 1l'immersion (fermée)de X dans
G\/' X

V : on sait que pour tout GX—Module cohérent & , i*(:’f) est un OV-

Module cohérent et que

HP(x,%) = HP(V,i,(%)

’ 0 - n ” P (]
V étant non singuliére, QV a été muni non seulement d'une structure
de Module dualisant, mais donne lieu & un isomorphisme de dualité en

toute dimension ;
p ; N n-p.,.. n
H(V, i, (F)* =~ Ext "(Vii(g),q)

11 s'agit donc de construire un isomorphisme entre les foncteurs

Ext’ (V,1*( ), QV) et Hom(-, 8XtOV < Q\/
Soit ',Bn" la résolution de Dolbeault distribution de QC . Ce
n'est pas une résolution injective de Qc , mais les '_Bn" sont &

fibres injectives et on sait que Extr(V;l* Q\/ = H (Hom(V 11, (&), '_Bn")

pour tout GX—Module cohérent &%

.
!

On remarque alors que si i*(y) —- ',19 est un morphisme, iden-

.
i ~

tifiant 'ﬁn & Homgy (GV,'.Bn") , le morphisme
V

' .
i*(,’,«') —~ Homg, (., ,Bn' ) qu'on en déduit se factorise en fait au travers

V \%
de Jiom@V( < _5 ‘) . On vérifie que l'application
Hom(\/;i*("j),'_&n") - Hom(X;?,HomOV(OX,|,Bn")) qui en découle est un
isomorphisme.
Ext ,Q\r; apparait donc comme le r-iéme groupe de cohomo-

logie du complexe Hom(X;’a",HomO (O _B )

\’



Pour simplifier, posons g = Hom G, 5°'7) . Le j-ieéme groupe de
cohomologie de ce complexe, HJ , n'est rien d'autre que 8Xté} (OX’Q\I})'
\Y

En effet, pour tout point x de X , le germe en x de 3:{1 est le

j—iéme groupe de cohomologie de g}'{ qui, & étant cohérent, s'iden-

X
tifie & Hom (©. ,'_Bn'.) Mais alors 'p%v* étant une résolution
6 X, x" “x X
V,x ) n
L . n . j .
injective de QV,x , cette cohomologie est EXt@\} X(GX,X'QV,X) qui
' n 7
est aussi le germe en x de fixtJ (& ,QV) toujours car O est
GV X X
cohérent.

, . . . n . s
Maintenant, V étant non singulier, Qle est isomorphe a @V,x'
s 3 = -— = = i i e J
On sait que codlr.n OX,x n-p r inf J.ExtOV X(OX,X’GV,X) #0 [8].
Il s'ensuit que W =0, O0<jsr-1 !

1 .
Soit (Bj: Im ;J — gJ . Nous allons montrer que ®, £ est a fibre

. , . 1
injective , lsjsrl par récurrence sur j . Puisque Jdo =0 , go—» e
o n,
est injectif et ®q 250 . C'est donc vrali car 90 = Hom (& . B O)
X Oy,x X/X 7x
' 0
et ﬂ:’ est injectif. Supposons (BJ._1 a fibre injective. Puisque
);Lj—1=0 , ‘S:j—l = Ker gj‘l —_ gJ = (Bj-l a la méme propriété. Par défini-
i —_ . —_ j'—l — —— i A
tion, O £1 7 CB], 0 est une suite ex.aclte. £j—1,x étant
un Gy X—module injectif est facteur direct dans g; . On peut donc
PR = B . i-1 & L L
ecrire gx ‘Sj—l,X@(Bjx , ceé gqui entraine gx étant lui-meéme injec

tif que @®, l'est.
ix

Nous allons maintenant montrer que % étant un GX—Module cohérent,
Hk(X,Jiomo (’},(Bj)) =0 , vk=21 , 1<jsr par récurrence sur j ;
X

0 ' 1,0 0 om0 ' n,

® =g =¥omg (O, 57) . Yom(F,g) = Hom(i,(F), 20 . 0
v

étant fin, ﬁom(i*(?),'ﬁn'o)

k=1

1'est aussi et sa cohomologie est nulle si

j-1 £ 41
De la suite exacte, 0 —’(Bj—l —»;,7] — (Bj — 0 , on déduit une

)

suite exacte 0 — Hom(?,(Bj_ ) -~ Jiom(st,gj'l) - k{om(fr’,(Bj) — 6xt1(:’?,03j_

1 1

. . N f: . \ 1
% étant cohérent, et @® étant & fibre injective, 8xt‘(3,(}3j_1) =0

j-1



Cn a donc une longue suite exacte de cohomologie :

k j— k k+1
H (X, om(F, 5 1) — H X.¥om(%,6)~ H (X, ¥om(,q_,)

Le premier terme est nul pour la méme raison que ci-dessus, le dernier

par hypothése de récurrence.

On en déduit que Extl(X,"j,(B_) =0, lsjsr-1 . Il existe en effet

une suite spectrale pour laquelle Efz)'q = Hp(X,Extq(;'r',(Bj)) et qui conver-

ge vers Ext*(?,(}aj) . % étant cohérent et (Bj étant & fibre injective,

toujours le méme argument montre que 8xtq(
/ 0 .

EP9=90 . 0or EP = Hp(X,hom("w',(Bj))= 0 si p=1 . On a donc

2 2
Eg’q =0, 81 p#£0, g#0 , ‘EZO'0 = Hom(sz,csj) et Extl(‘v«’,@j)=0

si i=1 . Des 2 suites exactes:

’.r',(Bj)=0 si g=1 et donc

r-1
—_— — (] — —
0—~® _;—~ 7 ® —~ 0

r
0—-® —& —3d — 0
r r
on en déduit

-1 1
) — Hom(%,9 ') — Hom(%,8) —~Ext” (%@ )

0 —~ Hom(g'@r—l r-1

I I
0

Hom(F, & _,)

1
(a,osr)

|
0

0— Hom(fr',(Br) - Hom(s%,éir) — Hom(%,¥") — Ext

donc Hom(%,®) est l'image de Hom(’a',yr_l) — Hom(#, g) et

Hom(%,¥') est le r-groupe de cohomologie de Hom(X,%,g°') . Ainsi
Coe n L sEi oA r n

Ext'(V,1,(#),0)) s'identifie 3 Hom(s«',ext@V(@Xlﬂv)) :

1.3. DEFINITION. - Dans la situation de l'exemple 1.2.2, soit x un

point de X , Yy un systéme de coordonnées de V u voi-

sinage de x et supposons que 1l'idéal définissant X dans V au

voisinage de ¥ so0it engendr® par une suite réqguliére fl""’fr . le

complexe de Koszul associé a cette suite fournit alors une résolution

. . r n L
libre de GX,X gui permet de calculer EXtO X(C%(,X'QV,X) . Préci

sément, c'est Hom (Fof ;o ) modulo
GV % V,x V,x




§(Hom

r-1 r . n )
Ov X(r G\/’ x'Q\/ x) Si we Q\/,X nous noterons [f ,..-,fr]

1'élément de Ext‘(@X’X,Q{;,X) provenant de u € Hom(;“.ro_lx,Qs,X)

défini par u(el/\.../\er) = W

1.4. PROPOSITION. - Toujours dans la situation de l'exemple 1.2.2, si

X est non singulier, Qi et E&xt étant équipés des

ovav

structures de Module dualisant décrits en 1.2.1 et 1.2.2, l'unigue

. . p r n .
isomorphisme — E&xt , commutant aux traces est celui
morp QX o (GX QV)

\Y)
dont le germe en x envoie dy,A...A dyi sur
1 P
. dyi Ane A dy].p/\ dfjA...AdE (-1)° 3(f; reenit) dyl/\...Adyn
r : B ; det >y, vi )

(2im) fl""'fr (2im7) i I fl""'fr

0 j ,c'o[. i ,..-,. j ,---,. -
ou {Jl j} est tel que {11 lp} U {Jl Jr} est une permuta

tion & de {l...n} de signature o

L'application inverse de cet isomorphisme est appelé résidu.

Démonstration. - Il s'agit tout d'abord, revenant & la définition de

la structure de Module dualisant sur Qi d'expliciter la trace, puis de

la relever en une forme linéaire sur Hp(V,i*Qi) . On détermine ensuite

nnp)

un élément de Hom(i *QX dont la classe dans Extn—pi Qi Q?/

P n,n-p
(i o om (G Gy - ;B ).

Un diagramme chasing dans le double-complexe obtenu en écrivant le

lui correspond. On en déduit un élément de Hom(i

complexe de Koszul associé & la suite f1 f2 f pour le complexe
VA, P 2 n
By permet de le transférer en un élément de Hom(QX Hom( ", @V,gﬁv))
. .9 . p P
1) On sait [7] que &X étant des GX-Modules plats, H (X'“X)

est le p-iéme groupe de cohomologie de F(X,Q§®8§"). Hom(g}i,@i) est

le 0-iéme groupe de cohomologie de Hom(X; p,'ﬁp") L'accouplement
(s By

provient de

p,0

: x,%‘z@ag' x Hom (X ; Q§ £ ~c
0, ‘ 0,
<Zw§®nxp L) = L (cp(wi),nx p>



- 11 -

L'identité de Q§ correspond donc a la forme linéaire sur Hp(X,QX)

0,p

qui envoie la classe de pr®n sur Z‘f u)p/\no’p ol w est
XX X X X

vu comme section de ',B)Iz’o

2) Hp(V,i*Qi) est le p-iéme groupe de cohomologie de
I‘(V,i*Q)ID(@&?/") . La trace est donc la forme linéaire qui envoie la

p_ 0,p p, Op
classe de wagmv sur j;(wx/\nv X .

'nnp)

3) L'élément de Hom(i *QX ¥ qui fait correspondre & wp

X

une section de le courant Hn,n-p(wi) défini par

., P
Ly v
<Hn'n—p(¢p 193 J‘ X lplx

s'envoie dans Ext -p(i*QX’QV) puis Hp(\/,i*Qi)* sur la trace.

4) Soit x un point de X . Cet homomorphisme fait correspondre

s P p V20 2 t.on,n- p N
& wy € QX,X 1'élément de Homcs\V X(OX,X’ By ) qui a g E@X «
fait correspondre le germe de courant Hn’n_p(wi) dont un représentant
sur un ouvert U de V contenant x assez petit est défini par
0, 0,
(H g™y = [ gugang T
UnX
5) Considérons le double complexe :
' n,( r-1r +n,D, § rr 'n,0
— — e ’ 0
0 Hom(@le, ’BV,x) Hom(A GV,x ‘BV,X) Hom(j Oy x v o
‘—
x Lo | !
' n,l r-1 r v n,l r n, 1 —
0 —>Hom(@vl . .BV,X)—> Hom(A Oy x* 'Bv,x) —Hom(p Sy ,.BV,}Q 0
' n,2 r-1 'n,2 . rr ‘'n,2
0 — Hom(@le, ﬁle) —» ... Hom(; ole,ﬁle) Hom( ole,ﬁle) —0
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Dans ce double-complexe, les lignes n'ont de cohomologie qu'en

' nlk o .
dimension 0 car & est un module injectif et c'est

V,x
Hom ©. ,I_Bn'k) ; les colonnes n'ont de cohomologie qu'en dimension
OV X X, x 7V,x
' K _ . . k n
0 car A ole est un GV,x module libre et c'est Hom(} OV,X'QV,X)

Pour fixer les idées, supposons que dyi/\.../\dyi

=dy. A...Ad et
X D Yl Yp

. L n i _
soit u € Hom(p GV,X'QV,X) défini par u(elA...(\er) dyl/\.../\dyp/\dfl/\.../\dfr
Nous allons voir que cet élément se transfére dans Hom (o 'ﬂn,r)

q/ « X, x'"V,x

en l'application qui & 1 fait correspondre le courant défini par

NN 0,p
(2im) ‘Yx (dylf\.../\dyp) \X/\nv |x

En effet, on remarque que u = évl ou v € Hom(/\r—lc}; X,'ﬁn’o)
est tel que
0.n dyl/\.../\dyp/\dflA.../\dfJr 0.n
(v.{e A.one ), "y = (vp )
1772 r f1
def dyl/\.../\dyp/\dflA.../\dfrAn
= lir(r)l f
c— ‘fl\Ze 1
V1(ej /\.../\ej ) =0 si jl,...,jr_l n'est pas une permutation de
1 r-1
2,000.0
j " r-1 r m,1
On remarque également que W = d v1 € Hom(x @V X,,& )
est tel que
o ) O,n—l\ _ (Res dylA.../\dyp/\dflA...Adt} T]O,n-l\
S .o ,T] ;= ’ ,
1% 2 r f;
0,n-1
def | dyl/\' . ./\dyp/\ dfl/\. . .ﬂdg AN
= -lim f
e~0 ‘f1l=€ 1

1,. 0,1
= 1 @in) ~¥ =0(dy1/\. NGy . dEVE=0A T =0
1

u e AcAe, ) =0 si g, n'est pas une permutation de
1

r-1
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Il suffit en effet de vérifier que si n €¢ '2'1 N

et est & support

< O

7

compact dans un voisinage assez petit de x

1

dy /\.../\dyp/\dfl/\.../\df

. 1 r
(d"vp( ; )om) =
1
- ([ p+l,,.
1) (Zm)J‘f 0 dylx\.../\dyp/\dfz/\. . ./\dflr |f1=0 A lf1=0
Or L
) dy'l/\. . ./\dyp/\df1 Ao ./\dflr )
(d" vp( : ),my = =¢vp( ),d'n) =
1
. dyl/\---/\de/\dflf\---/\dfr/\d"ﬂ
= -lim P
-0 ‘fllZQ 1

Or fl étant une fonction holomorphe,

d[dyl/\.../\dyp/\dfl/\. --/\dfr/\ﬂ] dyl/\.../\dyp/\dfl/\../\dfrAd il
f1 f1
En utilisant le théoréme de Stokes, on trouve donc

dyl/\. ../\dyp/\dflx\. . ./\dfl_/\n

- lim J’
f
¢-0 tfl\=e 1

le sous-espace X de V défini par fl""’fr au voisinage de x

étant non singulier de codimension r , on peut trouver un systéme de

coordonnées sur V dont les r-premiéres sont fl""’fr . Nous appelle-
. __ie
rons fr+1""'fn les suivantes. On a alors en posant f1 = pe
dylx\. ..Ady /\dflA.../\dfr/\n 2m
D = [ dy A..ady AABAE A...AdE AR
d f 1 p 2 r
A ! 0
1
211 n ayl _ - _
= i = +...
ljo (j=§r:+1 5t Af J...AABNAE, .. ADEA (cpl(...fj,fj,...)dfz/\.../\dfn o)

- /2N —
ol n =2 cpkdfl./\.../\dg(/\.../\dfn .

Le domaine d'intégration étant compact, et toutes les fonctions
considérées c” , pour calculer la limite quand -0 de cette inté-

grale, il suffit d'intervertir, c'est donc :
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2 n oY) - _

1j0 (j§+1 q (0£,... df)/\ deAdEp. . /\df/\(cpl(OOf iz)dfr/\.../\dfn+,,,)
n ay _

= (—1)"(21n)j( — (0, df)/\dsz /\df/\( © 0,05 5,...) ff Adf+
j=r+1 ]

S P
D7 (21m) ffzo(dy/\ .Ady /\dfzf\ /\dfr) lf1=0/\n‘f=0
1

par définition de la restriction des formes & l'espace f1=0

r-2 r '

, n,l _

On trouve ensuite v, € Hom(p Sy x"E\/',x) tel que u, 6v2 ,

vz(eg/\.../\er) = vp(ul/fz)
c'est-a-dire

dy...dy Adfp.. A |f=0An [f =0
0,n-1 ,
(vplu, /1) ,n TN = 1im j‘ (2im) L = 1 :
b =0V |25, =0 f2
[ #2 2‘:,/1

vz(ejl/\.../\ejr_z) =0 si SARTEIYS n'est pas une permutation de

3,...,r . Finalement, on trouve u ¢ Hom(s,. ,£%T) tel que
r V,x 7 V,x
0, , 0,
(u 1), 'Py = (2im)' | dy,A..Adyy [Xan” P X

f1=0,f2=0...

En comparant 4) et 5), on trouve donc le résultat annoncé.

§2. MODULE DUALISANT ET MORPHISME FINI

2.1. PROPOSITION. - Soit X un espace analytigue compact de dimension

n et soit Wy un OX—Module cohérent équipé d'une structure de

Module dualisant. Soit 1 : Z2 =—X un morphisme fini surjectif. Alors

uomOX(H*GZ X) (vu comme GZ-Module) peut-&tre équipé d'une

structure de Module dualisant.




Démonstration. - Il s'agit de construire un isomorphisme fonctoriel

entre F — HMZ,%)* et <« v——Hom("f,Hom@ (rr*(}z,wx)) ol % est un oz—
. X
Module cohérent.

1 étant un morphisme fini est a la fois propre et de Stein. %
étant un G, -Module cohérent, ¥ est donc un ¢,-Module cohérent et

Z X
HYZ,%) ~ Hn(X,ﬁ*’}) S W étant équipé d'une structure de Module dua-

X
lisant, un isomorphisme fonctoriel entre Hn(X,ﬂ*:'i) et Hom(n_‘g,uﬁ()
est donné.

Il reste donc & comparer Hom(qu_?,wx

) et Hom("a-’,liomG (ﬂ_)(_@zl’lk))
Or comment construire un homomorphisme global entre m,F et w, ?

X

On choisit un recouvrement fini de X par des ouverts de Stein Ui
et on construit des éléments de Hom(?(ﬂ_l(Ui)),qu(Ui)) qui se recollent
(Ui)) est canoniquement iso-

(U)) . En effet si g

On remarque alors que Hom(&z(ﬂ_l(Ui)),wX
(m,6,(U.),w
GX(Ui) LA

est un élément du premier, on peut lui faire correspondre 'QE tel que si

morphe a Hom(s‘(ﬁ_l(Ui)), Hom <

feg(n'l(Ui)) , ®(f) envoie gEGZ(n'l(Ui)) sur  @(gf)

11 étant toujours Stein, on obtient ainsi finalement un homomor-

phisme global entre % et Yom, (n,G )

Oy 7:%x

2.1.1. DEFINITION. - Les hypothéses sont celles de 2.1. §i Yy est un

@Z—Module cohérent équipé d'une structure de Module dualisant,

on désignera par Trm : Myl = Wy l'homomorphisme composé de

~

ﬂ*(liomO (TT*GZ,U)X) obtenu A partir de l'unigue isomorphis-

TT*JJZ —

me commutant & la trace et de Tr*(ﬁomOX(n*(}Z,wX)) -~ 9

2.2. PROPOSITION. - Soit 1 : Z —~ X wun morphisme fini surjectif et

i : X—=V une immersion fermée. On suppose Z et V compacts

et non_singuliers. p désignant la dimension de Z et de X ,

n cellede V et r=n-p la codimension de X dans V ,

Qg et ):{om@x(ﬂ_u_@z,ExtrO (@X,QC)) , étant équipés des structures
V




de Module dualisant décrits en 1.2.1, 1.2.2 et 2.1, l'unigue iso-

morphisme Qp—ﬂﬁom (m.0., ,ext. (@ ,QS)) commutant aux traces est
Z @X L4 GV X

celui dont le germe en z €Z ou T est un isomorphisme local,

yll-

voisinage de iem(z) et fl""’fr étant un systéme de générateurs

de 1l'idéal définissant X dans V au voisinage de iom(z) ,

Yo étant un systéme de coordonnées locales de V au

envoie d(yiloiorr)/\.../\d(yipoion) sur le GXIW(Z)—homomorphisme

qui a géE GZ 2 fait correspondre -

o At ..., L) dyl/\" /\dyn
-1 1 r -
r d ta(y v, ) 9T
(2im) iy I fl/\.../\flr
ol § = (11...lp,'Jl...Jr)
Démonstration. - On procéde comme dans 1.4. Hp(Z Qp) est

_____________ ! VA

le p-iéme groupe de cohomologie de I‘(Z,Q?@&S") et la trace est la
0.p

P p
sur 3, j%wz/\nz

forme linéaire qui envoie la classe de ng@qg

ol ‘”; est vu comme section de '_f}g’o .

Hp( 1orr)* 7 est le p-iéme groupe de cohomologie de

O

™V, (io ) Q '’y . La trace est donc la forme linéaire qui envoie la

0,p

p. _0,p .
classe de sz®nv Izwz/\nv oio

' n,n-p

L'élément de Hom((iom) *QZ _B ) qu'on va faire correspondre
a la trace enverra u)pz) une section de (iom), Qg sur le courant Hn,n-p(wp.)
défini par
n,n-p, p, 0,p. _ p 0O,p .
(H (U)Z),'r]»v = j wz/\'r]v olo Tl
V4
On en déduit ensuite un élément de Hom(rr_)‘_QZ :tlom ((%( ﬁn 17By) 1l
p n,n-=p
associe & w une section de Q la section de Hom (G, 8 )
4 i z OV X
qui & f section holomorphe de X sur U fait correspondre le courant
n,n-p, p PP p O,p .
sur U, Hy (wy) défini par [ . f M ATy e deT

7 (U)
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On en déduit finalement un élément de
P

Hom(Qg,Jiom (M0, Hom_ (G, 527 7Py) Il associe & une section
GX * Oy \% V4
de Q§ sur un ouvert de Stein de la forme rr—l(U) ou U est Stein
sur X , la section de ¥om (m,0O,,¥om (& ’-ﬁn,n-p)) qui & g sec-
q( Z (}V X Y,

tion holomorphe de GZ sur n'l(U) fait correspondre la section sur U

de dom_ (& '-‘B{;,n-p)

envoyant f section de & sur U sur le
Oy X

X

p. . 0.,p

Z/\T]V 0loTT

courant HDD7P  défini par H(n$'p) = I—l form-gw
n (U)

Si donc 2z est un point de Z au voisinage duquel © est un

isomorphisme d(yiloio n)/\.../\d(yi olom) € O,g 2 est envoyé sur le

b
GXIW(Z)-hOmomorphlsme qui a gEGZ,z fait correspondre 1'élément de
' n,n-p
hom@v ioﬂ(z)(GX’”(Z)' 'BV,i°TT(Z)) envoyant feoX,TT(Z) sur le germe de

courant H™'DP en iom(z) défini par

0.p

H(no'p) = j‘ fomgdl(y oion)/\.../\(dy.bo iorr)/\nv’ o lo

v -~ L) 1

ol U est un voisinage assez petit de m(z) dans X pour que =
soit un isomorphisme au-dessus de U . D'aprés la formule de change-

ment de variables dans les intégrales, c'est aussi

-1 OI .
[ fe(gem )dly; e DA Adbyei) Any, Poi .
U g! P
dy; A...Ady; AdEALLAdE
) ’p 1 r .
Or nous avons montré que [ ¢ £ ] se transfére dans
LTI
' n,n-p ) )
Hom (G , B ) en l'application
OV,TT(Z) X,n(z)" “v,n(z)
T , . 0,p .
1 — (2im) X d(y, °i)A...Ad(y, o1)An i
i i
U 1 p
d'ou le résultat.
2.3. COROLILAIRE. - Dans la situation de la proposition 2.2, considérons
p

l'application o : QX Uy obtenu par composition des morphismes

canoniques Qi —»n*(zg ——n*(k{om(n*oz,wx)) -y . Si x est un



point de X au voisinage duguel X est une intersection compléte,

et si Yy Yo est un systéme de coordonnées locales de V au

voisinage de i(x) et fl""'fr une suite réguliére engendrant

1'idéal définissant X dans V au voisinage de x , w
— d QX,x VX, x

est l'application qui a

(-1)° a(fl"”’fr) dy,A...Adyy
d(y, e DA...Ad(y; oi) 1+ - det 8_(')_’—_}_’_) [ ]
p (2im) J1 ] f1 ...fr
Démonstration. - Au voisinage de x , X étant intersection

compléte, le calcul de Wy par la résolution de Koszul montre que Wy

est un @X—Module Inversible. D'autre part, le OXIX-rnorphisme Q)Fé,x_’ w

explicité ci-dessus au moyen des fonctions coordonnées se prolonge en
. P . .

un (}X|U—morphlsme y de QX\U wX\U ou U est un voisinage ou-

vert de x dans X assez petit dont le germe en tout y de X au-

dessus duquel 1w est non ramifié coincide avec @, décrit en 2.2.

Y- ot Q§\U *wX\U a donc un germe nul sur un ouvert analytique partout

dense de U . wxlU étant isomorphe & OXlU , ceci entralne que ¢ =y .

2.4. COROLLAIRE. - Soit X un espace analytique compact de dimen-

sion p et i:X =V une immersion fermée dans un espace non

singulier de dimension n . Soit 1w : Z —X la normalisation de X .

Cn suppose Z non singulier.

Soit x un point de X au voisinage duguel X est une intersec-

tion compléte. Soit 5 1'Idéal jacobien de X au voisinage de x

(c'est-a-dire Yy eeeer Yo étant un systéme de coordonnées de V au

voisinage de x et fl,...,flr une suite réquliére définissant X ,

1'idéal de & engendré par les r-mineurs de la matrice (3f/3y).

X,x

,0.,) le conducteur de 7 (n étant biméro-

Soit € = ¥om, (140, /Oy
X
morphe, c'est un @, -Idéal) Soit 5 = Sm(n* P & (Qp)_1 - G,)
X % %, 2 Z

Alors il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que

40, |7 H(U) = 5| V) -c-0, | L(V)

X, X



Démonstration. - Considérons les applications canoniques
+* P P
T QX —— ﬂ*ﬂz —_— QZ
l \
\
\
3
m rr*(HomGX(ﬂ*Gz,wx) N
! "
A\

ﬂ*(:ﬂoma (ﬂ*GZ,wX)) - n*wx
X

Ici 1'application ﬂ*n*g‘zg — Qg est surjective. En effet, si @« est un

germe de section de sz) au voisinage de z,€Z , on peut la prolon-

ger en une section sur un voisinage de n~(n(z )} qui est un nombre
o)

fini de points z,,z ,...,zs en la prolongeant par 0 au voisinage de

1

Pour voir qu'il existe sz — n*ux rendant le diagramme commutatif,
il suffit de remarquer que si o est une section de Qg sur un voisi-
nage de z5U..U Zg nulle au voisinage de Zg 1'application
P . o
ﬂ*O,Z —- Wy envoie le germe de o en & voisin de n(zo) sur la

composante irréductible de X au voisinage de m(z,) dont la normali-
sation est un ouvert de Z contenant 2, Ssur 0 . a s'envoie donc
¢ . o s .
dans n° (wX) en une section nulle au voisinage de =z et donc aussi
R 3* . .
en z_ puisque 7 (wx) est @Z—mvermble.

Pour simplifier les notations, nous noterons encore X un voisi-

nage de x en tous points duquel X est intersection compléte.

*wx de 2

fagons. D'une part dans 2.3, on a donné une description directe de

Nous allons maintenant calculer 1'Image de rr*Q)Iz - T

Q_i—— by On constate que l'image est g-w L'image de

X
v*sp — p*w, est donc g.n*w, . D'autre part, l'image de ﬂ*(p — Q‘p
' X X X Tz

est ,B.Qg par définition de B . De plus, Wy étant un GX—Module In-

) vu comme &,-Module est isomorphe a

versible Hom _ (1,0 %

I3t
3
@X Z'"X

et son image dans w est C-w

¥om (1.0, .0,)8 X

W
GX*ZXGXX

= CRW

X X
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* p P . : s b
T n*gz — QZ étant surjectif, 1l'image de QZ dans ﬂ"h)X est donc

"y N . * .
C-Ory - My et celle de 5 Gy + BCoGmiuy . On a donc finalement

.p. W, = . Lo +* , ; i . . = ¢,
5-C Gzt'r Uy g GZ T Wy et 1 Wy étant inversible &C (}Z g @7

2.5. COROLIAIRE. - Description analytigue du conducteur : les hypothéses

sont celles de 2.4. Au voisinage de x , les germes de p-diffé-

rentielles méromorphes sur X qui se remontent sur Z en une p-

-1
différentielle holomorphe au voisinage de 1 (x) sont ceux de la

dyil/\.../\dyi
9} N . . . . _
forme a a(fl"'fr) ou {11,...,1p}u{11,...,]r] {l..n} et acCcC
oly; «-vv)
ol e

On dit que ces différentielles sont de lére espéce.

Démonstration. - Soit K Il'anneau total de fractions de @X N

les germes de p-différentielles méromorphes sur X sont les éléments

de Qi X® K . Soit =z .,zS les points de Z au-dessus de x

1o
GX,X
et soit Kj le corps des fractions de OZ g - On sait que K = @Ki
125

Un élément de Q§ ®K aboutit dans ozp si et seulement dans

X ,Zi

. . P . ,
: t d . — ¥*,, ! -3-

wX,X®OX XK1 il aboutit dans Im QZ,zi (rr J’X)zi c'est-a-dire

(C-@Z)Z (ﬂ*wx)z puisque Qg —»n*wx est injectif.

i i

Un tel élément s'écrit dyi A...Ady; @ h ol h = G‘;hi . hjEKJ,
1 p

3f ..f) [rdy A..Ady
. . , 1 17" 7r 1 n
Dans w ®Ki il s'envoie sur —_ ®hi et

X,x 3y ey )
(2im) 17 fl"'fr
ceci appartient a (C.oZ)Zin,X®O OZ,Z- si et seulement si
X,x 1
a(fl.. fr) a(f1 " 'fr)
. . O = . D h
i3y ...v) e (c C}Z)Zi r Cx e (c C}Z)z. one a(yj ,...,yJ-
J]. ]r 1 1 r
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2.6. COROLLAIRE. - Les hypothéses sont celles de 2.3. Il existe un

morphisme injectif de OX—Modules CX :wx_qn**'ﬁg’o rendant le

diagramme :

p Trm
T(*QZ — Wy

' ,0
Ty .Bg
l dy. eiemiA...Ady. oo
dy,A...Ady Y R | ‘
, ) 1 n g, .. 1 p
Ce morphisme envoie sur (—1)(2m)rvp T )
f,...f A R
1 r det —/———
a(yj yJ)
ou {11, 1p}U{J1 Jr} {1,....,n} r
. . _ r n
Démonstration. - Nous avons vu que w, = 8xtOV(GX,QV) est le
r-iéme groupe de cohomologie de uomG (GX,',BS"). Soit Sir les r-cycles
\Y
de ce complexe. Il existe un morphisme naturel de OX-Modules :
1 p,l ' n,l+l' : : p:i
My D7 homGV( ! .BV ) . Si U est un ouvert de X et si H
est un (p,i) courant sur © (U) , on lui associe l'homomorphisme de
i+
@X\U dans '_B\r;’l lr|U qui f section de Oy Sur V ouvert inclus
dans U associe G\I}'Hr tel que
n,i+r 0,p-i o1 0,p-i
(Gy My )T (uP ,fommem oTT)
N Olp_i . N
ou  my est une forme (0,p-i) A& support compacte dans V .
n  étant fini, m, est exact et TT*Qg est le 0-cycle du complexe
n*ﬁfz)" . Il s'envoie donc naturellement dans S‘,r et on a un diagramme
commutatif

p
Taly —— &

L. p.,0 1 n,r
Myby ' ——— ﬁomGV(OX,.BV )

Le calcul fait en 2.2 montre par ailleurs que l'application rr*QIZ) — Uy
obtenu en composant la fléche ﬂ*g‘zg» £r ainsi obtenu avec la projec-

tion de £r sur n‘est rien d'autre que Trn

X
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Nous avons montré d'autre part que l'application

Qi - ﬁ*gg Irm, Wy envoie d(yi o)A...Ad(y; oi) sur

| P

(_1)0 B(fll---;fr) dyl...dyn
-~ det Yot RN (2.3)
(2im) PR 17"

L'application O)Iz — Tr*Qg

—- T ﬂp,O envoie dl(y, oi)A...A(dy, oi) sur
¥z i i
le courant H sur U petit voisinage de x qui & nOZ,p (0,p) forme

-1
c® a support compact dans T (U) associe

0, . , 0,
(H,nz p> = ‘f d(yilomﬂ)/\.../\d(yi 01on)/\nz p
' - p
7 L)
Wy étant un @X-Module inversible, on déterminera donc un q(—morphisme
Wy _.n*ﬁg'o faisant commuter le diagramme indiqué en envoyant
dyl/\.../\dyn o dyilolorr/\.../\dyipoloﬂ '
sur le courant (-1)"(2im) vp qui
alf ,....f)
f,....1 1 r ,
1 r det 7=, ciom
a(}’j I"‘I&’j)
. et s 0,p 1 r
envoie par définition Ny sur
, . 0,p
i / dyiloloﬁ/\.../\dyiDOIOTT/\T]Z
e~0 n'l(U) a(fl"'ff) .
det ———ciom
a(fl“'fr) a(yj cer Y] )
ldeta( . )lz £ 1 r
ok

§3. APPLICATIONS AUX COURBES REDUITES SUR UNE SURFACE NON
SINGULIERE

Les conditions d'applications de 2.4 et de 2.5 sont en particulier
satisfaites si X est une courbe dans V surface non singuliére et

Z — X sa normalisation.
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3.1. PROPOSITION. - Désignant par A la multiplicité en x de

l'idéal jacobien de X , par c¢ la multiplicité en x du conduc-

teur ¢ , n la multiplicité de l'idéal maximal et r le nombre

de composantes analytiquement irréductibles de X en x

A =c+tn-r

Démonstration. - Soit Zl""’zs les points de Z au-dessus de

X . 31 I est un GX X—idéal sa multiplicité est égale a la somme des

multiplicités des I.OZ z. De 2.4, on tire que
|

A=Y multZi(ﬁ.c.@Z) i =2, multzi(ﬂzi-c.ezlzi)

Or 1'i e de 1 L est B et r ltiplicité
imag O’X,x®oz,zi — QZ'Zi 24 a pour multiplicité

.

ni—l ou n, est la multiplicité de la composante irréductible Xi se

ie i = ult d ’ = .
relevant par z; . Soit c¢; = m CGZ,zi ans OZ,Zi ona c=Xc
et

A =Zni—l+ci = c+n-r

3.2. PROPOSITION. - Soit X une courbe réduite dans V surface non

singuliére, x un point de X et n :Xl—'X l'éclatement de x

Soit Xl""

re Trm: n*wxl -~ wy - Soit (yl,yz) un _systéme de coordonnées

X les points de X1 au-dessus de x . Cn considé-

-

locales de V au voisinage de x et f une équation locale de

X . On _suppose l'axe des Yy, non tangent a4 X . Soit p: W—V
l'éclatement de x . Y1 , Y2 un systéme de coordonnées de W
dans un voisinage de p"l(x) tel que y°p = Y1 et YyoP = Y1Y2
Soit (O,cxl)...(O,as) les coordonnées de X reeniXg Dans_ce voi-
sinage, si n est la multiplicité de X en x , X1 est défini
1
= . Y
par £ (Y, Y))  f YY)
Y
1
Identifi fi d 1.3 —8xtl (@ 2) u G, -
entifions enfin comme dans 1.3, wX,x OV X’QVX au Oy o
[dy1/\dy2] 1 2
module libre engendré par ; et wxl,x. = ext, (le’QW)x. au
i W i
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dY. AdY.
. . 1 2
o -module libre engendré par
X, .,x, f
17771 1
le germe en x de Trm: & wX1 < wx N est l'application
ui a .

aY. AdY dy, Ady,
1 2 n-1 [ 1 2]
& hi[ ¢ ] A @ hi) ¢

1

oi &h, €80,

% %

c @Ki = K anneau total de fractions de OX .

Démonstration. - Soit m o V4 —>X1 la normalisation de X1 et
soit n = meT . Les hypothéses de 2.1 sont satisfaites avec moa T
et n . Les morphismes traces respectant les structures de Module

dualisant, le diagramme

n*(Tr TTl)

NG, ———> rr*(wx1 )
Tr n Trm
Yx

est commutatif,
D'autre part, on a un diagramme commutatif évident :

1 dn 1
(g TSl

v

wilz

1

n

et Z étant & la fois la normalisation de X et de X1 , la proposition

. L 1 1 Trn
2.3 decr_lt explicitement ¢ : QX — n*QZ — wy et
B g, T Tty o'

donc

1 1
WL Tl Pally = Tty

On obtient donc © = Tr me n*cplo dnm , ce qui entraine
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, (dy) = 2L [dylAdyz]
% 3Y, f
oF, _dY AdZ..
= 5 - s _L1[ 1 2
(Trﬁ)x (ﬁ-x-q)l)x le (Trﬂ)x[-fl dZ, . [ F ]]
) 2] 1
ou sz = Yz-aj et YI’ZZ' est un systéme de coordonnées sur W
au voisinage de x, et F (v ,Z2,.) = £ (Y, ,a.+Z,.) . On a alors
] 1°72j 1771773 725
dF
1 d 1
Y, ,Z2,.) = ————[—— f(Y Y(q,+Z )]
: 172 ;
asz j azzj le1 j 2
1 df 1 of
= — ———-(YYa+Z.))= — Y (o, *+Z,.))
1 -
YI; 62 2 2j Y?layz 1'% 2]
_ [ 1 of ( )]
n-1 3y y yZ X,
2 )
1
De la définition de la structure de OX,x_mOdule de (ﬂ*mxl)x =g ’DXI,X. ,
: ]
on tire que
1 9%, F, n-1 3y, 172 jfl £
1
et (Trm) étant & -linéaire, on a donc
X X,x
A
i [dY1 dyz] Sl e, : [dYMde]
-1 !
3Y, f yrll oy, 1772 21 £
Wy étant localement libre de rang 1 et X étant réduite, —a—yaL (yl’y2)
n'est pas diviseur de zéro dans GX < et donc 2

[

(Tr TT)X

Il @dw

J

le AdY2 n-1 dy1 A dy2
RS f

Nous remarquons maintenant comme en 2.4 que

3 . 3¢ ;

n*Try @ v MWy
3¢
T, T

on a un diagramme

X

commutatif

(toujours parce que

se factorise au travers de l'application canonique

et sont inversibles) et

1w \LX

Xy
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T[(»UX——>TTTT*TTUJ —_— 77, W

¥ # X # X

3 1 1 1

Trm T[_N_‘[T*TI‘TT
UJX —— T'T*Tf LUX

ol la composée des 2 fléches horizontales du haut est l'identité. Le

diagramme T we — W est aussi commutatif ; 1'élément
-nl Xl/ X1
Ty
T )
' ® € m W o LW & G s'envoie
=1 = & RIE T KL Oy Ky
dy AdY, dy. Ady,
sur [ 2] il s'envoie sur -1[ L 2] & 1 dans
4 £ € UxLxg i f
*, = . L i i
(mr JJX)xi Wy o ® @Xl % L'application wxl , .____>wX x®OX1, est

dY, AdY, dy, Ady, i
; sur ; ® (ylorr) . Si donc

donc celle qui envoie [
1

le /\de .

@j hj [ f1 ] € (n*wxl)x , l'injection canonique de By~ Ty

dyl/\dy

¢ ] dans

, , n-
envoie son image par Trm sur ij (ylorr) hj® [

(ﬂ*n*wX)X = (GBJ, lelxj) ®@X XwX’X . Cet élément appartient donc en

fait & w i.e. @&ly ce qui était le résultat annoncé.

n-1

X,x

3.3. COROLLAIRE. - Soit Cl = Hom( T'*C}X],OX le conducteur de =

{VUu_comme un GX—Ioeal : CI-C}XI OXl oi M est 1l'idéal

1

; - n-1
maximal de X en x . C, n*(M @Xl)

Dé tration., - L'i e de d # est . Lo
Démonstration mag wxl ans 1 wX Cl 63( i)

En effet, n¥*n.w - W

w9y étant surjectif, c'est la méme que celle de

1 Xl
rr*rr*wxl - rr*mX . Or My =C¢ ®uw, et son image dans

% est
X



C rwy - Cr nous venons de voir que wxl'xi_’ wX,X®GX1,Xi envoie

dy, A dy, dy. Ady,
1 2 -1
[ ] sur (y orr)n [ ! 2] . On constate donc que

f1 f
n-1 ‘2 . .
Cl-c}xllxi = (ylorr) @Xl'xi . Or y, est 1'équation locale du diviseur
exceptionnel sur Xl . [ylorr] Oxl'xi = M-le’xi . De méme Cle,x
' n-1 = n-1
est l'image de (Tr TT)X . Or (m M Oxl)x @ v, OX1,X
3.4. COROLLAIRE. - eg(n*oxl)x /C1x_ = egeaoxllxi/cl = n(n-1)
p . -1 .
Démonstration. - On a vu que C] = 1-r*(Mn GX) . On a donc &
calculer
e, /ey o = gg@, ( A )
T % Ox x, 9%, G V1 O x
i 171 1771

n-1
z 9 Ox 'Xi/yl Oy

i 1 X

1'71
Or, si E désigne le diviseur exceptionnel p—l(x) sur W défini par

y1 en x1 , on a justement

n-1 _
r9 g O le/yl "G = (“'1)(E'X1)x

171 1% i

On vérifie que (E'XI)X est égale a la somme des multiplicités des
i
composantes analytiquement irréductibles de X se relevant par X,

et donc (B’Xl) =3 (E'Xl) =n . D'ou
X, ®i
i

eglm, le)x/clx = n(n-1)

3.5. Remargue. - Si X est une courbe réduite sur une surface non
singuliére, Lé dans [6] et Teissier dans [13] démontrent le théoréme
2.5 relatif & la description analytique du conducteur en construisant
une déformation de X au-dessus de @€ ayant la propriété d'avoir une
résolution simultanée trés faible et telle que la fibre générique n'ait

que des singularités ordinaires.
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§4. LE THEOREME DE GORENSTEIN

4,1, THEOREME. - Soit X une courbe réduite dans V surface compac-

te non singuliére et soit w, = F:xt1 (& ,Q\Z/.) son Module dualisant.
X GV X

Il existe un isomorphisme entre les foncteurs (de la catégorie des

GX—Modules cohérents dans celle des C-espaces vectoriels de

dimension finie) % — HO(X,"J')* 1(

F,0,)

et % —Ext %

Démonstration. - Nous allons tout d'abord montrer :

sl 2y _
4.1.1. LEMME. - cxtGV(@X,QV) =0
@X étant un C}V—Module cohérent, le germe en x de ce Module
est Ext? (. ,0\2/ ) . Soit f une équation locale de X au voisi-
o. X,x X

V,x
nage de x et considérons

0 —~0, . o0

V,x V,X#GX,X#O
la résolution de Koszul de OX % Ext2 est le 2e groupe de cohomo-

logie du complexe

2
10 )_>0

2
0 — Hom (GV,XIQV,X) — Hom (o, V. x

@V,x V,x

donc O

Revenons au théoréme 4.1. Soit i : X—V l'immersion de X

dans V ; % étant ¢&,-cohérent i*(:’i) est un @V—Module cohérent, et
on sait que HO(X,‘j) = HO(V,i*('})) . D'autre part, on sait qu'on a un
2,
isomorphisme entre HO(V,i*("}))* et Ext (V,i*(ﬁ),QZV) . Il s'agit donc
de construire un isomorphisme entre les foncteurs Eth(V,i*('),Qz) et
\Y,
1 0

Ext*( ,JJX)

Comme en 1.2.2, soit ',Bz" la résolution de Dolbeault distri-

2 2.

bution de QV . Bien que 5! soit seulement & fibre injective, on a

) v 2,
montré que Extz(V,i*(ﬁ)loé) = HZ(Hom(’V;i*(?),.B- ‘) pour tout Oy~

Module cohérent % . D'autre part i étant Stein



Hom(v;i*(y),'_g%") = Hom(X,‘fﬁ,HomO (GX,'.B\Z/")) comme on a déja wvu
en 1.2.2 et 2.1, v
. P . _ v 24
Pour simplifier, posons ¢ = Hom ©.,, 85') vu comme @ -
GV X"V X
Module. Comme en 1.2.2, (}X étant cohérent, le i-iéme groupe de

cochomologie ﬁi de ce complexe est ext (s ,Q\z/) . On a donc en

et 312 =0 . Soit & = Ker Jl.._>32 . Puisque

particulier 341 = )

2 X
¥ = Jz/Im Iy = 0 , la suite :

1
O—»;’;l——g —»32—»0

est exacte.

Par définition, de Ext , nous en déduisons une suite exacte

1 1 1
Hom(3, ') — Hom(g,s%) — Ext'(s,4,) — Ext'(x,9")
Le méme argument de suite spectrale utilisant que 'g *" est fin et
fibre injective montre que Extl(sﬁ,gl) =0
. 0 1 1. .
Posant maintenant ®, = dm § — J et considérant la suite

1
exacte

1
O—>(B1—>£1—>li = Wy 0

on en déduit que

Extl(

1 1 1 2
%,8,) — Ext (%,£,) — Ext (%,4 ) = Ext (s«*,osl)

1 1
Il suffit maintenant de se rappeler qu'on a montré (1.2.2) puisque

Extl(sk,(Bl) =0 si i=1
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N

a

4.2. COROLIARE. - Soit F un g _-Module de longueur finie, r¥
)
X

et Ext:1 (F,w sont isomorphes.
X,x
Démonstration. - On applique 4.1 avec le module cohérent %
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4.3, COROLIAIRE. - Spoit 7 : X, =X un morphisme fini induisant un

1

. . - —1 — - i =
isomorphisme de X.-n~*(x) X-x . Soit Cl uom(rr*(%(l,ax)

1
conducteur de © (vu comme un &.-Idéal).

X
= _ 1 1
29 0y /C % = &gl ﬂ*OXl/OX]x = rgg H (X,0,) -rg (H (X0
Démonstration. - On considére d'abord la suite exacte de
Modules
0 ~C, =0y, -0,/ —0.

En tensorisant par w qui est un @,-Module inversible, on obtient en-

X
core une suite exacte :

X

0—~c %o, X T % T GX/CI®OX‘”X =0

Par définition de Trrm (2.1.1), cette suite s'identifie & :

— N
0 TT b

Tr
X, wy = Oy/C, %X Wy

On en déduit une longue suite exacte :

0 HO(TI'TT)
0 —H (X,ﬂ*wxl) X

Hl(Tr )

1
—H (X,ﬂ*wxl)

7 étant Stein,

0 .0 _ 0
H (X,ﬂ*wx’) = H (Xl"“x ) = Ext (@X Sy )
1 1 1 M
1 1
H (X,ﬂ*bux ) = H (Xl,wX ) = Ext (OX Wy )
1 1 1 1
De méme,
10 ,u) = Ext®oy,my) et H'(X,uw,) = Ext (o)
Yx XX ' X%

Par dualité (1.1 et 4.1)

EXtO(G Aty !

1 ¥* 0
. X) = H (X,@X) , Ext (oxl,wxl) = H X,
1 ) ~ 0 * 1 —~ 0
Ext (Ox,wx) ~ H (X,GX) et Ext (@X sty )= H (X1'

1 1

0
H X,n,) —H (X,csx/c1 ®

Ox

Oy

Oy

1

u) =

1

1

1 o ol
HI ) — B X,G/0 @ )

)-)(-

)*

i



La longue suite exacte devient donc :

1 1
0—H (X, 0, )*—H (x,@X)*——>H0(x,o /18, wy) —

X4 X
0 0 X
— *
H (Xl,oxl) —H (X,@X) —H (X,@ /c,® Ox wy)
On constate enfin que @ /C est un @,~Module de support x ;
OX Wy X
. 0 =
ceci entrafne que H ,G /C @OX X) (6 /(31 X®OX Wy o
H X,o /Cl ®G X) = 0 . Toutes les fléches étant compatibles & la dua-
X
lité, celles obtenues dans la derniére suite exacte sont les fléches ca-
noniques.
. 0 0
On sait que H (X G, ) =C=H X,6,)
X4 X
HO(X O )* — HO(X,GX)* — (0 étant exacte, cette fléche est un iso-
1
morphisme.
Enfin, w étant isomorphe a & , on en déduit :

X,x X,x

- 1 _ 1
29 @X,X/clx =rgg H (X,GX) rgq H (Xl,@xl)

On considére maintenant la suite exacte de @X—Modules

0 — OX — 1,0, — T @ /c%( — 0 et on en déduit une longue suite

Xl
exacte :
0—>HO(X G )—>H0(X ,0: )—»HO(X m o /@ HI(X ) —
7 X 1 Xl 1 X I%
1
—H (x,n*csx)—»H (X, m,Cy /0y
1
. 0 0 _ .0
Comme ci-dessus, H (X,GX) -~ C, HX ’H*GX ) = H (Xl,@X ) = C et

1
la fléche étant injective est surjective. Le méme, ﬂ*OX /GX étant

concentré en x , HOX 4O /@ eg[ﬂ*OX /GX]X , Hl(X,ﬂ*c}X /C%() = 0.
1

1
Alors

1
eg[n*ox /@X] < = ¢ H (X,Gx) - 9 Hl(Xl,(}X )
1 1
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4.4, COROLLAIRE. - Soit m : X, = X 1l'éclatement de x , ¢, le

1 1
conducteur de © , n la multiplicité de X en x
_ _ 1 1 _ n(n-1)
egGX,X/Cl,x = eg(ﬂ*le/@X)X =g H (X,0,) - rg H (Xl'Oxl) ==
Démonstration. - C'est une conséquence immédiate de 3.3, 4.3
et de 1'additivité de la longueur.
n-1
4.5. COROLIAIRE., - ¢, = M
1 X,x
Démonstration. - De 3.2 et 3.3, on déduit tout de suite que
Mn“1 — ¢, . En effet, soit he¢ M;_l et soit, en utilisant les nota-
XX 1 X n-1
tions de 3.2, hi le germe de hom en X - Puisque h ¢ MX et
que MX « se reléve en un diviseur engendré au voisinage de X; par

. . _ .n-1 . X
Yy o il existe g; € GX1'X1 tel que h.l =Yy 9 - D'aprés 3.2

. , le/\de _ n-1(® )[dyl/\dyz] . [dyl/\dYZ]
e 9y f "1 9 £ £ ‘

1

;: donc hec . Il suffit donc de

Or l'image de (Tr rr)X est Cl,x ; 1.x

montrer que 89 Oy X/M;z—)l( = n{n-1)/2 . Or

I

n-1 n=2 i i+1
9 @X,X/MX,X B EO tg MX,X/MX,X ’

i

i i+1
& 1\/[1/M1 : on sait que

Soit ngX =
ny Ng
gr X = Cly,.v,] /y,-ayy)) elyy-a y,)
ou a; sont les pentes des tangentes & X en x et n =2 n On a
n-1 a B
= + -
donc &g GX,X/MX,X # mondmes Y ¥, « @ 8 < n-2
_ n-2+2, _ n, _ n{(n-1)
4.6. COROLIAIRE. - Soit X une courbe sur une surface non singuliére

et soit 1™ : 2 X sa normalisation. Soit ¢ le conducteur de = .,

Soit x un point de X , n la multiplicité de X e x et soit

Xg i=1..r les points infiniment voisins de x . 80it n;
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la multiplicité de X en x., . (cf. Introduction)

i
n.{n-1)
At

b, = talmo, /o)) = tg oy /C =

™M

0
_ 1 _ 1
x€ Sing X

Démonstration. - Par récurrence sur le nombre d'éclatements de

points & faire pour désingulariser X , la premiére suite d'égalités est

une conséquence immédiate de 4.4, 4.3 et de l'additivité des longueurs.

De méme, la 2e suite est conségquence immédiate 4.3.

§5. LE THEOREME AF+BG DE MAX NOETHER

5.1. DEFINITION. - Scit X wune courbe réduite dans une surface lisse
compacte V . Soit n : Z—= X la normalisation de X et soit
¢ = dom(n,G, 0y ) le 0y~1déal conducteur. Soit €& le G,-Idéal
relevant C dans ov . Soit D un diviseur effectif dans V
On dit que D est une adjointe de X si 1l'Idéal ov(—D) est
inclus dans &

5.2. THEOREME. - Caractérisation géométrigue des adjointes : les

données sont celles de 5.1. Soit ’Xr les points singuliers

X
Lo
de X dans V . Soit n; la multiplicité de X e X, Soit

1 —

m:V,~V l'éclatement des points x reees X, dans V et

1 1
Ei =1 1(xi) la composante irréductible du diviseur exceptionnel

au-dessus de x; , i = l.r . X1 (resp. Dl) désigne la trans-

formée stricte de X (resp. D) . D est une adjointe de X si

et seulement si :

1) mult D =n-1,1i=1l.r ,
Xy i ]
2) le diviseur effectif D(l = 3 [multx. D—(ni—l)]Ei +D1 est une
= i =2 s

adjointe de X1
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Démonstration., - n : Z ~ X se factorise au travers de

p = ﬂ[){l : X1 —- X . Soit n = p1°p et pl est la normalisation de X1

1 X) le conducteur de p et Cz =Hom(pl*GZ,GX1)

Considérons par exemple Xy et soit (yl,yz) un systéme de coor-

données locales sur V au voisinage de x., , tel que Yy ={0 ne soit

1
pas tangente a X . Soit H € @V « une équation locale de D en X
1
et h son image dans GX N Nous allons montrer que h ECX est
4 1
éauivalent &
nl-].

i) he MX,X1

. n-1 | _

ii) (hop/y1 )g € Che vEeX, . p(8) = x,
En effet, si he¢ CX , il est a fortiori dans C‘:1 . " Or d'aprés 4.5,

n,-1 1 n-1 X

Cl,xl = MX,xl . Comme MX,X10X1,€ =Y, leli , on en déduit que

n, -1
(hop/y1 ). € O . Or, on a les inclusions :

1 g€ X1,€

O%,x, " @2 p@)=x, Ox, .8 T Oy

nl—l
i R - =
PUISCILle h € CXI I} h (n*O'z)Xl Cxloxlxl o Cl,XlOX,XI MX/XIOX:Xl
-l o -
et e;g (ho p)g' e%(pw@z)gb Y, EB@ Oxlli Cette derniére ligne signi-
" (@)
fie que ho . C , VY%, ) = x
g ( p/y1 : €Cy S . P 1

Réciproquement, si i) et ii) sont satisfaits

(hop). -&.(p, 6.). = y" = &
&, (hop). &, (p) Op) . Y, @gqﬁ C . O

Mais ceci se lit encore :

h(n*c}z)xl = OX,xl

donc h ¢ Cy
1
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Ceci montre que D est une adjointe si et seulement si

1') hXi € M;ll;ll , vi = 1..r ot hXi est 1'image dans @X,Xi
d'une équation locale HXi de D en X3
et nj-1 .
2') (hxiop/yli )g €Cy . v veeX, ., p&) = x, . vi=l.r o

(yli'YZi) est un systéme de coordonnées locales sur V au

voisinage de Xy tel que yli= 0 ne soit pas tangent a8 X

OCr X passant par X, avec la multiplicité n; 1') est équi-
valent & 1). Dans ces conditions, l'équation de la transformée stricte
multy . D
de D au voisinage de £ s'envoyant sur X, est Horr/yli !
ni-1
L'égquation du diviseur effectif D(i) est donc HOTT/Y].; et son
n.—
i
image dans @X e est h°p/yli . Par hypothése de récurrence 2')
1
est donc équivalent & 2)
1
5.3. Remarque. - On ne peut pas dans la condition 2) remplacer D( )

par D1 , autrement dit la multiplicité de D1 en un point singulier

de X1 de multiplicité n peut étre plus petite que n-1 , comme le

2
montre l'exemple suivant : dans P (C) , X est la courbe

7 3.4 7 4 3

vyl o= . + _ -
Y1 +Y2Y0+*2 0 ; D la courbe Y1 YZYO 0 est adjointe. En
effet, X n'a qu'un seul point singulier x = (1,0,0) . D ne doit

donc vérifier de condition qu'en ce point. On a

7 7 3
w G{yl,yz}/y1+y2+y2 Oy = C{u}

GX,
1/7 7
ol v, = u3(—1—u28) / ; Y, =
L duct = ulz(D O d 4 t 3 d
e conducteur Gx'GZ,x {u} . On a donc y, e Yy ans

4 .
Cy donc aussi vy +y3 3-1 . Mais la

1 72
transformée stricte X de l'éclatement de x dans P

COr mult X =3, mult D =3
X X

NN

(C) a un point
singulier X4 de multiplicité 3, tandis que D; a un point singulier
en x, de multiplicité 1 «<3-1 . Par contre D(l) ='E+D1 passe par

X, avec multiplicité 2
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5.4. THEOREME "AF+BG". - Scit C et D 2 courbes réduites dans

2 ,
P°(C) n'avant pas de composantes irréductibles en commun. Soit

F et G respectivement leur équation homogéne dans (D[YO’YI’YZ] .
Soit m =degF , n =deg G . Soit Xj j=1...p les points

d'intersection de C et D (i.e. ceux situés dans ]Pz((D) ainsi

que dans les '"voisinages infinitésimaux successifs"). Soit sj

(resp. rj) la multiplicité de C (resp. D) au point X5 . Alors

1'éguation homogéne H d'une courbe projective plane E peut

se mettre sous la forme H = AF+BG si la multiplicité de E

en Xj est supérieure ou égale a rj+sj—1 pour tout j

Démonstration. - Soit x un point de C . Soit fx , (resp. gX)

(resp. hx) l'image de F (resp. G) (resp. H) dans ¢ 2
P ,x

Nous allons montrer d'abord que les conditions numériques locales

T _ +
sur les multiplicités entrainent que hx aXfX ngX dans OIPZ,X
avec a €% , b, €O dépendant de x

x - Upe 0 x U2 g

En effet, soit hX (resp. gX) l'image de h,, (resp. gx) dans

@C < Si x est un point de C qui n'appartient pas &8 D , §x
'3 » ™~ ~ . . ] t
est une unité dans GC,X et hx/gx € OC,X donc il existe aX et
= <+ i 3 I
bX € Gle . tels que hX axfx bxgX . Si x est un point de CrD ,

gX ne s'annulant pas sur toute une composante irréductible locale de

C en x , Hx/éx € Tot & Nous allons montrer que la condition i) E

C,x
passe par tout point d'intersection X; de C et D dans un voisinage

infinitésimal de x avec une multiplicité supérieure ou égale &

s.+rj-1 entrafne ii) Bx = Hx/éx € G par récurrence sur le nombre

] C,x
d'éclatements a faire pour séparer C et D

Soit T :Z—>]P2((E) 1'éclatement de x dans }Pz et soit C1

(resp. Dl) la transformée stricte de C (resp. D). Soit p : C1 - C

la restriction de ©n a C; . Soit X reensX les points de p1(x) sur

k
D1 P Y Yy les autres.

Par hypothése de récurrence, i) entratne 1i') "E passe par
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N

x ¢ CNnD avec une multiplicité > s+r-1 o0 s = multXC , r = mult D
X

t h ot . .. . .
e L, (resp l'xi) (resp gl,Xi) désignant une équation de E1
resp. C .D isi . = h g
(resp 1) (resp l) au voisinage de x; , Bl,xi hl,xi/gl,xi est
d i = 1...
ans GC x Vi 1...k
1771
Par définition de la multiplicité, gy € M 2 et 1' entraine que
r+s-1 P, r
h eM . Par définition de la transformée stricte, (g om =v.g
X ]PZ . X %, 1 l,x.l

t

o ] h Y +g5-1 4 .
et (hX TT)Xi Yy 1, ol t > r+s et Y, est une équation locale
du diviseur exceptionnel sur Z au voisinage de X . Toujours d'aprés

H °op t
. ~ X = ~ s-1 .
' ° = = = C M . = e ?
i) (bx p)x. g op (yl‘ 1) bl,x. € C,x C}C X, b=1.k
i X 1 1774
puisque t-r > s-1 et que MC,X'OCI,Xi = yl‘CI'OCI,xi . De méme
~ s-1
(b op) M 36 , i=1...,h car la transformée stricte de D
X Yl CIX Clly
r
ne passant pas par ., (g em) =y . ol est

une unité., D'aprés 3.3, on en déduit que Ex € ClX le germe en X

du conducteur de p donc que Bx €06

C,x

et il existe a € ¢ 2 et
X P°,x

= +
bXE G o tel gque hX aXfX bxgx .

P~ ,x

Il reste donc maintenant & globaliser. Soit g le ¢ ,-Idéal cohé-

P

rent définit par S, = (fx,gX)C}IP2 . . Soit d le degré de E . Il est

certainement supérieur ou égal & m et n . En effet,

E,C) = dm = It E. It C = (r,+s,-1).s, +s, =(D,C)=mn
( ) m>‘j@mu x; mu x, >(rJ s )s]zj;r]s] ( )=m

& o ,(d)

On peut globaliser les complexes de Koszul locaux. On obtient une suite

-n =n,-m . Soit J(d) = g

Soit d = m+m, = n+n et r=m 1

1 1 1

exacte de G]PZ—modules

0 =0 i) —0o
P2 1

]Pz(ml) eolpz(n ) — 3(d) — 0

les applications étant définis par
3 — 3G , -¢F ol & est une section de ¢ 2(r)
P

(A,B) —= AF +BG ol A (resp.B) est une section de ¢

]Pz(ml)
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1) et F et G sont des sections globales de & 2(m) (resp.
P

(n)) . Supposons que H soit 1'équation d'une courbe E passant

]

montré que hx est une section de J au voisinage de tout x au-

trement dit que H ¢ HO(]PZ,J(d)) . La suite

par x, avec une multiplicité = rj+sj—l pour tout j . Nous avons

8 ,m)e HG ,n) — 1B, 5d) —H 6 )

IPZ 1 P P
étant exacte et le calcul explicite de la cohomologie de l'espace pro-

(r)) = 0 , la premiére fléche est en fait sur-

0( (ml)) (resp B ¢ HO(O 2(nl)) tel

P

jectif montrant que Hl(G
P2

jective. Il existe donc AcH

que H = AF +BG

o
IPZ

APPENDICE 1. SUR LE THEOREME DE GORENSTEIN

Nous avons montré au {4 que si X est une courbe plane Wy

désignant son Module dualisant, pour tout OX—Module cohérent % , on

a un isomorphisme entre HO(X,.’;)* et Extl("i,wx)

Soit 1 : Z —X la normalisation de X et soit % = TT*@Z/GX .

C'est un @X—Module cohérent concentré aux points singuliers. Si x est
un tel point et désignant par O 1l'anneau local de X en x , par
@61 le germe en x de TT*GZ , par w le germe en x de YK

on en déduit l'existence d'un accouplement parfait :

¢ 'Oi/o X Extl(es (_)i/O,w) —C .
i i

Nous allons expliciter cet accouplement.

1 — 1
6.1. LEMME. - Ext & OC./C,uw) = w/@ﬂz ol &Q, estle germe en
i 1 i 4 1 4y
1 . 1 )
x de n*Qz et ou 1,0 s'envoie dans Ny par Trm .

*°°7
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Démonstration. - On considére la suite exacte :

0— 0O —>@6,—>@6,/O—> 0
i 1 i 1
Cn en déduit une suite exacte

Hom(® O, ,w) — Hom(O,w) — Ext' (@ Gi/o,w) - Ext1(®6i,w)
i i

D'aprés 2.1 et 2.1.1, ce n'est rien d'autre que

T 1 =
&0, —T~w —Ext'@©0/b w) — Ext' (@0, u)

i i i
Il suffit donc de voir que Extl(ea Gi,w) =0 . rr*oz étant un GX—Module

cohérent, c'est le germe en x de SxtG (H*OZ'%() . De la suite spec-

X
trale reliant les ¢&xt locaux aux Ext globaux, on extraie ([3 , corol-

laire 7.3.5) une suite exacte :

1 0 1

)

1
0 —H (X,J:Lom(n*(}Z

2
— H (X,ﬁom(ﬂ*O,u)X

i

Le premier terme s'identifie a HI(X,TT*Qé) =~ H Z,Q;) d'aprés 2.1,

Z étant non singulier Hl(Z,(%) =~ HO(Z,OZ)* par dualité
0 * 0 * 1 2
H (Z,oz) ~ H (X,TT*GZ) =~ Ext (n*GZ,wX) encore par dualité (4.1). La

premiére fléche étant injective, est donc en fait un isomorphisme.

1 . . . . .
8xt6 (n*@z,wx) est concentré aux points singuliers de x . Ces sections
% .
globales s'identifient & la somme directe des germes de sections de é&xt

aux points singuliers. Enfin

2 _ 12 Iy _
H (X,}:iom(ﬂ*ﬁz le) = H (XITT*QZ) = H
D'ou
&, —Toy — Ext'(©0,/0,u) — 0
i i !
est exacte.

6.2. THEOREME. - L'application

1
(M0p)y /Oy o % Wy ) C

qui & g germe de section de . au voisinage de © (x) , w

Z
germe de section de Wy au voisinage de x fait correspondre
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(d"C, @),g;

ou g est une fonction sur Z c” a support compact prolongeant

g , est un accouplement parfait (cf. 2.6).

Si (yl,yz) un systéme de coordonnées du plan ambiant au voi-

sinage de x et si f est une équation locale de X en x ,

particulier
dy; A dy d(Yl" io ) gd(ylo iom)
(d"c 5, = 2in (Res 7= ,§) = 4n’ —
{ ey i (Res .9 4n°3 res
X f af . X]’_ ojorr
Olor" ay

Démonstration. - Rappelons (4.1.1) que posant JO = gom_ (& ,',82'.),
------------ oy X7V

on a les suites exactes 0—*,90——£1—>wx-’0 et 0-*£1—>,91—~J —- 0

1 2 1 L
Hom(ﬂ*GZ/OX,J ) — Hom(ﬂ*GZ/GX,J ) — Ext (rr*oz/q(,iil) 0
2

1
Ext ™ (m,0,/0, 0
L'accouplement parfait entre HO(X,rr 0./6.,) et Eth(n*GZ/OX"j’X) en-

#°2' X )

vovant le couple (classe g section de Gz sur un voisinage de n (%),
' 2

2,
classe de ¢ germe d'application de i*OTT*GZ/OX dans By ) sur
(plg), 1) . Il faut bien sar comparer le calcul de Extl(n*GZ/(}X,uX) en
dérivant & droite comme ci-dessus avec celui de 6.1 en dérivant a

gauche. Pour cela, on construit un double complexe de C%( X—modules

0 0
| |

1 1
0 — Hom(rr*GZ’X,JX) — Hom(©y .8 ) — 0

’

| -

0 — Hom(n,0, ,Jz) — Hom(p, .,d.) —0

Z,x “x X, x" x
l |
0 0

1 1 ,
et Ext (T‘Y*GZ/OX,UJX) =~ Ext (rr*oz/c%(,é,l) y apparait comme conoyau de

la fléche noyau.

Soit w un germe de section de Wy au voisinage de x et son
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1
image dans Ext (n. 0./ ) calculé par 6.1. Nous avons montré (2.6)

%Oz GX’wX
l'existence d'un diagramme commutatif :

£1 — Uy
1 l '{1
3 -Hom@ @k,ﬁv )
\Y,
3y s'envoie donc sur l'application qui &8 h € 6. fait correspondre
2,1 2,1 L. 2,1 0,1, =% 0,1
Hx (h) ¢ By % défini par <Hw (h),nV )y = <CX(hw),nV om) . On
constate que l'application Hom (o ,,_91) == Jl qgue cet élément
@X X X, X “x X
définit, se reléve en une application Hom (.G ,d ) qui envoie
C}X X #¥7Z,x “x

g germe de section de @ sur un voisinage de rr_l(x) sur 1'élément

zZ
2,1 '211 Py
Gw (g) de 'BV,X défini par
2,1 0,1, _ 0,1
(G2 Ma)my' ) = (a0 Mw) iy e
Ceci s'envoie dans Hom(rr*(}z x"9>2<) . A g germe de section de GZ
! 2,1
sur un voisinage de Tt l(x) , on fait correspondre d"Gw (g)
2,1, 0,00 _ 0,0
(d Gw (g),nv y = (gd Cx(w),nv o T

car g est holomorphe.

L'accouplement envoie donc (g,w) sur <d"Gi’l(g),T> = {d“CX(w),ﬁf.
dy, ndy dy oioer
. s . 1 2 . . 1
Ceci donne précisément si w = [ ¢ ] , puisque CX(m) = (2im)vp —Sf——
T oloeT
2 dyoioﬂ ayZ
d CX(w) = (2m) " res af—_ . En effet
oloTl
BYZ
dy oloT 5
[1] ~\ - - : 1]
(d CX(w),g, (-2im)(vp 35 ,d"g)
°ojory
BYZ
dyloiorr/\d"§
= (2im) lim
of .
_.OlOTT

e-0 laf



dleiOTT
(d"C(w),g: = (2im) lim dlg ——
) X €'—’Oj‘ af . . afeiorr
layztaloﬂ‘Zc. 3Y,
§dyl°ioﬂ
= (2im) lim —é—f——————
¢-0 a_f_oioﬂ\=e '5_”"”
‘ayz Y2
gdyloiorr gdyloiOW
= (2im) lim J‘ o = 47 E res
g-0 | of oion\=e °jo 1T i 3 ole
\ayz °¥2 "2

ou ici résidu est le résidu habituel d'une forme méromorphe a 1 variable.

6.3. COROLLAIRE. - Supposons gue X soit analvtiguement irréductible

en x . Soit T le semi-groupe des valuations des éléments de

Oy x <= (m,C:y

teur. Soit ac¢Z tel que O<cas<c-1 . Parmi a et c-1-a l'un

)X = C{t} . Soit ¢ la multiplicité de 1'idéal conduc-

des deux et un seul des 2 est dans T

Démonstration. - Soit a tel que 0 <as<c-1 et supposons que
ae . Il existe h(yl,yz) dans @X,x tel que v(h(yl,yz)olorr) = a
dy1 A dy2
et considérons h[ ¢ ] € wy . Soit maintenant g € C{t}
/ h[dYIAdyz] y = 4n2 res g—————_"hdylo il
\g/ f / ' Lf‘oioﬂ
ayz

Supposons que y1 = 0 ne soit pas tangente & X en x ; alors d'aprés

3,1, A =c+n-1 ou A est la multiplicité de 1'idéal jacobien Joi

et n la multiplicité de X en x . v, = 0 étant transversal, ;aj, oioT
3
2
engendre Joiewm . On a donc
- f ‘ )
dy, clomm = nt" 1dt , 9 olom = tA\/(t) ol V est une unité
1 3Y,

et

dy. Ady _ _
(g,h[ lf 2] Vo= 4TT2 res{nght “V(t) 1dt] .

On remarque alors que
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-1

Vi) = vig)+a-c

v(ght—
Supposons que v(g) = ¢- 1-a . Ceci donne finalement c-l-a+ta-c=-1

et

dy, Ady,
- -1 -
(o] » e T I

En particulier dés que v{(g) = c-1-a , la classe de g dans GX « ne
peut étre nulle. Ceci signifie exactement que c-1-a ¢ T . Puisque

=1 len s .
eg(n*GZ)x/oX,x Ezg(ﬂ*az)x/c , entre a et c-l-a il y a donc l'un

des deux dans T .

APPENDICE 2. SUR IA FORMULE D'INTERPOIATION DE LAGRANGE

Soit X une courbe dans ]Pz((II) et soit p : IPZ(CD)—alPl((E)

une projection. Nous noterons encore p par abus de langage la res-

s

triction de p a X et nous supposerons que c'est un morphisme fini.
Comme toujours, soit ©m :Z — X la normalisation de X . D'aprés

2.1, :ﬁomG ((po TT)*G ,Ql 1) est un Module dualisant sur Z et
1 P
P 1
Hom (P.06,,Q .) est un Module dualisant sur X . Il existe donc un
P
unique isomorphisme commutant aux traces
b om ((per) 0,0 )
O? — O 1 poﬂ *OZ,QIP].
P
(p, O Ql )
* 1
X ]pl

ainsi que des morphismes Traces et un diagramme commutatif

1 2
ext  (G,.Q ,) = w, — Hom
X 2 X G
Cp2 P pl

1 T

;A Py

. ‘f”

{
]Pl
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Le méme calcul que celui effectué en 1.4 et 2.2 montre que si

est une section de (po n)*Qé sur un vcisinage de x € ]P1 , on lui

tiry
. 110 ! 110 Py T
associe un germe de courant H . . défini par
134
0,1. 1 0,1
/\H,n ; =j\_1 _1 UJZ/\T] o Po ™
Pl 7 (p (V) Pl
o dnndvg _ , 1,0 1,0
Si h € (p.w,) , on lui associe le germe de courant H ' = &
f wx'x p!
défini par
d(y, o)
1/21n<H,n0'1}> = lim J' ho T+ —f'—l——A no'lopoﬁ .
R () 8 o PI
of Y2
il
Y2

Ce courant est en fait une 1 forme-holomorphe sur ]P1 . Pour s'en aper-
cevoir, il suffit puisque
1 , 1,0 4 v 1,1
00—  — b — 5, —0

P! pl p!

est une suite exacte, que d"H =0 . Or

dy om
(d”H,nO'lO, = 472 lim J‘Bf hoﬂ.a—fl— /\no'oopoﬂ
P €=U (=—=oiom)=¢ <= i IP!

Y, oY,

2 hom dylorr

= 41" 7 n(x) res (-—T———)

Xi —aa—yoj_on
2
. -1
ol n (x) = { X }

Or justement (6.2), ceci est nul car h ¢ GX . Mais nous allons

en fait a 1'aide de la formule d'interpolation de Lagrange déterminer de

quelle forme différentielle il s'agit.

G

X x . q;{ylj[yz] est un @]Pl . == (B{yl} module libre de type fini.

Soit n son rang. Identifions Oz < a CD{ti} . On peut supposer les
X

. . . 1
uniformisantes choisies en sorte que ylorr =@t ,2n =n et

Il
<
o]

Yoo = ?wi(ti) . Posons k = ppcm n, . k,
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J_i_ (T,0) _r__»u (Z'Xi) défini par y,°r = uk

l...n

|m

f (X, %) het = i=16.9..s Vi
lp lsjsni
r 1 ~ ; ki
(q:lo) E—— (]P IX) (®t.)°r = @ 8JV
i 1 i ij

ol 8i est une racine primitive ni—iéme de 1

Si f(yl,yz) € CD{yl,yz} est une équation locale de la courbe X

en X qui soit un polyn®tme de Weierstrass de degré n en y, . ona

j 1/ni
f ,Y) = - e
(v, Y) ﬂ (Y- gy, )
Si maintenant h € &
X,x
de degré < n-1 tel que h = cl h(yl,yz) mod (f)

l/k][Y]

h(y,.o,(e)y,” Dy, . V)
hiy, YY) = Z

comme ci-dessus, il existe h(yl,Y) € GZ{yl}[Y]

. On a alors dans

! i, o e 1/n j 1/ny
2y, 1

c'est la formule d'interpolation de Lagrange.

,cp(11 [ch&y1 M

n-1

Identifions dans les 2 membres le coefficient du terme en Y

Dans le premier membre, désignons le par b (y )

. Dans le deuxiéme

n;
hiy, e} i/
membre, c'est 2 1 1 . Au voisinage de x , r est un
' . of 1/nyy)
1'] (y /CQ(E
vV, 1 1
Y2 0, 1
revetement de degré k . Si n est une 0,1 forme sur P a

support compact dans un petit voisinage U de

X , on a donc

)1 0,1
f b, v, )dy, A nO = 1/kf by (v, ke dly,o0)An ' er
-Lu)
j Ky
h(u g elu ) 0
= 1/k lmbj’_l B uk ; ki)) d(ylor)m or

|U\Ze °%2
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0,1
J bl(yl)dylA ) =
U
hoﬁoN ~ 0,1 ~
lim J’ REAILES. d(ylopoﬂor)An cPoTlol . (%)

of -
:‘—vO ~-1,-1 o
TR by,

|v,.\ze
ij
k i K

En effet ylonorN =@ Vij , yzoﬂor~ =& Qp,(éijiv..l) . Or

P

<H,n0’1> = (2im) lim |

e~0 (p‘l(m)

0,1
dly,em)An " Toper

\—o]_oﬂl>€

m étant la normalisation de X , on peut considérer que U est assez
petit pour que ﬂ—l(p_l(U)) = UV, ou Vi voisinage ouvert de x, et

i
Viﬂvj = ¢ si i#j . Alors

i

hit, ", (t)) n,
i /
(H,no’ Y o= (2in) llij RERLE d(til)wq0 lopcﬁ .
F‘—>0 l ' af ni
! —(t, e (t))
|af °ioﬂ|2€ oYy 1 11
oY,

Au-dessus de Vi . exemplaires de € se projettent par r , et la
restriction de r & chacun de ces exemplaires est un revétement d'or-

dre k,
i

0y
K Ly o
oy, 1 '%
(Lo
Y "
2 h o e v D)
1 ij + Py E:1 ij k, 0,1 ~
= — j d(v,,)/\n o PoTTor
k. v 5f K k ij
iy ayz( Vi (81\/1] )

~~1,.
ol Vij est la trace de r (\/i) sur le j€ exemplaire de € qui se

projette sur \/'i . Au total, on a donc:



011\ . 1 . hO °~ ~ -
/H/T] Y= (Zlﬁ)_E lim J’ _af_rr__r;__ d(ylopoﬁor)/\nollopoﬂor (-N--H-)
e~0 ~1,-1 °ofToT
UOf e () 3y, e
laf Oﬂo?lPE,‘
BYZ
s
of ~ ij
o o = T ¥ T
layz eflg = vy Yty o 040
1]
Par conséquent, les limites des Zj‘ dans (%) et (#%) sont les
mémes et
0,1 , 0,1.
(H,n = (2im) (bl(yl)dyl,ﬂ
Donc
H = (2m)b1 (yl)dy1
S. bl
i hEOX,x , bl(Y) est la trace de h € GJ{YI}[YZ] sur (I?{y15 par
définition. On a donc finalement :

dyl/\dy
Tr h[

¢ 2] = (2im)(tr h)dy1
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