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INTEGRALES ASYMPTOTIQUES ET MONODROMIE

B. MALGRANGE

1 - INTRODUCTION,

On rencontre, dans diverses questions, le probléme suivant :
soient ¢ € Cm(]Rn,]R) , et fe¢ cZ(Rn,GJ) ; étudier, pour T - +tw , le

comportement asymptotique de l'intégrale I(r) = J‘elTCpfdxl.. .dxn

Pour préciser ce que l'on entend par 13, considérons d'abord
le cas o ® n'a pas de point critique sur Supp(f) , le support de f ;

quitte a faire une partition de l'unité, on peut alors se ramener au cas

ou o = x1 ; 11 est alors immédiat de démontrer, au moyen d'intégrations

par parties successives, que I est une fonction & décroissance rapide

[i.e. I(1) = O(T—N) , pour tout N , 1 - +»] ainsi que toutes ses déri-

vées : autrement dit, avec les notations de L. Schwartz, ona I ¢ &

Dans le cas général, nous appellerons "comportement asymp-

~ ~

totique" de I la classe I de I module § ; I ne dépend donc que

des valeurs de ¢ au voisinage de son ensemble critique S(p)

Si ¢ est analytique, il est facile d'obtenir un résultat plus

précis : I ne dépend que de f et de ses dérivées sur S(p) ; supposons
en effet ¢ analytique, et f plate (i.e. nulle d'ordre infini) sur S(yp) ;
2
comme S(p) est défini par 1'équation Z(gﬁ);.) = 0 , il résulte de 1l'iné-
i

2
galité de kojasiewicz que la fonction f/Z(%) , définie sur ]Rn-S(cp) ,
i

se prolonge en une fonction de classe c°° sur R" , plate sur S(p) (voir

par exemple [24]) ; en particulier, on a f = Egj abf , gj € ¢, plats sur
J

S(p) ; en intégrant par parties, il vient :



, a9,
_1 n lTCp l -'1
I = — , = ; en ité
() ) e vy, BXJ. dx1 dxn donc I(t) 0(r 7) ; en itérant, on
trouve que I est & décroissance rapide ; enfin, comme on a
p ,
%I = je”m(icp)pfdxl...dxn ., le méme raisonnement montre que les dé-
dr

rivées de I sont & décroissance rapide ; donc ona bien 1 ¢ § , et

~

I =0

En fait, on a un résultat plus précis que nous énoncerons
seulement dans le cas ol ¢ a pour seule valeur critique 0 , le cas

général s'y ramenant par une partition de 1l'unité :

Théoréme (1.1).

Si ¢ est analytique, et n'a que la valeur critique 0 , on a,

Qour T =— + o

i) = ¥ ¢ (f)-ra_p(log )3
a,p.q
a,p.q

ou ¢ parcourt A , ensemble fini de rationnels < 0 ; pe€ IN; q est

entier, avec 0 £ q < n-1 ; enfin la fonction f - Ca . CI(f) est une dis-

tribution de support contenu dans S(p) .

Ce théoréme se démontre aisément en se ramenant au cas ol
p1 pn
I SRR N grdce au théoréme de désingularisation de Hironaka. De

ce fait, la démonstration ne donne que peu d'indications sur les valeurs
de q.,p.q qui interviennent effectivement, et leur signification géométri-

que.

Ce probléme, qui semble difficile dans le cas général, se sim-
plifie considérablement dans le cas oi ¢ n'a que des singularités isolées
il est en effet facile, dans ce cas, de relier les (a,p,q) & la monodro-
mie des singularités en question dans le domaine complexe ; quoique cette
relation soit probablement connue de certains spécialistes, elle n'est pas
explicitée en détail dans la littérature. Un des buts de cet article est de

combler cette lacune.

Chemin faisant, nous serons amenés & reprendre quelques points



de la théorie de la connexion de Gauss-Manin des singularités isolées,
notamment en donnant une méthode analytique de calcul du "nombre de
Milnor", et une démonstration du "théoréme de régularité qui donne un

résultat plus précis que le résultat habituel, 3 savoir la positivité des

"exposants caractéristiques" de 1'équation de Gauss-Manin.

2 - RAPPEL SUR LES CONNEXIONS.

Nous nous limiterons au cas d'une variable ; soient ¢ l'es-
pace des germes de fonctions holomorphes en O ¢ @ , et ( Il'espace
des germes de formes holomorphes en O . Une connexion sur un G-mo-
dule E est une application @-linéaire v : E - E @  vérifiant, pour
fep, ecE: vife) =exdf + fve ; en posant vf = Digdt , on voit
qu'il revient au méme de se donner D : E - E , @-linéaire, et vérifiant
D(fe) = if‘e + fDe . Rappelons un lemme bien connu, et d'ailleurs vrai

dt
aussi & plusieurs variables, avec la méme démonstration.

Lemme (2.1).

Si E est fini sur ¢, et _s'il est muni d'une connexion, il

est libre.

Soit en effet el,..

sur ¢ , choisis de maniére que les classes e, mod mE (m , 1l'idéal

.,ep un systéme de générateurs de E

maximal de @) forment une base de E/mE sur @ . Un tel choix =st

possible en vertu du lemme de Nakayama. Montrons qu'il n'existe au-

cune relation non triviale entre les ei : sinon, il existerait fl""’fp £ G,
avec flel +...%F fpep = 0 ; dans une telle relation, on a nécessairement
fl(O) = ,.. = fp(O) = (0 , sinon les e, mod amE ne seraient pas libres

sur @ . Soit alors g > 1 le plus grand entier tel que tous les fi

0y

s'annulent & l'ordre g en 0 ; montrons qu'il existe une autre relation

ol q est remplacé par g-1 ,ce qui, par récurrence, conduira & une

contradiction.



df,
— : - 1 - e
De Zfiei = 0 , on tire D(Efiei) Z}fiDei + 37 It S 0°

De, = , C,. ; d'ou
on a e, Zcijej c..e ¢ ; dou

dfi
——— + =
‘? G T ZEcy)e = 0
df,
comme l'un des _d_tl— au moins ne s'annule qu'a l'ordre g-1 , cela donne

la relation cherchée, C.Q.F.D.

Remarque (2.2)

Gardant les hypothéses et les notations de la démonstration pré-
cédente, notons aussi que le choix d'une base de E permet d'identifier D
au systéme différentiel (fl"" ,fp) - (fdditi_ + 3, Cjifj) ; il résulte alors du
théoréme de Cauchy que D est surjectif, et que son noyau est un espace

vectoriel sur € de dimension égale & p = rangGE

Soit maintenant K le corps des fractions de @& ; une connexion

sur un K-module M sera encore définie par une application C-linéaire

D: M- M vérifiant, pour f€ K, m € M : D(fm) =d?ftm + fDm ; en
choisissant une base de K , D s'identifie & un systéme différentiel

avec point singulier en O ; rappelons que l'on parle de "point singulier

régulier" ou de "connexion réguliére" si l'on peut choisir la base e de
maniére que la matrice de la connexion ch , définie par Dei = chie, ait
J

au plus un pdle simple,

Soient E ¢ F deux ¢-modules. Supposons donnée une ap-
plication @ -linéaire D : E - F , vérifiant, pour e ¢ E , f € @ ,

D(fe) = 'g%e + fDe . Nous dirons alors que nous avons une (E,F)

connexion. Supposons que E et T soient finis sur ¢ , et F/E
de torsion (donc F/E fini sur @) : on a alors E Ry K=F ®O K ;
on peut alors définir sur E ®O K considéré comme K-module une connexion

T T
de la maniére suivante. Tout d'abord, soient E et F les sous-modules

de torsion de E et T ; on a DET c FT puisque si tke =0, on a

- +
0 = D(tke) = ktk 1e + tkD(e) , d'ou tk 1D(e) = ( ; par passage au quo-

tient, D définit alors une (E,F) connexion D , avec E = E/ET,f= 1:'/1:‘T ;

enfin, E étant libre, D s'étend immédiatement en une connexion sur



Nous utiliserons le "théoréme de l'indice analytique" suivant

Théoréme (2.3).

Soit D une (E,F) connexion ; supposons E et F finis sur

¢ et E/F de torsion. Alors :

1) Le noyau et le conoyau de D sont de dimension finie sur @ .

2) Désignant par x(D;E,F) l'indice de D , c'est-a-dire

dimCB ker D - dichoker D ,ona x(DE,F) + dimGF/E = rang E
( dim, E @_ K) .

déf . K o

Supposons d'abord E et F libres ; il existe k tel que
ka(E) c E ; alors, il est démontré dans [14] que ka :E-E a un
noyau et un conoyau de dimensions finies, et qu'on a X(ka;E,E) = p(l-k) ,
avec p =rang E d'ou X(XkD :E,F) + dimCDF/E = p(1-k) ; le résultat s'en
déduit immédiatement en factorisant kal : E Dr X-]f F et en utilisant

1'additivité de 1'indice.

Dans le cas général, on écrit le diagramme de suites exactes :

0 = ET - E 4o E 4 0
1DT D )
0 = FL o F o F - o0

On a x(D;E,F) = X(]_D;E,f) + X(DT;ET,FT) , &t comme ET et

T . , .
F sont de dimension finie, on a

X(DT;ET,PT) = -dim FT/ET ,
s a
d'ot

x(D;E,F) + dimGF/E = x(ﬁ;ﬁ,f) + dimCD F/E = rang E = rang E

3. LA CONNEXION DE GAUSS-MANIN D'UNE SINGULARITE ISOLEE.

Nous reprendrons ici, avec essentiellement les mémes notations,
l'exposé de Brieskorn [6] . Soit ¢ une fonction holomorphe au voisinage

de 0 ¢ c” , vérifiant (o) = 0 , et ayant une singularité isolée en 0



Fixons deux nombres 0 <n < ¢ , et notons B « Cn la boule
€

“XHZ =Z>|X~|2 < ez , S la sphére ||x|| =¢ , Tc @ le disque
1 €

|t} <n . et T* la couronne T-{0} ; posons encore X = B ﬂcp—l TI)

X = X-cp-l(o) , X(t)=cp—1(t')nX {teT) ; pour ¢ et q convenabeles (¢ assez
petit, et n assez petit par rapport & ¢ ) , l'application ¢ : X' - T*

est une fibration cOD , équivalente 3 la fibration de Milnor [18] , et

indépendante de ¢ et n . Soit GX (resp. 0..) le faisceau des fonctions

T
holomorphes sur X (resp. T) , et Q§ le faiscéau des p-formes holomor-
phes sur X . On pose comme d'habitude Qi/T = Qi/dcp/\Qi—l ; on note d
Yy . At " " p p+l
la différentielle extérieure "absolue QX QX , et dX/T (ou d quand
aucune confusion n'est possible) la différentielle extérieure relative obtenue
. . .p p+l | o
par passage au quotient : QX/T - QX/T ; les deux complexes ainsi obtenus

sont notés QX et Q}.(/T . Rappelons le résultat suivant [6] .

Théoréme (3.1).

1) Les Hp(cp*Q}'(/T) sont cohérents.

/

. p . . . .
2) La restriction de H (QO*QX/T) a T# 2ost localement libre,

et s'identifie au faisceau des sections holomorphes du fibré t - Hp(X(t),CD)

3) L'application naturelle Hp(cp*g)'(/T)o - Hp(Q'

X/T,o) est un

isomorphisme.,

~

Précisons a propos de 2) que, pour t' wvoisin de t , il existe
un isomorphisme canonique Hp(X(t),CB) =~ Hp(X(t'),CB) ; autrement dit le fibré
en question est un "systéme local", ce qui permet de parler de ses sections
holomorphes, et aussi de munir canoniquement le faisceau des dites sections
d'une connexion (voir [7]) ; la connexion de Gauss-Manin sur Hp(cp*Q}'(/T)o
dont nous allons rappeler la définition est le prolongement & t = 0 de la

connexion précédente.
Rappelons le lemme suivant :

Lemme (3.2).

deppr dopp dephr
La suite 0 - 0 _cp Ql S L. -

X, 0 X o est _exacte.

n
QX,o



Ceci résulte du fait que, ¢ ayant une singularité isolée en 0 ,

les felt forment un systéme de paramétres de ¢ (voir [231).
3%y X,0
Il résulte du lemme précédent que l'application
. D p . .
deop QX,o deAQX'O donne, pour p < n un isomorphisme

p p ) . . .
QX/T,o - dcpAQX’O ; comme cet isomorphisme commute (au signe prés)

avec la différentielle extérieure, on en déduit un isomorphisme pour tout p
Plioe ~ pyP*tl .
(3.3) H (QX/TIO) H (ch/\QXIO)

n
, avec 0

ou X/T,0

désigne le complexe remplacé

O /7,0 O%/T,0

par 0

Dans la suite de ce paragraphe, nous omettrons les indices o

lorsqu'aucune confusion ne sera & craindre.

Considérons alors la suite exacte de complexes
0 - dongy - Qg = Oy - O

Ecrivons la suite exacte de cohomologie, en tenant compte

de (3.3) et du fait que Q>'( est une résolution de @ ; on trouve une
suite exacte
0, . bs) O/

et pour p > 1 , des isomorphismes

9

3.5) 1P uP

Q>’</T) ('Qg(/T)

~

Supposons & partir de maintenant que l'on a n > 2 , en lais-
sant le lecteur examiner le cas n =1 ; d'aprés le théoréme 2.1, le rang

sur de Hp(Q)'(/T) est égal & dim Hp(X(t),CE) , Cc'est-a-dire au

OT,o a
p-iéme nombre de Betti b de la fibre X(t) ; montrons comment la

considération de (2.4) et (2.5) permet de retrouver la valeur de bp

P, . . p

Pour n ,ona H =0 et aussi H{

a) Pour p 2 (QX/T) (

ces égalités sont évidentes, sauf peut-é&tre la premiére, pour p = n ; dans

ce cas, on a



n, . _ n n-1 _ n n-1 n-1 _
H 0y /T) = 0y /T/dQX T T Oy /denray — *day T =0 .
Par suite, on a bp =0 pour p=n, ce qui du reste
était évident a priori, puisque X(t) est une variété de Stein de dimen-

sion complexe n-1

b) Pour p < n-2 , la définition de 'Q}'(/T montre qu'on a
un isomorphisme i : Hp(Q)'(/T) - Hp('Q;;(/T) . Ceci, joint & (3.4) et

(3.5) définit une application

Db, .
) - H (QX/T)

qui est un isomorphisme pour 1 < p < n-2 , et est surjective et de

noyvau T pour p =0

On vérifie tout de suite que D peut étre définie de maniére

terre 3 terre de la fagon suivante ; prenons ¢ Z(Qi/T) . il.e, wEQi/T /
dy = 0 ; si l'onreléve @y en g € Qi , alors on a d§ = dppff T € Q}FZ;
soit 7w 1l'image de 7 dans Qi/T ; alors 7 est un cocycle et 1'on a,
en désignant par [n] sa classe de cohomologie D w] = [r]

Soit alors f ¢ GT o avec les notations précédentes, on a :
Lemme (3.6).

D] = 1] + D]

En effet, fw = (fop)w se reléve en (fo) ; alors

~ ~ ~ ~ ] ~ t df
d(fop)y = (fop)dw + (f'oep)depprs = dop [(feplg + (feplu]l (f' = at)
d'olt immédiatement la formule cherchée.
De 13 résulte que D est une connexion sur Hp(Q).(/T) , consi-

déré comme OT o-module (ou plus exactement, D est la dérivée par rap-

port au champ d d'une telle connexion). Comme Hp(Q' ) est fini sur

dt X/T

Op o il est libre d'aprés le lemme (2.1) ; alors d'aprés la remarque (2.2)

il est de rang 1 pour p =0 , et de rang 0 pour p = 1 ; donc on a

b =1 ,b =0 (1 <p< n-2)
o P



c) Reste 3 examiner le cas le plus intéressant, celui ol

_ _ -1, . _ 0l )
p=n-1 . Posons E =H (QX/T),F—H (QX/T),Ond
_ n-2 _ n-2
E =2 X/T)/ 0y sp ' F X/T/ Ay /r

D'ol une injection naturelle E < F ; notons ici D la bijection E - F
notée 3 dans (3.5) ; D peut é&tre défini de maniére terre a terre
comme en b), et on vérifie de la méme maniére qu'en (3.6) que c'est
une (E,F) connexion. D'autre part, on a un isomorphisme

P/E = oy n/2y0 & ol
enfin l'application f - fdxlj\.../\.dxn donne un isomorphisme

99, 4 .
0y/ 3 X, ) /dcp/\Q = Qy iy

Désignons par p ("le nombre de Milnor de ¢ ") la dimension sur @ de

Oy O/(:%) ; en appliquant le théoréme (2.3) & (D;E,F) on trouve que le
! i
rang de E est égala p , d'ot b =y . Finalement, on a le résul-

n-1
tat suivant :

Théoréme (3,7) (Milnor [18], Palamodov [20]).

1 sip=20
Pour n> 2, ona dimCBHp(X(t);CD) = {0 sip# 0,n-1
u 8i p =n-1
avec p = dimg Gx,o/(ai:f._)
1

En fait, les résultats de Milnor, obtenus par voie topologique,

sont bien plus précis : la fibre X(t) a le type d'homotopie d'un bouquet

de | sphéres ; ce résultat ne peut évidemment pas étre obtenu par les

méthodes analytiques, qui ne donnent que la cohomologie rationnelle.

4, LA CONNEXION DE GAUSS-MANIN : REGULARITE.

Nous reprenons les notations du paragraphe 3 ; soit K le

corps des fractions de ¢ = OT o ; par définition, la connexion de Gauss-
1
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Manin (locale) de ¢ est la connexion sur E ®GK déduite de la (E,F)
connexion considérée en 3.c ; elle sera aussi notée D dans la suite.
Rappelons le résultat suivant, qui est un cas particulier d'un théoréme de

Nilsson [19] et Griffiths [9] (voir aussi Deligne [7]).

Théoréme (4.1).

La connexion de Gauss-Manin est réguliére.

Nous allons redonner deux démonstrations de ce résultat.

A. Premiére démonstration.

Désignons par ET le sous-module de torsion de E , par E
le quotient E/ET , et par E . f‘,T , 3 leurs complétés pour la topologie
m(oT,O)-adique ; avec des notations évidentes, il suffiht,* c{'aprés un théo-
réme de [14] , de démontrer 1'égalité x(D;E,F) = x(D;E,F) . Comme
ET = ET et FT = f‘T sont finis sur @ , il suffit, par un argument ana-

logue & celui de (2.3), de démontrer 1'égalité y(D;E,F) = X(]S;E,I;)

Pour obtenir ce dernier résultat, il suffit de reprendre dans le
"cas formel" les calculs du §3 et d'appliquer le résultat suivant de Bloom-

Brieskorn [6].

Proposition (4.2).

Désignons par &).(/T o le complété du OX O—module Q>'</T o

pour la topologie m y-adique, et par I:Ip(Q}'(/T O) le complété du

b GX,o
-module H (QX/T,O) pour la topologie wm{®

G, )-adique. Alors, pour

T,0 T,o
tout p , Hp(Q>°(/T o) est un OT O—module séparé et complet, l'applica-

N p . - p ~ N N -
tion naturelle H (QX/T'?) H (QX/T,o) se prolonge en un isomorphis

~

P, . ~ P(A

Méme énoncé avec Q).(/T o remplacé par 'Q)'(/T o

En fait, d'aprés un théoréme de Sebastiani [21] que nous allons
T T : .
redémontrer dans un instant, ona E =T = 0 ; donc le petit exorcisme
que nous avons df pratiquer sur la torsion dans la démonstration précéden-

te et dans (2.3) aurait pu & la rigueur é&tre évité.



La démonstration précédente utilise la désingularisation,
camouflée sous la proposition (4.2) ; de ce fait, elle ne différe pas
essentiellement de celle que donne Deligne dans [7], sinon que celle
de Deligne s'applique a8 un cas beaucoup plus général, La démonstra-
tion que nous allons donner maintenant repose sur un principe trés dif-

férent, et est plus proche de celles de Nilsson [19] et Griffiths [9] .

B. Deuxiéme démonstration.

Soit S T 1 le revétement universel de T* ; pour tout

s € 8, soit vy(s) ¢ Hn_l(X(Tr(s)),GJ) . vy(s) "dépendant continGment

de s" c'est-a-dire que s' voisin de s , y(s') est l'image de y(s)

par l'isomorphisme canonique Hn_l(X(Tr(s')),CD) o Hn_l(X(n(s)),CD) : nous

ferons 1'abus de notation usuel d'écrire y(t) au lieu de v(s) , avec

t

n(s) =t , en précisant si nécessaire "l'argument de t ". Pour
w € r(X,Q?(;;) . considérons la fonction sur S ("fonction multiforme

sur T* ") définie par I(t) = I n
y (t)

11 résulte de (3.1) que, pour t assez petit, I ne dépend
que de la classe I[p] de w dans P®OK ; la restriction "t assez

petit" pourrait d'ailleurs étre levée en montrant qu'on a

HY 0y ) = T ET

X
temps que (3.1). Rappelons alors que, de Stokes, on déduit que I est

cp*(QX/T)) , ce qui se démontre en méme

holomorphe et gu'on a

(4.3) Et_f w = D [w]
y (t) v (t)

quitte & rétrécir T , on peut trouver wl,...,wu € r(X,QX/T) tels que
[wl],..., [wu] forment une base de F®OK ; posons D[wj] =chk[wk] ,
C. K ; posant 1I.(t) = .J , on aura
xEKiv O = [ ]

%
(4.4) at =Z,cjk1k
Donc (Il, ...,1 ) est solution du systéme différentiel dual de celui défi-
ni par D et les [wj] ; autrement dit, vy définit une "section horizontale

de la connexion duale de (D'P®GK) " . en vertu de la dualité entre Hn"1
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et Hn 1 on obtient ainsi, en faisant varier vy , une fois et une seule

toutes les solutions de (4.4). Pour démontrer le théoréme (4.1) il suffit
donc, d'aprés un résultat classique de la théorie des points singuliers
réguliers de montrer ceci : lorsque t - 0 , avec o < arg t < 8 (a,BER),

Y

les Ij(t) sont & croissance modérée, i.e., il existe N tel que t—NIj(t)

soit borné. En fait, nous allons obtenir un résultat plus précis, qui

repose sur le lemme suivant :

Lemme (4.5) .
Soit w ¢ I‘(X,Q;l(;,},) ; pour tout vy défini comme précédemment,
on a lim I w =0
t-0 vy (t)
arg t=0
Choisissons § ¢ TI'(X Qn—l) dont l'image dans T (X Qn—l)
by Sy /T

soit w ; c'est possible car X est un ouvert de Stein. Choisissons
-1

d'autre part t_ ¢ T , t, > 0, et soit Y =0 ([O,to]) cX; Y est

un ensemble semi-analytique, et du fait que X(o) est contractile, on

voit facilement que Y est contractile,

D'aprés un théoréme de kojasiewicz [13], on peut trouver
une triangulation semi-analytique XK de Y , telle que X(to) soit un
sous-complexe KO de K ; on peut alors trouver un cycle T° de KO
et une chatne A de K tels qu'on ait 3A =T et que T représente

la classe y(to) € Hn (X(to),CD) . D'aprés un théoréme de Herrera [10],

-1
les intégrales II‘& et fAd& sont bien définies, et l'on a

-1
Posons, pour t ¢ ]O,to] ., A, = [0,t] n o et montrons

t
qu'on a I(t) = j‘ d® : quitte & remplacer la triangulation donnée par une
A
t

subdivision convenable, on peut supposer que X(t) est un sous-complexe
de K ; on aura alors A = At + A' , le support des simplexes de '
étant contenu dans (‘p_l([t,to]) ; on aura alors 3ap' = I‘-rt '

support (rt) c Xt ; donc I‘t représente v(t) ; par Stokes-Herrera, on aura

alors dg = g = I{t ) - I(t) ; d'ol le résultat.
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Pour établir le lemme, il suffit maintenant de faire tendre t
vers 0 ; la théorie classique de l'intégration montre qu'on a
lim‘jn d@ =J' dg , avec Ao = X(o)np
-0 At AO ©
mais la restriction de d@ & la partie réguliére de X(o) est nulle ; on

a donc (cf. Herrera, loc. cit.) IA dg =0 . C.Q.F.D.
o

Evidemment, la démonstration précédente est valable dans des

cas plus généraux (voir un énoncé de ce genre dans [15]).

Pour établir le théoréme (4.1), il suffit maintenant de démontrer
ceci : dans les hypothéses du lemme (4.5), pour o < arg t < 8 , (a,B€R),

I{t) reste borné pour t - 0 (en fait, on a méme lim I(t) =0 ,
t-0

g=<argt<p
comme nous le verrons un peu plus loin).

I1 suffit d'établir ce résultat pour les I, , puisque I est
combinaison linéaire des Ij a coefficients dans GT o ; or, de (4.4)
on déduit qu'on a, avec C,k > 0 convenables
I

4 c
13

1
kAl Rl sup(L oo LD

t

en passant en coordonnées polaires (r,t) et en intégrant en r , on en
déduit que, lorsque arg t reste borné, on a |Ij(t)! < C'ecltl-‘k ; lors-
que |B-a\ < J]—'(L , le résultat se déduit alors immédiatement du lemme
(4.5) et d'un théoréme classique de Phragmén-Lindeldf ; enfin , on passe

immédiatement de 1a au cas ou ¢ et B sont quelconques.

Remarque (4.6)

Au lieu de conclure par Phragmén-Lindeldf, on aurait pu aussi
bien utiliser les résultats de Turritin sur le développement asymptotique
des solutions d'une équation différentielle au voisinage d'un point singulier

irrégulier (voir [25] ou [14]).

Rappelons maintenant le "théoréme de monodromie" : prenons
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to ¢ T*¥ , avec arg to = 0 pour fixer les idées ; soit h 1'endomorphisme

de Hn_l(X(to),G) induit par l'action du générateur de (T*,to) :

1
eZﬂl)\t

A - o' M€ [0,1] ; on sait que h posséde les propriétés suivantes :

1) Les valeurs propres de h sont des racines de l'unité.

2) Si h =8U , S semi-simples, U unipotente, avec [S,U]=0 ,

alors on a (U—I)n =0

(Voir par exemple [12]). Des exemples montrent que 2) ne peut pas &tre

amélioré en général, voir [1] et [16]. Prenons Yyreeory tels que
U

Yl(to)’ ...,yu(to) forment une base de Hn_l(X(to),CD) , avec par exemple
. =98, , et posons I (t) = 3 les (I,.,...,1 forment
ryk(to) Yi T Cik P i) Jﬂyk(t)wJ 1k N

une base de l'espace des solutions de (4.4) ; de la théorie classique des
équations différentielles et du théoréme (4.1) résulte alors que la matrice
I = (Ijk
et C ¢ End(C™) ; évidemment, exp(2miC) est égal & l'expression de h

) a la forme suivante : I(t) = J(t) exp(C log t) , avec J ¢ Gl(u,K)

dans la base (yj(to)) ; autrement dit, la monodromie de la connexion de

Gauss-Manin est égale & h .

En mettant alors C sous forme de Jordan, on voit ceci : soit
-1 p
w € I‘(X,Q;;/T) et soit y comme ci-dessus ; on a un développement en

série convergent dans T*

(4.7.1) [ w=2C  teg ) |
avec v(®)
(4.7.2) exp(2mia) € V(p) , l'ensemble des valeurs propres de h (donc q€Q)

(4.7.3) 0 < qgsgn-1

De plus, l'ensemble des o est borné inférieurement puisque J

est méromorphe ; on déduit alors facilement du lemme (4.5) qu'on a ceci

(4.7.4) C q;é 0 entralne g > 0
oay
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Remarque (4.8) :

Désignons par ofp) la borne inférieure des a tels qu'il
existe v,w et g pour lesquels on ait CG.ICI # 0 . En un certain sens,
olp) mesure la singularité de ¢ en 0 . Il est trés probable que olep)
est semi-continu inférieurement par déformation de ¢ (voir & ce propos
Arnol'd [2] et [3]). En particulier, il est probable que olp) est cons-
tant par déformation de ¢ "& P constant" (je ne sais méme pas démon-

trer ce dernier résultat).

5. LA CONNEXION DE GAUSS-MANIN : COMPLEMENTS.

Montrons d'abord comment le lemme (4.5) permet de retrouver

un résultat de Sebastiani [21] (en fait la démonstration de (4.5) a été

inspirée par celle de Sebastiani) ; rappelons qu'on a posé

E = Hn_l(Q).(/T,o) , F = Hn—l('Q)'{/T,O) , et posons

Fl = dcp/\Q;](jcl)/dqo/\dQ;;:(?; . G‘.1 = le(lo/dgo/\d();l(ji ; observons, avec
Brieskorn, que l'application dopa- : QX-,‘O - Q;I(,O induit un homomorphisme
F 3 F1 ; modulo cet isomorphisme, la connexion D : E - F se prolonge
en une connexion D1 : F1 - G1 définie ainsi ; soit y¢ Pl et

@ = dpAr un relévement de w dans dCP/\Q;-:Cl_) : on prend Dlw = (classe
de d7) :; on voit encore par le lemme (3.2) que D1 est bijectif (nous

laissons les détails au lecteur).

Théoréme (5.1) (Sebastiani).

Gl est sans torsion sur OT ° ; a fortiori, E et F sont
I

sans torsion sur GT o *
7

. _ T T
Désignons respectivement par F et G les modules de

1 1
T
torsion de P1 et Gl ; supposons qu'on ait G1 # 0 ; on a DlFrf c Grf ;
nécessairement on a Ptlr # G}‘ , sinon, d'aprés (2.1), on aurait Grf =0

Comme D1 est un isomorphisme, on en déduit que l'application
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- _ T -
Dl : Fl = 1:'1/1:'1 - Gu1

K , et en tenant compte de l'isomorphisme F = 1='1 et de l'injectivité de

' : : = n-1
l'application F - F ®GK , on trouve donc un y € QX/T,o tel que sa

T
= Gl/Gl a un noyau non nul. En tensorisant par

classe [w] dans F ®, K vérifie [w] # 0 et DIyl = 0 ; mais alors,
d'aprés (4.3), pour tout vy , on trouve ‘J.Y(t)w = constante, d'ou par
(4.5) J'Y(t)w = 0 , D'aprés (3.1), cela contredit 1'hypothése [w] # 0
C.Q.F.D.

Montrons maintenant comment les considérations du paragraphe 4.B
permettent de retrouver la proposition (4.2) dans le cas crucial p = n-1
sans utiliser la désingularisation ; les calculs que nous aurons & faire a

cette occasion seront d'ailleurs utiles au prochain paragraphe. Pour cela,

£ t . .
désignons par F, le OT,o module F, muni de la topologie m(GT,o)
adique, et par Pi( le mé&me ensemble, muni de la topologie quotient de
dcp/\Q;-i , ce dernier étant muni de la topologie m(oX O)—adique : en no-
"Ip P p . ! _ .
t:;nt QX,o le complété de QX,o pour la topologie m(OX,o) adique, et
Pl le séparé-complété de Fi‘ , on a d'abord le lemme suivant
Lemme (5.2).
. , , ~n-1 ~n-2 ~X
L'application naturelle : dopA Qxlo/dcp/\ dQX,o ~ F| estun

isomorphisme.

Cette application est évidemment surjective : soit en effet

A X

F

a € 1

; on peut écrire o =%Ya_ ., a_ € F;(/{_O_} , convergeant vers 0 ;
. ) . P P , - n-1
il suffit alors de relever la suite ¢ en une suite ap € dop A QX o

o

convergeant vers 0 et de poser ¢ = 2, &p pour avoir un relévement

de o

Pour démontrer que l'application est injective, il suffit d'éta-

blir que dcpAE);l(—cz) est fermé dans dcp/\é;l(_(l) . Prenons alors un
~n-2 An-2

adhérent a dypa dQX o et cherchons 1w € Q tel qu'on ait y = doadn ;

X,0o
en écrivant les développements en série de W et 7 , on est ramené 3 un

systéme linéaire d'une infinité d'équations, et l'hypothése faite sur @ en-
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trafne que tout sous-systéme fini est compatible ; d'aprés un lemme

connu, le systédme a. alors une solution. C.Q.F.D.

Proposition (5.3).

t

X P
Les_topologies Fl et lF‘1 sont équivalentes.

On a cp*m(OT o) c m(GX O) donc la topologie FJ; est plus

fine que la topologie F’f ; pour établir la réciproque, remarquons d'abord

que l'isomorphisme D1 : 1:‘1 - G1 définit une application DIl de Fl
dans lui-méme (puisque F1 c Gl) ; filtrons alors Fl par les D;kF1 '
et notons FI la topologie définie par cette filtration. La proposition va

maintenant résulter des deux lemmes suivants :

Lemme (5.4).

L'identité P}f - FI est continue.

2 : [ 2 a B
Désignons en effet par § 1'idéal (‘a'gp—axl feee ,—m—axn) c OX,O ;
comme c'est un idéal de définition, la topologie §-adique de Q?( °
coincide avec la topologie m(c)X o)-adique. Désignons encore par p
n ! n-1
i i - icti j i Q - :
la projection QX,o Gl et, par restriction, la projection dgpa X, 0 I-"1 ;
nous allons montrer, par récurrence sur k , qu'on a la formule suivante
2k+1 n -k
D
(5.5) p(s QX,O) c D F,

La formule est vraie pour k = 0 , puisqu'on a

39; o d$’\Q§-; . Supposons-le vérifiée pour k-1 , et démontrons-le

2k+1 n , , 2k n- . .

pour k . Prenons € § QX o ; il existe 11 € R QX o tel qu'on ait
_ 2k-1aP - ol 1-k

w = doAm , on a alors dnp € § QX,o et Dlp(w) = p(dm) € D1 P1 .

par hypothése de récurrence ; donc on a ply) ¢ DIkF1 , ce qui démontre

(5.5) et le lemme.

Lemme (5.6).

t P
Les topologies Fl et FI sont équivalentes.

En fait, nous allons méme voir que les filtrations par lesquelles
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nous avons défini ces topologies sont équivalentes. D'aprés (5.1) 1"-‘1

se plonge dans Fl ®O K, 6= O O) ou il est un réseau i.e. un sous-

@-module libre de rang maximum ; la connexion D se prolonge en une

1

connexion, notée encore D1 , sur Fl ®O K , qui est réguliére d'aprés

(4.1). On sait alors qu'en saturant Fl pour l'application tD1 , on

obtient un autre réseau H1 - Fl (voir Manin [17] ou Gérard-Levelt [8]).

Montrons que l'application tD1 : H1 - Hl est bijective, Tout d'abord

elle est injective ; prenons en effet w € H
K K

w =2 (tD,)w, , avec w, €T
0 1 k k

1'isomorphisme F1® K - FgXK:

L i on peut écrire

Lo 1
, ou encore, en désignant par —

1 dep

p 0
En prenant y comme au paragraphe 4, et en appliquant

w

(4.7.1) aux X , on trouve que J" L. vérifie une formule de type
dep y do

(4.7.1) , et que (4.7.4) est vérifié. Soit alors y € H1 vérifiant

= . _('9_. = L’J— =
D,w 0 ; ona D(dﬂp) 0 , donc, pour tout y on a IY o

constante ; d'aprés (4.7.4), la constante est nulle, donc f
y

d

W
w dop

ar conséquent, —-— =0 et w =10 .

p dep

Le fait que tD1 : H1 - H1 est surjective résulte maintenant

de son injectivité et du théoréme de l'indice analytique (2.3) (ou plus
exactement d'une variante de (2.3) que nous laissons le lecteur expli-

citer).

11 résulte facilement de ce qui précéde que, pour tout k > 0 ,

k k

ona D H1 =t H1 : donc, sur H les filtrations définies de maniére

1 !

analogue & celles que nous avons définies sur P1 coincident ; pour

passer de 13 a 1:‘1 , il suffit de remarquer que, H1 étant un réseau,
N k k
on a pour un certain ¢ > 0 , teH c F, ; dou t8+kH ctF, ctH, ,

1 1 1 1 1
et d'autre part D_kteH1 = D_k“BH1 C D_kF1 c D“kH1 ; 1'équivalence des

deux filtrations en résulte immédiatement, C.Q.F.D.
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Sorites (5.7).

Définissons E , F . f‘l ' E;l

Pl , G1 . en remplagant les séries convergentes en X par les séries

formelles en x ; le lemme (5.2) et la proposition (5.3) montrent que F

de maniére analogue &8 E , F ,

1

. . =t vaz A , .
est isomorphe & F. , complété de F pour la topologie m( )-adique.

1 1 7,0
Le méme résultat est vrai encore pour F & cause des isomorphismes

F=~F |, Foa Fl , et aussi pour E et G en utilisant le fait que E

1
(resp. £ , resp. F

1

, + Tesp. f‘l) est d'indice fini dans F (resp. F ,

1 resp. Gl) . En particulier, cela redémontre la proposition

(4.2) pour p = n-1 .,

resp. G

On notera encore D ﬁ - f‘ et D1 : f‘l - él les connexions

définies de maniére analogue & D et D1 en remplagant "séries conver-

gentes" par "séries formelles" (ou, ce qui revient au méme, les prolon-

gements de D et D1 aux complétés m(@TO

sont encore bijectives : on le voit en appliquant aux séries formelles en

)-adiques). Ces applications

X les mémes raisonnements qu'on a fait avec les séries convergentes (on
pourrait aussi le voir par complétion, en utilisant la régularité de D et

Dl)‘

~

On déduit encore de (5.1) que G1 est sans torsion, de la

démonstration de (5.4) que la filtration (Dzk)f‘1 de Pl est équivalente

)-adique, et enfin de 13 les énoncés analogues pour

~
a

a la filtration m(OT o

les autres espaces considérés ici. Nous laissons les détails au lecteur.

6. INTEGRALES ASYMPTOTIQUES DANS LE DOMAINE COMPLEXE.

Reprenons les notations du début du §2 ; pour fixer les idées,
nous supposerons n > 1 . Soit T l'ensemble des t ¢ T , vérifiant
Ret < 0, et posons X =X n cp-l(T_) . Soient T une n-chafne singu-
lire de X , avec 3T c X , et y € r(X,Q;l() ; on se propose d'étudier

le comportement asymptotique (au sens de l'introduction) de 1'intégrale
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J} eTcoq; , pour r - +o , comportement que nous noterons en abrégé ’)EI‘ eTpr :
notons d'abord qu'il ne dépend que de la classe de T dans H (X,X") :

n
en effet, si " et ' ont méme classe dans Hn(X,X_) , on a

— - 'y Y, = TY TP
L =r' +ar, +1, , avec I‘ZCX d'ot J_'re ¥ &'e ¢+£'Ze v

et la derniére intégrale est & décroissance exponentielle ainsi que toutes

ses dérivées pour T - +* , donc 3%\ ey =0 .
2

De la suite exacte d'homologie

- -
Lo H K - HXX) S H _X) - H (X -

et de la contractibilité de X (voir [18]), on déduit que 3 est un iso-

morphisme Hn(X,X-) - Hn (X—) , OUu encore, comme X~ est une fibration

-1
sur T , un isomorphisme Hn(X,X-) - Hn_l(X(—l)) (on suppose ici -1 € T).

Soit alors T ¢ Hn(X,X_) , de bord 3T = y(-1) ¢ Hn_l(X(-l)) :
on peut supposer T représenté par une chaine dont le bord est contenu
dans X(-1) ; pour t ¢ ]0,-1] , désignons par (t) 1'élément de

Hn_l(X(t)) obtenu par continuité & partir de y(-1) .

Pour § ¢ I‘(X,Q}r;) , prenons un w € I‘(X,Q;l(—l) tel qu'on ait
dy = U (c'est possible puisque X est de Stein et contractile) : d'autre

part, désignons par 4 € r(X‘*,Q;;,;) 1'unique forme relative q qui véri-

dep
fie dpaa = | ; cette forme se prolonge en une section méromorphe sur X
n-1 , . . k P 3 o~y
de QX/T ; en effet, si k est tel qu'on ait o ¢ (Bxl ,...,aXn) '

est holomorphe sur X comme on le vérifie aussitdt. Par Stokes, on a

— . 1 i = l‘
alors vrI‘ § = J’Y(_l)w ; d'autre part (cf. (4.3)), ona o jY(t)w = J‘Y(t) 4o

-1
et par conséquent, d'aprés (4.5) J" W =J‘ dtJ‘ 4 . En appliquant
(-1) 0 “ylt) dv

y
ces formules a eTc‘ow au lieu de | , il vient

— Tt
(6.1) J‘T ew¢ = j‘ e dt 'y‘{(t) %

0

Pour t assez petit, donc pour tout t ¢ T* par prolongement

analytique, J" w (resp. J" -d%) ne dépend que de la classe de
y (t) y(t)
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(resp. -(—;1’5) dans F ®G K ; la premiére intégrale sera exprimée par (4.7.1),
la seconde en dérivant cette formule : donc on aura

_ a q
(6.2) Jv(t) E% =2d g )? ,

(en choisissant par exemple argt =) ; (4.7.2) et (4.7.3) seront encore

vraies, et (4.7.4) doit étre remplacé par "dOL q # 0 entralne o > -1"

On vérifie alors facilement que le développement asymptotique

de (6.1) s'obtient terme & terme, et qu'on peut aussi bien dans chaque terme

- e s]

remplacer J‘ par j ; ceci donne finalement
0 0
o d? '™ (g+1)
FoetvEnd g B!
r "7 dg T

~

ce qui, en explicitant les dérivations, conduit & une expression de la forme

-1 q
(6.3) £ ™y =2 % (og 7).
a,q
r
Il est facile de voir qu'inversement, les d<|1 déterminent
les dOL g (nous laissons les détails au lecteur).

Remarquons maintenant que, T étant fixé dans Hn(X,X_) ,

les développements de ‘f (t)w et #e'mw gardent un sens pour des ger-
mes n-1 et = c;{ Qn
w € QX,o ¥ w € X, 0

de @ dans F , ou si l'on préfére, de la classe [qj] de y§ dans G

et ne dépendent que de la classe [y]
1
(i1 suffit pour le voir de rétrécir X et T , ce qui ne change pas la fi-
bration). Le développement de J’ ()Y dépend contin@iment de la filtration
t , . -

F , donc par (5.3) de la filtration FX ; par suite le développement de

X s

1 (comparer & ce propos la

démonstration du lemme (5.4) au raisonnement de l'introduction) ; autrement

L eﬁm‘b dépend continuement de la filtration G

~ _1 ~ 2 4 . . . P Y
dit, pour w € Q; o (resp. § € Q;é o) on peut définir par continuité a par-

tir des séries convergentes un "développement en série formelle en

)q n

t*(log t gu'on notera encore J‘ (t)w (resp. un développement en série
Y
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formelle en 1 *(log "r)q qu'on notera 3(:1“ em’w , Ou encore (eTCP, [q;])r).

On a les formules suivantes :

2 1
(6.4) (e™, [w])r = -~r(em,D1 [¢]>F
d
(6.5) o (T D = (T

Par continuité, il suffit d'établir ces formules pour { conver-
gent ; la seconde est simplement la formule de dérivation sous le signe J” :
d TP _ ¢ N . .
at Il“ e "§ = II“ e "y , dont on voit aisément qu'elle reste vraie en
passant aux développements asymptotiques ; pour la premiére, notons qu'on

-1
a Dl [¥] = [dpaw] , avec dw = § ; la formule se réduit alors a la

formule immédiate : JT‘ em)dw = —J"r eTcpdcp/\w

~

Ceci nous incite & munir G1 d'une structure de C [[T_l]]

+w +o
modules en posant, pour f =73, akr-k ] =2 (—l)kakDIk (V] , série
0 0
convergente dans él d'aprés (5.7) ; ce module est libre de rang y :
en effet on a d'abord T_lél = f‘l , d'ou
2 -l 2 2 AT ~n-1 “n o~
Gi/r Gy = GI/Fp = g J/®n0y o = 0y /3
avec § = (L2 ..., 22) | Prenant alors e ,...,e € G_ tels que leurs
3%, axn 1 W 1
classes modulo f‘l forment une base du quotient sur @ , il est immédiat
de vérifier que tout élément de él s'écrit d'une maniére et d'une seule
sous la forme 3 fiei , fi € ©[lr-1]] (pratiquement, il suffira de prendre
une base de @; o modulo § , formée par exemple de mon®mes & , et

de prendre e = la classe de =x%*dx dans él)
a

La formule (6.5) suggére que ce module est muni d'une connexion
D [y] = tly] ; pour le
T
-k-1
D L) - ke Lyl

- - +1. _-k-1
ou encore [t,r k] = -kr , Ou encore [t,Dl ] = (—1)k le , ce

qui se vérifie immédiatement par récurrence sur k . En faisant le change-

lorsqu'on pose ¥ [‘D] = t[\b]®d~r ; on écrira aussi
T - -
vérifier, il suffit de voir qu'on a DT(T k[\1,]) = x k

-k-1 k
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ment de variables ¢ - 7 , on voit en fait que cette connexion a un
point singulier & l'infini (a priori, la matrice de cette connexion aura un

pbéle double).

Théoréme (6.6).

Sur le @ [[7—1]] module G

, la connexion v est réquliére,
T

1

s

De plus, sa monodromie est égale & l'inverse de la monodromie

de la connexion de Gauss-Manin (i.e. celle de la fibration X - T)

a

On sait, par la théorie des équations différentielles & points

singuliers réguliers, qu'il existe e reeei® e G formant une base sur

1 1’
K de G ®5K (K = corps des fractions de @& = éT o = Cit]]) tel

~

1

u'on ait tD,e, =2 m,e, , m,, @ : en posant M = (m..) , la mono-
a 175 5 i) i € P ij

dromie de la connexion de Gauss-Manin est alors exp(-2niM) ; quitte 3

multiplier e, par tk , ce qui revient & remplacer M par M + kI ,

“on peut supposer par exemple D ei e G ; on aura alors

1 1 1

-D (re,)) =2 m e, , ou tDe = ..-m. )e. , et il suffit pour établir
re) =Tm e e, = Tloy-m e, :

le théoréme de démontrer que les e, sont libres sur @ [[T_l]] .

, l.e. eie F

Pour cela considérons le réseau H c G1 engendré sur

C[t]] par e .,e :ona tD HeH , donc Dltf{cf-l , Ou encore
o

17°° 1
- -1 L . . . . .
tH ¢ + H ; en considérant les inclusions G1 o> H o tH et

Gl - T'lf}l >+ H , on voit que tH et q—'lI:I ont mé&me indice dans

- ~

- N -1 N
Gl ; donc on a tH =+ "H ; en particulier, ona ¢+ Hec H , donc H

est un @ [[T_l]] module, qui est libre puisque G1 est libre ; comme

FS =1 A ~ __1,\
les classes des ei modulo tH = 7 1H forment une base de H/r "H ,

les e, forment une base de H sur G)[['r_l]] . D'ou le théoréme

Pratiquement, pour écrire v , il suffit d'opérer ainsi : on

.
choisit des mond6mes x% formant une base de OX 0/3 ; pour T

quelconque, posons e (1) = :f'r e TP dx ; pour f e @ donné, on
o T X,O

éerit f=cx® +% g 2, don
o lax,

39,
1
£ e™fdx =T c e (1) - 4 e™(x —H)dx
T a a T oX,
39,
en recommencgant avec ng— au lieu de f , et "continuant indéfiniment"



on obtient |'expression de S, e “Pfdx en fonction des e . Pour obtenir
T a

r

['expression de v dans la base [x”x] , il suffit alors d'écrire
T

— £ e °'x'dx = £ e °%x°"dx , et de faire le calcul précédent avec f = CpXx’
tor r
Exemple (6.7), (cf. Brieskorn [6]).

Supposons que f soit un polyndme quasi-homogéne de poids

(rrf\l..,m ) n(m’i rationnels > 0) , c'est-a-dire que le développement
R
f =£a x ne comporte que des mondémes vérifiant S m.g. = 1 . Autre-
B i’
ment dit, on a S ni.x, -"L =" . On a alors immédiatement, pour tout

mondme  X°
-f-X  e'Vdx =Jdiom,(a.+1) Z e’ °“*x"dx.
daT T [ Jp

Il en résulte aussitdét que la matrice de monodromie de @ est diagona-

lisable, de valeurs propres exp(2niSm.a.) / les ., = (a.,*..,a ) étant
JJ I n
choisis de maniére que les x° forment une base de ./g . D'autre

part, on a, avec la définition (4.8) : a(cp) = £m

Exemple (6.8).

Supposons qu'on ait cp(x) = cp'(x') + cp"(x") , avec x' = (x° e XD,
"= eee/* ) [/ définissons X' , X", etc.. comme X , avec @
remplacé par cp' et cp" . Si  x'* (0MA) est une base de o /3", et
8
X" (b¢B) une base de O A" , une base de o A est formée des
< X ,0n X/ron

a
X' x" . La construction précédente montre qu'on a alors
v = v'&id + id(g)v" ; par conséquent, on trouve que la monodromie de X
T T T
est le produit tensoriel des monodromies de X' et X" , résultat dd a

Thom et Sebastiani [22] (en fait, leur résultat est méme vrai sur 2£ , ce

qu'on ne peut évidemment pas obtenir ici). A noter que si n'" ou n"-n' est

égal a 1 , le résultat reste vrai a condition de remplacer |I'homologie de

la fibre par son homologie réduite ; nous laissons le lecteur examiner ce cas.
La correspondance entre les homologies des trois fibrations peut

étre décrite de facon plus précise : soient r' € H (X' X* ) et



