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These notes are essentially an expanded version of a few talks given at the
Ecole Normale Supérieure (Verdier Seminar) in the spring of 1980 by the under-
signed as well as one talk by M.S Narasimhan. Some unpublished material figures
in the notes :

i) the moduli of vector bundles on singular (not necessarily irreducible)
curves. Here one finds a complete generalisation of D'Souza's thesis [5} as
well as a partial generalization of Oda-Seshadri [30) (it would be interesting
to carry out a more detailed generalization of Oda-Seshadri). It would also be
interesting to make a detailed study of the relation between this moduli space
and the one on the normalization of the curve. Some work has been done by
Gieseker in this connection (lectures of TIFR in 1979-80) ; in fact this work
of Gieseker served as the catalyst for this investigation.

ii) the non-existence of certain Poincaré families. This proof is due to

M. Nori.

iii) the moduli space of vector bundles with level structures. This is related
to the work of Drinfeld. We follow the definition of D. Mumford in an unpubli-
shed manuscript. D. Mumford defines this concept only for vector bundles

(i.e only for torsion free sheaves). It would be interesting to investigate
the connection between these varieties and those on singular curves.

These notes have been written by J.M Drezet who has done a tremendous job.
He has carried out many improvements and most often he had only to rely on
sketches of proofs.

It is great pleasure to thank J.L Verdier and the audience for the interest

shown by them.
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INTRODUCTION

One is interested here in vector bundles on a projective curve over k ,
an algebraically closed field, and more generally in coherent sheaves (possi-
bly with some extra structures). One tries to classify such objects. For
example one wants to build an algebraic variety whose geometric points are
isomorphism classes of vector bundles. This variety should satisfy some
"universal property", that is, represent some 'natural functor from the ca-
tegory of noetherian k-schemes to the category of sets.

This construction is possible only for a kind fo vector bundles (or
sheaves ...), which are said to be stable. To get complete varieties, one
needs to consider also semi-stable bundles.

First are given the definition and elementary properties of (semi-)stable
vector bundles (or sheaves...). Then existence theorems of moduli varieties
are obtained. Next we study these moduli varieties (are they reduced, have
they singular points ...).

The demonstrations of the existences theorems are very similar, so the cal-
culations are given only in the cases of level structures and coherent shea-
ves on a reduced curve, which are not treated in the litterature. The "theo-
retical" part is detailed only in the cases of vector bundles, and vector

bundles with parabolic structures.

In the first part we are interested in (semi-)stable vector bundles on a
smooth projective curve over k . We give some results of theories
(Grothendieck schemes, Mumford's geometric invariant theory) which are used

in the other parts.

The second part deals with the deformation of the moduli varieties obtai-

ned in the first part, and follows a talk of M.S Narasimhan.

In the third part we study (semi-)stable vector bundles with parabolic
structures. Langton's work (adapted to bundles with parabolic structures)
is exposed only here to shorten the first part. The results of this part fol-

low a paper of Mehta and Seshadri.

The fourth part treats of level structures. They appear in the study of

(semi-)stable sheaves on a reduced projective curve.

In the fifth part we build a '"natural" desingularisation of the moduli

varieties of semi-stable vector bundles.
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The sixth part gives a partial demonstration of a result of S. Ramanan
about the inexistence of Poincaré bundles on a non empty open set of some
moduli varieties. The way to prove this is different from this of Ramanan, and

is due to M. Nori.

The seventh part deals with coherent (semi-)stable sheaves on a reduced

projective curve over k . It is a generalization of the first part.

In the eighth part we study some properties of the moduli of coherent
semi-stable sheaves built in the seventh part, when the singular points of the

curve are ordinary double points.

The results of the fourth, fifth, seventh and eighth part are due to
C.S Seshadri.



INTRODUCTION

On s'intéresse ici a des fibrés vectoriels sur une courbe projective sur
k , corps commutatif algébriquement clos, et plus généralement a des fais-
ceaux cohérents (munis ou non de certaines structures). On cherche & classi-
fier de tels objets. Par exemple on cherchera a construire une variété algé-
brique dont 1'ensemble des points géométriques soit un ensemble de classes
d'isomorphisme de fibrés vectoriels. Cette variété devra vérifier une proprié-
té universelle ayant un rapport avec le type de fibrés vectoriels considéré,
par exemple représenter un foncteur naturel de la catégorie des k-schémas
noetheriens dans celle des ensembles.

Ce genre de travail n'est possible qu'avec un type particulier de fibrés
vectoriels (ou de faisceaux...), ceux qui sont dits stables. Pour obtenir des
variétés complétes, il faut considérer des fibrés vectoriels semi-stables.

On commencera par donner la définition et les propriétés élémentaires des
fibrés vectoriels (ou des faisceaux...) (semi-)stables. Puis on obtiendra des
théorémes d'existence des variétés de modules. On étudiera ensuite ces varié-
tés de modules (sont-elles réduites, quels sont leurs points singuliers,
etc...).

Pour les théorémes d'existence, la méthode utilisée est sensiblement la
méme pour toutes les sortes d'objets étudiés. La partie '"calculatoire' de la
démonstration n'est donnée que pour les structures de niveau et les faisceaux
cohérents sur une courbe réduite, cas non traités dans la littérature. La
partie "théorique" n'est détaillée que dans le cas des fibrés vectoriels et

des fibrés vectoriels avec structure parabolique.

Dans la premiére partie on s'intéresse aux fibrés vectoriels (semi-)stables
sur une courbe projective lisse sur k . On donne des résultats de théories
(schémas de Grothendieck, géométrie invariante de Mumford) qui seront aussi

utilisées dans les autres parties.

La deuxiéme partie traite de la déformation des variétés de modules de fi-
brés stables étudiées dans la premiére partie, et s'inspire d'un exposé de

M.S Narasimhan.

La troisiéme partie traite des fibrés vectoriels avec structures paraboli-

ques (semi-)stables. Les travaux de Langton (adaptés aux fibrés avec structure
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parabolique) sont exposés seulement ici, afin d'alléger la premiére partie.

Les résultats de cette partie sont dus i Mehta et Seshadri.

La quatriéme partie traite des structures de niveau. Il semble qu'on les

retrouve dans 1'étude des faisceaux (semi-)stables sur une courbe réduite.

Le but de la cinquiéme partie est d'obtenir une désingularisation "naturel-

le" des variétés de modules de fibrés semi-stables.

La sixieme partie donne une démonstration partielle d'un théoréme de
S. Ramanan sur l'inexistence de fibrés de Poincaré sur des ouverts non vides
de certaines variétés de modules. La méthode employée est différente de celle

de S. Ramanan, et est due & M. Nori.

La septiéme partie traite des faisceaux cohérents (semi-)stables sur une
courbe projective résuite sur k . C'est une généralisation de la premiére

partie.

La huitiéme partie traite des propriétés des variétés de modules de fais-
ceaux cohérents semi-stables construites dans la septiéme partie, lorsque les

singularités de la courbe sont des points doubles ordinaires.

Les résultats des quatriéme, cinquiéme, septiéme et huitiéme parties sont

dlis a C.S Seshadri.



NOTATIONS

k corps commutatif, algébriquement clos sauf dans le chapitre III de

la troisiéme partie.

X courbe projective. Elle est lisse, sauf dans les deux derniéres par-
ties, ou elle est réduite. Son genre est g, g 2 2

(d)

On note J 1le jacobien de X , et pour tout entier d , J le

jacobien des fibrés en droites sur X de degré d
k-Sch : catégorie des k-schémas noetheriens.

Ens : catégorie des ensembles.

Si S est un k-schéma, T, R des S-schémas, t un point de T |, F un

faisceau cohérent sur R X_, T , on pose :

S
Rt = R X Spec(k(t) ) ,
F - F .
t R

t
. . -1 .
Si X est un point de X , on note Lx » ou m le noyau du morphisme
canonique :
—k
op" <
kx désignant le faisceau concentré en x , de fibre k en x .

Soit f : Y

>Y' un morphisme de k-schémas. On pose :
¥ *
£ (f x IX)
Soit ¥ un faisceau cohérent sur X de rang non nul. On pose :

L) = deg@®) /rg®)
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PREMIERE PARTIE : FIBRES VECTORIELS (SEMI-)STABLES

INTRODUCTION

Soit X une courbe projective irréductible lisse sur un corps commutatif
algébriquement clos k .

On dit qu'un fibré vectoriel E sur X est semi-stable (resp. stable) si
pour tout sous—fibré vectoriel propre F de E on a

deg(F) /rg(F) < deg(E)/rg(E) (resp. < ) .

Les fibrés (semi-)stables sont intéressants du fait que pour des entiers
r ,d donnés , avec r 2 2 , il existe une variété algébrique Us(r,d)
dont 1'ensemble des points fermés soit 1l'ensemble S'(r,d) des classes d'
isomorphisme de fibrés vectoriels stables de rang r et de degré d . Les
points fermés d‘une complétion naturelle U(r,d) de cette variété peuvent
étre vus comme des classes d'équivalence de fibrés semi-stables. Les variétés
précédentes sont définies a isomorphisme prés par des propriétés universelles.
Lorsque r et d sont premiers entre eux, tout fibré vectoriel semi-stable
est stable, et dans ce cas il existe sur U(r,d) x X un "fibré de Poincaré",
c'est a dire un fibré vectoriel V tel que pour tout point fermé z de U(r,d),
le fibré vectoriel V  sur X soit dans la classe d'isomorphisme z (élément
de 8'(r,d) )

Autre justification des définitions précédentes : pour toute famille 3r de
fibrés vectoriels sur X paramétrée par un k-schéma noetherien T , 1l'ensem-
ble des points t de T tels que gi soit (semi-)stable est un ouvert de T .

Pour définir une variété algébrique dont 1l'ensemble des points fermés soit
S'(r,d) , on construit d'abord une famille jf de fibrés vectoriels de rang
r , de degré d , '"contenant" tous les fibrés semi-stables de rang r , de
degré d , paramétrée par un k-schéma noetherien R . On utilise pour cela

les schémas de Grothendieck (ou '"schémas Quot'"). En fait R est un ouvert de

- Q““dPn KP/X/k
(P étant polyndme de Hilbert d'un fibré vectoriel de rang r , de degré d ,
un fibré en droites ample sur X étant choisi).
Sur R agit le groupe réductif PGL(p) , et le quotient R/PGL(p) ,
comme ensemble, est l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels
de la famille J .
On est donc ramené & '"quotienter" R par PGL(p). Ceci ne peut se faire que

sur un ouvert de R , constitué des points dits '"semi-stables" pour 1'action
P P

13
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de PGL(p) . Bien entendu on peut montrer qu'un point q de R est (semi-)
stable si et seulement si 37; 1'est, ce qui justifie encore les définitions
précédentes.

Malheureusement 1'étude de l'action de PGL(p) sur Q est malaisée, et on
est conduit & utiliser une variété Y mieux connue sur laquelle SL(p) agit,
avec un SL(p)-morphisme

T ¢ RemY .

On peut ensuite comparer les points q de R tels que grq soit (semi-)
stable, et les points (semi-)stables de Y sous l'action de SL(p) : il se
trouve que les uns sont les images par T des autres, et que T est injec-
rif. On peut en déduire la construction des variétés voulues. On appelle la
variété U(r,d) (resp. Us(r,d)) la variété de modules des fibrés semi-sta-

bles (resp. stables) de rang r et de degré d .

Dans le chapitre I, on donne les principales définitions et les propriétés

élémentaires des fibrés vectoriels (semi-)stables.

Dans le chapitre II, on précise les propriétés requises d'une variété de

modules de fibrés vectoriels (semi-)stables.

Dans le chapitre III, on effectue la construction des variétés de modules.

Des résultats de la Théorie de Mumford sont énoncés sans démonstration.

Dans le chapitre IV on traite le cas ou k est le corps des nombres complexes.
On peut alors établir une relation entre les fibrés vectoriels semi-stables

sur X et les représentations unitaires du groupe fondamental de X .
Dans le chapitre V on détermine les points singuliers des variétés de modules.

Dans le chapitre VI on donne des résultats sans démonstration, concernant
la variété de Picard des variétés de modules, l'existence de fibrés de
Poincaré, la rationalité des variétés de modules, leurs propriétés topologi-

ques dans le cas ot k est le corps des nombres complexes.

I.- FIBRES STABLES, FIBRES SEMI-STABLES. QUELQUES PROPRIETES

Définition 1 : Un fibré vectoriel E sur X est dit semi-stable (resp.
stable) si pour tout sous—-fibré propre F de E , on a :

u(F) € u(E) (resp. u(F) <u(E) .
Définitions équivalentes : le fibré E est semi-stable (resp. stable) si et

seulement si 1'une des trois propriétés suivantes est vérifiée :

14
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(1) Pour tout fibré quotient propre F de E , on a
u (F) 2 u(E) (resp. u(F) > p(E)) .

(ii) Pour tout sous-faisceau propre F de E , on a
w(F) £ w(E) (resp. w(F) < u(E)) .

(iii) Pour tout faisceau quotient propre F de E , on a

#(F) 2 u(g) (resp. u(F) > u(E)) .

Remarques : tout fibré en droites sur X est stable.
Si rg(E) et deg(E) sont premiers entre eux, le fibré E est semi-stable
si et seulement si il est stable.
Le fibré E est semi-stable (resp. stable) si et seulement son dual 1'est.
Soit L un fibré en droites sur X . Alors E est semi-stable (resp.

stable) si et seulement si E R L 1'est.

Soient r et d deux entiers tels que r 2 2 . On note S(r,d) 1l'ensem—
ble des classes d'isomorphisme de fibrés semi-stables sur X , de rang r et
de degré d . On note S'(r,d) le sous—ensemble de S(r,d) constitué des
classes d'isomorphisme de fibrés stables.

D'aprés ce qui précéde, pour tout entier k , le choix d'un fibré en droi-
tes de degré k sur permet de définir une bijection

S(r,d)——»S(r,d+k.r)
induisant une bijection S'(r,d)—>S'(r,d+k.r)
D'autre part, si r et d sont premiers entre eux, on a

S(r,d) = S'(r,d) .

A.- La filtration de Harder-Narasimhan

C'est une premiére justification des définitions précédentes.

Soit E wun fibré vectoriel sur X .

PROPOSITION 2 : Il existe un unique sous—fibré E, de E tel que pour tout
sous-fibré F de E , on ait
u(®) < L(E,)
et rg(F) £ rg(E1) si W(F) = u{E1) .
Ce sous-fibré est semi-stable, on l'appelle le sous—fibré semi-stable maximal

de E .

LEMME 3 : Il existe un entier n, tel que pour tout sous—fibré F de E |,
on ait
J(F) £ n,
soit O(1) wun fibré tres ample sur X . Alors il existe un entier p tel

que pour tout entier n supérieur & p , on ait :

15
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Hom(@(n) , E) = {0} .

D'autre part, puisqu'un fibré en droites de degré supérieur & g a des
sections globales non nulles, pour tout fibré en droites L sur X de degré
supérieur & p.deg(@(1)) +g , on a

Hom@(p) , L) # {0},
et donc Hom(L, E) = {Og .

En appliquant ce qui précéde aux fibrés NE , avec 1 <rsrg(E)-1
il est aisé d'achever la démonstration du Lemme 3.

L'existence d'un sous-fibré E1 de E satisfaisant aux conditions de la
Proposition 2 en découle. Il est immédiat que E1 est semi-stable. Il reste
a prouver son unicité. Supposons que E; vérifie les mémes propriétés que
E1 , et que E; # Ei .

Soit T : E.__,E/E; la projection. On a W(E1) # 0 .

Soit G 1le sous-fibré de E/Ei engendré par ﬂ(E1) . Alors E, étant semi-
stable, on a W{(G) 2 u(E1) .
On a une suite exacte de fibrés vectoriels sur X :
o_,E;_yr"(c)__,c__,o .
D'aprés les propriétés de E; , on a:
W (@) < WED , car rg(r ' (0) > ra(E))
c'est a dire
deg(G) + deg(E}) P deg(Ei)

rg(G) + rg(E;) rg(Ei)
d'ou on tire

we) < uE = wE)
ce qui est absurde. Ceci prouve l'unicité de E1 et achéve la démonstration de
la proposition 2.

On en déduit immédiatement le

THEOREME 4 (Harder-Narasimhan) : Il existe une filtration de E par des sous-
fibrés vectoriels, et une seule ,

{0} =Eyc E,cE, ...CE_ CE -E ,
<

telle que pour 1 £1i < s-1 , Ei/Ei—1 soit le sous-fibré semi-stable maximal

de E/E; , . On l'appelle la filtration de Harder-Narasimhan de E .

On peut en déduire la classification des fibrés vectoriels non semi-stables
indécomposables de rang 2 sur X . Soit Z0 1l'ensemble des classes d'iso-
morphisme de tels fibrés. En utilisant la Proposition 3 de 1'Appendice II et

le théoréme précédent, on peut démontrer le

16
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COROLLAIRE 5 : Soit £ : Zp—>IxJ L'application définie par £(E) = (det(E), L)
L étant le sous-fibré semi-stable maximal de E . L'image de f est constitude
des couples (Li’LZ) de fibrés en droite tels que

(i) 2.deg(L1) > deg(LZ)
Gi) n'(x, L; ] L;1) #0 .

De plus, la fibre de f au-dessus d'un point (L1,L2) de son image peut étre
identifiée d l'espace projectif
ra' Ll mnhy .

B.— Morphismes de fibrés (semi-)stables. Théoréme de Jordan-HSlder

PROPOSITION 6 : Sotent E et F des fibrés semi-stables sur X . Alors

a) ¢ u(F) < w(E) , on a Hom(E,F) ={oy .

b) 2 E et F sont stables, et W(F) = W(E) , on a Hom(E,F) = 0 ou bien
E=F .

c) S2 E est stable, E est simple, c'est d dire que ses seuls endomorphismes

sont les homothéties.

a) Soit f : E—»F un morphisme non nul. Alors on a

p(Im(£) ) £ p(F) < p(E)
car F est semi-stable. Donc Ker(f) #{0} et u(Ker(f) ) > u(E) , ce qui con-
tredit la semi stabilité de E .

Ceci prouve a) .

b) Avec les mémes notations que dans a), on a partout des inégalités larges,

et puisque f est non nul et E stable, on a Ker(f) ={Q} , et Im(f) est
isomorphe & E . Puisque U(E) = pu(F) et que F est stable, on Im(f) =F ,
et f est un isomorphisme.

Ceci prouve b) .

c) Soit f : E—3E un morphisme non nul. Comme dans b, on montre que c'est un
isomorphisme. Soit x un point de X . Si A est une valeur propre de fx ,
f—)\.IX n'est, pas un isomorphisme, et donc f—)\.IX =0 , et f est une
homothétie.

Ceci prouve c et achéve la démonstration de la Proposition 6.

COROLLAIRE 7 : Sotent E, et E, des fibrés vectoriels semi-stables sur X

tels que u(E1) = u(Ez) =y , et E une extension de E, par E

2 1

Alors E est semi-stable.
On a une suite exacte

N E. .
0 E1 E 2 —>0 ,

17
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donc p(E) =u . Montrons que E est semi-stable.

Soit F un sous-fibré propre de E , F' sont sous-fibré semi-stable maxi-
mal. Supposons que u(F) >p , alors u(F') >y , et d'aprés la partie a
de la Proposition précédente, on a Hom(F',Ez) ={OS , d'ou on déduit que F' est
un sous-fibré de E . Mais ceci est absurde car E, est semi-stable.

1 1
Ceci prouve le Corollaire 7 .

Soit Y un nombre rationnel, et CU la catégorie dont les objets sont les
fibrés vectoriels semi-stables E sur X tels que U(E) =4 , et les mor-
phismes de fibrés vectoriels entre ces fibrés.

D'aprés le Corollaire 7 , on peut définir de maniére évidente la somme di-

recte de deux objets (ou deux morphismes) de la catégorie Cu

PROPOSITION 8 : Soient E et F des fibrés vectoriels semi-stables sur X
tels que W(E) = W(F) , et f : E

>F un morphisme de fibrés vectoriels .
Alors f est de rang constant , Ker(f) et Coker(f) sont des fibrés semi-
stables et
H(Ker(f) ) = u{Coker(f) ) = u(g)
Le morphisme f est de rang constant si et seulement si Coker(f) est sans
torsion. Soit T 1le sous-faisceau de torsion de Coker(f)
F' = Ker(F ——> Coker(f)/T) . Puisque E est semi-stable, on a
w(Im(f) ) 2 u(E) ,
et puisque F 1l'est aussi, WM(F') < u(F) .
Donc F' = Im(f) et U(Im(f)) = U(E)
On en déduit immédiatement
w(E) = u(Ker(f) ) = u(Coker(f)) .
Ceci achéve la démonstration de la Proposition 8 .

De ce qui précéde découle la

PROPOSITION 9 : La catégorie C, est abélienne, artinienne et noetherienne.

On peut donc appliquer a Cu le théoréme de Jordan-Holder, ce qui donne le
THEOREME 10 : Soit E un fibré vectoriel semi-stable sur X . Il existe une
filtration de E par des sous-fibrés vectoriels

0= Ep+ CEp ....CE1CEO =E

1
telle que pour 0 £ i £ p
Ei/Ei+1 soit stable et u\Ei/Ei+1) = u(E)

b
s

P
De plus, la classe d'isomorphisme du fibré @ Ei/E' ne dépend que de celle
de E . =

On note cette classe d'isomorphisme Gr(E) .

18
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.

La proposition suivante est a mettre en relation avec la Proposition 32.

PROPOSITION 11 : Soit E un objet de Cy . Le fibré E est stable si et seu-

lement si pour tout objet E' de C, tel que Gr(E') = Gr(E) , ona E=E' .

U

Supposons E non stable, et vérifiant les hypothéses de la Proposition. On peut
écrire Gr(E) = F1 e F2 , F1 étant stable et F2 somme directe de fibrés
stables. On en déduit aisément avec la partie b de la Proposition 7 que toute
suite exacte

0——>F, —>F, 8 F,—F, 30

(resp. 0.__..-,F2.__..>F1 1] an___4F1 .——>0) est scindée.
*
2

Toujours d'aprés la partie b de la Proposition 6, on a

0 * _ .0 *
h (x,F1 B F2) =h (x,F2 :] F1) .

*
I1 suffit donc de montrer que h1(X,F | F1) # 0 ou hl(X,F1 B F2) #{b} .

On en déduit avec le Théoréme de Riemann-Roch, que

h1(X,F; B F1) - h1(X,FT 1] Fz) = 2.(rg(F1) - rg(Fz)) AR TR

* *
Si ce terme est non nul, un des entiers h’(X,F2 ] F1) et h1(X,F1 B F2) est
non nul. S'il 1'est,
*
x(x,F2 ;] F1) = rg(F1).rg(F2).(1-g) <0 ,

*
donc h1(X,F2

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 11.

2] F1) est non nul.

II.- BONS ESPACES DE MODULES - ESPACES DE MODULES GROSSIERS

Dans cette partie, on pose le probléme de la classification des fibrés (semi-)
stables.
Soit Z wun ensemble de classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels sur X ,

qu'on supposera tous de méme rang.

Définition 12 : On appelle famille d'éléments de Z paramétrée par un k-schéma

noetherien Y un faisceau localement libre ¥ sur Y chx , tel que pour tout

point fermé y de Y , la classe d'isomorphisme de 5& soit un élément de Z .

Deux familles 3ﬁ et ?; d'élements de Z paramétrées par Y sont dites

isomorphes s'il existe un faisceau inversible L sur Y tel que
*
qé = 12 8 py w ,
Py désignant la projection XXkY—)Y .
On écrit dans ce cas T; ~ T';
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Définition 13 : Un bon espace de modules pour Z est la donnée d'un k-schéma
noetherien YO , d'une famille 95 d'éléments de Z paramétrée par YO tels
que pour toute famille 3( d'éléments de Z paramétrée par un k-schéma de type
fini Y , il existe un unique morphisme

gy : Y..___.>Y0
tel que

0% (Fp) ~F

Remarque : Interprétation fonctorielle

Soit
F : k-Sch ——Ens

le foncteur associant 3 Y 1'ensemble des classes d'isomorphisme de familles
d'éléments de Z paramétrées par Y
Alors un bon espace de modules pour Z est simplement la donnée d'un k-schéma
noetherien représentant F .

Soit p: Z-——¢Yo(k) 1'application associant a tout élément z de Z , re-
présenté par un fibré E sur X =X xiptj 1'élément DE(pt) de Yo(k)
Alors on voit aisément que p est une bijection.

D'autre part, il est aussi immédiat que (YO’TB) est unique a isomorphisme
prés.

On appelle Tb un fibré de Poincaré.

Définition 14 : Un espace de modules grossier pour Z est un morphisme de fonc-
teurs k-Sch—3Ens
Y : F——Mor( , YO) ,

YO étant un k-schéma noetherien, satisfaisant aux conditions suivantes

(i) ¥(*) : F(*)————;Yo(k) est une bijection
(avec * = Spec(k) , donc F(*) = Z)

ii) Pour tout morphisme de foncteurs
‘1’1 : F—— Mor( ,Y1) R

Y1 étant un k-schéma noetherien, il existe un unique morphisme

f: YO-—-—;Y1

tel que le diagramme suivant soit commutatif

Mor ( ,YO)

Lf

F \\\!1\‘ Mor ( )
Mor( ,Y,)

1
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Un bon espace de modules pour Z définit de maniére évidente un espace de
modules grossier pour Z .

I1 est immédiat qu'un espace de modules grossier pour Z est unique (& iso-
morphisme prés) .

Dans ce qui suit, on admettra le résultat suivant : pour tout couple d'entiers
(r,d) tel que r 22 , 1'ensemble S'(r,d) des classes d'isomorphisme de fi-
brés vectoriels stables sur X de rang r et de degré d est non vide.

Ceci sera prouvé dans la troisiéme partie.

Rappelons que S(r,d) désigne l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés

vectoriels semi-stables sur X , de rang r et de degré d . On a alors la

PROPOSITION 15 : Il n'existe pas d'espace de modules grossier pour S(r,d) ,
st r et d ne sont pas premiers entre eux.
(Voir le Théoréme 48 qui compléte ce résultat).

Puisque r et d ne sont pas premiers entre eux, il existe deux couples

(r,,d,) et (r,,d,) d'entiers tels que r,K 21 et r, 21
1’1 2’72

1 - 2 ’
d d
I T R

Lty = dprdy=d, e Ty

1 2

Soient E1 un fibré stable de rang r, et de degré d1 , E2 un fibré stable

de rang r, et de degré d2 sur X . D'aprés la Proposition 11, il existe un
fibré semi-stable sur X de rang r, de degré d, tel que Gr(E) = E1 ® E2 et
non isomorphe 3 E, & E . On a le

1 2
LEMME 16 : Il existe un fibré E, sur A1 xX , tel que
Foho}xx =E @ E, et FOI {t}xx:' E si t # 0 est un élément
de
On peut supposer qu'on a une suite exacte de fibrés vectoriels sur X

0 ———+E1-——oE-———9E2-——90

* %
On considére 1'élément u de H1GA11(X , pX(E2 B E1)) , ol Py désigne
la projection IA1 xX—3X , image de 1'élément s B Yy de
*
HOQA1,G) B H‘(X,E2 ] E1) , s étant la section de © associée 2 I, etu, cor-

respondant & la suite exacte précédente. Il est aisé de voir que 1l'extension
F0 de p;(Ez) par p;(E1) définie par u vérifie les hypothéses du Lemme 16 .
Démontrons maintenant la Proposition 15.
Reprenons les notations de la définition 14.
Supposons qu'il existe un espace de modules grossier YO pour S(r,d) .
Le fibré Fo du lemme 16 est une famille d'éléments de S(r,d) paramétrée par
A1 . On a alors

aFo(o) = p(E1 ® EZ) et aFo(t) =p(E) si t#0 ,

21



C. §. SESHADRI

mais puisque Op  est induite par un morphisme A1—>Y0 > ona o (0) = p(E),
. . ’, . 0
par continuité, ce qui est absurde.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 15.

Remarque : Changement du corps de base .

Soit K un corps commutatif algébriquement clos extension de k ,
XK =X Xk Spec (K) , E un fibré vectoriel sur X , et EK = p*(E) , p dési-
gnant la projection Xg—>X . Alors on peut montrer que E, est semi-stable
st et seulement si E 1l'est (voir la troisiéme partie).

On pourrait définir une famille de fibrés semi-stables paramétrée par un
k-schéma noetherien Y de la facon suivante : c'est un faisceau localement libre
E sur YXk X tel que pour tout point y de Y , le fibré vectoriel

(Ey N sur XKT;T ( k(y) désignant la cldture algébrique de k(y)) ,

soit semi-stable.

En fait ces deux définitions d'une famille de fibrés semi-stables sont équi-

valentes (voir Théoréme 19').

III.- LES ESPACES DE MODULES DE FIBRES (SEMI-)STABLES

Dans ce chapitre on esquisse les démonstrations des résultats suivants :

THEOREME 17 : Soit (r,d) un couple d'entiers tel que r22 . Il existe un es-
pace de modules grossier pour S'(r,d) dont le k-schéma sous=-jacent est une
variété quasi-projective lisse, notée Us(r,d) .

Cette variété posséde une compactification naturelle notée U(r,d) . L'en-—
semble des points de U(r,d) & valeurs dans k est isomorphe au quotient de
S(r,d) par la relation d'équivalence suivante : pour tout couple (E,F) de
fibrés semi-stables sur X de rang r et de degré d , E et F  sont équiva-

lents si et seulement si Gr(E) = Gr(F) . La variété U(r,d) est normale.
Dans le cas oi r et d sont premiers entre eux, on a U(r,d) = Us(r,d) .

THEOREME 18 : Soit (r,d) un couple d'entiers premiers entre eux, avec r22 .
Alors il existe un bon espace de modules pour S(r,d) .

Evidemment le k-schéma sous-jacent est U(r,d) . D'aprés le Théoreme 18,
il existe un fibré de Poincaré sur U(r,d) . On verra dans VI qu'il existe un
fibré de Poincaré 'maturel".

On a déja admis que Us(r,d) # ¢ . On peut en déduire que

dim(U(r,d) ) = r2.(g=1) + 1 .
Pour finir on montre que la semi-stabilité (resp. la stabilité) est une

z "

propriété "ouverte".
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THEOREME 19 : Soit Y un k-schéma noetherien, W un fibré vectoriel sur
YxX . Alors l'ensemble des points y de Y(k) tels que wy soit semi-stable
(resp.stable) est un ouvert de Y .

Remarque : En fait on peut montrer le résultat suivant :

THEOREME 19' : Soit Y un k-schéma noetherien, W un faisceau localement li-
bre sur Yx X . Alors l'ensemble des points y de Y tels que (wy)i7§7
soit semi-stable (resp.stable) sur XK?;T est un ouwvert de Y .

(Voir la remarque 4 la fin de II et la troisiéme partie).

Remarque : La variété U(r,d) posséde elle aussi une '"propriété universelle':
pour toute famille E de fibrés vectoriels semi-stables de rang r, de degré
d paramétrée par un k-schéma noetherien T , il existe un unique morphisme

f: T—aU(r,d) , tel que pour tout point t de T(k) , le point f£f(t) de

U(r,d) soit associé a Gr(Et).

La premiére étape dans la construction des espaces de modules est la recher-
che d'une famille d'éléments de S(r,d) 'contenant" tous les éléments de

S(r,d). On y parvient en utilisant les schémas de Grothendieck.

A.- Schémas de Grothendieck

On voit aisément que pour étudier S(r,d) , on peut supposer l'entier d

aussi grand que l'on veut. Ceci justifie le

LEMME 20 : Soit (r,d) un couple d'entiers tel que r22 et d>r.(2g-1)
Alors si E est un fibré vectoriel semi-stable sur X , de rang r et de de-
gré d, on a :
(i) le fibré E est engendré par ses sections globales
(i) h'(X,E) =0 .
On a alors, d'aprés le Théoréme de Riemann-Roch
nO(X,E) = d + r.(1-g) .

Pour prouver (ii), supposons que h1(X,E) # 0 . Par dualité de Serre, on a
Hom(E,K) # {O} , K désignant le fibré canonique sur X . Comme E est semi-
stable, ceci entraine que

r.(2g-2) = r.deg(kK) 2d ,
mais ceci est faux par hypothése, on a donc bien h1(X,E) o .

Pour prouver (i), il faut montrer que pour tout point x de X , le morphis-

me canonique
rod l-lO(X,E)—-»Ex est surjectif.

Si Lx désigne le fibré en droites sur X associé au diviseur x , on a
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une suite exacte de morphismes de faisceaux sur X
-1
0O——>E R Lx ————>E<———>E£———90 N
E désignant cette fois le faisceau sur X concentré en x et de germe Ex

en ce point. La suite exacte longue associée i la suite exacte précédente

donne

10 (x,E) X >Ex__;-H'(x,E gL’
I1 suffit donc de montrer que h1(X,E B L;1) =0 , ce qui résulte du fait
que
deg(E ® L;‘) = deg(E) - r > r.(2g-2) ,
et de la démonstration de (ii) .
Ceci achéve la démonstration du Lemme 20.
Gardons les notations du Lemme 20 et posons p =d+r.(1-g) .
I1 découle du Lemme 20 que le fibré E est isomorphe i un quotient de OB kP
De plus, le polyndme de Hilbert de E est
P(T) = p+r.deg(€(1)) .T .

En particulier, il ne dépend pas de la classe de E dans S(r,d) .

On définit maintenant les schémas de Grothendieck. (Voir [7].)

Soit ¥ un faisceau cohérent sur X, P0 un élément de k[i] de degré < 1

On appelle famille plate de quotients de ¥ avec polyndme de Hilbert P0
paramétrée par un k-schéma noetherien Y 1la donnée d'un faisceau cohérent Gg
sur Y ka . piat sur Y , et d'un morphisme surjectif

Px (7)._.—) %

(pX désignant la projection Y XkX-——qx) tels que pour tout point y de Y
le polyndme de Hilbert de sur Xy soit P0

Deux telles familles 63 et E} ' sont dites isomorphes s'il existe un iso-

g (}_,(}' .

tel que le carré

morphisme

p; ® 5

g

* ]
pxm——-————>%
soit commutatif.
D'autre part, si f : Y——>Y' est un morphisme de k-schémas noetheriens et

' une telle famille sur Y' , on définit de maniére évidente la famille

*
f (%' )
On peut montrer que le foncteur
Sch—————> Ens
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associant & Y 1'ensemble des classes d'isomorphisme de familles plates de
. ¢ P p P
quotients de K paramétrées par Y est représentable par un k-schéma al-
gébrique projectif.
. Po
On note ce k-schéma Quot F/X/e
On pose
Q = QuotP

o kP/x/x
I1 découle de la propriété universelle de Q qu'il existe sur Qx X wune famil-
le plate W de quotients de OB kP , qui &st "universelle'".

Soit

*
oiph @5
le morphisme canonique.

I1 existe un ouvert R de Q -caractérisé par la propriété suivante :
pour tout point q de R , le faisceau ﬁa est localement libre et 1'appli-
cation canonique :

Ho(xq,efﬂ kp)——>l-lo(xq, u)
est un isomorphisme. La restriction Wde W a R est un faisceau localement
libre de rang r . Muni de % , R posséde la propriété universelle locale

suivante :

PROPOSITION 21 : Etant donné un k-schéma noetherien Y et un faisceau locale-
ment libre F de rang r sur Y}ﬁ(X , tel que pour tout point y de Y , on
ait
(1) Fy est de degré
(ii) Fy est engendré par ses sections globales
(iii) h1(X,Fy) =0 ,
pour tout point Y de Y , il existe un voisinage Y, de Yo €t un morphisme
f : YO—-»R tel que +
F Yox)(z £r W
On prend pour YO un voisinage affine de Yo * On voit aisément que le

faisceau pY*(F) est localement libre de rang p sur Y (pY désigne la

projection Y Xk X—>»Y) . Sur YO il est par conséquent isomorphe a
f’& Bk’ . D'aprés (ii), le morphisme canonique
[¢]

*
Py Py (F) )——F
Yy * %
est surjectif. Au-dessus de Yy > pY(pY*(F)) est isomorphe a px(eﬂﬂkp) ,
on a donc un morphisme surjectif
*
Py @BLD) —sF .
I1 existe donc un morphisme f : YO—>Q tel que F]Y x> f*(%) .
.. PP N (o]
Mais il est immédiat que f est a valeurs dans R .

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 21.
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Le groupe GL(p) = Aut (0B kP) agit sur le faisceau U . Contentons nous
d'expliciter cette action : soit p : p§«7ﬂ1&5-—-—91& le morphisme canonique,
et A un élément de GL(p) . On peut construire une famille plate ... para-
métrée par Q de la facon suivante : le faisceau sous-jacent est o mais le
morphisme surjectif est po pgkA_i) .

Cette famillg définit un automorphisme Oy de Q et un isomorphisme
Ty ¢ 11-———,0{ (W) . Pour tout point z de Q XkX et tout élément u de
1Lz , on a
A.u = TA(u) .
L'automorphisme de Q sous-jacent est Oy :

Remarquons que l'action du sous-groupe k.I de GL(p) sur Q est triviale, et
par conséquent l'action de GL(p) sur Q en induit une de PGL(p) .
Cependant 1l'action de kfI sur U est celle de k* par homothétie, et n'est
donc pas triviale.

On peut préciser l'action de PGL(p) sur R :

PROPOSITION 22 : (i) L'ouvert R est PGL(p) - Znvariant.

(ii) Pour tout couple (q1,q2) de points fermés de R les fibrés vectoriels sur
X U . et W 1y sont isomorphes si et seulement st q, et q, sont dans la
méme orbite de l'action de PGL(p) sur R .

(iii) Pour tout point q de R , le stabilisateur de q sous l'action de PGL(p)

*
est isomorphe au quotient Aut(1Lq)/k.I

(Voir Seshadri [}é] Prop.6 du chap.II, et Newstead [2@ Thm5.3 p.138 ou il est

démontré aussi que R est ouvert.

PROPOSITION 23 : Le schéma R est une variété quasi-projective irréductible et

lisse.

D'aprés Grothendieck, Q est un schéma projectif sur k .Il suffit donc de

prouver que R est connexe et lisse.

de R , on a un morphisme PGL(p)——R(k)
Ap——"Aq

dont 1'image est constituée des points fermés q de R tels que les fibrés

Pour tout point fermé 9

vectoriels W et W sur X soient isomorphes.
Pour montrer que R est connexe, il suffit donc de montrer que pour tout

couple (q1,q2) de points fermés de R , il existe un point fermé de R,

q
0
et une partie connexe R1(resp. R2) de R rencontrant les orbites de q, et q,
(resp. q, et qo) .

On utilise le lemme suivant, di & Serre :
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LEMME 24 : Soit F un fibré vectoriel sur X engendré par ses sections glo-
bales. Alors il existe une suite exacte
0—s» &g k78H! > F >det (F) >0 .

Pour tout point x de X , le morphisme canonique HO(X,F)-——-)Fx est
surjectif, 1'ensemble des sections de E qui s'annulent en au moins un point
de X est une sous-variété Y de HO(X,F) de dimension inférieure ou égale
a OK,F) - rg(®) + 1 .

II1 existe donc un sous-espace vectoriel M de HO(X,F) de rang rg(F)-1 ,
ne rencontrant pas Y . Le morphisme canonique de fibrés vectoriels sur X

dge M >F

est injectif. Son conoyau est de rang 1, donc isomorphe & det(F) .

Ceci acheéve la démonstration du Lemme 24,

(C))

et un fibré de Poincaré <€ sur

3D yx , de fibre x5V .

On considére maintenant le jacobien J

J(d)1(x , on note E 1le fibré trivial sur

(@)

est localement libre de rang

Le faisceau R1p (Hom(,E) ) sur J
J*
(d) (@
XXaeaJ

(r=1).(g+d-1) , Py désignant la projection J
On note W ce fibré et m: W-——,J(d) la projection canonique.

(12 fibre W oest H1(x,Hom(.(,’L,6n k?))

En chaque point L de J
I1 existe un fibré F sur WxX , et une suite exacte

00— % (E) ——» F ——5 7™ @) ——>0 tels que pour tout point w de W , la

restriction de la suite exacte précédente a wxX :

N P N
0 > @8 k F. -€ﬂ(w) — 30

soit associéde 3 1'élément w de H1(X,H_om(°€ﬂ(w),gﬂ kp) )
Ceci découle de la Remarque 2 suivant la Proposition 2 de 1'Appendice II et
du fait que pour tout point L de J(d) , on a hO(X;K:) =0
Les points w de W correspondant aux fibrés possédant les propriétés du
Lemme 20 constituent un ouvert W' de W .

D'aprés le Lemme 24, il existe un point w1(resp.w2) de W' , tel que Fw1
w2...) .
D'aprés la Proposition 21, il existe un ouvert W1(resp. WZ) de W' et un

soit isomorphe a Q&l (resp. F

. . ~c¥
morphisme f1 : W1.__,.R (resp.fz...) tel que F\W“{x..f1 (V) (resp....) .

Mais W étant irréductible, w1 et W2 ont une intersection non vide et
sont connexes. Ceci suffit & prouver notre assertion et prouve la connexité
de R .

Pour la lissité, il faut utiliser les propriétés défférentielles de Q .

Si q est un point fermé de R , on a une suite exacte de morphismes de
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fibrés vectoriels sur X :
0 —sc —> OB kp——)Uq-———>0 ,
Cq désignant le fibré noyau de q%&xx
D'aprés Grothendieck, R est lisse en q si et seulement si on a
h1(X, gggﬂcq,'ua)) =0 , ce qui découle immédiatement de la suite exacte pré-
cédente et du fait que, par définition de R , on a h1(x, ﬂh) =0 .

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 23 .

Remarque : L'espace tangent 3 R en q s'identifie 2 Hom(Cq,ﬂh) . Ceci per-
met de calculer la dimension de R en utilisant la suite exacte précédente.
On trouve
. 2 2
dim(R) = p~ + r . (g-1) .
De la suite exacte précédente, on déduit la suite exacte

0 ——>End(@L ) ——>Hom(&' & kP), U )—2 >Hom(C W) = T
q q q q R,q

L'espace Hom(ORm kpfua) s'identifie & M(p) , espace des matrices pXp ,

qul est aussi TPGL(p),k.I

L'application a n'est autre que l'application tangente

Toei(p) k.1 —?TR,q
provenant du morphisme PGL(p)————R
A f———A.q .

B.- Construction des e spaces de modules

Avec les notations de A , on ne fera,plus de distinction entre R et
R(k) . Soit R®S (resp. Rs) 1l'ensemble des points q de R tels que le fi-
bré vectoriel M% sur X soit semi-stable (resp. stable) . Il est clair
d'aprés la Proposition 22 que ce sont des sous—ensembles PGL(p)-invariants.
On sait d'aprés le Lemme 20 que pour tout fibré vectoriel E sur X dont la
classe d'isomorphisme appartient & S(r,d) , il existe un élément q de RSS
tel que W soit isomorphe & E . On peut donc dire que RSS (resp. Rs)
"contient" tous les fibrés semi-stables (resp.stables) de rang r et de degré d
sur X .

En fait, d'aprés la Proposition 22, on a

S(r,d) = R°%/PGL(p) et S'(r,d) = R°/PGL(p) .
Pour obtenir un quotient "algébrique" il faut utiliser la théorie de Mumford
(voir Mumford []Ql et Newstead [gé] pour une introduction) . On ne peut obtenir
un quotient que d'un ouvert PGL(p)-invariant de R , constitué des points

dits "semi-stables" de R sous l'action de PGL(p) (pour les définitions
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voir plus loin) . Evidemment les points semi-stables de R correspondent aux

N

fibrés semi-stables. Malheureusement ceci semble difficile & prouver directe-
ment, et on a recours a un stratagéme :

On construit une variété projective Z sur laquelle agit PGL(p) , plus
facile 2 manier que R . En particulier on pourra calculer les points semi-
stables de Z . Puis on définit un PGL(p)-morphisme injectif

R > Z

possédant suffisamment de propriétés pour que les informations connues sur Z

se transportent sur R .

On donne ci-dessous un apergu de quelques résultats de la Théorie de Mumford.

Quelques résultats de la Théorie de Mumford

Les résultats qui suivent ne sont valables que pour des groupes algébriques
géométriquement réductifs
Un groupe algébrique G est dit géométriquement réductif si pour toute
représentation
G ——> GL(n)
et tout point v de K" , différent de 0O, il existe un polynOme homogéne non
constant & n variables f , G-invariant pour 1l'action de G sur k" induite

par la représentation précédente, tel que f(v) # 0 .

Le fait qu'en caractéristique non nulle un groupe tel que PGL(p) soit
q

éométriquement réductif n'a été démontré que récemment par Haboush ({10} )
g q P

Soit G un groupe algébrique géométriquement réductif opérant sur une
variété algébrique Y .

Un bon quotient de Y par G est un couple (M,f), ot f : Y—3M est un
morphisme de variétés algébriques tel que :
(i) f est affine, G-invariant, surjectif
(ii) Si U est un ouvert de M ,

£ : 10,0, >0 (0),8)

induit un isomorphisme de HO(U,Oh) sur l'espace des sections de 6§ sur

f—1(U) qui sont G-invariantes.

(iii) Si W est une sous-variété fermée G-invariante de Y , f(W) est une
sous-variété fermée de M .
(iv) si W1 et w2 sont deux sous-variétés fermées G-invariantes disjointes
de Y , les sous-variétés f(w1) et f(W2) de M sont aussi disjointes.

Un bon quotient (M,f) de Y par G posséde la propriété universelle sui-

vante : si M' est un k-schéma de type fini et f' : Y—p»M' un morphisme
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G-invariant, il existe un unique morphisme g : M—sM' tel que f' =go f .
Un bon quotient (M,f) de Y par G , s'il existe, est unique & isomor-
phisme pres.
Un bon quotient (M,f) de Y par G est appelé quotient géométrique si c'est
un espace d'orbites, autrement dit si 1l'application Y/G——=M induite par

f est bijective.

En général, il n'existe pas de bon quotient de Y par G . Pour cela, il
faut d'abord qu'il y ait une linéarisation de 1'action de G sur Y , c'est 2
dire qu'il existe un fibré en droites L sur Y et une action linéaire de
G sur L , induisant celle sur Y . On ne peut alors envisager l'existence d'un

bon quotient que sur certains ouverts G-invariants de Y .

Un point y de Y (non nécessairement fermé) est dit
semi-stable s'il existe un entier positif n et une section G-invariante s
de 1" telle que s(y) # 0 , et que l'ensemble YS des points.de Y ou s
ne s'annule pas soit un ouvert affine de Y .
stable si dim(G.y) = dim(G) et s'il existe une section s comme précédemment
et qu'en plus 1l'action de G sur YS soit fermée, c'est & dire que les orbites

des points fermés soient des sous-variétés fermées de Ys

On note YSS(L) 1'ensemble des points semi-stables de Y , et YS(L) 1'en~-
semble des points stables. Si le fibré L est fixé, on emploiera les notations
plus simples Yss et Y° .

Les sous—-ensembles YS(L) et YSS(L) sont des ouverts de Y , qui peuvent
étre vides.

Un cas particulier important : Y est une sous-variété fermée de Pn et
1'action de G se prolonge en une action de G sur kn+1 qui soit linéaire,
c'est 4 dire provenant d'une représentation G-—>GL(n+1) , et la linéarisa-
tion provenant de l'action évidente de GL(n+1) sur le fibré en droites 6«1) .

Le résultat le plus important est le

THEOREME 25 : Soit Y une variété quasi-projective sur laquelle opére un
groupe algébrique géométriquement réductif G . On suppose donnée une linéa-
risation de l'action de G sur Y .
(i) Il existe un bon quotient (M,f) de ¥°8 par G , et M est une va-
riété quasi-projective.
(ii) Si Y est une sous-variété fermée de ®, et si l'action de G sur Y
provient d'une action linéaire de G sur k*1 | la linéarisation étant 1'ac-
tion évidente de G sur ©(1) , M est une variété projective.
(iii) I existe un owvert M° de M tel f_1(MS) =Y et (Ms,f|Y ) est

s
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un quotient géométrique de Y$ par G .
(iv) Sz y, et vy, sont des points fermés de Y% | ona f(y,) = f(yz)
st et seulement si

Gy, N Gy, N ¥ 44 .
(v) S5 Y est un élément de ¥ , y est stable si et seulement st
(dim(G.y) = dim(G) et si G.y est fermé dans s,

On utilisera le résultat suivant, di & Ramanathan [3i] :

PROPOSITION 26 : Soit G un groupe algébrique géométriquement réductif agis—
sant sur des variétés Y , Y' et f : Y—sY' un G-morphisme affine.

Alors st Y' posséde un bon quotient il en est de méme de Y

Pour appliquer le Théoréme 25 dans des cas concrets, on a un critére numé-
rique utile pour déterminer les points (semi-)stables de Y , sous-variété
fermée de Pn , telle que l'action de G sur Y provienne d'une action 1li-
néaire de G sur kn+1 , la linéarisation étant l'action évidente de G sur

©(1) . on pose L = 011)Y .

On appelle sous-groupe d un paramétre de G un morphisme de groupes non
trivial
*
c ! Kke—m—aG .
1

. . n+ .
On peut montrer qu'il existe une base (eo, cees en) de k et des entiers
*

L EERRTL N tels que pour tout élément t de k , on ait
c(t).ei = tri.ei , 0£i<n
Soit y un point de Y et Yoseeres¥y les composantes dans la base
(eo, ..... en) d'un point § de k?*!  au-dessus de y . On pose
u(y,c) = Max( {—ri, Yy # Oj ) .
On peut donner une définition intrinséque de wu(y,c) : c'est le plus

petit entier i tel que le morphisme
PP
t —stF.c(t).§
soit prolongeable en un morphisme k-—q>Q' . ? désignant le cOne de Y .
Le Théoréme suivant permet de ramener a des calculs la recherche des
points (semi-)stables de Y
THEOREME 27 : Un point y de Y est semi-stable (resp.stable) si et seule-

ment si pour tout sous~groupe d un paramétre c de G on a

wly,e) 20 (resp. >0) .

Pour tout entier m>0 , il existe une linéarisation canonique de l'action

de G sur Y dont le fibré en droites associé est L™ : pour cela il suffit
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de considérer le plongement de Veronese de Y dans @ n .
Cn+m -1
Soit
c = k!--.ﬁ

un sous—groupe a un paramétre. Pour tout point y de Y on note um(y,c)
la quantité W(y,c) correspondant 3 la linéarisation de 1'action de G sur Y
définie par L™ . Il est aisé de voir que
up(y,e) = mowy,e) .
Soit q un entier >0 , et pour 1 i q , Yi une sous-variété fermée de

Pn- sur laquelle agit G , comme précédemment. Soit L; le fibré en droites
i

en11y' . Chaque suite (m1,....,mq) d'entiers strictement positifs définit
i

. s . . d o .
une linéarisation de l'action de G sur T Yi , dont le fibré en droites asso-

i=1
q
cié sur m Y, est
L, i
i=1 *
@) e Bpr)d
Py (L, seees Bpy q ,
q
(en notant pj la projection m Yi ____9Yj) . Pour voir cela on utilise un
i=1

plongement de Segre.

Soit (y1,....Yq) un point de T Yi . Alors on voit aisément que
i=1

u( (y1’ """ yq)’c = i§1 mi'u(yi»c)
On en déduit immédiatement la

q

PROPOSITION 28 : Un point (y,.....yq) de Yi est semi-stable (resp.stable)
i=1

81l et seulement si pour tout sous-groupe d un paramétre c¢ de G , on a

q
Im.u(y.,c) 2 0 (resp. >0) .
i=t 2t

On voit aisément que pour tout entier p > O , les points semi-stables

q
(resp.stables) de T Yi , muni de (mi) sont les mémes que ceux de T Yi ,
i=1 i=1

muni de (p.mi) .
Par conséquent toute suite (h1,....hq) de nombre rationnels strictement

positifs définit une famille de linéarisations de l'action de G sur

q . ~ . .
ﬂ Yi qui donnent les mémes points (semi-)stables.
i=1

La suite (h ...,hq) s'appelle une polarisation de l'action de G sur

1"
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Y. .
i

n 3.0

i=1
Soit maintenant p un entier tel que p22 , q un entier tel que

1 £<q< p-1 . On note Gr(p,q) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels
de kP de dimension q , sur laquelle agit de facon évidente SL(p) . La
variété Gr(p,q) se plonge dans P(Aqkp) , et 1'action de SL(p) provient

de la représentation

SL(p) ———GL(AkP)
ApeoosA A...AA .
Soit ¢ un sous—-groupe & un paramétre de SL(p) , défini par une base

(e1,....ep) de kP , et des entiers Tyse...r, mOD tous nuls, tels que

ry
c(t)(ei) =t .e .

On note Mi le sous—-espace vectoriel de kP engendré par SR ERERL T
Alors on peut montrer qu'on a, pour tout sous—espace vectoriel E de kP

de dimension q ,
p-1
wE,c) = ety + z;% dim(EN Mi).(ri+1—ri) .
Soit N un entier strictement positif. En appliquant ce qui précéde a

Gr(p,q)N , muni de la polarisation (1,..... 1) , on obtient le

THEOREME 29 : Un élément (E1""'EN) de Gr(p,q)N est semi-stable (resp.
stable) si et seulement si, pour tout sous espace vectoriel E propre de kP

on a

n
p. 2. dim(E;NE) S N.q.dim(E)
i=1

(resp. < )

Soit r wun entier tel que 1 £r £ p-1 .

Soit Hp . la grassmannienne des k-espaces vectoriels de dimension r
b

quotients de kP , et N un entier strictement positif. On pose

Z = HN .
p,T

Sur Z , SL(p) agit de facon évidente. Compte tenu du fait que Hp "
’
s'identifie & Gr(p,p-r) , on déduit du Théoréme précédent le

THEOREME 30 : Sotent E,,....Ey

p-r de kP . Pour tout sous-espace vectoriel F de kP on note Fj 1'image

des sous—espaces vectoriels de dimension
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de F dans kyﬁj .

Le point (xP/E ...,kp/EN) de 7 est semi-stable (resp. stable) si et

17"
seulement si pour tout sous-espace vectoriel propre F de k? ona

N
r < 1 . dim(F.) (resp. < ) .
N.dim(F) % J

Applications de ces résultats 3 la construction des espaces de modules

Soit q un point de R et x un point de X . Le fibré A, sur X est
un quotient de 9'® kP , donc la fibre (W) de W est un kgespace vecto-
riel de dimension r quotient de kP o ¢

Soient N un entier strictement positif et Xyseeee Xy des points distincts

de X . On peut donc définir une application

T:R—sH = 2z ,
P,Y
par
T(q) = (('U-’q)x19 """ > (’u%l)xN ) s

pour tout point q de R .
11 est aisé de voir que T est un PGL(p)-morphisme.

Le principal outil pour prouver les Théoremes 17 et 18 est le

THEOREME 31 : Si les entiers d et N sont assez grands, il est possible de

choisir les points KyseeeeXy de telle sorte qu'on ait les propriétés sui-—

vantes :

(i) 1 est injective.
i ’%® = @)
Gii) RS =tz

(iv) T : R®5ey 2%% st propre.

Pour une démonstration de ce Théoréme, voir Seshadri ((36], p. 232) ou
Newstead (l?ﬂ , P. 151). On utilise évidemment le Théoréme 30. Pour une géné-

ralisation (démontrée) de ce Théoréme, voir la septiéme partie.

Choisissons les points Kyseoens Xy comme dans le Théoréme précédent.
Le morphisme T est propre et injectif, donc il est affine. Il existe un
bon quotient (Y,$) de z°% , d'aprés le Théoréme 25 , donc d'apreés la

Proposition 26 il existe un bon quotient (U(r,d),f) de R®S . Le morphisme
T étant propre et injectif, il en est de méme du morphisme induit

U(r,d) e—ms Y ,
comme on le voit aisément en utilisant les propriétés des bonsquotients.

Par conséquent U(r,d) est une variété projective, Y en étant une.
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Soit Us(r,d) = £ . D'aprés le Théoréme précédent, R® est un ouvert de

R , donc Us(r,d) est un ouvert de U(r,d) .

Soit YS = ¢(zS) . Puisque (Y%, ¢| ¢) est un quotient géométrique, il en
z

est de méme de (U (r,d),f| )
s RS

On a une application surjective évidente
g : S(r,d) >U(r,d)(k) , ona S'(r,d) = g_1(Us(r,d)(k) ) et g induit

une bijection

g : S'(r,d) — Us(r,d)(k) .
Remarquons que du fait que RS et RSS sont des ouverts de R , ils ont

des propriétés universelles locales évidentes.

Démonstration du Théoréme 17

La condition (i) vient d'@tre démontrée. Quant 3 la condition (ii) elle dé-
coule immédiatement de la propriété universelle de (Us(r,d),f) .
Le couple (U(r,d),g) n'est pas un espace de modules grossier pour S(r,d) ,

car g n'est pas bijective. En fait, on a la

PROPOSITION 32 : Soitent E et E' des fibrés vectoriels sur X dont les
classes d'isomorphisme sont des éléments e et e' de S(r,d) . Alors on a

g(e') 87 et seulement si on a Gr(E) = Gr(E') .
Ce résultat est 3 mettre en relation avec la Proposition 11.

Supposons que g(e) = g(e') . D'aprés la définition d'un bon quotient, cela

. . ss
SS, on a, si les points q et q' de R sont au-dessus

entraine que dans R
de e et e' respectivement.:
PGL(p).q N PGL(p).q' # & .
On a alors : pour tout point z de PGL(p) .q, Gr(Ui) = Gr(E) , et pour au

moins un point z' de PGL(p).q , Gr(ﬂa,) = Gr(E")

On est donc ramené a prouver le

LEMME 33 : Soit Y une variété algébrique affine irréductible, et V une
famille d'éléments de S(r,d) paramétrée par Y telle que pour tout point
y de Y, owvert non vide de Y , on ait

Gr(Vy) = Gr(E)

Alors cecti est vrai pour tout point y de Y .

Posons Gr(E) = E1 ®.... 0 En , les fibrés vectoriels Ei sur X étant
stables. On raisonnera par récurrence sur n
Supposons que n =1 ., Soit ¥, 1'ensemble des points y de Y tels que

Hom(E1,VY) # iOB . D'aprés le Théoréme de semi-continuité, Y, est un fermé
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de Y . Mais Y1 contient 1'ouvert non vide YO et conme Y est irréducti-

ble, on a Y1 =Y .

Si y est un point de Y , on a Hom(Ei,Vy) # {0} , donc E1: Vy d'apres

la proposition 6 . En particulier, on a Gr(Vy) = Gr(E) .

Supposons que le Lemme 33 soit vrai pour n , et Gr(E) = E

.

1 6 ....0 En

Pour 1 £1i £ n+1 , on note Yi 1l'ensemble des points y de Y tels que

+1

Hom(Ei,Vy) #+ {0} . C'est un fermé de Y , et on a
Y=(Y/Y0)UY .....UYn

.

1 +1

La variété Y étant irréductible, il existe un i tel que Y = Yi

Le faisceau quasi-cohérent
~
. *
pyx (Hom(py (E;), V))
(pY et py désignant les projections YxX——s>X et YxX >X)

est non nul en chaque point de Y . Soit 2z un point de Y/Y0 , et s

une section de ¥ ne s'annulant pas en z (une telle section existe car Y
est affine). Soit Y' le voisinage de 2z constitué des points de Y ol s
ne s'annule pas.

L'ouvert Y' est aussi affine et s définit un morphisme de fibrés

Y'
vectoriels sur Y'xX

*
Py (B;) >Wrxx
qui est injectif d'aprés la Proposition 8. On note W le conoyau de ce mor-

phisme. C'est aussi une famille de fibrés semi-stables paramétrée par Y' |,
et on voit aisément que pour tout point y de 1l'ouvert Y'(\YO on a
Gr(W) = & E.
Y e

On peut donc appliquer 1'hypothése de récurrence 8 W , et on obtient

Gr(wz) = @® E. , d'ou on déduit sans peine Gr(VZ) = Gr(E) .
j#i
Ceci achéve la démonstration du Lemme 33.

Supposons que Gr(E) = Gr(E') .

L'égalité g(e) = g(e') se prouve aisément en utilisant la Proposition 21,
un analogue du Lemme 16 pour les fibrés semi-stables, et en faisant un
raisonnement par récurrence.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 32.

La lissité et 1'irréductibilité de Us(r,d) découlent aisément de la

Proposition 23 et de la remarque qui la suit.
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Démonstration du Théoréme 18

Maintenant r et d sont premiers entre eux.

I1 faut d'abord construire un fibré de Poincaré sur U(r,d) . Pour cela
partons du fibré V" sur R® . Il faudrait le "quotienter" par PGL(p) .
Malheureusement, on a vu que l'action du sous—groupe kfI de GL(p) étant
celle de k* par homothétie, 1l'action de GL(p) sur V n'en induit pas une
de PGL(p) . On résout ce probléme en considérant 3 la place de "V le fibré

W= VR p;(L_1) ,
PR désignant la projection RSxX—>RS , L désignant un fibré en droites
sur R° sur qui agit GL(p) 1linéairement, 1l'action de kfI étant celle de

*
k  par homothétie. Le groupe PGL(p) agit alors de maniére évidente sur V-

I1 reste & construire le fibré L . Soit H un fibré en droites de degré

1 sur X . On note Py la projection* R®xX—>X . Les faisceaux

ppr(¥) et po*(VB py(H))
sont localement libres de rangs respectifs d + r.(1-g) et d + r.(2-g) .
Le groupe GL(p) agit de facon évidente sur chacun d'eux, 1'action de k’.‘I
étant celle de k* par homothétie.

Les entiers a et b étant choisis tels que

a.(d + r.(1-g))+ b.(d + r.(2-g)) =1 ,
il suffit de prendre
L = det(ppx(W))? B det(pa(VB pA())° .

Ceci dit, le morphisme gxIX : RsxX—bU(r,d) xX est plat car les va-
riétés R® et U(r,d) sont lisses et les fibres de g ont toutes la méme
dimension. On peut donc appliquer la "Théorie de la descente par morphismes
fidélement plats" de Grothendieck [5] , qui permettra de montrer l'existence
d'un fibré W~ sur U(r,d) tel que

K Wz .

Pour cela, remarquons que le morphisme canonique

R® x PGL(p) —» R® x R®
est une immersion fermée : il est propre d'aprés Mumford ([16)1.13) et on
peut montrer que c'est une immersion en utilisant la remarque suivant la
Proposition 23 (étude différentielle de RS)
I1 en découle que R® est un fibré principal sur Y avec groupe PGL(p)
(Mumford 0.9) . Ceci entraine qu'on peut identifier RsXU(r,d)Rs et
RsxPGL(p) , et que 1'action de PGL(p) définit une donnée de descente sur
'

L'existence du fibré W est alors une conséquence du Théoréme 1 de [6] .
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Montrons maintenant que la donnée du fibré M sur U(r,d) définit un bon
espace de modules pour S(r,d) .

Soit % wune famille d'éléments de S(r,d) paramétrée par un k-schéma
noetherien Y . Puisque U(r,d) = US(r,d) muni de bijection X est un espace
de modules grossier, il existe un morphisme

f:Y >U(r,d)

tel que pour tout point géométrique y de Y , le fibré 3; soit isomorphe
au fibré W) . ’

Un fibré stable étant simple, on en déduit, si désigne la projection

P.
YxX——>Y , que le. faisceau !
pY*(Hom(f* ar) ,¥F)) =1L
est inversible. On a alors
Fett(w) w pE(L) , donc Ftf(ar) .

Ceci acheve la démonstration du Théoréme 18 .

Le calcul de la dimension de U(r,d) est immédiat.

C.- La (semi-)stabilité est une propriété ouverte

Soit Y un k-schéma noetherien, W wun fibré vectoriel sur YxX . On
veut prouver le Théoréme 19, c'est a dire que l'ensemble des points y de Y

tels que Wy soit semi-stable (resp.stable) est un ouvert de Y .

Soit Yo un point de Y tel que Wy soit semi-stable (resp. stable)
[0}
I1 faut montrer qu'il existe un voisinage YO de Yo tel que pour tout point
y de Yy wy soit semi-stable (resp. stable) .

On peut supposer qu'on a

deg(wyO) > rg(WyO).(Zg -1) .

On a alors

h1(X,W ) =0 et h1(X,W B Ld1) = 0 pour tout point x
Yo Yo X

de X . On montre aisément que cette propriété est vérifiée pour tous les
points d'un voisinage de Yo (en utilisant le Théoréme de semi-continuité
et le fait que X est une variété projective).

Le Théoréme 19 découle alors immédiatement de la Proposition 21 et du fait
que R®S (resp. R®) est ouvert dans R (R, Rss, R® étant définis relati-

vement 3 rg(W_) et deg(W_)) .
Yo Yo

Pour obtenir la généralisation du Théoréme 19 mentionnée dans 1'introduction
de III, il faut redéfinir R®S (resp. R®) : c'est 1'ensemble des points
(non nécessairement fermés) q tels que la restriction de W 2 Xq soit

semi-stable (resp. stable).
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IV.- LE CAS COMPLEXE

Dans cette partie, on supposera que k = ( . On peut dans ce cas donner
une description des fibrés (semi-)stables sur X faisant intervenir des re-
présentations linéaires du groupe fondamental ﬂ1(X) de X .

On ne fera de démonstrations que pour les fibrés de degré O , pour le cas

général, le lecteur se reportera aux travaux de Seshadri Pé} .

Soit m: i-——ﬁ>X un revétement simplement connexe de X . Le groupe
n1(X) opére librement sur % et X-= %/ﬂ1(X) , T étant 1l'application
quotient.

Soit E un €-espace vectoriel de dimension finie r et

p: n1(X)~———>GL(E)
une representation linéaire de n1(X) .
Cette représentation induit une action de "I(X) sur le fibré XxE ,
qui est évidemment linéaire, par
a.(&,e) = (o.%, p(a).e) ,
pour tous éléments o , X et e de “1(X) , XetE respectivement.
On note Vp le fibré vectoriel holomorphe sur X (i){E)/nl(X) .
Le faisceau analytique Vp sous-jacent est le suivant :
pour tout ouvert Xo de X , YQ(XO) est 1'ensemble des sections holomorphes

m,(X)-invariantes de (i){E)
1 -1
T (Xo)

PROPOSITION 34 : (Compatibilité avec les opérations algébriques).

Sotent p et p' des représentations linéaires de n1(X), alors on a :

Vo & o' x V, 8 V' .
Vp B p' @ Vp B Vp’
Aan = Vo pour tout n > 0
Mo
s"v = Vn pour tout n > 0
° s
*
~ ~ ' =
Vp_ th_1 s, et P P! - Vp va

PROPOSITION 35 : On a deg(Vp) =0 .
On a deg(Vp) = deg( Aan) = deg(VAnp) . On peut donc supposer que r =1 ,

*
c'est & dire que p est une représentation de ﬂ1(X) dans k . Soit f
une section méromorphe non nulle de Vo . Elle provient d'une fonction méro-
morphe F sur X telle que pour tout point z de X et tout élément o de

w1(X) , on ait
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F(a.z) = p(a) . F(z) .
Alors %; = g est une différentielle méromorphe sur X invariante par
ﬂ1(X) , donc provenant d'une différentielle méromorphe sur X , g' .
On a alors :

resx(g') = 0 (Théoréme des résidus).
x€eX
Mais en un point x de X , resx(g‘) = ordx(f) ,

donc

:E: ord_(f) = deg(Vp) =0 .
x
xeX

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 35

Ce résultat a une réciproque

PROPOSITION 36 (Weil) : Tout fibré vectoriel holomorphe de degré O , de
rang r et indécomposable sur X provient d'une représentation linéaire de
ﬂ1(X) dans E .

(Pour une démonstration, voir Weil [Aﬂ)4

On considére maintenant des représentations unitaires, 1'espace vectoriel
E étant muni d'un produit hermitien. On notera W(E) le sous-groupe de
GL(E) constitué des automorphismes unitaires.

Une représentation unitaire de ﬂ1(X) dans E est simplement une représen-—
tation linéaire de ﬂ1(X) dans E & valeurs dans le sous-groupe W(E) de
GL(E) .

Ce sont ces représentations qui interviendront dans 1'étude des fibrés
vectoriels stables de degré O sur X .

Soit p wune représentation linéaire de ﬂ1(X) dans E . On note Ej
le sous—espace vectoriel de E constitué des éléments de E qui sont
ﬂ1(X)—invariants. On a une injection évidente

0
>H (X, Vp) .

Ep
PROPOSITION 37 : S{ p est une représentation unitaire, l'injection
E, ---)HO(X, Vo)
est un isomorphisme.
On notell " la métrique hermitienne sur E . Une section globale de V
provient d'une application holomorphe
F:X——E
telle que pour tout point 2z de X et tout élément a de n1(x) , on ait
F(a.z) = p(a).F(z) .
I1 faut montrer que F est constante.

L'application u F “ : X—>R est ﬂ1(X)—invariante, donc est bornée
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et méme atteint ses extremas (on peut le voir en remarquant que ’IF“ induit
une application X ———>R qui est continue et en utilisant le fait que X
est compact.

D'autre part, " F" est une somme de carrés de modules de fonctions holo-
morphes sur % , donc est plurisousharmonique. Du fait qu'elle atteint ses

extrémas, elle est constante.

Posons r
2
e el - 35072,
= il ~
les Fi étant des fonctions holomorphes sur X . Il faut montrer que ces

fonctions sont constantes. Pour cela, il suffit de montrer qu'elles le sont
au voisinage d'un point z de X . Soit D un disque fermé de centre z .
On a, puisque les F% sont harmoniques
1 2

2
Fi(z) _Tl(ﬁj . Fi > et
D
r r
2 1 2 1 2
N B 2t -
= 11753 vol (D) il = vol(D) il i
d'ou, pour tout i , Ff = Fi , d'ou on déduit aisément que 1l'ar-
D D

gument de Fi est constant, ce qui prouve que Fi est constant.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 37 .

COROLLAIRE 38 : Sotent p , p' deux représentations unitaires de ﬂ1(X) .
Alors on a Hom(Vp,Vp') = Hom(p,p'). En particulier Vp et Vp' sont isomor-

phes si et seulement st p et p' le sont.

I1 suffit d'appliquer la Proposition précédente & la représentation
unitaire p & p' .
Le résultat le plus important de cette partie est le

THEOREME 39 : Un fibré vectoriel de degré O sur X est stable si et seulement

s'il provient d'une représentation unitaire irréductible de ‘IT1(X) .

On utilisera le résultat suivant (de la théorie de la déformation des fi-

brés vectoriels) :

PROPOSITION 40 : (Existence d'un espace de modules local pour les fibrés sim-
ples). Soit F un fibré vectoriel simple sur X . Alors il existe une va-
riété analytique Y , un fibré vectoriel E sur YxX , tels que 7l existe
un point Yo de Y tel que EYO:: F, que st y et y' sont deux points

distincts de Y , les fibrés Ey et Ey, ne soient pas isomorphes, et
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qu'enfin la propriété universelle suivante soit vérifiéde :
Pour tout espace analytique Z , tout fibré vectoriel W sur ZxX
et tout point z, de 7 tel que wzozz F , 71 existe un voisinage Z' de
Y , tel que
@ 2w .
Z'xX

On a dim(Y) = h1(X,F* BF) = rg(F)z.(1-g) +1 .

I1 est clair qu'on peut supposer deg(F) aussi grand que 1'on veut.

En utilisant le Lemme 3 pour prouver un résultat analogue au Lemme 20, on se
raméne au cas ou

(i) F est engendré par ses sections globales,

Gi) n'@® =0 .

On peut alors utiliser la variété lisse R construite dans III, corres-
pondant 3 r = rg(F) et d = deg(F) . L'ensemble S des points gq de R
tels que le fibré 41U, soit simple est un ouvert de Zariski de R qui est
invariant par PGL(p) (d'aprés le Théoréme de semi-continuité).

Soit qy un point de S tel que 1% =~ F , on va construire un quotient
par PGL(p) d'un voisinage PGL(p)-invariant M de PGL(p).q0 .
Soit g : SxPGL(p) —>»SxS
(4, ———>(q,A.q) ,
c'est un morphisme injectif de variétés algébriques, donc son image est cons-
tructible, c'est a dire qu'il existe un ouvert P de SxS dont Im(g) soit
une sous-variété fermée. On peut supposer que P est invariant par

PGL(p) x PGL(p) . Il existe un ouvert S' de S , contenant , et tel

q
que P contienne S'xS' . On peut supposer que S' est invgriant par
PGL(p) , alors S' contient PGL(p).qO .

Maintenant S' est un PGL(p)-fibré principal : en effet, il résulte de la
remarque suivant la Proposition 23 que T(gl g XS) est injective, et
Im(%s, % S') est une sous-variété fermée de S'xS'

Soit T 1le sous-fibré vectoriel de TS , constitué des vecteurs tangents
aux orbites. Il existe un voisinage ouvert N de q, et une sous-variété
fermée M de N qui soit transverse 3 T et de dimension égale a
dim(R) - dim(PGL(p) ) .

Alors il existe un voisinage ouvert Y de 99 dans M tel que deux points
distincts de Y ne soient pas dans la méme orbite :

Supposons le contraire, il existe alors une suite (qn)n;1 de points
de M convergeant vers q , une suite (An)nz1 de points de PGL(p) dis-

tincts de I , telles que (An.qn)n>1 soit une suite de points de M
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convergeant vers q, ; S' étant un fibré principal, la suite (An)n21
converge vers I . On en déduit aisément que (TM)qo contient un vecteur
non nul de Tgq , ce qui est absurde. Ceci prouve notre assertion.

L'ensemble S" réunion des orbites des points de Y est un ouvert de R
invari~nt par PGL(p) et 1l'application p qui & tout point q de S" associe
1'unique point de Y dans la méme orbite que q est holomorphe et fait de
(Y,p) un quotient de 8" par PGL(p) (ceci découle immédiatement du fait que

Y x PGL(p) ——> S"
(q,A) —————> A.q est une immersion ouverte.

On note E 1la restrictionde V ayY .

Soit Z wun espace analytique, z, un point de Z et W un fibré vecto-
riel analytique sur ZxX tel que WZO: F .

D'aprés le Théoréme de semi-continuité, il existe un ouvert 2" de Z con-
tenant z tel que pour tout point z de Z" , on ait :

(1) deg(wzo) = deg(F) et rg(WzO) = rg(F) ,

(ii) Wzo est engendré par ses sections globales,

(iid) h'xW ) =0 .
20
On applique un analogue analytique de la Proposition 21, qui se prouve en

remarquant que la propriété universelle du schéma Q est valable pour une
famille analytique de fibrés vectoriels adéquats. Alors il existe un voisinage
Z' de z, et un morphisme f' : Z'——5S" tel que f'* V) x W
En posant f =p o f' : Z'—Y , on montre aisément que

F

f (E)NWIZ'XX s
et quitte & prendre Z' plus petit , on peut supposer que

* ~

£7(E) = W 'Z' x X

Le reste de la Proposition 40 est immédiat.

.

2'xX

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 40.

Démontrons maintenant le Théoréme 39.

Soit p : ﬂ1(X)———>U(E) une représentation unitaire. Alors le fibré
Vo est semi-stable :

Supposons le contraire. On pose r = dim(E) . Il existe un entier n
tel que 1 Sn Sr-1 et que Vj ait un sous-fibré W de rang n de degré
strictement positif. Le fibré en droites de degré strictement positif AW
est donc un sous-fibré de VAnp . La représentation Anp étant unitaire
(pour un produit hermitien évident sur AnE), on peut supposer que k =1 .

~ s 42 3 . . . m
De méme, en considérant la représentation unitaire p de ﬂ1(X) dans
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EB.....BE , pour un entier m assez grand, on se raméne au cas ou W
posséde une section globale non nulle. Cette section s'annule en au moins un
point de X , car W n'est pas le fibré trivial. Mais d'aprés la Proposition
34, une section globale non nulle de Vp me s'annule pas. Cette contradic-

tion montre que Vo est semi-stable.

On suppose maintenant que la représentation p est irréductible. Alors
le fibré vectoriel Vp est stable :

Supposons le contraire : en utilisant le fait connu que tout fibré en
droites sur X de degré O provient d'une représentation unitaire & valeurs
dans € , on peut supposer qu'il existe un entier n tel que 1 £ n £ r-1
et un sous-fibré W de Vp de rang n de déterminant trivial. Alors le
fibré Aan posséde une section provenant d'un élément décomposable
e1A .....Aen de A"E qui est non nul. Le sous-espace vectoriel propre F
de E engendré par €ys.....€  est stable par ﬂ1(X) , ce qui contredit

1'irréductibilité de p . Par conséquent, Vp est stable.

On a donc prouvé la premiére partie du Théoréme 39.

Il reste a prouver que tout fibré stable de degré O sur X provient d'une
représentation unitaire de n1(X) .

Soit p wune représentation unitaire irréductible de ﬂ1(X) . Soient 2
une variété analytique, zy un point de Z et W un fibré vectoriel sur
ZxX tel que Wzoz Vo et que pour tout point z de Z , Wz soit stable
et de degré 0. On prouvera successivement :

(i) L'ensemble des points z de Z tels que le fibré WZ provienne d'une
représentation unitaire irréductible de ﬂ1(X) est un ouvert de Z .
(ii) L'ensemble des points z de Z tels que le fibré Wz provienne d'une

représentation unitaire irréductible de ﬂt(X) est un fermé de Z .

Ceci entraine la deuxiéme partie du Théoréme :

Soit r wun entier tel que r 2 2 . En utilisant le schéma Q construit
dans III pour r et un multiple assez grand de r , on montre aisément qu'il
existe une famille de fibrés stables de degré O paramétrée par une variété
analytique irréductible Z contenant tous les fibrés stables de degré O et
de rang r . Il existe des représentations unitaires irréductibles de
W1(X) dans k° , donc en utilisant (i) et (ii) on en déduit immédiatement
que tout fibré stable de degré O de rang r provient d'une treprésentation

unitaire irréductible de ﬂ1(X) dans k© .
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Démonstration de (i) : (esquisse)

I1 suffit de montrer que cet ensemble est localement ouvert. D'aprés la
Proposition 40, il est suffisant de prouver (i) pour Y , ¥, et E , avec
F=Vp .

Soit r 1le rang de Vp , H 1'espace vectoriel de dimension r sous-ja-
cent & p . Soit S 1'espace analytique des représentations linéaires de
n,(X) dans H , et So 1'ouvert de S constitué des représentations irré-
ductibles. Il existe une famille V' de fibrés vectoriels sur X paramé-
trée par S telle que pour tout point s de S on ait V; ~ VS (on rappelle
que VS est le fibré associé a la représentation s ) .

D'aprés la Proposition 37, il existe un morphisme f : N—mm Y d'un voisi-

nage de p dans S tel que V' N© @E .

Soit U0 le sous-ensemble de S constitué des représentations unitaires.

C'est une sous-variété analytique rgelle de S0 . Soit M = Nn U, - Le
groupe W(H) agit sur S0 (par conjugaison). On note M' 1le saturé de M ,
c'est un ouvert de SO . Il existe un quotient M' /WU (H) qui est une variété
analytique réelle de dimension égale & celle de Y . Le morphisme f induit

une application continue f : M' /U (H)——Y qui est injective d'aprés le
Corollaire 38. D'aprés le Théoréme de Brouwer, cette application est ouverte.

On en déduit immédiatement (i).
Démonstration de (ii) :

Soit U0 le sous—-ensemble de S constitué des représentations unitaires.
C'est un espace compact. Soit K le sous-ensemble de SxZ constitué des
couples (s,z) tels que Hom(V;,wz) # {65 . D'aprés le Théoréme de semi-con-
tinuité c'est une partie fermée de SxZ .

Soit P, la projection SxZ —aZ . Puisque Uo est compact,
pz(K(\(Ug(Z) ) est une partie fermée de Z . Mais d'aprés la Proposition 6,
c'est juste 1'ensemble des points z de Z tels que wz provienne d'une re-
présentation unitaire irréductible de W1(X)

Ceci prouve (ii) et achéve la démonstration du Théoréme 39.

Le cas des fibrés de degré quelconque

Soit r wun entier tel que r 2 2 . Soit Xy un point de X .

I1 existe une surface de Riemann simplement connexe X' et un groupe T
d'automorphismes analytiques de X' tels que :
(i) Pour tout point x' de X' , si L désigne le groupe d'isotropie

au point x' , il existe un voisinage ouvert T_, -invariant U , de X' tel
x' x'
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que pour tout point o de T n'appartenant pas a M s oOm ait
U, Nu, = .
&Py x' ¢

s

(ii) X est isomorphe & X'/m . On note p 1la projection X'—m»X .
(iii) Pour tout point x' de X' tel que p(x') # Xy le groupe L)
est trivial.

(iv) Si x! est un point de X' au-dessus de x. , le groupe m,est

(0] (0]
fini de rang r , et il existe un systéme de coordonnées locales au point

x. et un générateur o, de M tels que pour tout point w de W , on ait :
0

0 0
2im
aw=e ! .w
0 . .

Le groupe F1(X) est engendré par 2g éléments A1,.....Ag,B1, ..... ,Bg

avec la relation
A.B AT BT ...aB A B =e .
17717 1 g g8 g g
Le groupe T est engendré par 2g + 1 éléments A1,....,Ag,B1, ,Bg,C

avec les relations

¢t =e
Soit p : T==>GL(r) une représentation linéaire. Soit d wun entier tel
que 0 £d<r-1 . On dit que p est de type d si on a
p(c) =e T .1
(I1 faut bien entendu que C soit un élément 0, comme dans (iv)) .
Cette représentation permet de définir une action de T sur le fibré
X'xk’ . Le quotient Vp = (X')(kr)/n est un fibré vectoriel holomorphe sur
X , de rang r .

En analogie avec la Proposition 33, on a la

PROPOSITION 41 : Soit p une représentation linéaire de type d de m dans
k" . Alors on a deg(Vp) =d .

Ce résultat a une réciproque :

PROPOSITION 42 (Weil) : Tout fibré vectoriel holomorphe de rang r de degré d

indécomposable sur X provient d'une représentation linéaire de type d de

T dans k° .

. . ) . e r
On se restreint maintenant aux représentations unitaires de 7 dams k .

On montre alors :

PROPOSITION 43 : Sotent p , p' deux représentations unitaires de m .
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Alors on a Hom(Vp,Vp') = Hom(p,p) . En particulier Vo et Vpr sont is0-
morphes si et seulement st p et p' le sont .

Le résultat le plus important est le

THEOREME 44 : Un fibré vectoriel de rang r de degré d sur X est stable si
et seulement s'il provient d'une représentation unitaire irréductible de type
d de m dans k° .

On note W(r,d) 1'ensemble des représentations unitaires irréductibles

de type d de T dans k" , qui s'identifie au sous-ensemble de ﬂJ(r)2g

constitué des éléments (A1,....,Ag,B1, ..... ’Bg) tels que
(i) on ait J2imd
-1 -1 -1 _-1 r
A1.B1.A1 .B1 ......Ag.Bg.Ag .Bg =e . I,
(ii) il n'existe pas de sous-espace vectoriel propre de k" stable par
Apyeenn PAgsBsneens By -

Cet ensemble est muni d'une structure naturelle de variété analytique réel-
le, on peut montrer qu'il est non vide. Le groupe O(r) opére par conjugaison
sur W(r,d) et induit une action libre de PU(r) . Le quotient
R(r,d) = W(r,d)/PU (r) est muni d'une structure naturelle de variété analy-
tique réelle, de dimension 2.(r2.(g-1) +1).

D'aprés le Théoréme 39, on a une bijection

U (r,d) — R(r,d) ,
induisant un homéomorphisme entre les espaces topologiques sous-jacents.

Ainsi, la classe d'homéomorphisme de Us(r,d) ne dépend que de g

Cependant on verra plus loin que la variété algébrique Us(r,d) dépend for-

tement de la courbe X , et en fait la détermine.

Notons que la description précédente de l'espace topologique sous—jacent
J

a Us(r,d) permet d'étudier les propriétés topologiques de cet espace.

V.- LES POINTS SINGULIERS DES VARIETES DE MODULES DE FIBRES SEMI-STABLES

On revient au cas général ol k est un corps commutatif algébriquement
clos quelconque.

Soient r et d des entiers tels que r 2 2 . On sait que la variété algé-
brique Us(r,d) est lisse et on s'intéresse aux points singuliers de U(r,d).

On montrera le

THEOREME 45 : ([20)) Sauf dans le cas ot g =2 , r =2 et d est pair,
1'ensemble des points singuliers de U(r,d) est U(r,d)\ Us(r,d) .
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En utilisant le fait qu'une courbe de genre 2 est hyperelliptique, on
verra dans le cas ou la caractéristique de k est différente de 2 que si
g =2 , la variété U(2,0) est lisse.

On utilisera des résultats de 1'Appendice II ("Extensions', Propositions
1 et 3) .

A.- Calcul de la dimension de U(r,d)\ Us(r,d)

Soient r, d des entiers tels que r 22 et d > r.(2g-1) . On les
suppose non premiers entre eux. Soit a leur PGCD, alors a 2 2 .
On pose

r=ar, , d = a.do » Py = dO + ro.(i-g) .

Soit ¢ un élément de i},....., —%—(. Alors on a

o
c.dy > c.ro.(Zg—l) et (a-c).d0 > (a—c).ro.(Zg—1) .

Si E (resp. E') est un fibré vectoriel sur X dont la classe d'isomor-
phisme est un élément de U(c.ro,c.do) (resp. U( (a-c).ro,(a-c).do) ) 1la
classe d'isomorphisme de E®E' appartient 3 U(r,d) . Ceci définit une
application

[ U(c.ro,c.do)1<U( (a—c).ro,(a—c).do)——-—pu(r,d)

I1 est clair que les fibres de pc sont finies, on a donc
dim(Im(pC)) = dim(U(c.rO,c.dO)) +dim(U((a—c).r.o,(a-c).do))
r(z).(c2 + (a=c)2).(g-1) + 2 .

On a %
u(r,d\u,(r,d) = g1 Im(p) ,
donc dim(U(r,d)\Us(r,d)) = Max( {dim(Im(pc), 12c¢ éfgﬂi)

% ‘(g-1) + 2 si a est pair |,

2 2
I +1r0 .(g-1) +2 si a est impair .
2

B.- Démonstration du Théoréme 45

On note Ac 1'ensemble des points (a,B) de
U(c.ro,c.d0)1<U( (a—c).ro,(a-c).do) tels que a = B . Cet ensemble est donc
vide si 2c # a .

On pose
a

N = le pc( (Us(c.ro,c.do)><Us((a-c).r0,(a—c).d0) )\ AC) y
c=1
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c'est un ouvert de U(r,df\Us(r,d) : en effet, on voit aisément que son com-
plémentaire est une réunion finie d'images de morphismes de variétés projec-—
tives. Donc NV Us(r,d) est un ouvert de U(r,d) , qui est dense.

On veut montrer que tout point de U(r,d)\Us(r,d) est singulier.

Pour cela, il suffit de montrer qu'il en est ainsi de tout point de N .
Soit Z 1l'ouvert de U(r,d) constitué des points réguliers de NL)US(r,d)
I1 faut montrer que Z = Us(r,d) .

Supposons le contraire.

Soit S' 1'image réciproque de Z dans R°® . Soit S 1le sous-ensemble
de S' constitué des points q tels que 1% soit indécomposable. Pour tout
point q de S , le fibré ﬂa est simple : il existe des fibrés stables
E1 et E2 sur X non isomorphes et une suite exacte :

[¢] >E W E o .

1 q 2
On en déduit la suite exacte

* * *
00— BE >, 81, >U, BE >0 .
0re -k q 1 q1“1 q 2
On a h (XJ&IEE1) =0 , car sinon, E1 étant simple et E2 non isomorphe a
E1 , on voit aisément que la suite exacte
0 ,E1 ﬂh E2 0 serait scindée. On a donc

*

1
de Uy dans E2 provient d'un endomorphisme de E

*
hO(X,'qu E’qu) < hO(X,’lL: [} EZ) . Puisque hO(X,E B Ez) =0 , tout morphisme

. On en déduit, E
. 0 * 0 2* 2
étant simple, que h (X,’ll_{1 : EZ) =1 ., Donc h (X;uh E‘Ua) =1 , et ‘Ua est
simple.
Par conséquent, d'aprés le Théoréme de semi-continuité, S est un ouvert
de S' , et d'aprés la Proposition 32, l'image de S dans U(r,d) est Z .
Remarquons que PGL(p) agit librement sur S .

On note T le fibré tangent de S, C le noyau du morphisme canonique

S
*
g (OB KP) s W], =u'
Pg la projection SxX—>X . On a alors
= 1
TS PS*(EQE(CﬂL) ) .

Soit T 1le fibré des vecteurs tangents aux orbites de l'action de PGL(p)
sur S , c'est un fibré trivial sur S, de fibre M(p)/k.I

Soit g : S——>Z 1le morphisme canonique. Le morphisme T(g) : TS-——ag*(TZ)
s'annule sur T et induit donc un morphisme

f:TS/T_>Tz , .
qui est un isomorphisme au-dessus de R~ .
Examinons maintenant la situation au-dessus d'un point q de S\RS
On pose z = g(q) . Il existe des fibrés stables E, et E, sur X tels que

1 2

la classe d'isomorphisme de E1 ® E2 soit z . De plus, E1 et E2 ne sont
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pas isomorphes.

On a donc d'aprés le Théoréme de Riemann-Roch,
h' (X, Hom(E,,E\) ) = rg(E,).ra(E).(g=1) >0 .
On pose H = HI(X,Hom(EZ,E1)) =Soit

* *
0 pX(E1) E px(Ez) >0

la suite exacte de morphismes de fibrés vectoriels sur HxX définie par

1'Appendice II . On a une suite exacte de morphismes de faisceaux sur H :

* * 1 *
0———>pH*(px(E1) ) —— py* (E}——pyy (py (E,) ) >R pH*(pX(E1) )
*
Puisque h‘(X,E1) =0 , ona R1PH*(pX(E1)) =0 , et cette suite exacte
est

0 > O'” HO(X,E1) ——> Py (E) — ->0®m HO(X,EZ) —0 .

On a donc un isomorphisme
py*(E) = OB k¥ |
ce qui prouve qu'on a un morphisme surjectif de fibrés vectoriels sur HxX :
p;(e’ﬂ kP)

D'aprés la propriété universelle de Q , ceci définit un morphisme

>E .

H ——>Q , induisant un morphisme
¥ : H\{o} —S
Soit X : H\{0} x PGL(p) —» S
(h,A) ——A¥ (h)

Alors les fibres génériques de ¥ sont de dimension 1 : en effet, d'aprés

1'Appendice II, pour tout point h de H\{O}, on a
X~ 1(PGL(p).¥(h) ) = k.hxPGL(p) .
(On peut méme montrer que toutes les fibres de X sont de dimension 1 ).

Ceci entraine que

dim(Im(x) ) = p2-2 + rg(E,).rg(E,) . (g-1) .

La variété g '(z) = Im (X) est irréductible, de dimension strictement
supérieure a pz-l = dim(PGL(p) ) , sauf évidemment si g =2 , r =2 et
d est pair, donc T(g) ne peut pas @tre surjectif en q .

On en déduit la caractérisation suivante de Y = S\g'1(Z\Us(r,d)) :
c'est 1l'ensemble des points q de S tels que fq ne soit pas bijective.
Donc Y est de codimension 1 dans S .

On va calculer codim(Y) par une autre méthode pour obtenir une contra-
diction.

Les fibres de gIY Y -—q>Z\US(r,d) sont de dimension inférieure a

2
p2 -2 4 %.(g—l) si a est pair ,
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2 2
p2 -2+ E;—Z—EQ . (g-1) si a est impair |,
d'aprés ce qui précéde. Donc dim(Y) est de dimension inférieure 2

p2 + % -rz(g—1) ,

2
et codim(Y) 2 . (g=1) > 1 sauf si g=2, r =2 etd est pair.
A

Cette contradiction achéve la démonstration du Théoréme 45 .

VI.- AUTRES RESULTATS

A.- Variétés de Picard. Fibrés de Poincaré des variétés de modules de fibrés

(semi-)stables.

Soient r et d des entiers tels que r 2 2 .
On définit une application
det : U(r,d)

en associant i la classe d'isomorphisme d'un ribré E celle de det(E) .

, 3@

Cette application est un morphisme : il suffit d'appliquer la propriété uni-
verselle du Jacobien 3 R® muni du déterminant du fibré canonique (bien sir
il faut prendre d assez grand) .

Pour tout fibré en droites L de degré d sur X , on note U(r,L) 1'image
réciproque par det de la classe d'isomorphisme de L . C'est une sous-—
variété fermée de U(r,d) .

La variété U(r,L) est irréductible : la démonstration est analogue a
celle de la Proposition 23.

On note Us(r,L) 1'ouvert de U(r,L) correspondant aux fibrés stables.

On admettra que Us(r,L) est non vide (voir le chapitre V de la troisiéme
partie).

I1 est immédiat que si r et d sont premiers entre eux, U(r,L) est un
bon espace de modules pour les fibrés stables de rang r et de déterminant iso-
morphe & L . Dans le cas général Us(r,L) est un espace de modules grossier.

Si E est un fibré vectoriel sur une variété algébrique Y , on note
Ad(E) le noyau du morphisme surjectif de fibrés vectoriels

Tr : End(E) > &

qui en tout point y de Y associe a un élément f de End(EY) 1'é1lément

Tr(f) de k . C'est un fibré vectoriel sur Y . On note évidemment Ad(E)
1'espace vectoriel des sections globales de Ad(E) .
Si r et d sont premiers entre eux, soit W un fibré de Poincaré pour

U(r,L) . On note

la projection U(r,L) xX >U(r,L) . On peut mon-

Py

trer que U(r,L) est lisse, et que T est isomorphe 2a Ker(R1pU*(Tr)) ,

U(r,L)
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R'py#(Tr) ¢ R'pw(End(W) ) — > R'p 2@ = ¢mH' (x,0) .

Dans le cas ot r n'est pas un multiple de car(k) est donc

1 ’ TU(r,L)
isomorphe & R pU*(ég(W)) .

Le lecteur pourra essayer de prouver ce résultat aprés avoir lu 1'appen-
dice III, consacré i 1'application de déformation infinitésimale.

Dans le cas général, on appelle fibré de Poincaré pour un ouvert non vide
S de U(r,L) un fibré vectoriel W sur X tel que pour tout point s de S ,
la classe d'isomorphisme du fibré WS soit s .

Les résultats qui suivent sont démontrés dans [3ﬂ .

THEOREME 46 : Si r et d sont premiers entre eux, on a un isomorphisme
Pic(U(r,L) )= Z .
On notera u un fibré en droites ample sur U(r,L) dont la classe d'iso-

morphisme est un générateur de Pic (U(r,L)) . Alors on a le

THEOREME 47 : S r et d sont premiers entre eux, on a
2
det(TU(r,L)) = u” .
Sous les mémes hypothéses, on a le résultat suivant
Soit 1 1'unique entier tel que 0 £1 <r et 1l.d=1 (mod.r) .
Alors il existe un fibré de Poincaré W sur U(r,L) , unique & isomorphisme

prés, tel que pour tout point x de X on ait
1
dEt(w|U(r,L) X {x}z u :

THEOREME 48 : Si r et d ne sont pas premiers entre eux, si S est un

ouvert non vide de U(r,L) <l n'existe pas de fibré de Poincaré pour S .

En particulier, il n'existe pas de fibré de Poincaré pour un ouvert non
vide de Us(r,d). On prouvera ce résultat, dans certains cas et par une autre

méthode que dans [31] , dans la sixiéme partie.

Question ouverte : On suppose que r et d sont premiers entre eux. Soit u

un fibré en droites ample sur U(r,L) dont la classe d'isomorphisme engendre
Pic(U(r,L) ) . Le fibré u est-il trés ample ?
La réponse est oui si X est une courbe hyperelliptique et r =2 .

Voir [4] , p. 177, (1) .

B.- Rationalité des variétés de modules

(Voir [Zﬂ ) .

THEOREME 49 : Soient r,d des entiers premiers entre eux, avec r 2 2

L wun fibré en droites sur X de degré d . La variété U(r,L) est ra-
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tionnelle dans les trois cas sutvants :

(i) = * 1 (mod r)

(ii) g est une puissance d'un nombre premier

(iii) g n'est pas une puissance d'un nombre premier, et la somme des deux
plus petits facteurs premiers distincts de g est strictement supérieure

Y

a r .

En particulier, si deg(L) est impair, U(2,L) est rationnelle.
La méthode utilisée dans [?7] montre en fait que U(r,L) est rationnelle
dans d'autres cas que ceux du Théoréme 49. On procéde de la facon suivante :
on construit une famille de fibrés vectoriels stables de rang r et de dé-
terminant isomorphe & L , paramétrée par un ouvert U d'un espace projectif
de méme dimensioﬁ que U(r,L) . D'aprés la propriété universelle de U(r,L) |,
on en déduit un morphisme

U ——U(r,L) .

On peut trouver une telle famille telle que ce morphisme soit injectif.
En caractéristique différente de O il n'est pas immédiat que ce soit un
isomorphisme birationnel. Pour le montrer on utilise la théorie de la défor-
mation des fibrés vectoriels, telle qu'elle est exposée dans 1'Appendice III.

Dans le cas général, on peut montrer que U(r,L) est une variété uni-
rationnelle.

On dit qu'une variété algébrique Y est wunirationnelle s'il existe un
espace projectif de méme dimension que Y et ure application rationnelle

f:P—no9sY

dont 1'image contient un ouvert de Y

On voit aisément que dans cette définition il est inutile de supposer que
Y et P ont méme dimension. Pour montrer que U(r,L) est unirationnelle
il suffit donc de construire une famille de fibrés vectoriels stables de
rang r , de déterminant isomorphe & L , '"contenant" tous les fibrés vecto-
riels stables de rang r et de déterminant isomorphe &8 L , et paramétrée par
un ouvert d'un espace projectif. Cela est aisé (voir la démonstration de la
Proposition 23).

Dans le cas ou k =€ , on peut en déduire aisément que

hi(U(r,L),03 =0 pour i # 0 .

C.- Fibrés vectoriels sur les courbes hyperelliptiques

Définition 50 : On dit que X est hyperelliptique s'il existe un morphisme

fini de degré 2
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f:X ———->lP1 .
On peut alors montrer qu'il existe une unique involution non triviale i de
X , et f est 1l'application quotient pour 1'action du groupe {Ix,i} sur X .
Les points de X invariants par i , qui sont les points de ramification
de f , sont en nombre 2g + 2 , et sont appelés les points de Weierstrass

de X . On peut voir ces points comme des scalaires (en uti-

WyseoeeeW
2 1 2g+2
lisant f et une base convenable de k“) .

. . ' .
Soit Q1 (resp. Q2) la quadrique de P2g+1 d'équation
2g+2 2g+2
2 _ 2 _
Z%: x =0 (resp. :Z: Wi X, = 0)
i=1 i=1
Les résultats qui suivent sont prouvés dans [4] .

THEOREME 51 : [Le Jacobien J(g) de X est isomorphe d la variété des sous-
espaces projectifs de P
Q1 et Q2 .

2g+2 de dimension g-1 qui sont contenus dans

THEOREME 52 : Soit L un fibré en droites de degré impair sur X . La va-
riété U(2,L) est isomorphe d la variété des sous-espaces projectifs de
P2g+2 de dimension g-2 qui sont contenus dans Q1 et Q2 .

D.- Propriétés topologiques des variétés de modules

(Voir [24], [26]) .
On suppose ici que k = (.
Les résultats ci-dessous sont démontrés en utilisant la description des

variétés de modules en terme de représentations unitaires donnée dans IV.
THEOREME 53 : a) Soit L un fibré en droites de degré 1 sur X . Alors

U(2,L) est simplement connexe.

b) Le groupe fondamental de U(2,1) est abélien libre d 2g générateurs.

Soit W un fibré de Poincaré sur U(2,L) xX . On peut écrire
c1(v) =¢+f |,
cz(v) =x+¥Y+wBEf ,
ou f est le générateur positif de HZ(X) , & , w sont des éléments de
1
H2(U(2,1))  , x de H'U(2,L)) , ¥ de BO(U(,L)) BE'(X .

Si (31"""’a23) est une base de H1(X) , on peut écrire

2
\y=<j\y.na. ,
=t
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avec ‘l’i dans HB(U(Z,L) )
Il existe une infinité de fibrés de Poincaré, puisque Pic(U(2,L)) est
isomorphe 3 Z , donc ¢ , X, Y, w dépendent de V . Cependant
c(End(V)) =1-B8+4.¥Y+2.08f
avec
B=0¢2 -4 , a=2.0-0¢,

est indépendant de V . Il en est donc de méme de a, B, Y.

THEOREME 54 : L'anmeau H(U(2,L) , @) est engendré par
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INTRODUCTION

Dans ce qui suit on supposera que k est le corps des nombres complexes.

On peut se poser le probléme suivant : comment "varie" la variété U(r,L)
quand la courbe X 'varie" ?

On peut montrer par exemple que les variétés de modules U(r,L) corres-
pondant a des courbes X, X' non isomorphes ne sont pas isomorphes. (Voir
17 .1 .

Pour étudier la déformation des variétés de modules il est essentiel de
calculer ]

hl(U(r,L),TU(r’L))

qui mesure, si 1 =1 , la "dimension de 1'espace des déformations infinité-

pour i 20 ,

simales de U(r,L)" . En fait on va montrer que
R I S R R I
ce qui suggére le résultat précédemment énoncé.
On utilisera des résultats de 1'Appendice III ('"Morphisme de déformation
infinitésimale").
On supposera que g 2 5 . Soit L wun fibrés en droites sur X de degré
1, W un fibré de Poincaré sur U(2,L)xX .
On démontrera le
THEOREME 1 : On a
Ripx*(ég(W)) =0 pouri =0,2,
et le morphisme de déformation infinitésimale
> R'p (A4 (W) )

n: TX
est un isomorphisme.

(On désigne par la projection U(2,L) xX —=X) .

Py
On prouvera ensuite le
THEOREME 2 : On a

n*@(2,1),T =0 st i#1 ,

U(2,L))
et

n'wz,1),T =3g-3 .

u(2,1)’
En fait ces résultats sont vrais pour tous les rangs et méme si g < 5 ,
voir (2 1] .

Dans le chapitre I on expose des préliminaires nécessaires a la démons-
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tration de 1l'injectivité de n .

Dans le chapitre II sont données les démonstrations des Théorémes 1 et 2 .

I.- FAMILLES DE FIBRES VECTORIELS

Soit T une variété algébrique lisse.

Soit E un fibré vectoriel sur TxX
Soit Xy un point de X . On pose

Q(E) = P(E.Y) ,

et on note T, la projection Q(E)—m— T .

Soit €/(1) 1le fibré tautologique du fibré en espaces projectifs P(E:O) ,
(XO le faisceau sur X concentré en Xy de fibre € en X, » Py et
»Q(E) , i 1'inclu-

PQ(E) les projections Q(E) xX ——>X et Q(E) xX

sion Q(E)X{XOS-——yQ(E)xX .

On a alors
*
Px(cx ) = i*(ETQ(E) x{x ) -
On a donc 0 {&
Hom(1¥ (E) ¥y * *
omiTg | a® x{x§ O = Hom (g (), gy (B11)) B py(€ xy) )
En considérant le morphisme canonique

*
g (E)I Q(E) x {xok—_bg(n

on obtient le morphisme surjectif
. o F * *
BE 2o (E)——-—>pq(E)(9(1)) B px(@xo)
Plus précisément, pour tout point t de T , tout élément non nul f de
*

E , et tout élément z de E , on a
t XO txo

Be.£(2) = Z‘k.f g
(c'est un élément de 6/(1)k.f)
On pose
K(E) = Ker(By)"
On a, pour tout point z de Q(E) xX

&
Q(E) xX * _
Tor, (pQ*(E) @) B px(a XO) ’(z) =0 ,

a cause de la suite exacte
_1 @,
o1y O 0
0
Par conséquent ker(BE)etK(E) sont des faisceaux localement libres.
On note A(E) 1la suite exacte
* * *
0 —> K(E) > (E) >pe(Cxy) B Po(E) ©Q) ) ——0
sur Q(E) xX .
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Propriétés fonctorielles des constructions précédentes

Soit S wune variété algébrique lisse et f : S——T un morphisme.

Ce morphisme induit Q(f) : Q(f* (E) ) ——>Q(E) , et on a un diagramme

commutatif . Q(E)
Q(f’ (E)) —— > Q(E)
Te#(E) "E
v J
S > T

I1 est aisé de voir qu'il existe un isomorphisme canonique
e am®) = ac¥®) ,

et en particulier on a diagramme commutatif

.4 ¥ ¥ ¥
™ ey ETE) S (nf (8))

Pr ¥ (e) an*® 6 )

* * ) # * *
px(‘xo) B po(eF () () ————— D) (px(f)(o) B Po) @)

Donnons une description plus explicite de K(E)
. . z e *
Soit t un point de T , z un élément non nul de E , alors

tx
. . Q, . .
Ker(BE)|{k.z xx ©st le noyau du morphisme Et—-——-gdfx défini par z .

0

Morphismes de déformation infinitésimale

PROPOSITION 3 : Le morphisme de déformation infinitésimale en X, de K(E)
considéré comme une famille de fibrés vectoriels sur Q(E) paramétrée par X

est injectif.

D'aprés les propriétés fonctorielles des constructions précédentes et du
morphisme de déformation infinitésimale, on peut se ramener au cas ou
est réduit a un point, c'est & dire que E est un fibré vectoriel sur X .

Soit U wun voisinage de x. tel que E et L U soient triviaux.

0 U 0

Soit E|U:‘_9; B E; un isomorphisme.
On a alors un morphisme canonique
# *
“E(E)—_>pQ(E) (e/(1)) ’
qui envoie le sous-faisceau K(E) de n;(E) sur

* * =1 *
PQ(E) ©m)) =’ PX(LXO) < Pom) ®&m) .
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On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes sur Q(E) xU

~\
A

Poe) (1) B () e ) 1)) 8 p ()
0 —K(B) —s(py (5 (0 (1)) p;(L;;)) o 18 @ L pyy @1))—0
0—k®" ¥ (e) p;((xo) B by @(1))—>0
0 J

Remarquons que

* -1 B ¥ Lk

px(Lx0)|Q(E) . et mp (E)~ PQ(E) ©nr EXO)
On peut donc appliquer la Proposition 1 de 1'Appendice III & la restriction

a4 Q(E) xU de la suite exacte
(B) —(pr (') & pra’H) o r¥E®m st | (0°(1))—>0
0 —KR(E PQ(E) Px Ty, Tg PQ(E)

sur Q(E) xX
On peut voir N comme un morphisme
n: U —sHom((1) @ (6B E ) L&)
0
= End@(1)) @ Hom@B E_, &(1))
0
La deuxiéme composante de ce morphisme est constante, tandis que la premiére

est le morphisme U-—=End(@(1)) défini par le morphisme canonique

L —>End(@(1)],.) (défini par 1'inclusion L_1C © et 1la trivialisation
Xg i) U X0
de L )

xo U
Par conséquent

L (L;1)x——>End(9/(1))
0 0 00
tp—-->st.I
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On a

R®, =0 B (L), ey
0 00

d'ou on déduit aisément que le morphisme déduit de Tnx
* 0
£ : TXXO_.;‘Hom(K(E)XO, gm)

est injectif, et que

3 : Hom(K(E)® , €@(1) ) —>H' (Q(E),End(R(E)* ) )
*o0 - X0
est injective.

Mais d'aprés la Proposition 1 de 1'Appendice III, on a
n =-9of
*o
ce qui démontre la Proposition 3 .

II.- DEMONSTRATION DES PRINCIPAUX RESULTATS

On applique les résultats du Chapitre I au fibré de Poincaré W sur
U(2,L) xX .
On considére Q(W) = P(W:O) . On note m 1la projection
Q(W) ——u(2,L)
On a une suite exacte canonique sur Q(W) xX
0 —K(W) s 1 (W) -map;(«xO) B pgqyy @) —0
(pX’ Po(w) désignant les projections QW) xX —pX ,
QW) xX —>Q(W) ) ,60(1) 1le fibré en droites tautologique sur le fibré en
espaces projectifs Q(W) ,@1{ le faisceau sur X concentré en X de fi-
bre € ) . °
Au-dessus d'un point €.p de QW) (si m (€.p) =z , P est un élément

*
non nul de Wy, ) cette suite exacte est

0 ——>KW): —>W ——xC.0)"* 8C
c€.p z X0

le morphisme Y étant déterminé par p .

LEMME 4 : Soit F un fibré vectoriel stable sur X , de rang 2 et de degré 1,

A F-———)«;
. 0
un morphisme non nul.

Alors XKer(A) est un fibré vectoriel semi-stable de rang 2 et de détermi-

nant isomorphe @ det(F) B L;1 .

0
Immédiat.

Donc K(W)( 0 est un fibré vectoriel semi-stable, de rang 2 et de détermi-

nant isomorphe i L—1 B Lx .

0
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(Remarque : ne pas confondre le fibré en droites L , noyau du morphisme

X

canonique Ef————)@xo , et la fibre de L en xo)

D'aprés la propriété universelle de U(Z,L_1 BL ) , on en déduit un

morphisme 0

q: QW —su2,L " BL ).
0
Soit w un point de U(2,L ! B Lx ) , correspondant & un fibré vectoriel
]

E . On va étudier la fibre q_1(w) .
LEMME 5 : On a dim(q '(#)) 1 .

Si €.p est un point de q_‘(w) , avec m({@.p) =z , on a une suite

exacte
*
(1) 0 >E ¥ g,gx >0 ,
0
g étant donné par
p:W ——————;@;.
zX

On en déduit la suite exacte

*
(I1) 0 ——W, ——>E ——*on —>0 ,
ce qui définit une application

-1 *
@) ——PE )

. . 0
qui est un morphisme
(c'est l'application
< Ker (E. W ))
el -»Ker > .
X, zx

Ce morphisme est injectif, car la suite exacte (I) est la transposée de (II),
et est donc déterminée par (II).

Ceci prouve le Lemme 5.

LEMME 6 : Soit F un fibré vectoriel stable de rang 2, de degré O sur X ,
et

' : F—>¢C
X
0
un morphisme non nul.

Alors Ker(T) est un fibré vectoriel semi-stable de rang 2 et de déter-

minant isomorphe d det(F) B L;1 .
0

Immédiat.

On a donc, avec les notations précédentes, q‘1(w) = P(E:O) , si E est
stable.

On en déduit le
COROLLAIRE 7 : Le morphisme

q:Y-= q_i(Us(Z,L—1

-1
] on) ) __,Us(z,L B on)
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fait de U un fibré en droites projectives sur US(Z,L"1 B L ) .

0
On pose

1 1

ELXO)\US(Z,L ﬂon) .
On a dim(K) = 2g - 2 (voir le chapitre V de la premiére partie). Donc d'aprés

K = U(2,L”

les lemmes 5 et 6, on a
dim(q '(®)) 225 -1 ,
codim(q '(K))z g -1 .

Démonstration du Théoréme 1

Montrons d'abord que le morphisme de déformation infinitésimale est injec-
tif .
On considére la suite exacte canonique sur Q(K(W)) xX :

* f * *
0 ——K(K(W) ) > (K(W) )——p (€(1)) B (S )—>»0
0

(pX et p désignant les projections Q(K(W) ) xX —>X et
Q(R(W) ) xX —»Q(K(W)) , 7' la projection Q(K(W))——>Q(W)) .

Soit 2z un point de Q(K(W)) tel que w'(z) ne soit pas dans q_1(K)
Alors K(K(W) ) , estun fibré stable de rang 2 , de déterminant isomorphe
a L . Soit

U= Q&) \ 1 @m\q T ®) .
D'aprés la propriété universelle de U(2,L) , on a un morphisme

p: U——U(2,L) ,
tel que

*

o (W) = K(KMW) ) vxx 2P &

étant un fibré en droites sur U .
D'aprés les propriétés fonctorielles du morphisme de déformation infinité-

simale, on a un diagramme commutatif

,H QKO ) ,End &2 )

V ’ \
X0
. H'(U,End (RZ(W)_ ))
0 o_—" Yo
n
Xo H1(U(2,L)’Eﬂﬂ(wx )) ,/////////

0

ot n' désigne 1'application de déformation infinitésimale au point x
X 0

de la famille K(K(W)) de fibrés vectoriels sur Q(RW)) , o 1la
restriction et ¢ étant induite par p .

L'application o est injective car
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codim(r' (@ \a™' ®))
codim(@W) \q '(K)) 2g-123 ,

codim(Q(R(W) )\ W)

(voir [9] ).

L'application n,'(o est injective d'aprés la Proposition 3. On en déduit
immédiatement que n, est injective.

Montrons maintenang que pour tout point X, de X , ona

n'(0(2,1),8a0 )) =1 .
0

LEMME 8 : Soit E un fibré vectoriel sur une variété algébrique M ,
p : P(E)—>M le fibré en espaces projectifs associé. On note Tp le fibré
tangent aux fibres de p . Alors on a

ol (P(£),0) =0 si i>0

Hi(P(E),T*) > Hi_1(M,9) pour i 2 0

Hi(P(E),Tp): ul(M,Ad(E) ) pour i20 .

Immédiat en utilisant la suite spectrale de Leray de p et les isomorphismes :
P*(e)zg,Rip(O’)=O si i»0 ,
R1p*(T:):e , Rip*(Tp) =0 sii>o0 ,
Pu(T) 2 A(E) , Rp(T) =0 si i>0 .

-1 *
LEMME 9 : On a, sur Q(w)\q ® , T =T .

(ou T_'T (resp. T ) est le sous—-fibré vectoriel de TQ(W) tangent aux fibres
de 7 (resp.q)) .
Cela découle immédiatement du fait que si
o_,E*_,; F __,.W,(x —0

0

est une suite exacte sur X , E et F étant des fibrés vectoriels, si
*

0 —>F > E—>€ —0

0
est sa transposée, on a un isomorphisme

* * *
F /G.p = (B, /ﬁ.‘l’) s
0 (0]
qui ne change pas si on remplace p par un de ses multiples, et de 1'isomorphis-
me canonique
Oz @
SOERCACH
D'aprés le lemme 8, on a
n'(U(2,1),4d ) = hl@m,T ),
0
et

n'Qu\a ' ®,1
(car codim(q~1(K)) 23 ,
n'@e\a ®),1)

d'aprés le lemme 9 ,

n'QW),T)
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1

NORCRE B O

S Xo

d'aprés le Lemme 8.
e, s L) 0, car

1 0

codim(US(Z,L_
=1

I1 reste a montrer que pour tout point X, de X , on a

hz(U(Z,L),Ad(W )) =0 .
X0

La démonstration est analogue 2 la précédente. On utilise ici le fait que
codim(q"'(K)) 24 , car g2 5 .
On obtient

2 1
W7 (U(2,1),Ad(W_)) = h (U(2,1),0)
0
et le résultat découle du fait que la variété U(2,L) est unirationnelle

(voir le Chapitre VI de la premiére partie).

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 1.

Démonstration du Théoréme 2

On a déja
i ..
= >
h (U(Z’L)’TU(Z,L)) 0 si i22 ,
d'aprés le Théoréme d'Akizuki-Nakano et le Théoréme I-47. On peut donc suppo-

ser que i £ 1 .

1
LEMME 10 : On a R pU*(A_d(w)) ~ TU(Z,L) ,
Rip,x(Ad(W)) =0 i i#1 .

(ot est la projection U(2,L) xX —U(2,L) .

P
La gremiére égalité a déja été vue (Chapitre VI de la premiére partie, A).
Les autres découlent du fait qu'un fibré vectoriel stable est simple.

On a donc
ni (2,1t i+t

)) =h (U(2,L) xX, AdW)) ,

u(2,L
en utilisant la suite spectrale de Leray de Py - D'autre part, d'apres
le Théoréme 1, on a

p*(AdW)) =0

Rlpga(Ad(D) = T,

RZpya(ad@)) =0 ,

donc d'aprés la suite spectrale de Leray de on a

Py
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n°z,1),1 n(%,1,)

]
o

vz,

n'we,n,T n' (x,1,)

U(2,1) ) 3 -3

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 2.
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TROISIEME PARTIE : FIBRES VECTORIELS AVEC STRUCTURE PARABOLIQUE

INTRODUCTION

On étudie ici des fibrés vectoriels E munis de structures quasi-paraboli-
ques, c'est a dire qu'en un nombre fini de points x de X , on se donne
une filtration

E, = F,(E) D Fy(B) .... DF, (B, 2 {0} .

Avant de définir une notion de (semi-)stabilité pour de tels objets, il
faut associer a chaque terme Fi(E)x d'une telle filtration un coefficient
a . (on obtient ainsi un "fibré parabolique').

Par une méthode analogue a celle de la premiére partie on peut construire
des variétés de modules de fibrés paraboliques.

Voir [15] .

Dans le chapitre I on donne la définition précise et les propriétés élémen-—
taires des fibrés paraboliques.

Dans le chapitre II on étudie comment varie la (semi-)stabilité d'un fibré
parabolique en fonction des coefficients mentionnés précédemment.

Dans le chapitre III on étudie comment varie la (semi-)stabilité d'un fibré
parabolique sur X quand on change la base de X . On donne aussi un
"Théoréme de propreté" pour les fibrés paraboliques, indispensable a la démons—
tration de 1l'existence de variétés de modules de fibrés paraboliques.

Dans le chapitre IV on construit ces variétés de modules.

Dans le chapitre V on étudie le cas ou k est le corps des nombres com-
plexes.

Dans le chapitre VI on donne les conditions d'existence des fibrés para-

boliques.

I.- FIBRES AVEC STRUCTURE PARABOLIQUE. (SEMI-)STABILITE. QUELQUES PROPRIETES

A.- Définitions

Soit I un ensemble fini non vide de points de X , F un fibré vectoriel
sur X .
DEFINITION 1 : Une structure quasi-parabolique E sur F est la donnée, pour
tout point x de I , d'un drapeau de Fx , c'est 4 dire d'une filtration

By = Fy(B), 3 F(®), D o 3F, 1y (), > an(E)+1(E)x - {o}
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de Fx par des .sous—espaces vectoriels.
Pour tout point xde I , et 1 s1i £ nx(E) , on pose
kxi(E) = d1m(Fi(E) /Fi+1(E)x) .

La suite (kxi(E)) xeI,1 £1£g nx(E) s'appelle la suite de multiplicités

X

pour E .
On dit alors que F est muni d'une structure quasi-parabolique, ou que
E est un fibré quasi-parabolique. On commettra souvent 1'abus de notation

consistant a identifier E et F .

DEFINITION 2 : Une structure parabolique E' sur F est la donnée d'une
structure quasi-parabolique E sur F et d'une suite de nombres réels

Al
(a (B

N

eI, £1i¢g nx(E) telle que pour tout point x de I on ait :

0= ax1(E') <eees <a (E)(E') <1
X

Une telle suite s'appelle un systéme de poids pour E . On dit que kxi(E)
est la multiplicité de axi(E') .

On dit alors que F est muni d'une structure parabolique, ou que E'
est un fibré parabolique. On commettra souvent 1'abus de notation consistant
3 identifier E', E et F .

On dit que I est 1'ensemble de points de X ol la structure (quasi-)

parabolique est concentrée.

DEFINITION 3 : Un morphisme de fibrés paraboliques E et F est un morphisme
de fibrés vectoriels
gt E—m>F
tel que pour tout point x de I , on ait
gx(Fi(E)x) C Fj+1(F)x dés que axi(E) > axj+1(F) .
On dit que g est un iZsomorphisme de fibrés paraboliques si c'est un

. . A . . -1 . e
isomorphisme de fibrés vectoriels et si g est un morphisme de fibrés

paraboliques.

DEFINITION 4 : Soit E un fibré parabolique. Un sous—fibré parabolique de
E est un fibré parabolique F tel que :
(i) F est un sous-fibré vectoriel de E ,
(ii) pour tout point x de I et tout élément j de {1,....,nx(F)} s
si i est le plus grand entier tel que Fj(F)x C Fi(E)x , alors on a
axj(F) = axi(E) .

Un quotient parabolique de E est la donnée d'un fibré parabolique F

et d'un morphisme surjectif de fibrés vectoriels f : E——3>F tels que :

(i) Pour tout point x de I et tout élément j de {1,...., nx(F)i , il
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existe un élément i de §1,....,nX(E% tel que
£ (F.(B)) = FJ.(F)x >
(ii) 8i i est le plus grand entier tel que 1'égalité précédente soit vérifiée,
on a
axj(F) = axi(E) .
Remarque : Soit E un fibré parabolique sur X , et F un sous—fibré vectoriel
de E . Il existe une unique structure parabolique sur F telle que pour tout
point x de I , la filtration (Fj(F)x) soit constituée des termes distincts
de la filtration (Fi(E)x(\FX) . On 1'appelle la structure parabolique canonique
de sous-fibré parabolique de E de F .
On définit de méme la structure parabolique canonique d'un fibré vectoriel
quotient de E .
Quand on considérera un sous-fibré vectoriel (resp. un quotient) de E ,
il sera sous-entendu qu'il est muni de sa structure parabolique canonique.
Soient E, E1,E2 des fibrés paraboliques, et

o] 44E1 >E AfEZ »0

une suite exacte de fibrés vectoriels sur X .

On dit que c'est une suite exacte de fibrés paraboliques si respectivement
aux morphismes de la suite exacte précédente, E, (resp. EZ) est un sous-fibré
(resp. un quotient) parabolique de E .

Soient E1, E2 des fibrés paraboliques, et

0—-—»]5.1 ~—a E -—‘»E2—70
une suite exacte de fibrés vectoriels sur X .
On va construire une structure parabolique sur E
Pour tout point x de I , on choisit un isomorphisme
Ex = Elx 8 E2x
compatible avec la suite exacte précédente. On pose

{ai®, 1510 ®) =fa . €), 15)sn(E))
Ufa [(E), 1515 nx(Ez)ﬁ s

les axi(E) étant bien entendu rangés par. ordre croissant.
Pour tout élément i de 1,....,nx(E) , on a
F.(E), = Fj(E1)x 8 F (E)
j (resp.1) étant le plus grand entier tel que axi(E) < axj(Ei)
<
(resp. axi(E) < axl(EZ)) .
On vérifie alors aisément que E, (resp.Ez) est un sous-fibré (resp. un
quotient) parabolique de E , muni de sa structure canonique.
On dit que le fibré parabolique E est une extension du fibré parabolique

E2 par le fibré parabolique E1 .
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Dans le cas ou E = E1 ®E, , il existe une structure parabolique canonique

de E , et on dit que E , muni de cette structure, est la somme directe
des fibrés paraboliques E, et E2 .
On définit de maniére évidente la somme directe de deux morphismes de fi-

brés paraboliques.

DEFINITION 5 : Soit E un fibré parabolique sur X . Le nombre réel

n_(E)
pardeg(E) = deg(E) + :El ( kxi(E)'axi(E))
x €l i=1
s'appelle le degré parabolique de E .
_ pardeg(E)
On pose par W(E) Te®

Soit E un fibré quasi-parabolique, a un systéme de poids pour E , Ea
le fibré parabolique défini par E et A . On pose

a-pardeg(E) = pardeg(Ea) et a-paru(E) = paru(Ea) .
Remarques :

1.- Soit E un fibré parabolique, F un sous-fibré vectoriel de E . La
structure parabolique canonique de F est la structure parabolique de F fai-
sant de celui-ci un sous-fibré parabolique de E qui rend pardeg(F)

(resp. par |KF) ) maximal. On a un résultat analogue pour les quotients.

2.- Un point x de I est dit trivial pour un fibré parabolique E si on a
nx(E) =1 . Remarquons que E induit un fibré parabolique E' dont la struc-
ture est concentrée en I \{}} , et qu'on a

pary(E') = paru(E) - rg(E).a_,(E)

3.~ Soient E1,E2 des fibrés paraboliques et E une extension de E2 par
E1 . Alors on a

pardeg(E) = pardeg(E1) + pardeg(Ez)
DEFINITION 6 : un fibré parabolique E est dit semi-stable (resp. stable) si
pour tout sous-fibré parabolique F de E on a
paru(F) £ parpy(E) (resp. paru(F) < paru(E)) .
Si E est un fibré quasi-parabolique et a wun systéme de poids pour E ,
on dit que E est a-semi-stable (resp. a-stable) si le fibré parabolique

défini par E et a est semi-stable (resp.stable).
Remarques :

1.- Dans la définition précédente, on peut remplacer F par un sous-fibré

vectoriel de E muni de sa structure parabolique canonique.
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2.- Soit x un point trivial pour un fibré parabolique E et E' 1le fibré
parabolique dont la structure est concentrée en I\dy} induit par E .

Alors E est semi-stable (resp.stable) si et seulement si E' 1'est. En par-
ticulier, si tous les points de "I sont triviaux, E est semi-stable

(resp. stable) si et seulement si le fibré vectoriel est semi-stable (resp.

stable) au sens de la premidre partie.

3.- Soit E wun fibré parabolique et L un fibré en droites sur X . Il exis-
te une structure parabolique évidente sur E B L induite par celle de E |,

et E B L est semi-stable (resp. stable) si et seulement si E 1'est.

4.- On peut, en ajoutant au besoin des points & I , ramener 1'étude des fi-
brés paraboliques de degré parabolique quelconque & celle des fibrés paraboli-
ques de degré parabolique O : cela découle des deux remarques précédentes et

de la remarque 2 suivant la définition 5 .

B.- La filtration de Harder-Narasimhan

PROPOSITION 7 : Soit E wun fibré parabolique. Il existe un unique sous-fibré

vectoriel E, de E tel que, pour tout sous-fibré parabolique F de E ,

on ait 1
paru(F) < paru(E1) ,

et rg(F) < rg(E1) 87 paru(F) = paru(E,) .

Ce sous-fibré parabolique est semi-stable. On l'appelle le sous—fibré parabo-

lique semi-stable maximal de E .

La démonstration est analogue a celle de la Proposition I.2.

On en déduit le résultat suivant, analogue au Théoréme I.4 :

THEOREME 8 : Soit E un fibré parabolique. Il existe une filtration de E
par des sous-fibrés vectoriels, et une seule,
0=ECECE, ....CE_CE =E ,

telle que, pour 1 £ i £ s-1, Ei/Ei— soit le sous-fibré parabolique semi-

1

stable maximal de E/E, , .
On l'appelle la filtration de Harder-Narasimhan de E .

C.- Morphismes de fibrés paraboliques semi-stables - Théoréme de Jordan-HGlder

La démonstration de la Proposition suivante est analogue a celle des Proposi-

tions I.6 et I.7 :
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PROPOSITION 9 : Sotent E et F des fibrés paraboliques semi-stables.

a) S parW(E) = paruW(F) , et f : E—>F est un morphisme de fibrés pa-

raboliques, alors f est de rang constant, Ker(f) et Coker(f) , munis de

leurs structures paraboliques canoniques sont semi-stables, et on a
paru(Ker(f) ) = paru(Coker(f)) = paru(E) .

b) S paru(F) < paru(E) , on a Hom(E,F) =ﬁﬁ .

c) Si E et F sgont stables, et parU(E) = paru(F) , on a Hom(E,F) = iq}

ou bien E et F sont isomorphes.

d) S2 E est stable, E est simple, c'est d dire que les seuls endormorphis—

mes paraboliques de E sont les homothéties.
On en déduit immédiatement le

COROLLAIRE 10 : Soient E, et E, des fibrés paraboliques semi-stables tels

que paru(Ei) = paru(Ez) = U . Alors toute extension de E, par E, est un

2 1

fibré parabolique semi-stable et on a parW(E) = U .

Soit U un nombre réel, et Cy la catégorie dont les objets sont les
fibrés paraboliques semi-stables E tels que parW(E) = U et les morphismes
de fibrés paraboliques entre ceux—ci. D'aprés le Corollaire 10 la somme directe
de deux objets de C,.

U
aussi un objet de qJ . On en déduit a 1l'aide de la Proposition 9 la

, munie de sa structure parabolique canonique, est

PROPOSITION 11 : La catégorie Cu est abélienne, artinienne et noetherienne.

On peut donc appliquer a C“ le Théoreme de Jordan-Holder, ce qui donne
le

THEOREME 12 : Soit E un fibré parabolique semi-stable sur X . Il existe

une filtration de E par des sous—fibrés vectoriels

0 =Ep+1C EPC ....CEZC E1C EO = E
is

telle que pour 1 £ 1 £p , le fibré parabolique Ei/Ei+1 soit stable et

qu'on ait parLKEi/Ei+1) = par (E) .

De plus la classe d'isomorphisme parabolique du fibré parabolique

P

® Ei/Ei+1 ne dépend que de celle de E . On note Gr(E) cette classe
i=1

d'isomorphisme.

Soit E un fibré quasi-parabolique, a wun systéme de poids pour E et Ea
le fibré parabolique défini par E et A . Si Ea est semi-stable on pose
a-Gr(E) = Gr(Ea) .

Remarque : Si E est un fibré parabolique semi-stable, les suites de mul-

tiplicité (resp. les systémes de poids) pour E et Gr(E) sont les mémes.
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II.- VARIATION DE LA (SEMI-)STABILITE AVEC LA STRUCTURE PARABOLIQUE

Soient r et d des entiers tels que r 2 2 . Soit AV 1la catégorie des fi-
brés quasi-paraboliques E de rang r de degré d , de suite de multiplicités

(k fixée, et tels qu'il existe un systéme de poids a pour

xi)xe I,1 1€ n
E tel que E , muni de A , soit un fibré parabolique de degré parabolique
0 , c'est a dire que

= o5

xel 1=1 kxi'axi) *d=0 .

On note  1'ensemble des suites a = (a_. . e .
( Xl)xe I,1 §1§nx vérifiant 1'éga-

lité précédente et telles que pour tout point x de I , on ait

0 < a < a <.v.. < a <1 .
x1 X2 ples

X
On prouvera le résultat suivant

THEOREME 13 : Etant donné un élément a de , 1l existe un élément a'
de Q ad coordonnées rationnelles tel que :
(i) pour tout objet E de \V , E est a-semi-stable (resp. a-stable) si
et seulement si E est a'-semi-stable (resp. a'-stable).
(ii) pour tout objet a-semi-stable E de Q , les fibrés quasiparaboliques
sous-jacents aux sous—fibrés paraboliques de degré parabolique O de E muni
de a sotent les mémes que ceux qui sont sous-jacents aux sous-fibrés para-
boliques de degré parabolique O de E muni de a' .

Par conséquent les fibrés quasi-paraboliques sous-jacents ¢ a-Gr(E) et

a'-Gr(E) sont isomorphes.
(La notion d'isomorphisme quasi-parabolique étant évidente).

LEMME 14 : Soit a un élément de Q . Alors il existe un voisinage U de
a dans Q tel que pour tout élément b de U , tout objet de \}'qui est

a-stable soit aussi b-stable.

Si E est un objet de e , b un élément de Q , et F un sous-fibré
vectoriel de E , on pose
X(E,F,b) = - b-parp(F) ,
F étant muni de sa structure canonique de sous-fibré parabolique du fibré
parabolique défini par E et b
Alors il existe des constantes CI’CZ indépendantes de E et de b telles
que
deg(F)
deg(F)

A

C1 = X(E,F,b) < 0
C2 = x(E,F,b) 2 0

[\
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Les formes linéaires X(E,F,b) en b correspondant aux objets E
et aux sous—-fibrés F de ceux-ci tels que
C, S deg(P) S C,
sont en nombre fini, donc il existe un voisinage U de a et un réel & >0
tel que pour tout objet a-stable E de’V’, tout sous-fibré F de E tel que
C1 < deg(F) < 02
et tout élément b de U , on ait

X(E,F,b) 2 §
On voit aisément que U est le voisinage cherché.

Ceci achéve la démonstration du Lemme 14,

Soit d' un entier tel que O > d' > d . Pour tout élément x de I soit

m un entier tel que 1 <m_<n , 1 ....,im un sous-ensemble de

X X 1’ o
1,....,nX tel que i, < ... < 1mx N le"""pxmx des entiers tels que
< < <ig
1= pxj s kxi. pour 1 £3 S moo.

On considére l'ensemble des éléments b de @ tel que

m
X
Z_ (Z pxj.bxi.) +d' =0

xel j=1 j
Un tel sous-ensemble de § est dit distingué. Il en existe un nombre fini.

On note D 1leur réunion.

LEMME 15 : Soit K une partie compacte de Q\D . Alors il existe un nombre
réel & > 0 tel que pour tout objet E de YV, tout sous-fibré vectoriel
F de E et tout élément b de K , on ait

'X(E,F,b) 26

Immédiat.

LEMME 16 : Soit S wune composante connexe de S\D . Pour tout objet E de
V", tous éléments b, et b,
(i) E est b,-stable st et seulement si E est bz-stable.

(ii) S E est b1-semi—stable, E est b1—stable.

Seul (i) ne découle pas trivialement de la définition de D .

de S , ona

Supposons que E soit b1-stab1e et soit F un sous-fibré vectoriel de E .

Alors on a X(E,F,b1) >0 , et conme la forme linéaire en b X(E,F,b) ne
s'annule pas sur 1l'ensemble connexe S , on a X(E,F,bz) >0

Donc E est bz—stable.

Ceci achéve la démonstration du Lemme 16.
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Démonstration du Théoréme 13

I1 est déja démontré si a est un élément de Q\P , a cause du Lemme 16
et du fait que D est fermé. Supposons que a appartienne 3 D . Soit Y
1'intersection des ensembles distingués passant par a . Alors il existe un
voisinage U de a tel que tout ensemble distingué passant par un point de
YNU passe aussi par a . On peut supposer que YNU est connexe, car Y
est une partie convexe d'un TR -espace vectoriel. On voit alors aisément que
pour tout point b de YNU et tout objet E de W?', E est b-semi-stable
(resp. b-stable) si et seulement si E a-semi-stable (resp. a-stable).

Puisque Y est défini par des équations linéaires 3 coefficients rationnels
YNU contient des points & coordonnées rationnelles.

Ceci achéve la démonstration de la partie (i) du Théoréme 13. On vérifie

|

aisément que a' satisfait aussi aux conditions de (ii).

Le Théoréme 13 est donc démontré.

III.- QUELQUES RESULTATS DE LANGTON. LE THEOREME DE PROPRETE

(Langtonl}ﬂ , Mehta-Seshadri [15] , I1I).

A.- Fibrés paraboliques sur une courbe projective lisse sur un corps non né-

cessairement algébriquement clos. Changement de base.

Soit X une courbe projective lisse sur un corps commutatif k . On appel-
le fibré vectoriel sur X un faisceau localement libre sur X , de rang fini.
Si E est un fibré vectoriel sur X et x un point rationnel de X , on

appelle fibre de E au-dessus de x le k-espace vectoriel Ex B _ k

0,

(qu'on note aussi quelquefois Ex) . X

On définit les fibrés (quasi-)paraboliques comme dans le Chapitre I,
en prenant pour I un ensemble fini non vide de points de X(k).

Soit K un corps commutatif extension de k . On note XK la courbe
projective lisse X X Spec(K) sur K . On identifie de maniére évidente
I et un ensemble de points de XK(K) . Si K' est une extension de K ,

on a (XK)K' = XK' , et on note lK,K' le morphisme XK,-——DXK induit

par l'inclusion KCK' . Si E est un fibré vectoriel sur X , on note
K
Eg le fibré vectoriel lk,K(E) . Remarquons que (EK)K, = EK'
Si x est un point de I , on a
EKx = Ex B kK N

donc une structure parabolique sur E induit une structure parabolique
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sur EK . Si E est un fibré parabolique sur X , on note EK le fibré
parabolique qu'il définit sur XK .

La notion de degré (parabolique) d'un fibré (parabolique) a un sens. On
définit la (semi-)stabilité d'un fibré parabolique comme dans le chapitre I,
et les résultats précédents sont valables sur X , sauf la partie d de la

Proposition 9 ("si E est stable, E est simple").

PROPOSITION 17 : On suppose que k est infini ou K/k algébrique. Soit E
un fibré parabolique sur X . Alors Eg est semi-stable si et seulement si
E 1l'est.

Si Eg est semi-stable, il est évident que E est semi-stable.

Supposons réciproquement que E soit semi-stable.

Soit E' 1le sous—fibré parabolique semi-stable maximal de E, . Il faut

K
montrer que E' = Eg - Pour cela, il suffit de montrer qu'il existe un sous-—
fibré parabolique F de E tel que F, = E' : en effet, dans ce cas, on aura

K
paru(E') = paru(F) £ parp(g) = paru(EK) s

par semi-stabilité de E . On en déduit immédiatement que E' =E, .

K
Soit z (resp. t) le point générique de XK (resp. X) , (ei, ..... ,e's)
une base du k(z)-espace vectoriel E; C EKz = Et B K& - On peut écrire
e! = Z: a,..e,. pour 1 S1i<s |,
i 7 iiTi]

(avec aij dans K , eij dans Et) . Soit K' 1le sous-corps de K engendré
par k et les aij . On voit aisément qu'il existe un fibré parabolique
F' sur XK’ tel que Fk =E' , et il suffit de montrer qu'il existe un
fibré parabolique F sur X tel que Fp = F' . Puisque F' est le sous-fibré

parabolique semi-stable maximal de E , on s'est ramené au cas ou K/k

'
est une extension de degré de transceﬁdance fini.

Soit P(K/k) 1la propriété énoncée par la Proposition 17 , alors si K/k
et K'/K sont des extensions, on a

P(K'/K) wam=> P(K/k) et (P(K/k) et P(K'/K))==>P(K'/k) .

On est donc ramené 3 traiter les cas suivants :
(1) K/k est une extension galoisienne,
(ii) K =k() , u étant un élément de K tel que uP  soit dans K .

(p = car(k)) ,

(iii) K = k(T) .

(i) Soit G 1le groupe de Galois de K/k . Pour tout élément O de G , soit

0,, l'automorphisme de Xy au-dessus de X induit par o :

K

Soit U = Spec(A) un ouvert affine de X . Alors, sur l'ouvert
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-1 ~ , . .
lk,K(U) = Spec(A B kK) de XK » Op est donné par 1'automorphisme I, Bo

de A K .
Ek . . . *
On a un isomorphisme canonique GK(EK) =2 EK H
Si sur U , E est donné par le A-module libre M , EK est donné au
=1 * .
lk,K(U) par M ﬂkK , et OK(EK) est donné au-dessus de

i;1K(U) par le A EkK-module libre N dont le groupe additif sous-jacent
’

est M ﬁkK , et la multiplication
(m,c)fm—am B 0(c) .

* -1
L : - .
L'isomorphisme EK-———q OK(EK) au-dessus de lk,K

dessus de

(U) est défini par
1'automorphisme de A ﬁkK—modules

MB K—N
mB ¢ ——>sm B o(c) .
*
Par unicité de E' , on a UK(E') = E', donc d'aprés Grothendieck ([6],
p. 22) il existe un sous-fibré vectoriel F de E tel que FK =E' . Sion
munit F de sa structure parabolique canonique, 1'égalité est encore valable.

Ceci prouve (i) .

(ii) On appelle dérivation de E?i sur 9; un morphisme de faisceaux de
K

€ -modules
* o

D:0, —

X X
tel qu'en tout point x de XK , et pour tous éléments vy, y' de e; N
on ait
"y - ' '

Dx(y.y ) y.Dx(y ) +y 'Dx(y)

Une telle dérivation induit un morphisme de faisceaux de e&—modules

D' : E, ——aE

K K
de la facon suivante : en un point x de U , on a EKx =M EAGt{ , et
\J .
DX.MEAVX_,\MEAO)’(
mBy _____ymBD(y) .
On a, pour tous éléments e de EKX , a de 5; s

D;(a.y) = a.D; (y) + Dx(a).y .
Soit p : EK —_— EK/E' la projection, alors
po D'IE, : E' —— E/E'
est un morphisme de Biz—modules, comme on le voit aisément. Ce morphisme
est nul (ceci découle de la démonstration de l'unicité de E') .
Donc E' est stable par D' . Par conséquent, d'aprés Grothendieck ([h]) ,
p. 23) il existe un sous-fibré vectoriel F de E tel que FK =E' . Il
faut évidemment munir ce fibré vectoriel de sa structure canonique de sous-

fibré parabolique de E . Ceci prouve (ii).
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(iii) Soit a un élément de k . Le k(X)-automorphisme fa de
K(X) = k(X)(T) associant T + a & T définit un automorphisme o, de Xy
sur X , et comme dans (i) on a
* *
= " = R
oa(EK) E, et ca(E) E' .
Par conséquent E; est un sous-K(X)-espace vectoriel de Et Hk(X)K(X)
stable par I R fa . I1 suffit de montrer qu'il existe un sous-espace
t
. I .
vectoriel Ft de Et tel que Ft Ek(x)K(X) Ez . En effet, si F est
le sous-fibré parabolique de E défini par Ft , on aura FK =E' .
Pour tout a dans k , on pose
n
u, = un.(T +a) + ...+ u1.(T +a) + uy
C'est un élément de E; , puisque E; est invariant par I G)fa .
Le corps k étant infini, il existe des éléments Baseeesdy de k tels
que le déterminant
1

(T +a)" (T+a)" L

. . .
. . .

. . .

n n-1
(T + an) (T +a) veee 1

soit non nul.

Puisque u, ,....,uy sont dans E; , on en déduit que pour 1 £ i £ n
0 n

i P L.
u;.T est un élément de E; , ainsi donc que ug

Ceci prouve (iii) et achéve la démonstration de la Proposition 17.

PROPOSITION 18 : On suppose que k est algébriquement clos. Soit E un fibré
parabolique et K/k une extension, K étant un corps commutatif algébrique-

ment clos. Alors EK est stable si et seulement st E 1'est.

I1 est évident que E est stable si EK 1'est. Supposons réciproquement

que E soit stable. Soit E1 la somme des sous-fibrés paraboliques stables

F de EK tels que paru(F) = paru(EK) . On peut, en raisonnant comme dans
la Proposition 17, montrer qu'il existe un sous-fibré parabolique F de E
tel que FK = E1 : cependant on remarquera qu'on ne doit pas utiliser le cas

(ii) de la Proposition 17, car il se peut que Hom(E1,EK/E1) # 0 . On peut
s'en dispenser en appliquant le résultat suivant : toute extension de degré
de transcendance fini de k est séparablement engendrée. (voir par exemple
[33] , Vol.I, Thm. 31 p. 105) . Le fibré parabolique étant stable, on en

déduit que F =E , d'odt E, = E,. Mais on montre aisément en utilisant la

K 1

Proposition 9, que E1 est une somme directe de fibrés stables, donc si

EK n'est pas stable, on a
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dim(End'(EK)) >1
End'(EK) désignant 1'espace vectoriel des endormorphismes paraboliques de
E, - On note End(EK) 1'espace vectoriel des endomorphismes du fibré vec-
toriel sous-jacent & E , et on définit de méme End(E) et End'(E) .

K
Supposons qu'on puisse montrer que
End(E,) = End(E) ® K ,
on en déduit immédiatement que
End'(EK) = End' (E) Ek!( ,
et conme E est stable, et k algébriquement clos, on a
dim(End'(EK)) = dim(End'(E) ) =1 .

La Proposition 18 est donc une conséquence du

LEMME 19 : Soit K/k une extension et E un fibré vectoriel sur X . Alors
on a
0 .0
HO(X,Ep) = H(X,E) B K
On a HO( E ) = HO(X i *(E ) ) = HO(X E B, K) et le Lemme 19
XeoBg 9 i ¢ 2 By ’
résulte aisément de ce que X est quasi-compact et de ce que

ho(x,a') =1

Remarque : La proposition 18 suggére de nouvelles définitions :

On suppose k quelconque. On dira qu'un fibré parabolique E sur X est
semi-stable (resp. stable) s'il existe une extension algébriquement close
K de k telle que le fibré parabolique EK sur XK soit semi-stable (resp.
stable). D'aprés la Proposition 18, c'est alors vrai pour toute extension
algébriquement close de k .

Remarquons que la nouvelle notion de semi-stabilité est équivalente a

la précédente. A priori il n'en est pas de méme pour la stabilité.

B.- Familles de fibrés paraboliques

Soit r un entier tel que r 2 2 .
Soit K wun corps commutatif , W un k-espace vectoriel de dimension r,

k1’°"°’kn des entiers strictuement positifs tels que
n
z: k, =r .
i=1 *

On appelle variété des drapeaux de type (ki) de W 1la variété algébrique
projective F(W)(ki) dont les points sont les filtrations

W=W DWW, oo WOW = {0}
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de W par des sous—espaces vectoriels de W , telles que pour 1= i< n
on ait
dim(Wi/Wi+1) =k, .
Soit Y un k-schéma noetherien, V un faisceau localement libre de rang
r sur Y . On peut définir un Y-schéma propre noté F(V)(ki) , représentant
le foncteur associant 3 un Y-schéma f : Z—>Y 1'ensemble des suites
(pl,....,pn) , ol po:r 1 €1 €n , p; ¢ f*(V)——————>Vi est un quotient lo-
calement libre de £ (V) tel que Ker(pi+1)<: Ker(pi) pour 1< i< n-t
et rg(Vi) =k, +.... +k pour 1<£is<n .
Si Y' est un k-schéma noetherien, et g : Y'—— Y un k-morphisme, on
a un isomorphisme canonique
F(g" (M) (k) = F(V) (k) X, ¥'
En particulier, pour tout point y de Y , on a
F(V) (ki)y = F(vy)(ki) .
Dans tout ce qui suit, on se place sous les hypothéses du Chapitre I.

Soit (kxi)x€I , 11 & n

telle que pour tout point x de I , on ait

une suite d'entiers strictement positifs,

n

X
Eg; kxi = r .

Une famille de fibrés quasi-paraboliques de suite de multiplicités (kxi)
paramétrée par un k-schéma noetherien Y est la donnée d'un faisceau loca-
lement libre V de rang r sur Y Xy X , et pour tout point x de I , d'une

section de F(Vl‘lx {x}) ((k_.) )

xi’1 £ 1 £n
X

Une famille de fibrés paraboliques s'obtient en ajoutant aux données pré-
cédentes celle de poids. On définit comme dans la premiére partie la notion
d'isomorphisme de deux familles de fibrés paraboliques paramétrées par un
méme k-schéma noetherien.

Remarquons que si Y = Spec(K) (K étant une extension de k ) , ces
définitions coincident avec celles des fibrés (quasi-)paraboliques sur XK

Si Y' est un sous-schéma fermé (ou ouvert) de Y , une famille de
fibrés (quasi-)paraboliques paramétrées par Y induit par restriction une
famille de méme nature paramétrée par Y' , de méme suite de multiplicités.

Si R est une k-algébre commutative qui est un anneau de valuation dis-
créte, et z le point générique de Spec(R), Spec(k(z)) est un ouvert

de Spec(R). Si E est un faisceau localement libre sur Spec(R) ka ,
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toute famille de fibrés (quasi-)paraboliques paramétrée par Spec(k(z)) de
faisceau sous-jacent E se prolonge de maniére unique en une famille de méme

nature paramétrée par Spec(R) de faisceau sous-jacent E .

C.- LE THEOREME DE PROPRETE

Soit R un anneau de valuation discréte, d'idéal maximal engendré par T
tel que kC R , avec R/(m) =k . On pose
X, = Xx, Spec(R) ,

R k
c'est un schéma irréductible lisse sur Spec(R) . Soit D 1le corps des frac-
tions de R , z 1le point générique de XR , t le point générique de X
Le morphisme i : X, ——pX_ = découlant de 1'inclusion r € K est une immer-

K R
sion ouverte, car pour toute k-algébre commutative A , on a

AR K= (ARR, 5

Le morphisme j : X.———,XR ,découlant de la projection R-—3k est une

immersion fermée. On a de plus

XNX =@ et XUX =X .

On démontrera le

THEOREME 20 : S F est un fibré parabolique semi-stable sur X o 1l existe
une famille E de fibrés paraboliques paramétrée par Spec(R) telle que

*

i (E)~F

*
et que j (E) soit un fibré parabolique semi-stable sur X .
* *

(La définition des fibrés paraboliques 1 (E) et j (E) est évidente).

Pour une démonstration, voir Mehta-Seshadri US] .

IV.- LES ESPACES DE MODULES DE FIBKES PARABOLIQUES (SEMI)-STABLES

Soient r et d des entiers, avec r 2 2 .

Soit a = (a_.) une suite de nombres réels telle que pour

IA

xi‘xel,1 £1i

tout point x de I on ait

0fa,< ....<a_< 1,
Xn

X
une suite d'entiers strictement positifs telle que

x1

X = (k

xi)xe I,1 £1¢ n
pour tout point x de I on ait

n
E:f k . =1
xi

i=1
On note S(X,a,d) 1'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés parabo-

80



FIBRES VECTORIELS AVEC STRUCTURE PARABOLIQUE

liques semi-stables de rang r, de degré d, de poids a et de suite de multi-
plicités X . On note S'(X,a,d) le sous-ensemble de S(X,a,d) constitué

des classes d'isomorphisme de fibrés paraboliques stables. Pour étudier

S(X,a,d) et S'(X,a,d) , on peut supposer que d est aussi grand qu'on le
veut, que les a sont rationnels et que le degré parabolique d'un fibré
parabolique dont la classe d'isomorphisme est un élément de S(X,a,d) est O .
En fait ces assertions doivent &@tre démontrées une fois construits les espaces

de modules, on laissera ces vérifications au lecteur.

A.- Espaces de modules grossiers

DEFINITION 21 : Soit T un k-schéma noetherien. On appelle famille d'éléments
de S'(X,a,d) paramétrée par T une famille (E,s) de fibrés paraboliques
paramétrée par T telle que pour tout point t de T , la restriction Et de
(E,s) a XETET soit un fibré parabolique stable (k(t) désignant la clGture
algébrique de k(t))

Soit F 1le foncteur k-Sch———3Ens associant a un k-schéma noetherien Y
1'ensemble des classes d'isomorphisme de familles de fibrés paraboliques de

suite de multiplicités X , de poids a et de degré parabolique d .

DEFINITION 22 : Un espace de modules grossier pour S'(Y,a,d) est un morphisme
de foncteurs k-Sch———s Ens
¥ : F——aMor( ,Y) ,
YO étant un k-schéma noetherien, satisfaisant aux conditions suivantes :
(1) W(*) : F(*)———1>Yo(k) est une bijection
(avec #* = Spec(k), donc F(*) = S'(y,a,d))
(ii) Pour tout morphisme de foncteurs,

Wl ¢ Fe——Mor( ,Y1) s

Y1 étant un k-schéma noetherien, il existe un unique morphisme

f: YO-—----,bY1

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

’;7Mor( ,Yo)

<~ Mor( ,f)

F
\Mor( LY

On définira dans un cas particulier la notion de bon espace de modules pour
S'(x,a,d) (voir C) .

On prouvera le

P
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THEOREME 23 : Il existe un espace de modules grossier Us(x,a,d) pour
S'(x,a,d) , quil est une variété quasi-projective lisse.
De plus, Us(x,a,d) posséde une compacification naturelle, notée U(x,a,d) .

N

On peut décrire 1'ensemble sous-jacent & U(x,a,d). C'est le quotient de
S(X,a,d) par la relation d'équivalence suivante : pour tout couple (E,F)
de fibrés paraboliques dont les classes d'isomorphisme sont des éléments de
S(x,a,d) , E et F sont équivalents si et seulement si Gr(E) = Gr(F) .

On démontrera dans VI que S'(¥,a,d) # @ . En admettant ceci, on peut
montrer que

din(U(y,a,0) ) = r2.(g=1) + 1 + 3  dim(F( (k_.)

x1i"18isn
xel X

))

B.- Démonstration du Théoréme 23

On démontre d'abord le résultat suivant, analogue au Lemme I.20.

LEMME 24 : S2 d est assez grand, pour tout fibré parabolique E dont la
classe d'isomorphisme est dans S(x,a,d) , on a

(1) Le fibré vectoriel sous-jacent d E est engendré par ses sections glo-
bales.

(i)' (X,E) =0

Dans tout ce qui suit, on choisit d comme dans le Lemme 24.

Les fibrés paraboliques sont la classe d'isomorphisme est un élément de
S(x,a,d) ont le méme polyndme de Hilbert P , et leurs espaces de sections
globales ont la méme dimension p .

On note Q 1le schéma de Hilbert correspondant 2 P et Gu kP (voir
I.III.A) . Soit U 1le faisceau canonique sur ()ka , R 1l'ouvert de Q
caractérisé par le fait que pour tout point fermé q de R , la restriction
ﬂh de U a {qb{X est un fibré vectoriel et 1'application canonique

kP HO(X;‘U.(.])
est un isomorphisme. On sait que R est une variété algébrique lisse irréduc-
tible de dimension rz.(g—i) + p2 . On note A" la restriction de 1 a RxX

. ~ sy s .
Soit R 1la sous-variété fermée de

T F(W NXCUTD P |
xel Rx{@ xi’1 £ 1 Sn
constitué des points (Cx)xel tels que pour tout couple (x,x') de points

de I , la projection de x sur R soit égale & la projection de x' sur R .

On note
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la projection canonique. Remarquons que R est une variété irréductible
lisse de dimension
2 2, 5
r.(gm1) +pt 4 xel Favﬁ\R)({x})(kxi)1§ iénx) .
Remarquons que chaque point fermé q de R définit une structure parabolique

sur le fibré vectoriel 'U%(q) sur X . On notera Mh ce fibré parabolique.

On démontre aisément que ® , muni de la famille de fibrés paraboliques
évidente dont le faisceau sous-jacent est ﬂ*€V7 , posséde une propriété uni-
verselle locale analogue a celle qui est énoncée dans la Proposition I.21.

soit RS (resp. R®) 1'ensemble des points q de R tels que ﬂ% soit un
fibré parabolique semi-stable (resp. stable).

Le groupe PGL(p) agit sur R et on peut comme dans la Proposition I.22,

~
préciser l'action de PGL(p) sur R :

PROPOSITION 25 : (i) Pour tout couple (q1,q2) de points fermés de R, les

fibrés paraboliques ’Uq1 et ﬂﬁz sont isomorphes si etﬂseulement st qqet q,

sont dans la méme orbite de l'action de PGL(p) sur R .

(ii) Pour tout point fermé q de R , le stabilisateur de q sous l'action de
*

PGL(p) est isomorphe au quotient Autﬁuﬁ)/k.l s Autcua) désignant le

groupe des automorphismes poraboliques de ﬂﬁ .

Pour obtenir Us(x,a,d), il faudrait '"quotienter" &S par PGL(p) .
Comme pour le cas des fibrés vectoriels, il faut utiliser une variété auxil-
liaire.

Soit N un entier strictement positif . Pour tout point x de I , et tout

entier i tel que 2 £1i £ n.o, soit

On pose n
N T X

Z=H LT

P,T ¥ Xx€I 1=

1 e :
Patyi
Le groupe SL(p) agit de facon évidente sur Z .
On utilise maintenant des résultats du chapitre III de la premiére partie. De
la Proposition I.25 on déduit le
) un élément

X
de Z . Pour tout sous-espace vectoriel V de kP, on note Vj (resp.in)

TORE . . - (1P P p
THEOREME 26 : Soit e = (k /E1,....,k /EN,(k /Exi)x€I’1 <ic<n

L'image de V dans kp/Ej (resp. kp/Exi) . Alors le point e de Z est
semi-stable (resp. stable) pour la linéarisation de l'action de SL(p)

définie par une suite (b1,....,bN,(b ) d'entiers, si et

xi'xel,1 £ 1 £ nx)
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seulement si on a, pour tout sous—espace vectoriel non trivial F de kP

N
dim(F).(r. Bb., + & I3 b -t

.)
j=1 xeI i=1 X1
N
S p.( L bodim(F) + 23 25 b .dim(F))
=1 ! xel i=1 ¥ x

(resp. < ).

Dans ce qui suit, on considére une linéarisation de 1'action de SL(p)

sur Z définie par la suite

xl)"""e'(axn._axn —1) )XCI) ’
X X

€ étant un nombre rationnel strictement positif. Soient Xypere X

(1,ee.a,t,(e. (1 = axnx),e.(ax2 - a

N des points
de X , distincts de ceux de I . On considére le morphisme
T ! Re—ma2Z

@ (W) ,....cua)xnx’(Fi““a>x)xe1,1 Sisn)’

Le résultat suivant généralise un; partie du Théoréme I.31.

THEOREME 27 : On peut choisir l'entier N , le rationnel € de maniére que
les propriétés suivantes soient vérifiédes :

(1) T est injectif

(Gi) 171z = R®®

(i) 1@ = &

(Voir Mehta-Seshadri []%J Prop. 4.2).

P %SS ~S N
On en déduit que R~ et R sont des ouverts de R , et possedent une

propriété universelle locale évidente.

Notons que 1l'assertion (iv) du Théoréme I.31 ("T est une immersion fermée')
ne semble pas généralisable. Cette partie du Théoréeme I.31 était indispensable
a la construction des variétés de modules de fibrés vectoriels stables.

On utilisera pour s'en dispenser dans le cas des fibrés paraboliques le
Théoreme 20 (''Théoréme de propreté").

Soit Y = ZSS/SL(p). C'est une variété projective, d'aprés le Théoréme I.25.

Soit M 1'image de R°® dans ¥

PROPOSITION 28 : L'image M de ' R%®  est une sous-variété fermée de Y .

I1 suffit de montrer que tout morphisme £ : Spec(k( (T) ))——>M se pro-
longe en un morphisme Spec(k[fﬂ] )—M .

Soit 2z 1'unique point de Spec(k( (T))) . Alors il existe un point q de
R®® (non nécessairement fermé) tel que T(q) = £(z) . Le fibré parabolique

’Ua est semi-stable d'aprés le Théoréme 27. On déduit du Théoréme 20
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qu'il existe une famille E de fibrés paraboliques paramétrée par Spec(k[fﬂ]),

E =~ W
|"k( m)y ¢

D'autre part,

telle que , et que le fibré parabolique E\X soit semi-

stable.

0 e
h™( »E = n° :
X (m) 'xk((T))) =0y Ko ke Elxk((T)))

=P »
d'aprés les Lemmes 19 et 24, et
0
b <x,ElX) =7 .
donc

I-IO(Xk [[T]] ,» E) = k I_EI‘H P
et E est engendré par ses sections globales. On en déduit un morphisme
Spec (k [[T]] )——-—-)ﬁ
et en utilisant le fait que R°% est un ouvert de R , on voit que ce morphis-
me est i valeurs dans R°° . En le composant avec le morphisme ﬁsi—-——<>Y ,
on obtient le prolongement souhaité de £ .
Ceci prouve la Proposition 28.

. ~ . . . ~ss .
Soit M 1la normalisation de M , le morphisme R >M se factorise

par un morphisme
~ss

~
PR oM,
~Ss . . . .
(car R est lisse) qui est surjectif.
-~
On va montrer que M est la variété U(yx,a,d) souhaitée. On procéde comme
dans la démonstration du Théoréme I.17. On démontre d'abord le résultat sui-
vant, analogue de la Proposition I-32.

PROPOSITION 29 : Soient q,q' des points fermés de R3S . 4lors on a

Gr(uh) = GrCUa,) si et seulement si on a
PGL(p).q N PGL(p).q" # @

La seule étape restante de la démonstration du Théoréme 23 qui n'est pas

analogue a ce qu'on a vu dans la premiére partie est la

PROPOSITION 30 : SZ C1 et C, sont deux sous-ensembles fermés disjoints

PGL(p)-invariants de RS , leurs images dans M sont disjointes.

Soit F(x,a,d) 1l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés paraboliques
de rang r, de degré d, de poids a et de suite de multiplicités y .

Soit X, un point de X\I . Pour tout fibré parabolique E dont la classe
d'isomorphisme est dans F(x,a,d) , on peut définir une autre structure para-
bolique E' sur le fibré vectoriel sous-jacent & E , en considérant la

structure parabolique concentrée en I de E, & laquelle on adjoint en X,
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n'importe quel drapeau complet

Exo = F1(E)XOD FZ(E)XOD e . DF (E)x ,

r-1 0

avec des poids fixés b1,....,b

On peut choisir les bi ass:z1petits pour que les propriétés suivantes
soient vérifiées, pour tout fibré parabolique E dont la classe d' isomorphis-
me est dans F(y,a,d) et tout fibré parabolique E' obtenu comme plus haut
a partir de E
(i) Si E' est semi-stable, E' est stable.

(ii) Si E' est semi-stable, E est semi-stable.
(iii) Si E est stable, E' est stable.

On considére le schéma de Hilbert Q' , la variété R'S , le faisceau U'
sur Q'ka ainsi que la variété M' qui est un quotient géométrique de
RS par PGL(p) , correspondant aux fibrés paraboliques E'

Pour tout point t de E'S , 11 existe un voisinage U de t et un morphisme
£ U—s}5" , unique & PGL(p)-translation prés, tel que pour tout point fer-
mé q de U , le fibré parabolique 1L'f(q) soit isomorphe au fibré parabolique

obtenu en privant U de sa structure parabolique en x (f est un morphisme

(0]
"d'oubli"). L'existence de f découle de la propriété universelle locale
~SS
de R .

Supposons que p(C1) N p(Cz) # @ , et soit x un élément de cette intersec-—
tion. La réunion des images inverses de c, (resp. CZ) par les morphismes

P s sz . ¥, s
locaux précédents est une sous-variété fermée D1 (resp. DZ) de R'

, et
D1 A D2 =@ . On note p' 1la projection ﬁ'g____pﬁ' . Puisque M' est un
quotient géométrique de R'S par PGL(p) , on a p'(Dl) N p'(Dz) $#0 .

Les morphismes locaux précédents se recollent pour donner un morphisme

Yy o ﬁ'-————»ﬁ .

Alors en admettant 1'existence de fibrés paraboliques stables, qui sera
prouvée dans VI, on voit que génériquement les fibres de Y sont des variétés
de drapeaux et sont donc connexes. Par conséquent toutes les fibres de Y sont
connexes. On a donc, puisque

v e o' U ety
et que W—1(x) rencontre p'(D1) et p'(Dz) ,
vGe ot o'y
ce qui est absurde.
Ceci prouve la Proposition 30 et achéve la démonstration du Théoréme 23.

Notons qu'en démontrant le Théoréme 23, on a obtenu la

PROPOSITION 31 : La variété U(X,a,d) est normale.
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C.~ Bons espaces de modules

Le principal résultat de C est analogue au Théoréme I.18, et la démons-
tration ainsi que la généralisation en sont laissées au lecteur.

On suppose que I est réduit 3 un point Xy » et X = (1,r-1) . Autre-
ment dit, on considére des fibrés vectoriels E sur X , on spécifie des
hyperplans de Exo , et on se donne des poids (a1,a2)

On suppose que a, et a, sont choisis assez petits pour que la propriété
suivante soit vérifiée : tout fibré parabolique semi-stable dont la classe
d'isomorphisme est dans F(¥,a,d) est stable.

Jn appelle famille rigidifiée dans S(X,a,d) paramétrée par un k-schéma
noetherien T 1la donnée d'un faisceau localement libre E sur 'Tka et
d'une section s de EITx {3 ne s'annulant pas tels que pour tout point
t de T le fibré parabolique sur XE?ET défini par E et s soit stable.
On définit de maniére évidente la notion de morphisme de familles rigidifiées
paramétrées par T , ainsi que, pour tout morphisme de k-schémas noetheriens
g : Y——T , la famille rigidifiée g*(E,s) dans S(X,a,d) paramétrée
par Y .

Soit E : Sch——3Ens 1le foncteur contravariant associant & un k-schéma
noetherien l'ensemble des classes d'isomorphisme de familles dans S(¥X,a,d)
paramétrées par T .

Alors on a le

THEOREME 32 : La variété U(x,a,d) représente le foncteur E .
V.- LE CAS COMPLEXE

Dans cette partie on supposera que k = .
Soit H 1le demi-plan supérieur de € , c'est & dire 1'ensemble des

nombres complexes 2z tels que Im(z) > O

a b
Sig = ( > est un élément de SL(2,R) , et z un point de

c d
(( U {w], on pose
a.z +b
glz) = c.z +d :
On a
Im(g(z) ) Im(z) > ,
‘c.z + d,

donc g(H)C H . On définit ainsi une action de SL(2,R) sur H .
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L'élément -I de SL(2,R) agit trivialement sur H , on peut donc considé-
rer que c'est PSL(2,R) qui opére sur H .

Soit G un sous-groupe discret de PSL(2,R) , tel que H mod.G soit de
mesure finie et que G agisse librement sur H .

On appelle point parabolique de G un élément c de R.U{“G tel qu'il
existe un élément g de G“TI,% tel que g(c) = c . On note H' 1la réunion
de H et de l'ensemble des points paraboliques de G . Pour tout élément
gde G , on a g(H+)<: H , on peut donc considérer que G opére sur o
Alors X = H+ mod.G peut €tre muni d'une structure naturelle de surface de
Riemann compacte, et Y = H mod.G est un ouvert de X . De plus X\Y est
fini.

On note 7 la surjection canonique H—5x .

Soit E wun espace hermitien de dimension finie et

p : G—>WU(E)
une représentation unitaire de G . Cette représentation induit une action
linéaire de G sur le fibré vectoriel H xE , par

g.(z,e) = (g(z),p(g).e) ,
pour tous éléments g,z et e de G,H+ et E respectivement.

On note Vj le fibré vectoriel holomorphe (H){E)/(E sur Y .

Le faisceau analytique sous-jacent est le suivant : pour tout ouvert U de Y
XO(U) est 1l'ensemble des sections holomorphes G-invariantes de
@xE)| 1 (U .

La représentation p définit aussi un fibré vectoriel sur X , qu'on va
munir d'une structure holomorphe naturelle. On le notera aussi Vp (bien sir
sa restriction 3 Y est le fibré Vp précédent) .

Soit zy un point parabolique de G . On peut supposer que zy =® , en
considérant un automorphisme intérieur de G . Il existe un voisinage
V de ﬂ(zo) tel que V\{n(zO% puisse étre identifié 3 U/G, , avec
U= {x +iy ,y> cj , ¢ étant un nombre réel strictement positif, Gewo
un sous-groupe de G engendré par

A:zp—>z +a ,
a étant un nombre réel strictement positif.

Soit W+ un ouvert G-invariant de w , on pose W = Hl\w+ . Soit
f : W—>E une section holomorphe G-invariante de WxE . On dit que f
est une section holomorphe G-invariante de W xE si pour tout point parabo-
lique z, de G comme plus haut, f est bornée sur UNW .

Plus précisément, il existe une base (e1,.....,er) de E telle que la

matrice de p(A) dans cette base soit
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0 2.i.m.c .
e T,

avec 0<c, £.... fc_< 1 .
1 r

Soit f(z) = (fj(z)) la décomposition de f dans la base précé-

1<£j<r
dente. La G, -invariance de f s'exprime par :
2.i.m.c, .
f(z+a) = e J.fj(z) pour 1 <j<r
c:
rind e
a

f(z) = e . gJ.(Tr(Z)) ,

g; étant une fonction holomorphe sur (w(W) N V)\ z,

Alors f est bornée sur U si et seulement si g 1l'est sur (n(WX\V?\{zCS

c'est a dire si et seulement si g se prolonge en une fonction holomorphe
+
sur VAT(W ) .

On peut maintenant définir le faisceau des sections du fibré vectoriel holo-
morphe Vp sur X : pour tout ouvert U de X , Vy (U) est 1l'ensemble des
sections holomorphes G-invariantes de W_1(U))(E

On note Ep le sous—espace vectoriel de E constitué des éléments G-inva-
riants. Tout élément de Eg définit de maniere évidente une section de Vp
On a donc une application linéaire injective

(0]
Ep —> H (X,Vp)
Le résultat suivant est analogue & la Proposition I.37.
PROPOSITION 33 : Z'application canonique
Ep — HO(X,Vp)
est un isomorphisme.
Il existe une structure parabolique canonique sur Vp , concentrée en

X\\Y . Soit z, un point de X\Y . Avec les notations précédentes, on pose

(0]
a = C = Cc = seee = C
z51 1 2 k ’
0 z01
a =c ceee = C
z9 Sk o+ 1 k ’
0 241 zg1 * kZ 2
0
E Ckz1+....+kzn _1=“"_ckz1+kzn ’
0 0 0 g 0 0 z,
ce sont les valeurs distinctes des cj . On pose ko =0 . Pour 1 <3 €< n o,
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on note FJ.(Vp)z le sous-espace vectoriel de sz engendré par les e

0 1

avec

i—-1

Skzm+1§1§r .

m=0 0
On associe & Fj(vp)z le poids a, i - On définit ainsi un fibré parabolique

0 0

qu'on notera aussi Vp .

Soient Pys Py des représentations unitaires de G . Il existe une inclu-
sion évidente

Hom(p1,pz)-____>Hom(Vp1, sz)
(Hom(Vp , Vp ) désignant 1l'espace vectoriel des morphismes de fibrés paraboli-
1 2

ues V__——— V)
! ° )

Le résultat suivant est analogue au Corollaire I.38.
PROPOSITION 34 : L'application p est un isomorphisme.

La proposition suivante se démontre comme la Proposition I.33.

PROPOSITION 35 : Soit p une représentation unitaire de G . Alors on a
pardeg(Vp) .= 0 .

Et enfin, on peut généraliser le Théoréme I.39.

THEOREME 36 (Seshadri) : a.- Soit p une représentation unitaire de G .

Alors le fibré parabolique Vo est semi-stable. Il est stable si et seulement
st p est irréductible.

b.- Soitt E un fibré parabolique stable sur X , de structure parabolique
concentrée en X\Y . Alors il existe une représentation unitaire p de G

telle que les fibrés paraboliques Vo et E solent isomorphes.

On laisse au lecteur le soin d'exprimer en termes de représentations uni-

taires les notions de sous-fibré parabolique et de fibré parabolique quotient.

Soit X' une surface de Riemann compacte de genre g 2 2 , et
{KJ""’XN} des points distincts de X' . On s'intéresse aux fibrés paraboli-
ques sur X' de structure parabolique concentrée en {x1,....,xN§ . On peut
montrer qu'il existe un sous-groupe G de PSL(2,R) comme précédemment
tel que
X=x' et X\Y= {x,...xd .
On peut donner une description de G : c'est un groupe & 2g + 1 géné-

rateurs X1,Y1,....,X ,Yg,Z1,....,Z avec une relation

g N
1 -1

-1 -1 -
X1.Y1.X1 . Y1 ceee Xg.Yg.Xg .Yg .Z1.... N
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D'aprés le Théoréme 36, la recherche de fibrés paraboliques stables de degré
parabolique O et de structure parabolique concentrée en {x1,.....,xN} se
raméne a la recherche de certaines représentations unitaires irréductibles de

G . Ceci permet de démontrer le

THEOREME 37 : 5% k=@ , 8'(x,a,d) # ¢ .

VI.- L'EXISTENCE DES FIBRES PARABOLIQUES

On démontre ici une généralisation du Théoreme 37 :

THEOREME 38 : Pour tout corps commutatif algébriquement clos k , on a
S'(x,a,d) # ¢ .

(Esquisse de démonstration).

On peut d'abord montrer que c'est vrai si k est de caractéristique 0 ,

en utilisant le Théoréme 37. Il reste 3 le montrer en caractéristique non
nulle.

Soit A un anneau de valuation discréte complet de caractéristique O , de
corps résiduel k , et de corps des fractions K . On définit comme précédem-

ment les fibrés paraboliques semi-stables sur XA , de rang r , de poids a ,

de suite de multiplicités ¥ , et de degré d . On peut a 1'aide d'un analo-

gue du Lemme 24 , utiliser le Spec(A)-schéma QA , et 1'ouvert RA de QA

(analogues de Q et R) . De méme on définit ensuite RA’ RZ et RZS . 0On a

aussi la variété Z t le morphisme

Ac ©
Tyt Ris-—-—é>ZA

Soit M, 1'image de st dans ZA/G . On peut voir aisément en -utilisant

le Théoréme de propreté que le morphisme canonique
R:s__——QSpec(A)

est surjectif, et donc aussi le morphisme canonique
MA ——>Spec(a) .

Comme M est intégre, M, est plat sur Spec(A), et donc ses fibres sont
équidimensionnelles. On en déduit que les dimensions des variétés U(y,a,d)
pour les corps k et K sont les mémes.

I1 reste & minorer la dimension de la sous-variété de U(x,a,d) correspon-
dant aux fibrés paraboliques non stables pour montrer que S'(y,a,d) est non

vide.

91



QUATRiEME PARTIE : STRUCTURES DE NIVEAU

INTRODUCTION

On étudie ici les faisceaux cohérents F munis de structures de niveau,
c'est a dire d'un morphisme non nul
f F_.,rg(F).e]/J R
D étant un sous-schéma fini de X . On peut construire des variétés de modules
pour de tels objets, et c'est pour qu'elles soient complétes qu'on ne se limite

pas a des fibrés vectoriels.

Dans le chapitre I on donne la définition des structures de niveau (semi-)
stables.

Dans le chapitre II on précise les propriétés requises d'une variété de
modules de ‘structures de niveau.

Dans le chapitre III on construit les variétés de modules de structures de

niveau.

I.- FAISCEAUX COHERENTS AVEC STRUCTURES DE NIVEAU. DEFINITIONS.

Soit F un faisceau cohérent sur X .
Soit D un sous-schéma fermé de X de dimension O, qui est fixé dans tout
ce qui suit.
On pose
§ = nx,@,)
DEFINITION 1 : Une structure de niveau sur F est un morphisme non nul de
faisceaux
f: F.__,.rg(F).e; .
On dira que deux structures de niveau f , f' sur F sont équivalentes s'il

existe un automorphisme p de F tel que fop =f' .

En particulier, pour tout scalaire A # 0 , f et A.f définissent des
structures de niveau équivalentes.

On appellera structures de niveau (F,f) 1la donnée de F et de f comme
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précédemment, et on définit de maniére évidente les morphismes de structures
de niveau.
Pour tout faisceau cohérent F sur X , on note T(F) 1le sous-faisceau

de torsion de F .

DEFINITION 2 : On dit qu'une structure de niveau (F,f) est semi-stable
(resp. stable) si elle a les propriétés suivantes :

(i) Pour tout sous-faisceau L de F , de rang 2 1 , tel que F/L soit
sans torsion de rang 2 1 , on a

deg(L) < deg(F) + ¢ rg(F) - rg(l) (resp. < )
rg(L) rg(F) rg(F) .rg(L)

(ii) 1(F/Ker(f)) 268 (resp. > ) .

(iii) Pour tout sous—faisceau L de F de rang 2 1 tel que F/L soit sans tor-

sion de rang 2 1, on a

deg(Ker(flL) ) 5 deg(F) $ (resp. < ) .
rg(L) T Tg(F) - rg(F)
(iv) 1(I(F) ) £ § (resp. < ).

(v) Le morphisme

flT(F) : T(F)_____*rg(F).Og
est injectif.
REMARQUES : 1 - Soit Y : rg(F).UB‘: rg(F).GB un isomorphisme.
Alors une structure de niveau (F,f) est (semi-)stable si et seulement si
(F,Yof) 1'est.
2 - Pour tout entier m , on a un isomorphisme

r.eg ~ r.OB(m) ,

donc une structure de niveau (F,f) en définit une (F(m),f') et (F,f) est

(semi-)stable si et seulement si (F(m),f') 1l'est.

II.- ESPACES DE MODULES DE FAISCEAUX COHERENTS AVEC STRUCTURES DE NIVEAU

Soient r, d des entiers, avec r 2 2

DEFINITION 3 : On appelle famille de structures de niveau paramétrée par un
k-schéma noetherien T 1la donnée de

(i) Un faisceau cohérent C%/ sur TxX , plat sur T , tel que pour point

t'k(t)

(ii) Un morphisme de faisceaux sur TxX

t de T , le faisceau 9‘: sur (X _)—— soit de rang r et de degré d .
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*
f : —)px(r -UD) ’
avec py : TXX —— X , tel que pour tout point t de T |, ft soit non nul.
Deux telles familles (?,f) , «%’,f') paramétrées par T sont dites
équivalentes, ou isomorphes, si pour tout point t de T , il existe un
voisinage T, de t et un isomorphisme

° :%"ﬁ = GHT]

tel que le diagramme suivant soit commutatif :
- '| f'
%l
pl

£ *
C}|T1 px(r.ab) .

On note Z(r,d) (resp. Z'(r,d)) 1l'ensemble des classes d'isomorphisme

s (r )

de structures de niveau semi-stables (resp. stables) (F,f) sur X, avec F
de rang r et de degré d.

Soit F : k-Sch—>Ens le foncteur associant & tout k-schéma noetherien
Y 1'ensemble des classes d'isomorphisme de familles de structures de niveau

stables, de rang r et de degré d, paramétrées par Y

DEFINITION 4 : Un espace de modules grossier pour Z'(r,d) est un morphisme
de foncteurs k-Sch——Ens
Y : FepMor( ,Y)) ,

YO étant un k-schéma noetherien, satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) Y(*) : F(*)~—-——,Yo(k) est une bijection
(avec * = Spec(k), donc F(*) = Z2'(r,d))

(ii) Pour tout morphisme de foncteurs
¥

Y1 étant un k-schéma noetherien, il existe un unique morphisme

: F——Mor ( ,Y1) ,
f : Yo._.._—g,Y1

tel que le diagramme suivant soit commutatif :
Mor ( ,YO)

F / Mor( ,f)
\Mor( ’Y1

Un espace de modules grossier pour Z'(r,d) est unique 2 isomorphisme prés.

) .
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III.- CONSTRUCTION DES ESPACES DE MODULES

Le but de ce chapitre est de démontrer le

THEOREME 5 : Soient r, d des entiers, avec r 2 2 . Il existe un espace de
modules grossier pour Z'(r,d) , dont le k-schéma sous-jacent est une variété
quasi-projective lisse, notée US(D,r,d) .
Cette variété posséde une compacification nautrelle, notée U(D,r,d) .
C'est une variété projective.
De plus on a , st US(D,r,d) $# ¢ ,
dim(U(D,r,d) ) = rl.(g-1) + r.§ .

Comme dans les parties précédentes on montre aussi que la (semi-)stabilité est
une propriété ouverte.

On va d'abord construire une famille de structures de niveau 'contenant"
toutes les structures de niveau (F,f) , avec F de rang r et de degré d. On
voit aisément que pour étudier les structures de niveau on peut supposer d

aussi grand qu'on le veut, cela résulte de la Remarque 2 de I. Ceci justifie le

LEMME 6 : Soit k r des entiers, avec r 2 2 . Il existe un entier d

0 ’
tel que, pour toute structure de niveau semi-stable (F,f) avec rg(F) =r
et deg(F) 2 d0 s

(a) On a W' (X,F) =0 et F est engendré par ses sections globales.

0

les propriétés suivantes soient vérifiées :

(b) Pour tout sous-faisceau L de F de rang r' tel que F/L soit locale-
ment libre et

T
deg(L) 2 k, + ;— . deg(F) ,

0
on a
n'x,L) = o
et L est engendré par ses sections globales.
Posons deg(F) = d
(a) Remarquons que F est engendré par ses sections globales si et seulement
si GO = F/T(F) 1l'est. Pogf cela il suffit qu'on ait
n'(x,6, 8L ) =0
pour tout point x de X , soit, par dualité de Serre
h1(X,G* BL BK) =0
0 X *
Soit O wune section non nulle de GO ] Lx B K . Alors ¢ définit un
morphisme injectif de fibrés vectoriels sur X
W———-}G0 ,
avec
deg(W) 2 deg(GO) +1-2,g2d-86+1-2.g
et rgW) =r -1 .
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Mais on a aussi

deg(W) £ 1(T(F)) + deg(W) £ (r-1).

2NN
R |os
-

+

car (F,f) est semi-stable (propriété (i) ) . Donc si on prend
dg > r.(2g-1) + &(r+1)
un tel O ne peut exister et F est donc engendré par ses sections globales.
On a alors aussi h1(F) = 0 car pour cela il suffit que
d > r.(2g-2) + (r+1).6 .
(b) I1 suffira de trouver do tel que pour tout sous-faisceau L de F de
rang r' , tel que 1 £r'< r-1 et que F/L soit sans torsion, on ait
h1(X,L;1 BL) =0

pour tout point x de X dés que
L
deg(L) 2 kj + % .deg(F)

Supposons que
1

h1(X,L; BL) #0
Alors, par dualité de Serre, il existe une section non triviale o de
L* B LX BK .Si r'=1 , on en déduit deg(L) £ 2.g -1 , et il suffit
de prendre

d0 >r.(2.g - 1) - kO.r
Supposons que r' > 1 . De O on déduit un morphisme injectif de fibrés vec-
toriels sur X

W— S F/T(F) ,
avec

rg(W) = r'-1 ,
et deg(W) 2 deg(LO) + 1 -2.g 2deg(L) -8 +1-2.g

> ko + %L d-6+1-24g ,avec Ly= L/T(F)

On a aussi, par semi-stabilité de (F,f) ,

deg(W) £ 1(T) + deg(W) S (r'-1).(% + gf%5;§%§ll )

3

et 11 suffit de prendre
do >2.8.r + r.(2.g-1) - ko.r
Ceci prouve b et achéve la démonstration du Lemme 6.

On suppose dans ce qui suit que d 2 dO . On a alors
hO(F) =d+r.(1-g) =p ,
pour toute structure de niveau semi-stable (F,f) , F étant de degré d et de
de rang r. Le polyndme de Hilbert de F est
P(z) = r.deg®@(1)) .2z + p .

On pose
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P
Q = Quote/y \P/x/k *

et on note ?( un faisceau universel sur QxX (voir 1.III) .
Alors 7l existe un entier my 2 0 tel que pour tout entier m 2 m et tout
point q de Q on ait

@ e, S =0,

(ii) @;(m) est engendré par ses sections globales.
(Facile).
REMARQUE : pour toute structure de niveau semi-stable (F,f) avec F de degré
d et de rang r, il existe un point q de Q tel que les faisceaux GL et F

soient isomorphes. Cela découle du Lemme 6.

Soient Py> pQ les projections
QxX—X et Qx X——Q
Soit m wun entier tel que m 2 my On pose
ar
8= pou( Fm) .

D'aprés ce qui précéde, & est localement libre et le morphisme canonique
& %F(m)
est surjectif.
Le faisceau cohérent pQ*(Eggg (@3 ,p; (r.ETD)) sur Q est aussi localement
libre.
Soit m : V——>Q 1le fibré vectoriel sur Q associé a ce faisceau.

Soit Sch., 1la catégorie des Q-schémas noetheriens.

Q
PROPOSITION 7 : La variété algébrique V représente le foncteur
F : SchQ >Ens
*
assoctant d un Q-schéma T 1L'ensemble Hom(gT,px(r.GB))

* *
(avec py : TxX——X , et E,=p (P (€)) , p :T—Q ,

P ¢ TxX—>T) .
Pour tout Q-schéma p: T__3Q , on pose
= *
Vp = ppyHom@C,pp(r.0D)
c'est un faisceau localement libre sur T . On note s(1}) le T-schéma asso-

T
cié. En particulier on a s(V¥) =V

Q

On a un isomorphisme canonique
\f.fr—>p*(\96) ,

induisant un morphisme de Q-schémas
¥ o s(V;)—————és(US) =V .

La courbe X étant projective et connexe, on a un isomorphisme
Hom(§,p%(r.60)) = HO(T0))
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et un élément O de Hom(g (r.GQ)) définit donc une section o de s(VU7)

P% T
sur T , et par conséqueng un morphisme
Yo G : T—aV .

Réciproquement, étant donné a : T—»V , morphisme de Q-schémas, on en
déduit une section de p*(UE) , donc de WQE , c'est a4 dire un élément de
Hom(E ., py(r.60)) .

Ces constructions sont clairement inverses 1'une de 1l'autre. La Proposition
7 en découle.

Considérons maintenant le foncteur

G : SchQ—————aEns

T— sHom® (m) *

T;PX(I‘.%)) .

C'est un sous—foncteur de F .

DEFINITION 8 : Soient FO’GO : SchQ————aEns des foncteurs, G0 étant un

sous-foncteur de F0 . On dit que Go est fermé si pour tout Q-schéma noe-
therien T et tout élément O de F(T) il existe un sous-schéma fermé
T0 de T tel que

Pour tout sous-schéma fermé T' de T , i : T—ST , F(i)(g) est un

élément de G(T') si et seulement si T'C Ty

PROPOSITION 9 : Le sous-foncteur G de F est fermé.

Soit % le faisceau cohérent sur QxX noyau de é_;;;/(m) .
I1 existe un faisceau inversible L sur QxX tel que %8 L soit engendré
par ses sections globales. Soit q = Ho(ﬁﬁﬂ L) . Il faut montrer qu'étant don-
né un Q-schéma noetherien p: T_—__3Q et un élément ¢ de F(T) , il existe
un sous-schéma fermé maximal Ty de T tel que si
1 . *
o 'g'rxx B F—>pp(r.0)) B L, ,
(avec Lp = p#(L)) est le morphisme déduit de ¢ , on ait
1 -
o ‘TOXX o .

' comme une famille de morphismes du type

On peut voir ¢

o" : 0 — 1L
TA
A étant une k-algébre commutative artinienne locale, Spec(A)c— 3X ,

*
T, = TX, Spec(d) , L, =q (o*w)) , q: T,—>TxX
Alors pour tout sous-schéma fermé Z de T , on a 0121<X =0 si et seule-
=0 .

A ’

ment si pour tout 0" ona o" 7
A

I1 suffit donc de montrer qu'il existe un sous-schéma fermé maximal

™ = 0 . On prendra pour T 1'intersection des T"
A

On verra plus loin qu'on peut supposer T = Spec(B) .

T" de T tel que d"
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On a alors L, » @ et 0" est donné par un élément de A Ek B ,
A Tp

e, 8b, + .... +e_8BD N
1 n n

(e1,....,en) 1étant une base du k-espace vectoriel A . Alors on a
™ = Spec(B/(b1,....,bn)) .
Montrons qu'on peut supposer que T = Spec(B) :
Si f est un élément de B , le schéma T" pour Bf est la trace sur
Bf du schéma T" pour B , de telle sorte que les schémas T" pour divers
ouverts affines de T se '"recollent" bien.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 9 .

PROPOSITION 10 : Le foncteur G est représenté par un sous-schéma fermé de
\
Soit 00 :gv__,p;(r.eg) correspondant a IV : V—V .,
On va montrer que G est représenté par VOO
Soit p : T——>Q un Q-schéma noetherien et 0 un élément de G(T)
I1 faut montrer que le morphisme associé
Pg ¢ T——V
se factorise de la facon suivante
Pg * T——QVOOL_—)V
On reprend les notations de la Proposition 9. L'assertion est locale, on
peut donc supposer que T = Spec(B) , et qu'il existe un ouvert affine
Spec(A) de V tel que
P : Spec(B)——>Spec(a) ,
représenté par P : A——B
Comme dans la Proposition 9, la donnée de O, entraine celle d'un certain

0

nombre d'éléments de A EkAO , A0 étant une k-algébre commutative artinien-

ne locale. Soit u un d'entre eux :

u=e Ba, +.... +e Ba .
1 1 n n

(ei,....,en) étant une base de A

0
On a
V00= (\ Spec(A/(a1, ..... ,an))
I1 faut montrer que p(ai) =0 . Mais on voit aisément que puisque O est

dans G(T) ,ona uBB1=0 (dans (AR kAO) KAB) , donc a; B1=0
pour 1 £1i<n dans A EAB , c'est a dire p(ai) =0 .

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 10.

On note V' 1le sous-schéma fermé de V qui représente G .

Posons

Q= POU—5P (V) .
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C'est un schéma projectif sur Q .
Sur V' il existe un "morphisme universel"
&' Ty —}re])
On note Cﬁ;(1) le fibré tautologique sur le fibré en espaces projectifs
P(V) . La restriction de e&(-1) a 6 est notée & .

Remarquons que toute section de & sur un ouvert U de 6 définit un mor-

phisme
ZQm)U-———ep;(r.eg) .

Le couple (Q,f) possdéde la propriété universelle locale suivante :

Etant donnée une famille de structures de niveau (Q,f) paramétrée par
un k-schéma noetherien T , et un point t de T , il existe un voisinage
T1 de t , un ouvert U de Q , une section s de Q@h , définissant un mor-
phisme

£5 :g"v(m)u———ap;(r.O;) s
et un morphisme

Y T1—————§U .
tels que

vy s £
o’ - T1

Remarque : En fait V' est bien '"ce qu'on espére" : soit m : V'-— 5Q 1la
projection, q un point de Q . Alors on a un isomorphisme canonique
) = Hom<9?m) PR(r.€)) .

Si § est un point de § , q = 1m(qd) , on note fﬁ un élément non nul de

la droite § ; f.~ est un morphisme
F(m) ————>p;(r o)

On notera T(V ) %q GT/T , ' o 6————5Q

Soit Rc,d 1'0uvert de 6 caracterlse par le fait qu'un point ¢ de 6

appartient a ¥ si et seulement si fulr : Tq____,r.ﬁg est injectif
q

h1(92) = 0 et le morphisme kP H (X GT) est un isomorphisme.
L'image de 1 par 7' est un ouvert R de Q .

On note Rss(resp. R°) 1'ensemble des points q de R tels que (gz,fa)
soit une structure de niveau semi-stable (resp. stable)

Soit N > O un entier, x .sX, des points distincts de X en dehors du

EERE N

support de D .
. N P ..O
Soit zZ = Hp . X P(Hom(k",H (X,r.el/)))

’
muni de la polarisation

(1,....,1,N.8)

avec

e_r.¢
-

.

O
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On définit un morphisme

~

T @ ﬁ____,z
de la facon suivante :
. ~ ~ 1]
Pour tout point §deQ , q = m(q) , on pose

Vo p
T (@) (jax1,....,32xN, aﬁ) ,

aq étant défini par fﬁ (un isomorphisme 6%:: Cg(m) étant choisi une fois
pour toutes.).
Le morphisme % induit
N

T : Q—H .
Q pP,Tr

Un calcul de stabilité

Posons W = HO(X,r.CB) . Sur Z = Hg’ri(P(Hom(kp,W)) agit SL(p) de fa-

con évidente. ’
Soit k.p un élément de P(Hom(kp,w)) , C un sous—-groupe a un parameétre
de SL(p), (e1,....,e ) ung.base de kP telle que c¢ soit de la forme
c(t)(ei) =t 1.ei pour 1 £isp ,

les r, étant des entiers tels que

2 -0

i=1
On peut écrire

avec w. dans W
Alors P
= * T
() (p) ZE% rme i,

i=
donc
u(k.p,c) = Max( {r;,w, # O})
On a vu dans le chapitre III de la premiére partie que si E1"""EN
sont des sous—espaces vectoriels de kP de dimension p-r, et

y = (kp/E1,....,kp/Ep) , on a

o
[

M

N
uy,c) = —N.(p—r).rp + %E% dim(Ejf\Mi).(ri+1 -,

1=1
Mi désignant le sous-espace vectoriel de kP engendré par LIEERERLH
Donc si on choisit une polarisation (1,....,1,N.8) , avec £>0 , on a
p-1 N
L((,kp),c) = =N.(p=r).r_ + 2>, 2 dim(E.NM,).(r. . - 1.) +
P j=1 j i i+1 i

N.€ .Max( {ri,wi # Q} ) .

Cette expression dépend linéairement de (ri) et tout (ri) est combinaison

linéaire a coefficients positifs des (rj) suivants :
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Ty = ... =1 =pTs
Toyq = o0 ST =75 (1 £s £p-1) .
Pour ce choix particulier, on a N
B (kP se) = = No(pmr)ox + (r T ). j2=1 dim(E,NM)
= - N.r.s + p. ZN, dim(‘ITJ.(MS))
j=1

+ Max( TN # 0} ).N.E
(nj : kP kP/E. ) . Mais on a
Max ( Tos Wy # 0} )

p-s si p(MS) # {q ,
- sioo) = {0} ,

On en déduit aisément le

THEOREME 11 : Un point (y,k.p) de Z est semi-stable (resp. stable) si et

seulement si pour tout sous—espace vectoriel propre F de kP , On a

N
-r.dim(F) + B > dim(F;) + &.(8(p,F).p-dim(F)) 2 0
j=1

(resp. > 0 ) , en posant
§(0,F) =0 si o(F) = {0} , 8(0,F) =1 si p(® # {0},
Fj étant l'image de F dans kp/Ej

Le résultat suivant est analogue au Théoréme I.31.

THEOREME 12 : L'entier r étant fixé, 711 existe un entier dy tel que pour
tout d 2 d, et tout N assez grand on puisse trouver des points distincts
de X/Supp(D) tels que

X »X

EEER
(i) 1 est injective
(ii) T_1(ZSS) - §ss

N

Gii) 1% = %
(iv) ﬁvss : K32 5755 est propre.
R

On utilisera deux lemmes.

LEMME 13 : Soit E un fibré vectoriel sur X et W un sous-espace vectoriel
de HO(X,E) engendrant E génériquement. Soit m le nombre de points x de
X tels que W n'engendre pas E - Alors on a
m £ deg(E) .
Il existe un sous-espace vectoriel W' de W , tel que dim(W') = rg(E)
et tel que W' engendre E . On a une suite exacte
0 o' W' E T o ,
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T étant un faisceau de torsion dont le support contient 1'ensemble des
points x de X tels que W n'engendre pas E_ .
Alors
m £ 1(T) = deg(E) ,

ce qui prouve le Lemme 13.

LEMME 14 : Soit E un fibré vectoriel sur X tel que HO(X,E) engendre gé-
nériquement E . Alors on a
ho(X,E) < rg(E) + deg(E) .

Soit W' wun sous-espace vectoriel de HO(X,E) engendrant génériquement E
et tel que dim(W') = rg(E) . On a alors une suite exacte

0 oa W' E T o ,

T étant un faisceau de torsion, d'ol
nO(X,E) € dim(W') + 1(T) = rg(E) + deg(E)
ce qui prouve le Lemme 14.

Démontrons maintenant le Théoréme 12,

(i) On montrera d'abord le résultat suivant : si N est assez grand, on peut
choisir les points XyseeeesXy de X de maniére que pour tous points ¢ ,
Q' de X , avec M@ =q , T"@") =q' , si 1(q) = 1(q") , alors on ait
un diagramme commutatif

e
q

- %
RN v .

Soit @ 1l'ensemble des couples (q,q') dans RxR tels qu'il existe un
tel diagramme commutatif. Posons

T =T .
&) gion

I1 suffira de prouver qu'on a

M -1y o
T *Twp) W ®,

N21

() ¢ €K \Supp (D))"

1<iSN
(A désignant la diagonale de RxR) .
Autrement dit, si (q,q') est un élément de RxR tel que pour tout (Xi)
on ait T(xi)(q) = T(xi)(q') , alors (q,q') est dans (:) .

Soient E et E' les noyaux de LANEN et kP AN En dehors
de Supp(D), on a E = E; , donc aussi sur Supp(D) . Donc E =E' et
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et (q,q') est dans & .
Supposons maintenant les points X choisis comme précédemment et montrons
que % est injective. Soient & , §' des points de R tels que T(Y) =7(").

Posons q =7'() , q' =7'@") . On a un diagramme commutatif

%

P

kP

%‘1'
Comme kP= HO(X,GZ):iHo(X,qg,) on en déduit un diagramme commutatif & lignes

exactes

o—>H°(x,Tq)-——>H°(x,”Fq')——ﬂio(x,%)—w

(0]
O—>HO(X,Tq,)—>H (x,@é,)ﬁuo(x,(gq.)—_)o .
Les morphismes kP~ HO(X,?(";)___;HO(X,I'.OI/)) et kP HO(X,%’,)_>HO(X,1'.%)

(définis par § et q') sont donc les mémes, et par conséquent HO(X,Tq) et
HO(X,Tq,) sont des sous-espaces vectoriels égaux de HO(X,.CB) (rappelons
que Te—sr.6 et T & 5r.0) .Onadonc T =T '
q D q D q q
Comme

R

qa T ® ?g/Tq , on déduit aisément du diagramme commutatif
précédent que q =q', puis q =q' .

Ceci prouve (i) .

(ii) et (iii) - Montrons d'abord : pour un choix convenable de (Xi) ,
pour tout point § de R, st (Sg,fa) est semi-stable (resp. stable)

il en est de méme de T(q) .

Pour tout sous-espace vectoriel propre M de kP , Oon pose

N
AQM) = -r.dim(M) + %. 2. dim(M,) + s.(es(fq,n).p - dim(M)
j=1

avec Mj = im(M——-é(?E)xj) .
I1 faut montrer que A(M) > O (resp. > 0)
Soit L 1le sous—faisceau de :ﬁ engendré par M , r' =rg(L) , T le
sous-faisceau de torsion de L .
a) Cas oi r' =0
Alors L =T |, G(fﬁ’M) =1 ,
A(M) = -r.dim(M) + &(p - dim(M))
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pr_' .6 - dimM)) 2 0 (resp. >0 )

car 1(T) £ 8 (resp. < §) (d'aprés la propriété (iv))
On peut maintenant supposer que r'>0 . Si G(Eq,M) =0 , soit L' le
sous—fibré vectoriel de Ker(fq) engendré par M . Alors M engendre géné-
riquement L' . D'aprés le Lemme 13, M-———aL'x. est non surjective en au plus
i
N - deg(L') _ r.¢
N p-96

deg(L') points x; donc

A(M) 2 -r.dim(M) + p.r'

dim(M)

= (-3 T cdim() + o (N-deg(L') ) .
b) Cas ou 6(fﬁ,M) =0 , h1(L') =0 , L' engendré par ses sections globales
Alors
dim) € WOML') = deg(L') + r'.(1 - g)

Supposons d'abord que M n'engendre pas L' , alors
dim( < h2L") - 1
car L' est engendré par ses sections globales), donc
p-8¢

r.r' )

A 2 BEELE (o EB0) @) + RIS o) 4

D'aprés la semi-stabilité de (gg,fa) , on a

8

') sk ; +g-1,

donc on peut choisir N assez grand pour que dans tous les cas ont ait

p"6+g—1+p_(S

r r.r'
L’ < b
nehH 1% r'(p -6)
r.N
et on aura alors
A(M) >0 .
Supposons maintenant que M engendre L' . Alors

A = I . (deg(L') + r'.( B8+ g - 1)
p-6 r

D'aprés la semi-stabilité (resp. la stabilité) de (3;’£ﬁ) on a
p =6
r

uw') < +g -1 (resp. <) ,

donc A(M) 20 (resp. >0 ) .

c) Cas ou G(fq,M) =0 , h'(L') # 0 ou bien L' n'est pas engendré par
ses sections globales
Alors d'aprés le Lemme 6 on a
1
"y < r
deg(L') £ ko * o .deg(QZ)

(k. étant 3 déterminer par la suite, ainsi que do) .

0
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On a d'aprés le Lemme 14

dim@) s hO(L") S r'+degL))
donc (v 2
> _r.r' r'.deg(yy) o't
AGD 2 p. (- o R - deg(@;;)
1
_ ko.r _ ko.r )
p-6 N >
il faut donc choisir
S.r'
ko <-1+r'.(1-g) - — - r'
puis N de telle sorte que 1l'inégalité
A(M) >0
soit toujours vérifiée.
d) Cas ou G(fq,M) #0
Soit L 1le sous-fibré vectoriel de ‘? engendré par M . On peut suppo-

ser que h1(L) =0 et que L est engendré par ses sections globales car
dans le cas contraire on fait la méme démonstration que précédemment. Alors

dim(M) < deg(L) +r'.(1-g) , donc

A(M) 2 Pl;r_'g' . (- derg'(L) +de§(F) +5;f;:r') )y 20

(resp. > 0) , par semi-stabilité (resp. stabilité) de (Gg,fq) ,
(r' =rg(L)) .

Montrons maintenant :

Si § est un point de X tel que T(§) soit (semi-)stable, alors
(F,£4) 1l'est aussi.

Qg
Propriété (i)

Soit L un sous-faisceau propre de 32 tel que GE/L soit sans torsion.
Alors
hO(L) € x(L) = deg(L) + rg(L).(1-g)

Prenons M = HO(L) , alors A(M) 2 0 (resp. > 0) entraine

-r.(deg(L) + rg(L).(1-g)) + p.rg(L) + ;-_66 .(p-rg(L).(1-g) - deg(L))

20 (resp. >0) , ce qui équivaut a

deg(L) _deg(Fq) , §.(r-rg(L))
rg(L) ~ rgCﬁ ) r.rg(L)

(resp. <) .
Propriété (ii)
Elle équivaut a
d' = deg(Ker(fE)) < deg(?ﬁ) -8 ( resp. <) .

Prenons M = HO(Ker(fﬁ)) . C'est un sous-espace propre de k° car fﬁ #0
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et 32 est engendré par ses sections globales.
On a
dim(M) <d'+r.(1-g) ,
donc A(M) 20 ( resp. > 0 ) entraine

- r.(d"+ r.(1-g)) + p.r -;—'_—65— . (@ +r.(1-g)) 20 ( resp. >0) ,

ce qui équivaut 2
d' g deg(?é) -8 ( resp. <) .
Propriété (iii)
On prend M = HO(Ker(f]L)) . Alors
(dim(M) 2 rg(L).(1-g) + deg(Ker(fIL)) ,
donc AM) 2 0 ( resp. > O ) entraine, avec d' = deg(Ker(flL)) et r'=rg(L)
que
—r.(d'+r'.(1-g)) + por' -%':‘Sg L@ +r'.(1-g)) 2 0 (resp. >0) ,
ce qui équivaut a
' . d _§
r
Propriété (iv)
On prend M = HO(T) . On peut supposer que T # O . Alors A(M)

[\
o

( resp. > 0) entraine

-r.1(T) + p:-G . (p-1(T)) 2 0 (resp. >0) ,

ce qui équivaut a

1I(T) £ 8 ( resp. <)
Propriété (v)
Elle découle immédiatement de la définition de R .
Ceci achéve la démonstration de (ii) et (iii) .
(iv)
Pour montrer que T %ss est propre, il suffit de prouver qu'il existe une

partie fermée Y de 6x Z telle que le graphe de T|,os soit 1'intersection de
Y et de Qxz8S .

On définit Y de la facon suivante : un point (J,z) de'6:<Z appartient
a4 Y siet seulement si pour 1 sis<N .z = kp————*(?z)x_) (et '32 est
libre en xi) , ou bien F est non libre en X, et si la composante

de z dans P(Hom(w,kp) est k.fa) .

Alors Y est fermé dans UxZ : ceci est immédiat. Il reste i voir que
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Yf\(d)(zss) est le graphe de % . I1 est évident que pour tout point

s

~,
q de RSS , (§,%(d)) est dans Y . Il reste a montrer que si (¥,z) est un
. . kY . N
point de Y tel que g ne soit pas dans RSS, alors z n'appartient pas a
ss
z .

Supposons que q soit dans ¥ , alors z =7%(q) , et d'apres (ii), =z
n'est pas dans FAGES

Si § n'est pas dans ﬁ , remarquons que les degrés des quotients de
O8kP sont 2 0 , donc ¥ est non libre en au plus p points de X .
Si kp————>H0(32) n'est pasqinjective ou si fﬁ'r n'est pas injectif, il

existe un sous—espace propre M de kP tel que d

z, ) = {0} .
pour au moins N-p indices i (dans le premier cas M = Ker(kP— sH (3&)) et
dans le second M = Ker(HO(fa)) ) .

Alors 2

AM) 2 -r.din(y) + E-din@)

et il suffit de prendre

2
N>E
r 0,
Supposons maintenant que p : kR————oﬁ (éh) est injective et que fﬁ'T
~ q
est injectif. Puisque § n'est pas dans R , p n'est pas surjective, et
1

h(F) 40 .

q 0

Soit un sous—-faisceau propre de ggl , M 1'image réciproque de H 03)

par p . On a
aim@0) 2 a4 - B%F) + v

On a d'aprés le Lemme 14 et le fait que 1(T ) £ 6§ ,
ho(ff]) Sd+r+38 ¢

ho(%) > x(@}) > deg((a) +r.(1-g)

dim(M) 2 degQ%) -c ,
C étant une constante. On a
AGD = -r.dim(n) + p.rg@ + B .25 (@m0t 1o @)
+E.(8(E .M .p - dim() 12128
Si d est assez grand, on a

€< 2.546— ,
P

IA

donc

donc

A

A

-r.dim(M) + p.rg(EP + 2.r.6
-r.degﬁ? + p.rg«%} +2.r.86 +r.c .
Supposons que pour tout choix de on ait

—r.deg(@) + p.rg(%) +2.r.§ +r.Cc20 .

IA
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Alors
u(G}) < u(ﬂ(‘;) +Cc'
C' étant une constante.

Ceci est impossible si d est assez grand, en vertu du

LEMME 15 : Soit C,. une constante, (F,f) une structure de niveau sur X

(0]
telle que F soit de rang r et que pour tout sous-faisceau propre Q% de
F , on ait

v uE +cy .
Alors si

deg(g) £C,

(C, étant une constante dépendant de X , r , CO), on a

1
1
h (X, 9) =0
Analogue au Lemme 6 .

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 12.

Le reste de la démonstration du Théoréme 5 est analogue & ce qu'on a vu

dans la premiére partie.
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CINQUIEME PARTIE : DESINGULARISATION DES VARIETES DE MODULES DE FIBRES
SEMI-STABLES

INTRODUCTION

Les résultats de cette partie proviennent de 1'article de Seshadri ( {9@1) .
D'aprés le Théoreme I.45, si r et d sont des entiers non premiers entre
eux tels que r 2 2 , la variété U(r,d) est singuliére en les points non
stables, sauf si g =2 et r =2 .
On tentera de "désingulariser" U(r,d) . En fait on n'y parviendra que pour
r =2 . Il s'agit de trouver une variété proiective Z et un morphisme sur-
jectif
p : Z——U(r,d)
tels que les propriétés suivantes soient vérifiées :
(1) 1p—1 —— U (r,d) est un isomorphisme
(Us(r,d)) s ’
(ii) Z est un "bon espace de modules'" pour un certain "probléme de modules" .
c'est 2 dire que Z représente un foncteur 'naturel"
Sch———Ens

(iii) Z est lisse.

La variété Z est une sous-variété fermée d'une variété de modules de
fibrés paraboliques stables sur X . Cette variété est constituée de fibrés
paraboliques stables de rang r2, tels que la k-algébre des endomorphismes du
fibré vectoriel sous-jacent soit une spécialisation de M(r) , 1'algébre des
endomorphismes de k" .

Dans le Chapitre I on définit et on étudie les spécialisations de M(r)

Dans le Chapitre II on s'intéresse aux k-algébres unitaires de dimension
finie et aux familles de celles-ci.

Dans le Chapitre III on étudie une classe de fibrés paraboliques parmi
lesquels sont les fibrés paraboliques dont les classes d'isomorphisme cons-
tituent la variété Z .

Dans le Chapitre IV on définit quelques foncteurs, en particulier celui que
Z est censée représenter.

Dans le Chapitre V on démontre les résultats principaux de cette partie,

qui ont été évoqués précédemment.
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I.- SPECIALISATIONS DE M(r)

Soit r un entier tel que r 2 2 .

Rappelons que M(r) désigne 1'algébre des endomorphismes de K.

On note Jr) 1le sous-espace vectoriel de Hom(kr2 B krz, krz) dont les
éléments sont les structures d'algébre sur kr2 . Chaque isomorphisme
M(r)————-)kr2 définit une telle structure.

Soit e, un élément non nul de k* . On note fg 1'ensemble des struc-
tures d'algébres sur k' , isomorphes & M(r) , et dont 1'élément unité soit
ey - Soit JE ==EZ- . Les éléments de ﬁ% sont des algébres unitaires dont
o est 1'unité.

La variété f& s'appelle la variété des spéecialisations de M(r) , et une
k-algébre isomorphe & un élément de ﬁ} une spéeialisation de M(r) .

Il existe sur Jl(r) une O-algeébre évidente W , telle que pour tout point
z de A(r) , la k-algébre Wz B k soit isomorphe & z . On note aussi W

la restriction de W a fE .

PROPOSITION 1 : Soit Y wun k-schéma algébrique réduit, B une Ci}—algébre
localement libre de rang r2 telle qu'il existe un ouvert dense Y' de Y
tel que pour tout point fermé y de Y' , la k-algebre B Bk soit une
spéetalisation de M(r) .

Alors pour tout point fermé y de Y , il existe un voisinage U de y
et un morphisme

f: U————>jL

tel que les Cﬁfalgébres £¥(W) et B U sotent isomorphes.

Comme le probléme est local, on se raméne au cas ou Y est affine, et

c'est immédiat. 2 2
Soit G 1le sous-groupe de GL(k" ) constitué des automorphismes de k"

lai
issant e

pour tous éléments z, f de fE et G respectivement, et tous vecteurs Vs

fixe. Ce groupe opére sur JE de la facon suivante :

v, de kr2 , on a

2
-1
Vicg.g Vo = f ( f(v1).Z f(vz) ),
2
(pour tout élément z' de J%% s g désigne la loi de multiplication k¥
muni de z') . 2

Si z est une structure d'algébre sur k'. isomorphe & M(r) et dont ey
est 1'élément unité, le groupe d'isotropie de z s'identifie & PGL(r) et
par conséquent on a
ain(f) = 2 - n? .

Le reste de ce chapitre est consacré a la démonstration du
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THEOREME 2 : La variété algébrique J2 est isomorphe a rY .

En particulier, ft est lisse.

2
Posons
. (10O e_01je_(oi)e_<—i0>
= ’ = s = b} - ’

0 o 1 ! -1 0 2 i 0 3 0 i
(i . étant un élément de k tel que i2 = -1) . Alors (eo,e1,e2,eq) est
une base de M(2) et on a

e2 = e2 = e2 = -e

1 2 3 (0] ’

ej.e, = "ej.e, = —eg

e,.e3 = ~ej.e, = -e, ,

83-61 =-e1.e3 =—62

Maintenant on va construire une classe de spécialisations de M(2)

Soit V un k-espace vectoriel de dimension 3, q une forme quadratique sur V
et C(q) 1l'algeébre de Clifford de q :

Si T(V) désigne 1'algébre tensorielle de V et I(V) 1'idéal bilatére de
T(V) engendré par les éléments de le forme xB x - q(x), x parcourant V ,
alors on a

C(q) = T(V)/I(V) .
Soit 7: T(V)——=C(q) 1la projection canonique. On pose
W(q) = m(k & (VB V))

Alors W(q) est un k-espace vectoriel de dimension 4 : si B désigne la
forme bilinéaire symétrique associée a q , (k & (VB V)) N I(V) est le
sous—espace vectoriel de T(V) constitué des vecteurs de la forme

(yBx + xBy) - 2.B(x,y) ,
x et y parcourant V . Ce sous—espace est de dimension 6, donc W(q) est

de dimension 4.

En fait, W(q) est une sous-algébre de T(V) : il faut montrer que pour
tous éléments VisVgiVgsY, de V , 'rr(v1 B v, B Vg B va) est un élément de
W(q) . Puisque V est de dimension 3, Vys VysVa,V, sont liés.

Supposons qu'il existe des scalaires ay53,,35,3, tels que

v a,.v, + a,.v, + a,.v, (les autres cas sont analogues). Alors il est aisé

4= %Yy T AV Y 830V
de montrer que

'n(v1 ] v, R v, B v, = (a3.q(v3) + 2.al.B(v3,v1) + 2.a2.B(v2,v3)).‘n(v1 B v2)
+ a1.q(v1).‘n(v2 ] v3)
- (az.q(vz) + 2.a1.B(v2,v1)).1T(v1 B v3) ,

donc ‘n(v1 ] v, ] v, B V4) est un élément de W(q)

112



DESINGULARISATION DES VARIETES DE MODULES

Si la forme quadratique q est non dégénérée, la k-algébre W(q) est
isomorphe & M(2) : en effet. soit (v1,v2,v3) une base orthonormale de V .
On pose f0 =n(1) , fI = ﬂ(vz.v3) . f2 = n(v3.v1) R f3 = n(vl.vz) ,
alors (fo,f1,f2,f3) est une base de W(q) et on a :

ff - fg - f§ - -f,
£f, == £,.f =,
£yofy = - Eyuf, = <f,
£,.6, = - £, = f,

: . 4
Soit (eo,e1,e2,93) la base canonique de k , (v,,vz,v3) une base de
V . Alors pour toute forme quadratique q sur V , si on pose fO =mn(1) ,
f1 = n(v2 | v3) , f2 = 'n(v3 R v1) , f3 = 1T(v1 ] vz) N (fo,f
une base de W(q)

1’f2’f3) est

*
Soit & : S2v —————%ﬁkZ) 1'application associant a la forme quadratique q

la structure de k-algébre sur ka définie par 1l'isomorphisme g : w(q)————->k4

A

tel que g(fi) = e, pour 0 <£1i<3 . Puisque si q est non dégénérée,

6(q) est isomorphe 3 M(2) , 1 est & valeurs dans Jg .
Pour tout élément (c1,c2,c3) de k3 , on pose

1 2 3
o 1 0 0
m(C1,Cz,C3) = ’
0O O 1 0]
0 0 O 1

et on note de méme 1l'automorphisme de k  induit, qui est un élément de G
Soit
0: Cxsv—d,
(c,Q) ———>m(c). 6 (q)

Explicitons @

Si q est une forme quadratique sur V et (c1,c2,c3) un élément de k3,
la structure de k-algeébre ()((c1,cz,c3),q) sur k% est définie par :
2
ey =cyqeeg (2.c1 + 2.B(v2,v3)).e1 ,
2 _
e, = Chy eyt (2.c2 + 2.B(v3,v1)).e2 ,
2 -
e3 = Cg3-€q (2.c3 + 2.B(v1,v1)).e3 ,

ey-€y = Cyp.eq * cyee +cyie, - q(e3).e3 ,

ey-85 = Chg.€q = q(e1).e1 *cgeey v Cyey
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ej.ey = Cgy.en * Cyeel q(ez).e2 * ey,

ey-e, = Chyeen * (2.B(v3,v1) + c2).e1 + (2.B(v2,v3) + c1).e2 + q(e3).e3 N
eg-e, = Cyy.eq * (2.B(v1,v2) + c3).e2 + (2.B(v3,v1) + c2).e3 + q(e1).e1 ,
ej.ey = cig.eg + (2.B(v1,v2) + c3).e1 + (2.B(v2,v3) + c1).e3 + q(ez).e2 .

les cij étant des scalaires, dépendant "aleébriquement' de (c1,c2,c3) et
q .

Ceci prouve que G} est un morphisme.
D'aprés la table de multiplication précédente, l'application tangente

*
@) : T3, szv*-—_)@ Chom(w & W, W)’

est injective, donc ® est une immersion.

Le morphisme (@ est propre : d'aprés le critére valuatif de propreté, il
suffit de montrer que si R est un anneau de valuation discréte de corps
résiduel k , de corps des fractions K , et si A est une structure de
R-algebre sur RA dont 1'extension AK a K4 provient de (k3>(SZV*) x) ,
alors A provient de (k3x SZV*) (R) . Posons AK = ED((C1,CZ,C3), qQ
€15CysCy étant des éléments de K et q une forme quadratique sur V EkK
Puisque AK provient d'une structure de R-algébre sur R, d'aprés la table
de multipligation précédente, Cq3CysCy sont des éléments de R et q provient
d'une forme aquadratique sur R’ . C'est ce qu'il fallait démontrer.

Le morphisme @ est donc une immersion fermée.

Mais on a

din(R,) = 9 = din( x5V
donc (@ est un isomorphisme.

Ceci prouve le Théoréme 2.

1I1.- k-ALGEBRES UNITAIRES DE DIMENSION FINIE

Soit B une k-algébre unitaire de dimension finie. On munit B* de la
structure de B-module & droite définie par
u.f(v) = f£(u.v)
pour tous éléments f , (u,v) de B* , B respectivement.
On note C(B) 1la k-algébre unitaire des B-endomorphismes de B*. On a une
inclusion naturelle B°Pc— 5¢(B) :
U (f— (vi—sf(v.u)) ) .
On note D(B) 1la k-algébre des C(B)-endomorphismes de B* . Evidemment

on a une inclusion
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B&<—D(B) .

PROPOSITION 3 : S2 B est une k-algébre unitaire de dimension finie, alors
on a
c(8) =8°? ot D(B) =B .

Soit (e 1,....,ep) une base de B , N étant 1'élément unité. On pose

0®
pour 15i, jsp

P
o 1
e..e, =a,, + 2 a...e

i'73 ij 1oy il 1

1 . 12
les aij étant des éléments de k .

Pour tout élément non nul t de k , on note A(t) 1l'automorphisme du

k-espace vectoriel B dont la matrice dans la base (eo, ..... ep) est
1 0
0 t
0
0
t

I1 existe une unique structure de k-algébre Bt sur le k-espace vectoriel
B telle que A soit un isomorphisme de k-algébres. La loi de multiplication

dans Bt est définie par

e, = aO t2 e . + a1 t.e
e;. 3 i;°t %o 2 ij°te
pour 1 £1i, j£p , e, étant 1'élément unité.
0
P . N p+1
On définit maintenant une structure de Ciialgebre sur 63/4ﬂ k

R

de la facon suivante : si (fo,....,f ) désigne la base canonique de kp+1,
P
on a en tout point t de ﬂql:
= = <i<
fo.fi fi'fO fi pour 0 £isp ,
o . 2 :gi 1 P
£, =a,..t". + U < <
fi fJ a1J t B = allJ t e, pour 1 i, j P
Alors pour t # O , la k-algébre kP! est isomorphe & B . Pour tout

*
élément t de k on note ¢ 1'action de k5+1 sur (kp+1)

Soit Z 1le sous-ensemble de End(kp+1) xk constitué des couples (f,t)

tels que
£le,. et £} 15i, s
ei'tej =e ., ej pour <i,jsp ,
* *

( (eo,......,ep) désigne la base duale de (eo,....,ep) )

On vérifie aisément que Z . est une sous-variété fermée de End(kp+1)X k
Soit m : Z——k la restriction de la projection. Pour tout élément non

nul t de k on a
din(r'(£)) = ain(c®P™)) = ainc®) 2 p+1
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et par conséquent dlm(C(kp 1)) = dim(q~ 1(0)) 2 dim(C(B)) .

Mais il est aisé de voir que C(kp+1) = (kp+1)°P , on a donc
dim(C(B)) =p + 1 ,

d'ot c(B) = B°P .

Le reste de la Proposition 3 se démontre de la méme maniére.

Soit n un entier strictement positif. On note ;B(n) le sous-espace vec—

. n n.n P N oy s
toriel de Hom(k ® k ,k ) constitué des structures d'algébre unitaire sur
n . N o .
k . I1 existe sur AQ(n) une (3:a1gebre évidente W telle que pour tout point

z de :B(n) , la k-algebre Wz B k soit isomorphe & =z

PROPOSITION 4 : Soit T un k-schéma noetherien, B une G&—algébre uni-
taire localement libre telle que pour tout point t de T , il existe

un voisinage T, de t et un morphisme

£ T1————aw8(n)
*
tel que les C& -algébres £ (W) et Bl sotent isomorphes.

Alors la Cii—algébre C(B) des —endomorphzsmes de B" est isomorphe

i B°P et la C%—algébre des C(B)-endomorphismes de B est isomorphe d

Soit t wun point de T , T1 un voisinage de T et f : T1———9J?(n) un mor-

*
phisme tel que les Cz}algébres f (W et B|p soient isomorphes. Soit

(m1,....,mn) une base du Cﬁ;(t)

Pour 2 £i<n et 1< js<n , soient

m, étant 1'identité.

-module libre wf(t) . 1

g;; ¢ Endgy (wf(t) E@/f(t)e/) wa(t) @/f(t)e/

g—g((m, B 1), (m B1D) - (n BD. g(m* 1),

WEV zf(t; -————>W k(£(t))

h.. : End (
£(t) £(t) df(t)

ij ey FO

gk___ag((ml B 1). (m B 1)) - (m B1). g(m B 1)

D'aprés la Proposition 4 il existe un sous-ensemble I de {],....,r}

tel que
“ e ———
(i,per i PREEND L 0 k() —s
I
* ————
__._>(wf(t) E@’f(t) K(£(t)) )
soit surjective, de noyau isomorphe & f(t) 616D}

(1)
On en déduit que T g.. est surjective, et par conséquent son noyau
(1,jI ®ij

N est un Cag—module libre de rang n , et on a

op
B, CC(B)tCN .
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Mais on montre aisément en utilisant la Proposition 3 que
* _ 0P
EndBt - k(t)(Bt B k(t)) BB k(t)

on en déduit immédiatement que C(B)t = sz .

Le reste de la Proposition 4 se montre de maniére analogue.

II1.- ETUDE D'UNE CLASSE DE FIBRES PARABOLIQUES

Soient r, n, d des entiers tels que r 22 ,nz22 |, a;, a, des nom-—
bres réels tels que O < a, < a, <1 , et X, un point de X . On note

Pn P la catégorie des fibrés paraboliques semi-stables de rang n, de degré d,
’

dont la structure parabolique est concentrée en x, , de suite de multiplici-

0
tés (1,n-1), de poids (a1,az) .

LEMME 5 : On peut choisir (a1,a2) de maniére que les propriétés suivantes
sotent vérifiées. pour tout entier n tel que n < r2 et tout objet E de

Pn,d :

(7) E est stable
(Z2) le fibré vectoriel sous-jacent d E est semi-stable
(i11) pour tout sous-fibré vectoriel F de E , on a

u(F) < W(E) =—> par 1 (F) < par u(E)

. P : . . -2 . . s
Pour avoir (iii), il suffit d'avoir a, <r , et cela entraine aussi (i)
et (ii).
Ceci prouve le Lemme 5.

On note Qn d la catégorie des fibrés vectoriels semi-stables de rang n
’

de degré d sur X .

Soit E un fibré vectoriel semi-stable de degré d . La somme E4 de tous
les sous-fibrés vectoriels stables F de E tels que U(E) = u(F) est un
sous-fibré vectoriel de E , et on a :

(i) on peut écrire

m
E, ~ & s..F. ,
1 i=1

i
avec m 2 1, s; 21 si 1£ism , Fi étant un fibré stable,

u(Fi) = u(E), les F, étant deux a deux non isomorphes.
(ii) pour tout fibré vectoriel stable F avec M(F) = u(E) , tout entier
positif s et tout morphisme
f: s.F——E ,
il existe un entier i tel que F ~F, et f se factorise de la fagon

i
suivante :
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f: s.F-___asi.Ff;___QE .

(iii) pour tout fibré semi-stable E' tel que U(E) =u(E') , et tout mor-
phisme f : E——E' |,
on a f(E1)CL E;
Remarquons qu'on a E1 £0 .
Pour tout fibré vectoriel stable F tel que u(E) = u(F) , on pose
s(F,E) = dim( Hom(F,Gr(E)) )

On a s; < s(Fi,E) pour 1 £1<m , et

> rg(F).s(F,E) = rg(E) ,
F
(la somme étant étendue a 1l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés

stables F tels que u(E) = u(f) ) .

PROPOSITION 6 : Soit E' wun fibré vectoriel semi-stable tel que Wu(E') = u(E)
Alors on a o
dim(Hom(E',E)) £ 2 s,.s(F,,E")
i=1
Démonstration par récurrence sur rg(E') .
Si rg(E') =1 c'est immédiat.
Supposons que ce soit vrai pour tous les fibrés semi-stables F tels que
U(F) = u(E) et de rang < rg(E') .
Si Hom(E;,E1) = {O} , alors on a m
dim(Hom(E',E)) = dim(Hom(E'/E,,E)) < é%% s,.s(F,E'/E})

@'aprés 1'hypothése de récurrence),

mais on a s(Fi,E’/E;) = s(Fi,E') pour 1 £i £m , donc on a bien

m
dim(Hom(E',E)) £ 2 Si'S(Fi’E) .
i=1
A}
Si Hom(E1,E) # {O} , on peut supposer que F1 = F; s

m
(avec E'1 ~ & si-Fi ) . Pour tout morphisme f : E'———»E , on a :
i=1
Al
f(s1.F1)C_ s-Fy

On note f1 le morphisme induit si.Fi-————;s1.F1 .

Etant donné un morphisme f' : E'——E , on a f; = f1 si et seulement si
f - £' provient d'un morphisme E’/s;.F1-————$E , donc

dim(Hom(E',E)) < dim(Hom(s%.F1,s1.F1))+ dim(Hom(E'/s;.F1,E)) .
On a

m
dim(Hom(E'/s!.F,,E)) € > s..s(F,,E"/s!.F,)
1°1 i1 i 1 171

d'aprés 1l'hypothése de récurrence, et
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: ] = !
d1m(Hom(s1.F1,s1.F1)) 3-8,
car F est stable. On a donc

1 m
dim(Hom(E',E)) £ > s..s(F,,E'/s!.F,) + s!.s, .
o iR i 171 1°71

Mais s(F1,E') = s(Fi,E'/si.F1) + s; , et s(Fi,E') = s(Fi,E’/si.F1)
si 2<ifm , on a donc bien
dim(Hom(E',E)) £ >~ si.s(Fi,E') .
i=1
Ceci achéve la démonstration de la Proposition 6.

PROPOSITION 7 : Soit E un objet de Q.4 - Il existe une structure paraboli-
’

que sur E en faisant un objet de P si et seulement si pour tout fibré

d
’
vectoriel stable F tel que WF) = W(E) , tout entier s > rg(F) , <1
n'existe pas de morphisme injectif de fibrés vectoriels

S F—E .

m
€Condition équivalente : si on pose E1::G3 s;-F, , alors s < rg(Fi)
i=1

pour 1 £ism .

Supposons qu'une telle structure existe, et qu'il existe un morphisme in-
jectif de fibrés vectoriels
s F——E ,

F étant un fibré vectoriel stable tel que u(F) = u(E) , s un entier avec

s > rg(F) . On note q la projection Exd___—_’Ex /Fz(E)x
0 0

Soit g : Hom(F,s.F)—————)Hom(Fxo,EXO/FZ(E)XO)
fF___‘_*qx0° f .
Puisque s > rg(F) , il existe un élément non nul f de Hom(F,s.F) tel
que g(f) =0 , et f définit un morphisme injectif de fibrés vectoriels
f' : F——E

tel que f'(Fx ) c FZ(E)X . Ce morphisme identifie F et un sous-fibré vec-
0 0

toriel de E . On a
a
1 n-1
par u(F) = u(F) +a, > — + — + 35 + U(E) = parh(E) ,
ce qui contredit la stabilité de E . On ne peut donc pas avoir de morphisme

injectif s.F———E

Supposons réciproquement que pour tout fibré stable F avec 1:'(F) =pM(E) ,
tout entier positif s , et tout morphisme injectif s.F———»E , on ait
s £ rg(F) .

I1 suffit de montrer qu'il existe un hyperplan FZ(E)x0 de Ey , tel que
pour tout sous-fibré stable F de E avec L(F) = u(E) , on ait

F ¢ F, (E) : en effet, si tel est le cas, on munit E de la structure
Xq 2 XO
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parabolique définie par Fz(E)x et (a1,az) . Si F est un sous-fibré vec-
toriel de E tel que u(F) < u(E) , on a parpu(F) < paru(F) , et si

H(F) = U(E) , F est semi-stable, et on a Fx qt FZ(E)XO , car F posséde
un sous—-fibré vectoriel stable F' tel que W(F') = U(E) , donc

a -
paru(F) = u(F) + ?é?ﬁ? + E%é%%yl + 8y < parj(E) .

Donc le fibré parabolique défini par E , FZ(E)X et (31’32) est stable.

I1 reste a trouver F2(E)X 0

Tout sous-fibré vectoriel stable F de E tel que u(F) = H(E) est isomor-
phe a un des Fi . L'ensemble des sous-fibrés de E isomorphes a Fi s'iden-
tifie a3 P(k°l) . Soit Si le sous—ensemble de P(E:O) X P(ksi) constitué
des couples (H,F) (H étant un hyperplan de Exo et F un sous-fibré vec-
toriel de E isomorphe 2a Fi) tels que F, CH . Il est immédiat que Zi
est une sous-variété fermée de codimension rg(Fi)

Puisque rg(Fi) 2 s; 1'ensemble des hyperplans H de EXO tels que pour
tout sous—-fibré vectoriel F'de E isomorphe 2 Fi , on ait FXO¢. H est

*
un ouvert non vide U, de P(Ey ) . Il suffit alors de prendre FZ(E)x dans
(0]

o 0
N u. .
i=1 1

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 7.

REMARQUE : On déduit de la Proposition 7 que la fait qu'un objet de Qn 4
’

puisse €tre muni d'une structure parabolique en faisant un objet de P

n,d
est indépendant du choix du point X, de X .

PROPOSITION 8 : Soit E un objet de P o4 End(E) I'ensemble des endomor-
phismes du fibré vectoriel sous-jacent d E . Alors on a
dim(End(E)) £ n
2

De plus, st n =1~ , les k-algébres End(E) et M(r) sont isomorphes
si et seulement s'il existe un fibré stable F tel que le fibré vectoriel

sous-jacent @ E soit isomorphe d rg(F).F

On définit les entiers m , s; les fibrés stables Fi , les entiers
s(Fi,E) pour 1< i<m , comme précédemment. On a d'aprés la Proposition 6 :
m
dim(End(E)) ¢ > s..s(F,,E) ,
i=1 1 1
et d'aprés la Proposition 7 ,
s; < rg(Fi) pour 1 <is<m ,
donc
m

dim(End(E)) £ 2_ rg(F,).s(F;,E) < rg(E) .
i=1
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Si on a 1'égalité, on a rg(Fi) =s; pour 1<ism .
Si f est un endomorphisme de E , f induit un endomorphisme f1 de E1 .
Soit
q: End(E)-————aEnd(E1)
fk————%f1
Le noyau de cette application linéaire s'identifie 2 Hom(E/E1,E) . On a

donc une suite exacte :

q
0——>Hom(E/E,,E) End (E) End(E,) .
Supposons que dim(End(E)) = , alors
m
dim(End(El)) =5 s? , car les F, sont stables,
i=1
et

m
dim(Hom(E/E,,E)) < 5>, si.s(F;,E/E,)
i=1
d'apreés la Proposition 6. Comme on a s(Fi,E) = s(Fi,E/E1) *+s; pour

i<m , et n= }fi s..s(Fi,E) , on a
i=1
dim(End(E)) = dim(End(E1))+ dim(Hom(E/E1,E)) ,

d'ou on déduit que l'application linéaire q est surjective.

1

A

m
La k-algébre End(E1) est isomorphe & T M(Si) .

i=1
Supposons que la k-algébre End(E) soit isomorphe & M(r) . On a alors
un morphisme surjectif de k-algeébres
m
M(r)—— 1 M(s;) .
i=1
Supposons que s, <r . On a alors un morphisme surjectif de k-algebres
M(r)—M(s))
dont le noyau n'est pas réduit a {O} . Soit A un élément non nul de Ker(f)

Puisque Ker(f) est un idéal bilatére de M(r) , Ker(f) contient toutes les
matrices B telles que rg(B) £ rg(A) . Or celles-ci engendrent M(r) |,
donc f =0 , ce qui est absurde. On a donc
sy = rg(F1) =r
Par conséquent le fibré vectoriel sous-jacent 2 E est isomorphe a
rg(F1).F1

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 8

PROPOSITION 9 : Sozent E1, E2
dim(End(E1)) = dim(End(Ez)) =n .

Alors E1 et E2
sous-jacents le sont.

des objets de P tels que

,»d

sont isomorphes si et seulement si les fibrés vectoriels
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I1 suffit évidemment de prouver que si les fibrés vectoriels sous—jacents
a E1 et E2 sont isomorphes, alors E1 et E2 le sont.

On supposera donc qu'on a un objet E de Qn 4 et deux hyperplans H1
b

et H, de E faisant de E un objet de P . On note Z 1'ouvert de
2 Xq n,d

*
P(E, ) constitué des hyperplans de E faisant de E un objet de Pn

Xo ’d

Le groupe Aut(E) opére & droite sur Z . Il suffit de montrer que ce

groupe opére transitivement. Puisqu'un fibré parabolique stable est simple,
le groupe d'isotropie d'un point de Z est isomorphe 2 k* . On en déduit,
puisque Aut(E) est de dimension n , que les orbites de Z sont de dimen-
sion n-1 = dim(Z) . Il en découle immédiatement que Aut(E) agit transiti-
vement sur Z

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 9 .

Remarque : On peut évidemment démontrer la premiére partie de la Proposition 8
. 2’ . * . re
en considérant 1l'action de Aut(E) sur P(E, ) . Mais cette méthode ne permet
0

pas de démontrer la suite de la Proposition 8.

PROPOSITION 10 : Soit E un objet de P4 tel que dim(End(E)) = n

’
Soit G le sous—groupe de GL(EX ) ~ GL(n) constitué des automorphismes du
End(E)-module E, . Alors le groupe structural du fibré vectoriel sous-ja-

Q
cent d E peut étre réduit @ G

On choisit un isomorphisme E, = k" permettant d'identifier GL(Ex )
et GL(n) °

Soit T : P(E*)—————+X la projection. L'ensemble Z des points H de
P(E*) tels que le fibré vectoriel sous—jacent 3 E , muni de H et (a1,a2)
au point m(H) soit un fibré parabolique stable, est un ouvert de P(E*) et
ona m(Z) =X .

Soit U un ouvert non vide de X , s une section de E*U induisant
une section de Z . Soit

U

fs : UxEnd(E)—/—E U

le morphisme de fibrés vectoriels sur U défini par
fsx(g) = s(x)o 8y
pour tout point x de U et tout élément g de End(E) . Remarquons que
puisque Aut(E) agit transitivement sur un ouvert non vide de P(E:) pour
tout point x de U , fS est un isomorphisme.
Soit (U,). un recouvrement ouvert fini de X tel que pour tout élément

1'1€l

* 3 . I3
ideI , il existe une section s; de E ‘U induisant une section de ZU
i i

On suppose que E est défini par des morphismes de transition
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.. * U.ONU,——>CL(n) ,
i] i ]

et qu'il existe un unique élément io de I tel que Ui contienne Xy -
0
Un élément p de End(E) est donné par des morphismes
p; ¢ Ui——-rGL(n) , pour i dans I |,
tels que :
(1) 850855 = 8;5°

(ii) s; = P> considéré comme un élément de GL(n) .

D

sj pour tous i , j dans I .

Soit 1 wun élément de I , y; un point de U, . Alors, pour tout point
x de U, et tout élément p de End(E) , on a

t-1 t t-1 t -1
( fsyio fsx)o pi(x) ( fsyio fsx)

il suffit pour cela de remarquer que

1 * *
x ¢ End(E) ———End(E)

= pi(yi)

t -
tf opi(x) o fS
sx
n'est autre que la multiplication & droite par p considéré comme un élément
*
de la k—algébre des endomorphismes du End(E)-module End(E)
On en déduit aisément qu'il existe un élément ¢ de GL(n) tel que pour

tout élément p de End(E) , on ait

p.(y.) = Ct1o poc, .

il i i
On considére maintenant le morphisme
Ai : Ui————~¢GL(n)

Xp——3C tf_1 tf
i° syio sx
On utilise le nouveau systéme de morphismes de transition pour E défini

par

8!. : U.NnU,——GL(n)
1] 1 J
-1
X——A; (x) o eij(x) oxj(x) s

pour tous éléments i , j de I . Alors, pour tout point x de Ui{‘\Uj , on a

s 00!.(x) =08].(x)os ,

1] 1]

ce qui prouve que eij est a valeurs dans G .

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 10.

Remarque : En utilisant la Proposition 3, on voit que la k-algébre des
End(E)-endomorphismes de E, est isomorphe & End(E)°? . On en déduit aussi
que la (3%—a1gébre des End(E)-endomorphismes de E est un faisceau localement

libre.
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IV.- DEFINITIONS ET PROPRIETES DE QUELQUES FONCTEURS

Soient r et d des entiers, avec r 2 2 .

DEFINITION 11 : On appelle famille de spéecialisations de M(r) paramétrée
par un k-schéma noetherien T une eg—algébre B telle que pour tout point
t de T , il existe un voisinage T1 de t et un morphisme

f: T1———~9J§

*
tels que les Cfr -algébres f (W) et B
1

T1 soient isomorphes.

La définition d'un morphisme de familles de spécialisations de M(r) para-
métrées par T est évidente. Si B est une famille de spécialisations de
M(r) paramétrée par T , et g : Y——>T un morphisme de k-schémas noethe-
riens, la C@-algébre g*(B) est une famille de spécialisations de M(r)
paramétrée par Y

Soit G 1le foncteur

k-Sch——Ens
associant a un k-schéma noetherien T 1'ensemble des classes d'isomorphisme
de familles de spécialisations de M(r) paramétrées par T
Soit Jt le foncteur
k-Sch——Ens
représenté par fk .
On a une inclusion
f&r——————>G
qui est un morphisme formellement lisse (voir Appendice I) d'aprés la
Proposition 1

On note wr,d la sous-catégorie de Prz,d.r constituée des objets E tels
que End(E) soit une spécialisation de M(r)

Si K est un corps commutatif algébriquement clos extension de k , on
note wr,d B K la catégorie Wr,d correspondant a la courbe X X Spec (K)
sur K . On définit de méme P , B K

r°,d.r
DEFINITION 12 : On appelle famille rigidifiée dans wr,d paramétrée par un
k-schéma noetherien T 1la donnée d'un faisceau localement libre E sur

T Xg X , et d'une section s de E1 ne s'annulant pas, tels que les

TX {xg
propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) pour tout point t de T , le fibré parabolique sur X X Spec(k(t))
(k(t) désignant la cldture algébrique de k(t)) dont le fibré vectoriel

s

sous—jacent est obtenu & partir de E par le changement de base

Spec(k(t)) —>T ,
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et dont la structure parabolique, concentrée en le point %ﬂ% x Spec(k(t)) ,
est définie par 1'hyperplan noyau de S, et (a1,a2) est un objet de

wr,d B k(t) .

(ii) 1la C&—algébre localement libre pT*(End(E)) (p,, désignant la projection

T

T X X——>T) est une famille de spécialisations de M(r)

DEFINITION 13 : On appelle famille rigidifide dans P2y paramétrée par un
’

k-schéma noetherien T 1la donnée d'un faisceau localement libre E sur

T x, X et d'une section s de E ne s'annulant pas tels que le fibré

k 11‘x (xd
parabolique sur X x Spec(k(t)) défini par E et s (comme dans la Définition

12) soit un objet de P 5 dor ® k(t) , pour tout t dans T .
r°,d.

La définition des morphismes de familles rigidifiées dans Prz,d.r (resp.
wr,d) paramétrées par T est évidente. On définit aussi, pour tout morphis-
me de k-schémas noetheriens g : Y— T , toute famille rigidifiée (E,s)
dans Prz’d.r(resp. wr,d) paramétrée par T , la famille g*(E,s) de méme
nature paramétrée par Y .

Soit F : k-Sch——>Ens 1le foncteur contravariant associant a un k-schéma
noetherien T 1'ensemble des classes d'isomorphisme de familles dans wr,d
paramétrées par T .

On définit de méme le foncteur E : k-Sch———sEns correspondant aux famil-

les rigidifiées dans P 2 .
re.d.r
D'aprés la deuxiéme partie, le foncteur E est représentable par une
variété projective lisse Sr 4 dont les points (fermés) sont les classes
’
d'isomorphisme d'objets de P , .
r',d.r

On a un morphisme de foncteurs évident
¢ : F——>G

On montrera plus loin qu'il est formellement lisse.

Groupe structural d'une famille de fibrés vectoriels sur X

Soit A une k-algébre commutative noetherienne. Un faisceau localement
libre E de rang r sur Spec(A) X X est défini par un recouvrement ouvert
fini (Ui)ieI de X et des morphismes de transition

0
eij : Uiﬂ UJ.——-———->H (Spec(A),GL(r,@gpec(A)))

(en fait, a valeurs dans un sous-k-espace vectoriel de dimension finie).

= Gl(r,A)

On peut considérer que GL(r,A) est l'ensemble des sections globales du
faisceau de groupes Spec(A) X GL(r) . Si H est un sous-faisceau de grou-

pes de ce faisceau, on dira que le groupe structural de E peut €tre réduit
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a2 H si on peut choisir des morphismes de transition eij a valeurs dans
HO(Spec(A),H) .

Soit E une famille dans Wr d paramétrée par Spec(A) . On peut supposer
’

que quec(A) x{30}= r.C?épec(c) , et si Py désigne éilprOJectlon
Spec(A) X X ——35Spec(a) , pA*(End(E)) est une sous- Spec(A)—algebre de

Spec(A)xk M(r) . On note H 1la G%;eC(A)-algebre des pA*(End(E))-endomor_

phismes de r .egpec(A)

ments inversibles de H .

, G le faisceau de groupes sur Spec(A) des élé-

Le résultat suivant se démontre comme les Propositions 4 et 10 :

PROPOSITION 14 : La CE;eC(A)‘—aZgébre H (resp. le faisceau de groupes
G sur Spec(A)) est isomorphe a pA*(End(E)OP) (resp. au faisceau de groupes
sur Spec(A) des éléments inversibles de pA*(End(E)Op)) .

De plus, le groupe structural de E peut étre réduit a G .

V.- LES RESULTATS PRINCIPAUX

THEOREME 15 : Soit N, 1'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets de

,d
Prz d.r tels que End(E) soit une spéeialisation de M(r) .
,d.

Alors :

(%) Nr,d ~est une sous-variété fermée de Sr,d .

(Z2) N4 représente le foncteur F (restreint aux k-schémas algébriques).
’

THEOREME 16 : S7 .R} est lisse, 1l en est de méme de N4 - De plus, 71
existe un morphisme surjectif

T Nr d——)U(r,d)
induisant un isomorphisme n-1(Us(r,d))-————»Us(r,d)

En particulier est lisse, et on obtient donc une désingularisation

» N0
de U(2,0) au sens de l'Introduction.

On utilisera le résultat suivant :

PROPOSITION 17 : Le morphisme de foncteurs
¢ : F—G
est formellement lisse.

(Voir appendice I).

Soit D un objet de A , D, un quotient de D , (Eo,so) une famille

0
dans LA paramétrée par Spec(DO) , B un élément de G(Spec(D)) tel
’

*
que les C% -algébres Pp *(End(EO)) et i (B) soient isomorphes

0
(i désignant 1l'inclusion Spec(DO)—————’Spec(D) et pp la projection

pec(qD)
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Spec(Do) x X-———»Spec(Do) ) .

I1 faut montrer qu'il existe une famille dans Vo4 paramétrée par Spec(D)
b

tille que les egpec(D)-algebres pD*(End(E)) et B soient isomorphes et que
i (E,s) ~ (Eo,so) .
Puisque D est artinienne, on peut supposer que D0 =D/I , I étant un

idéal de D tel que I.M = {0} , M étant 1'idéal maximal de D .
Notons que Spec(D) et Spec(Do) ne contiennent qu'un seul point z .

Soit f : Spec(D)-————éﬁg un morphisme tel que les Ggpec(D)-algebres B et

*
f (W) soient isomorphes. Alors B (resp. Bo) provient de la D-algebre

D nk(wf(z) E@f(z)k) ( resp. D, nk(wf(z) ﬂ@’f(z)k) ) (BO désignant la

g - & . * ' .
Spec(DO) algébre i (B)) , qu'on peut noter aussi B(resp. BO)
On peut considérer que ng

* *
sous-D-algébre) de End(BO) (resp. End(B ) )

B°P?) est une sous-D -algébre (resp. une

(resp. o

Soit (Ui)ieI un recouvrement ouvert fini de X , tel que Ej soit défini
par des fonctions de transitions

. op < : ;<
eij ; UiflUj—————>G0 ,pour 1 £i<j<m ,
(GO désigne le groupe des éléments inversibles de BO) . On doit avoir
%1 = O
tels que i< j<1 .

'eij pour tous éléments i, j, 1 de {1,....,n&

Ces fonctions s'étendent en des morphismes

8!. : U.NU, —»¢c°P (G est défini comme G.)
1] 1 ] (0]
(car les .. sont a valeurs dans un sous-k-espace vectoriel de dimension finie
de ng) . Mais on n'a pas nécessairement

6. =6...06!.

ij j17 1]
Soit E' 1le fibré vectoriel sur X , défini a partir de EO par le chan-
gement de base Spec(k)——-——aSpec(DO) , F le fibré vectoriel des End(E')-

endomorphismes de E'

£16 T 1w, f
Un élément (aij1)1§i<j<1§m de i< H (Ui Ujf\Ul, B B) tel que
_—" —
3kt %k T %51 " 945035k T ©

pour i< j<k<1 ,
(éij désignant 1'image ge eij dans Wf(z)ﬂég(z)k ),
définit un élément de H"(X,F) B D .
Si i< j <1 , on peut poser
[l =1 L.
eil . eij .ejl = 1+ bijl s
b.. étant un morphisme
ijl
VMU N T B W) Bog () W) -
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=1

= (] PP a2
On pose aijl eil 'bijl'eil , alors (aij1)15i<j<1§m définit un élément
de HZ(X,F) BD :
I1 suffit de montrer que
-1
- -9 ' =
At 2 T 251 %5 0 250 0

car puisque I.M = {OS , on a
1 [ - 1 ar
eij .ajkl.eij eij 'ajk1°eij .
I1 suffit donc de montrer que

1+a,,. +a - a - 93_1.9'-1.6'_1

(] ' =
ik %k T 251 7 %5 %k Bk B30y O
mais
et e 007t 01 01 - -
i i Yk U5i; (1+aijk)‘(1+aik1)'(1 aijl)
Pragg *ana T %45
on a donc bien 1'égalité voulue.
Puisque X est une courbe, on a
w2 (x,F) =0 ,
donc (aijl) est un bord, c'est a dire qu'il existe un élément
Ow.n
(1ij)1§i<j§m de jTi H (Ui Uj,Cyﬂ B) tel que
1<]
__1 —_— _
i3 7l t 05 151005 T A o
sur Uif\Uj/\U1 ,pour 1 £i<j<1l<m .
On peut supposer que 1ij est a valeurs dans I.B , et on a donc
-1
- ' [
Liy 7l Y8 - 51ty T A
On pose maintenant
b, = 0!.. ‘s i< jsg .
13 913 1+ 113) pour 1 £1i< jsm
Alors on a
Q. =0 _.0,, pour i< j <1 , comme on le vérifie aisément.

il jl 1]

Par conséquent (G)ij) définit un faisceau localement libre E sur
*

La section o de EO Spec(DO) X {xoi:\_a_r.

. I1 est immédiat que (E,s)

O

Spec (D) X X induisant E SpedDo)

o °

*
LV:4 :
s'étend en une section s de E Spec (D) x{x \

est une famille rigidifiée dans P q paramétrée par Spec(D) induisant
ro,d.r
(Eo,so) . o
I1 reste & montrer que les SpeC(D)—algebres B et pD*(End(E)) sont isomor-
phes, ce qui découle du fait que B est une sous-algébre localement libre de
pD*(End(E)) , et que ces Gépec(D)—algebres ont le méme rang.
Ceci achéve la démonstration de la Proposition 17.
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Démonstration du Théoréme 15

(i) D'aprés la Proposition 9, on a une application

f : Us(r,d)————-—»sr’d

associant 3 la classe d'isomorphisme d'un fibré vectoriel stable F de rang
r et de degré d la classe d'isomorphisme d'un fibré parabolique semi-stable
dont le fibré vectoriel sous-jacent est r.F . Si on note N; le sous-ensem-—

d
’
ble de Nr constitué des classes d'isomorphisme d'objet E de P 9

»d r ,d.r
tels que la k-algébre End(E) soit isomorphe & M(r) . D'aprés la Proposition

a L'application f est

réguliére : pour le voir on utilise la propriété universelle de Sr q 3
’

9, f induit une bijection de Us(r,d) sur N;
t

voisinage de chaque point de Us(r,d) .

Pour prouver (i) il suffit de montrer que

=N _
Nr,d Nr,d :
Soit E un objet de P » dont la classe d'isomorphisme est un élément
r,d.r
. s re * -
de Nr,d - Soit sy un é1ément de E tel que Ker(so) = FZ(E)XO .

(0]
Il existe une k Hﬁﬂ - algeébre B telle que

BE, {[T]] k ~ End(E)
et BE, [[Tj] k((T)) = M(r,k((T))

comme k-algébres et k((T))-algeébres respectivement, (k((T)) désignant le
corps des fractions de k Ujﬂ et k((T)) 1la cldture algébrique de k((T)) ).

I1 suffit de construire une famille rigidifiée dans W g (F,s) , parama-
’

trée par Spec(k {Pﬂﬂ ) telle que si P, désigne la projection

Spec (k [[T]J ) x X—>Spec(k [[T_D ), les k[[T]] -algébres B et
po*(EEg(F)) soient isomorphes, et que i (F,s) x~ (Eo,so) ( i désignant
1'inclusion Spec(k)—————)Spec(k[EﬁI} ) . En utilisant la propriété universelle

de on peut en effet en déduire que la classe d' isomorphisme de E

Sr,d

est un élément de N , et comme il est évident que N 'dC'Nr
b

1
on aura
r,d r ,d

= N
Nr,d Nr,d -

I1 reste i montrer l'existence de (F,s) . Pour tout entier n21 , on
pose
n
p =k([] /(D .
C'est une k—algébre commutative artinienne locale.
D'aprés la démonstration de la Proposition 17, il existe une suite

. > .
(Fn’sn)n21 telle que pour tout entier n2! , on ait :

(i) (F_,s ) est une famille rigidifiée dans W paramétrée par Spec(D ) ,
n’n r,d n
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(ii) i1 existe un isomorphisme

%
&y ¢ 1n(Fn+l’sn+1

. L. s .
(1n désignant 1'inclusion Spec(Dn)—————>Spec(Dn+

)—>F ,s ) ,
n n

D)

(iii) si P, désigne la projection Spec(Dn) X, X ————>Spec(Dn) , et j
1'inclusion Spec(Dn)—————espec(k[ffﬂ ) , il existe un isomorphisme
. ik
£ ¢ pn*(End(Fn))——-%Jn(B) ,
induise f i
tel que fn+1 n (via gn) .
I1 existe un faisceau localement libre F , et un seul, sur
Spec(k[[fﬂ ) X X tel que, pour tout entier n 21 , on ait un isomorphisme
h : F@E—F
n n n
tel que hn+1 induise hn (via gn)
Soit U = Spec(A) un ouvert affine de X . On a un morphisme
k[ BA—>Lim(k (1] /(™) B A

) est équivalente 3 la donnée d'une suite

La donnée de (FnlSpec(Dn) x, U n21

(Mn)n>1 telle que pour tout entier n21 , on ait :

(i) Mn est un (k{fﬁﬂ /(T™)) B A-module libre de rang n

(ii) il existe un isomorphisme
n
Mo, B (G /(™) B A—sM
On pose
. n

M= LinM) B (k([T]] /™) mA) .
Il est aisé de voir que les M se '"recollent'" pour donner un faisceau loca-
lement libre F sur Spec(k [Eﬂ] ) X, X , et que F est unique.

*
~ ' .
De meéeme, (sn)nz1 s'étend en une section s de F Spec(k[ﬂfﬂ ) x iXJ
ne s'annulant pas, et (F,s) est une famille rigidifiée dans P ;
r
paramétrée par Spec(k[fﬁn ) .

D'aprés la démonstration de la Proposition 17, on a des inclusions

,d.Tr

.. -k
i P:(JH(B))'——%m(Fn) ,

in+1 induisant in, et donc une inclusion
Po(B)——3End (F)
On en déduit que, au point fermé de Spec(k[ﬂﬁn ) , le morphisme naturel
Po*(End(F)) B k——End(E)
est surjectif. Par conséquent po*(EEQ(F)) est un faisceau localement libre,
de méme rang que B . Comme il contient B comme faisceau localement libre,
on a

B = p*(End(F))
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On a donc bien

= 1
r,d Nr,d :
Ceci prouve (i).
(ii) D'apr&s la propriété universelle de S , le foncteur que représente

r,d

N d(noté aussi ) est un sous-foncteur de F . Soit T un k-schéma

N
r, r,d
algébrique, et (E,s) une famille dans Wr 4 paramétrée par T . D'aprés
’
la propriété universelle de Sr a4 cette famille définit un morphisme
’

g : T——S .

r,d

I1 faut montrer que ce morphisme est a valeurs dans Nr 4 Soit J 1le
’

faisceau d'idéaux de N dans S . Soit t un point de T . Alors
r,d r,d

g(t) est un point de Nr,d . I1 faut montrer que le noyau du morphisme
¥ eé(t)_—“%
contient Jg(t) . On peut se limiter au cas o t est un point fermé.
I1 suffit de montrer que pour tout entier n21 , le noyau du morphisme
induit par Y
Ger Mg ey— &t
contient (J + mg(t))/mg(t) . On en déduira par le Théoréme de Krull, que
JC Ker(¥) . On est donc ramené au cas ou T est le spectre d'une k-algébre
artinienne locale D0 , de corps résiduel k . Il existe une k-algébre commu-
tative locale compléte noetherienne intégre R telle que DO soit un quotient
de R . On montre comme dans (i) que le morphisme de restriction
F(Spec(R))—————»F(Spec(Do))
est surjectif (autrement dit, toute famille rigidifiée dans wr,d paramétrée
par Spec(DO) se prolonge a4 Spec(R)) . Puisque R est intégre , Spec(R)
est réduit, et on en déduit aisément que
F(Spec(R)) = Nr’d(SPeC(R))
Mais on a un diagramme commutatif

Nr’d(Spec(DO))————————>F(Spec(DO))

N d(Spec(R)) ———————F(Spec(R))

ce qui montre que Nr,d(SPeC(DO)) = F(Spec(Do)) .

Ceci prouve (ii) et achéve la démonstration du Théoréme 15.

Démonstration du Théoréme 16

Pour montrer la lissité de Nr 4 il suffit de prouver qu'étant donné
’

deux k-algébres commutatives artiniennes locales D et D0 . D0 étant un
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quotient de D , tout morphisme

o Spec(Do)————éNr’d

s'étend en un morphisme

B : Spec(D)—————%Nr

d

’

Ceci résulte immédiatement de 1'existence d'un fibré universel sur Sr P
’

de la Proposition 17, de la partie (ii) du Théoréme 15 et de la lissité de

A

T
I1 reste a prouver l'existence de T
Soit g : U(r,d)—;———9U(r2,d.r) 1'application associant a la classe d'équi-
valence d'un fibré vectoriel F 1la classe d'équivalence de r.F . Cette appli-

cation est réguliére, on peut le voir en remontant aux schémas de Grothendieck

construits dans la premiére partie, et elle est évidemment injective.

On peut montrer que g 1induit un isomorphisme de Us(r,d) sur g(US(r,d))
(ceci doit pouvoir se montrer en remontant aux 'covariants'" et en faisant
1'étude "différentielle" d'um morphisme entre ceux-ci induisant g ) . Par
conséquent g est birationnel.

On a g(U(r,d)) = p(Nr,d) , p désignant le morphisme canonique

5. 4 — Suetan .

En effet, g(U(r,d)) et p(Nr d) contiennent le sous-ensemble dense dans

’
chacun d'eux g(Us(r,d)) . On note p'

la restriction de p a N
r,d

Puisque Nr 4 e°st lisse, p' : N, d—————;g(U(r,d)) induit un morphisme
’ b

m Nr d —>U(r,d) . Il est immédiat que T induit un isomorphisme de
’
w-—KUS(r,d)) sur Us(r,d)

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 16.
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INTRODUCTION :

Dans tout ce qui suit, k sera le corps des nombres complexes. Les résultats
prouvés ici sont sans doute valables pour un corps de caractéristique nulle.

On démontrera des cas particulier du

THEOREME 1 : Soient r,d des entiers non premiers entre eux, avec r22 .
Alors pour aucun ouvert non vide U de Us(r,d) i1l n'existe un fibré de

Poincaré sur UxX .

On ne traitera que les cas d = 0 . Ce théoréme est complétement démontré
dans [31] , par une autre méthode.

On voit aisément qu'il suffit de prouver 1'

assertion t: En aucun point de R® , le morphisme
Rs_____>Us(r,0)
n'est une fibration localement triviale.
Sur la variété M(r)® = Zr le groupe PGL(r) opére de la facon suivante :
pour tout point (M1,....,M ) de Zr , et tout élément k.A de PGL(r), on a
(k.A). (M, ..... ,Mg) = (A.M1.A"',,....,A.Mg.A")
Soit Zi 1'ouvert des points stables de Zr pour cette action. On montre-

ra dans le Chapitre II que l'assertion 1 découle de 1'

assertion 2 : En aucun point de Zi , le morphisme
zi____—,z:/PGL(r)
n'est une fibration localement triviale.
Pour cela, 1'outil essentiel est le "théoréme de Luna" dont 1'énoncé est

donné a la fin de cette partie. Il permet notamment d'obtenir la

PROPOSITION 2 : Soit y le point de U(r,0) correspondant au fibré trivial
de rang r . Alors la complétion de l'anneau local de U(r,0) au point vy
est isomorphe au complété de l'anneau local de Zr/PGL(r) en le point image
de (0,....,0)

Dans le Chapitre I, on étudie la variété Z /PGL(r) en vue de prouver
r
1'assertion 1.
Dans le Chapitre II, on montre que l'assertion 2 entraine 1'assertion 1

et que l'assertion 2 est vraie.
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I.- LA VARIETE M(r)g/PGL(r) ET SES RELATIONS AVEC LES MODULES D'ALGEBRES

Soit A = kiX1, ..... ,Xé 1'algébre des polyndmes en les variables (ne
commutant pas) X1,.....,Xg . On peut voir A comme 1'algébre tensorielle
d'un k-espace vectoriel de dimension g .

Soit k-alg la catégorie des k-algébres commutatives,

F1,r = F1 : k-alg———>Ens
le foncteur associant a tout objet R de k-alg 1'ensemble des classes
d'isomorphisme de (A KkR)—modules a gauche, libres de rang r sur R , munis
d'une base (ordonnée). (Deux couples (V,(v1,....,vr)) , (V',(v;,....,v;)) s
constitués d'un (A EkR)—module a4 gauche libre sur R et d'une de ses bases
sur R , sont dits isomorphes s'il existe un isomorphisme de (A ﬁkR)—modules
f : V-——>V' tel que f(vi) = vi pour 1 <1i<gr
Autre définition de F1 ¢ soit wo un k-espace vectoriel de dimension r .
Alors F1(R) est 1l'ensemble des structures de (A KkR)—module sur WO EkR .

Tout k-schéma noetherien Y définit un foncteur
k-alg ——Ens
RI——>Hom(Spec(R),Y) .

On dit qu'un foncteur (contravariant) F : k-alg——>Ens est représentable
s'il est isomorphe & un foncteur du type précédent. Le k-schéma noetherien

associé Y est unique & isomorphisme prés, on dit que Y représente F .

PROPOSITION 3 : La variété algébrique z, représente le foncteur F,o

Une structure de (A EkR)—module sur W, B R est définie par des R-endo-

0 'k
morphismes f1, ..... fh de WO EkR , c'est 4 dire par g applications
linéaires M(r) ——>R , c'est & dire par un morphisme
Spec(R) >Zr .
Soit F2,r = F2 : k-alg ——>Ens

N

le foncteur associant a tout objet R de k-alg 1l'ensemble des classes d'iso-
morphisme de (A ﬂkR)—modules a4 gauche libres de rang r sur R

Soit V un élément de Fz(k) , c'est 4 dire un A-module libre de rang r
sur k . Alors V posséde une filtration

fo} =vpev,c iicv v =V

par des sous-A-modules, telle que pour 1 £ i

A

m , Vi/vi—1 soit un

A-module simple. La somme directe & V./V._1 ne dépend que de V .
1Sism *

On posera

Gr(v) = V.V

1<igm i1

A
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Les résultats suivants sont dus a M. Artin [1] :
Soit
e Zr————azr/PGL(r)

le morphisme canonique. Alors, si Vs Vv, sont des points de Zr , définis—

2

sant des objets V1, V2 de Fz(k) (d'aprés la Proposition 3) , on a
mlv,) = ﬂ(vz)

si et seulement si

Gr(Vi) = Gr(Vz) .

De plus 1l'ouvert PGL(r)-invariant Zi de Zr constitué des points stables
(c'est & dire des points 2z tel que le morphisme PGL(r)————>Zr défini par
z soit propre et injectif) est constitué des points de Zr tels que le
A-module associé soit simple. Le groupe PGL(r) opére librement sur Zi
et

s s
m Zr————ézr/PGL(r)

est un quotient géométrique. En fait c'est une fibration principale localement
. .. ' s qs . s R . . .
isotriviale (c'est & dire que tout point z de Zr posséde un voisinage étale
U de la forme PGL(r) x U' , U' étant un voisinage étale de mw(z) , ces
données étant compatibles avec 1'action de PGL(r) ) . Cependant on verra plus

loin que T n'est pas une fibration principale localement triviale.

L'ouvert Z:Sde Zr constitué des points semi-stables (c'est a dire des
points z tels que (0,....,0) soit dans PGL(r).z) est caractérisé de la
facon suivante : un point z de Zr n'est pas semi-stable si et seulement si
le gradué du A-module associé & 2z est trivial (on dit qu'un A-module M
est trivial si Xi'M = {0} pour 1sisg ) .

On a un morphisme canonique de foncteurs

F1———-———->F2

Soit R un objet de k-alg, V un élément de FZ(R) . Si on choisit une

base de V sur R , on obtient un élément de F1(R) , et donc un morphisme
f Spec(R)‘-———,Zr

On vérifie aisément que le morphisme
g = Tof : Spec(R)-————azr/PGL(r)

ne dépend pas du choix de la base de V , et ne dépend donc que de V .

I1 est immédiat que g posséde la propriété suivante

si x : R——>k est un point géométrique de Spec(R) , alors

g(x) = Gr(V ERk) .

On peut montrer que F2 n'est pas représentable (en particulier,

Zr/PGL(r) ne représente pas F2) . On n'utilisera pas ce résultat.
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Soit F? le sous-foncteur de F1 défini par : pour tout objet R de k-alg ,
F?(R) est constitué des éléments de F1(R) tels que pour tout point géomé-
trique R——>K , le A-module associé soit simple.

On définit de méme le sous—foncteur F; de F2 .

e s s . .
I1 est immédiat que F1 est représenté par Zr .

Pour tout k-schéma noetherien Y , on notera aussi Y le foncteur k-alg
k-alg ——Ens représenté par Y
Alors on a défini plus haut un morphisme de foncteurs
o : F;-———92:/PGL(r) .
Soit R une k-algébre locale, 6 : Spec(R)————aZi/PGL(r) un morphisme.
Puisque 7 est localement isotriviale, on voit qu'il existe une algébre
locale R' , étale sur R , et un morphisme
o' : Spec(R')—————sZi/PGL(r)
tels qu'on ait un diagramme commutatif

Spec(R')—————*aZi

Spec(R)———————>Z:/PGL(r) .

En particulier, si R est un corps algébriquement clos K , ona R' =K ,
et donc O se reléve en un point de Z: 3 valeurs dans K . On en déduit
immédiatement que ¢ induit une bijection
Fy (K) —>(27 /PGL(x)) (K)
On a un morphisme de foncteurs naturel
F1,r-———+F1,r2 ( resp. Fz’r_____an’rz )
défini par :
Pour tout objet R de k-alg , a tout élément V de F1,r(R) ( resp. FZ,r(R9
on associe r.V .
On en déduit un morphisme canonique
Zr——————>Zr2 .
induisant un morphisme canonique

§ : Zr/PGL(r)————<>Z 2/PGL(r2) .
r

PROPOSITION 4 : Le morphisme & est propre et injectif, et induit donc un

isomorphisme birationnel de Zr/PGL(r) sur som image.

Le morphisme & est décrit de la facon suivante sur les points géométri-
ques : pour tout élément V de F1,r(k) ,
§(Gr(V)) = r.Gr(V) ,
d'ol on déduit immédiatement que & est injectif. Pour montrer que § est

propre, on utilise le fait que la graduation canonique des anneaux locaux
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des points de M(r) ( resp. M(rz)) est PGL(r) ( resp. PGL(rZ))—invariante
et définit donc une graduation des anneaux locaux des points de Zr/PGL(r)
(resp.PGL(rZ) ) , que § préserve les graduations, et que les éléments de
degré 1 de ces anneaux locaux les engendrent.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 4 .

. : . . 2 P
Soit Wé un k—-espace vectoriel de dimension r . On définit des foncteurs

A1 N A2 : k-alg———>Ens
par
- AI(R) est 1'ensemble des structures d'algébres B sur W6 ﬂkR , munies
d'un morphisme d'algeébres
f:A ﬂkR————>W6 EkR
- AZ(R) est l'ensemble des classes d'isomorphisme de R-algebres B libres
de rang r , munies d'un morphisme d'algebres
£:ABR—B
On a des morphismes canoniques de foncteurs

A,— >F , A.—F ,
L 1,r2 2 2,r2
définis par : pour tout objet R de k-alg , & tout élément (B,f) de A1(R)

( resp. AZ(R) ) , on associe B , vue comme (A B

kR)—module grace a f

En fait, A1 et A2 sont des sous—foncteurs de T 2 et F o Trespec=
. 1,r 2,r
tivement.

Soit A? ( resp. AZ) le sous-foncteur de A, ( resp. A2 ) défini par :

pour tout objet R de k-alg , 1
- A?(R) est l'ensemble des éléments (B,f) de A1(R) tels que pour tout point
géométrique R ——k de Spec(R) , B ERk soit une k-algeébre simple, et que

le morphisme A——B B _k soit surjectif.

R
- (idem pour A;(R))

On a un morphisme canonique
F2,r A2 ’
défini par : pour tout objet R de k-alg, a tout élément V de F2 r(R) , on
’
associe la R-algeébre EndR(V) , munie du morphisme canonique
f:A ukR——aEndR(v)

provenant de la structure de (A EkR)—module de EndR(V) .

Le morphisme f est surjectif si et seulement si V est dans F; r(R) :
’
il suffit de le montrer pour R = k , et cela revient & prouver que f est
surjectif si et seulement si le A-module V est simple. Cela découle d'un

résultat connu sous le nom de "Théoréme de Burnside" (voir par exemple
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S. Lang , [1ﬂ , p. 444, Cor.1 ) . On a donc aussi un morphisme de foncteurs
s S
Fz——-——--—aA2 .
On peut aussi montrer que ce foncteur induit, pour tout corps commutatif
algébriquement clos K extension de k , une bijection
s s
Py 0——A5® |
(cela revient a dire que toute K-algébre simple de dimension finie sur K
est isomorphe a une algeébre du type EndK(E) , E étant un K-espace vecto-
riel).

s

PROPOSITION 5 : La variété Z:/PGL(r) représente le foncteur A,

(On ne fera qu'une esquisse de démonstration).
Montrons d'abord que la restriction de A\ : Zr/PGL(r)————->Z 2/PGL(rZ) a
Zi/PGL(r) est une immersion : T

La variété Zi/PGL(r) est lisse et pour tout point (M

1,....,M ) = m de z° .
g r

on a
Tomy = % /{M-A - AMD o, aeM @)

D'autre part, si 7' désigne la projection

Z 9——>17 ,/PGL(r) ,
r

r
on a une injection, en notant m' 1'image de m dans ZSZ/PGL(rZ)
r
T /T _ —_—T .,
m' 1(ﬂ,(m,)) ™ (m')

I1 suffit donc de montrer que l'application induite par §
T —sT T ,-
m(m) m'/ =1 (m"))
est injective. Pour cela, on utilise 1'isomorphisme

Tm'/Tﬂ'_1(ﬂ'm')) >~

i((Mi'Ats - Ats'Mi)1§t, sSr )1§i§g s At,se:M(r)J ’+'

i i
0 My, M- Mir
i i
0 0 M, ... M
i i
0 o 0 L. M , Me M(r)j )
0 0 0 .... 0 J 1sisg

(On obtient cet isomorphisme en utilisant le fait que tout élément (Ni)1<i<g

de 1la fibre de m'(m') est PGL(rZ)—équivalent a4 un élément de la

forme (Ni) , avec

18isg
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i i i

Mi P12 P13 e P1r
i i

0] Mi P23 ceee Pzr

= NI .
Pi t

(o] 0] Mi ceee 3r
0o o 0 ....' M.
i

(P;t étant dans M(r)) , ce résultat se déduisant aisément du fait que

le A-module défini par m est simple).

N

. . s . .
Ceci prouve que la restriction de A a Zr/PGL(r) est une immersion.

Soit maintenant R un objet de k-alg , et (B,f) un objet de A;(R) .

ASc_,F

Puisque 9

B définit comme on 1'a vu plus haut un morphisme

2’r2 ’ 2
)

Spec(R)——>7Z 2/PGL(r
r

Ce morphisme est & valeurs dans Z:/PGL(r) :
Spec (R)
la remarque précédant la Proposition 5 (pour toute extension algébriquement

K de k on a F;’r(K) = A:(K)) .

On obtient donc un morphisme
Spec(R)—————?Zi/PGL(r) .
Ceci définit un morphisme de foncteurs

s

)

Réciproquement, supposons donné un morphisme
A e Spec(R)—————?Zi/PGL(r) .

Supposons R locale. Puisque Zi—————)Z:/PGL(r) est localement isotriviale,

il suffit de le vérifier pour

tout point géométrique de , et ceci est une conséquence immédiate d

close

—————>Z:/PGL(r) .

il existe un morphisme de k-algébres R-——3R' , avec R' étale finie sur
tel qu'il existe un morphisme
A' o Spec(R')—————azi
tel que le diagramme suivant soit commutatif
Spec(R')—————aZi
X m
Spec(R)—~————9Zi/PGL(r)
Puisque Z: représente Ff,r , A' définit un élément V de F? r(R') ,
’
et EndR,(V) un élément de A;(R') . Mais le diagramme commutatif précédent
définit une donnée de descente pour EndR,(V) relativement & A' . Donc il

existe une R-algébre W telle que A'*(W) = EndR,(V) . On vérifie aussi que

le morphisme d'algébres canonique A EkR-————>EndR,(V) descend en un morphisme
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unique A EkR—————BW . On a ainsi défini un élément de A;(R) .

On peut prolonger cette construction & toutes les k-algébres (non nécessai-
rement locales). Pour cela on montre d'abord que 1'on peut choisir la
R-algébre W précédente d'une maniére '"canonique". Ainsi, si on part d'une
algébre R quelconque et d'un morphisme

Spec(R)———————éZ:/PGL(r) ,

on obtiendra une Cgpec(Rfa]gébte (en utilisant la construction précédente)

et par conséquent une R-algébre.

On laisse au lecteur la vérification des faits suivants : on définit ainsi
r

5 s et les deux foncteurs définis

un morphisme de foncteurs Z:/PGL(r)—————ﬁA
précédemment sont inverses l'un de 1'autre.

Ceci acheve (1l'esquisse de) la démonstratjon de la Proposition 5.

PROPOSITION 6 : Soit R une k-algébre locale, (B,f) un élément de AZ(R)
auquel est associé

A & Spec(R)——>Z/PCL(r) .
Alors A se reléve en un morphisme Spec(R)————»Zi st et seulement si B

est isomorphe a EndR(V) , V  étant une (AEkR)—aZgébre , libre de rang r

sur R , £ ¢étant le morphisme canonique.

Cela découle immédiatement de la démonstration de la Proposition 5 (prendre
R' = R)
Soit maintenant R wune k-algébre commutative connexe et normale. Soit
(B,f) wun élément de AZ(R) tel qu'il existe un élément non nul t de R
tel que 1'élément (Btf') de AZ(Rt) défini par (B,f) soit en fait dans
AS(R) .
LEMME 7 : Il existe un morphisme
o : Spec(R)-—__azr/PGL(r)
tel que pour tout point géométrique x : R——k de Spec(R) , st B ﬂRk
est munie de la structure de A-module d gauche définie par £ , on ait
Gr(B Bpk) = r.Gr(P) ,
P détant un A-module d gauche, de dimension r sur k , et
p(x) = Gr(P) .
Puisque Af;———an 2 de (B,f) on déduit un morphisme
p' S;ec(R)-————azrz/PGL(rz) .
D'aprés les hypothéses, si y désigne le point générique de Spec(R) , p(y)
est dans 1'image de Z:/PGL(r) dans ZEZ/EGL(rz) . Le morphisme
A zr/PGL(r)———-—»er/PGL(r )
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en induit un, propre et birationnel de Zr/PGL(r) sur A(Zr/PGL(r)) ,
et puisque R est normal et connexe, on en déduit que p se factorise de la
facon suivante

Spec (R)——>Z 2/PGL(r )

v/

zZ, /PGL(r)

Les propriétés voulues de p sont aisément vérifiées.

Ceci achéve la démonstration du Lemme 7.

II.- APPLICATIONS A L'ETUDE LOCALE DES VARIETES DE MODULES DE FIBRES SEMI-
STABLES.

Soit Q 1le schéma de Grothendieck utilisé dans la premiére partie, corres-
pondant & (r,0) . On utilise les notations de la premiére partie.
On a
ss
R”7/PGL(p) = U(r,0) ,
(p=a.r +r.(1-g) , a>0) . Soit z un point de R tel que

~ O/(m) B k"

L'orbite de z dans R°° sous 1'action de PGL(p) représente le point de
U(r,0) correspondant au fibré trivial.

Le groupe d'isotropie de 2z est Aut ©(m) 8k") = GL(r) , en particulier
c'est un groupe réductif. De plus, R°® st lisse.

On peut donc appliquer un Théoréme de Luna [14] ("Luna's slice theorem") qui
affirme qu'il existe un ouvert affine PGL(p)-stable W de z et une sous-—
variété GL(r)-stable lisse V de W contenant z , transversale a l'orbite
de z , et telle que le morphisme canonique

V/GL(r)—>W/PGL(p)
soit étale.

En particulier, on en déduit le

LEMME 8 : Soit B Ll'anneau local de V en =z . Alors l'anneau des éléments
GL-(r)invariants du complété B de B s'identifie au complété de 1'anneau
local de U(r,0) en le point correspondant au fibré trivial.

N

Remarque : L'énoncé du Théoréme de Luna est donné i la fin de la présente

partie.

On applique maintenant la théorie de la déformation des fibrés vectoriels.

Il est immédiat que au voisinage de z , 3?6){X définit une déformation
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verselle de OB k* . D'autre part, il existe aussi une telle déformation
paramétrée par H’(X,ég(;;)) ~ M(r)® , dont la restriction a &&x X est
OBk . On a une action canonique de GL(r) ~ Aut(O/ﬂkr) sur H1(X,_A_‘g(ﬁz)) s
induisant 1'action de PGL(r) sur M(r)® . D'aprés l'unicité d'une déforma-
titon verselle, on en déduit un isomorphisme

B6L(r) o 8

(§GL(r)

1'anneau local de 1l'image de (0) dans Zr/PGL(r)) .

. 14 . . a
désignant 1'anneau des éléments GL(r)-invariants de B , et C

Remarque : On a un isomorphisme entre les complétés car il s'agit d'une unicité

au sens analytique.

Ceci entraine immédiatement la Proposition 2.
Démontrons maintenant le Théoréme 1.
On veut montrer qu'en aucun point de R® le morphisme canonique
n : R"——Rr%/PGL(p)
n'est une fibration localement triviale.

Soit L 1le corps des fonctions rationnelles sur Rs/PGL(p) (= Us(r,O))
ou, ce qui revient au méme, sur U(r,0) . Soit y 1le point de U(r,0) cor-
respondant au fibré trivial de rang r sur X , et L le corps des quotients
du complété de 1'anneau local de U(r,0) eny . Ona LCLT .

Supposons que n soit localement trivial en un point de R® . Alors le
morphisme canonique

Spec(L) >R® /PGL(p)

se reléve en en morphisme
s
Spec(L) ——R
On a un diagramme commutatif

s SSs
e

Spec (L)——sR%/PGL(p)——>U(r,0) ,
donc le morphisme canonique

Spec (L) ——>U(r,0)
se reléve aussi en un morphisme

o Spec(f)—>Rss .

Puisque U intersecte l'orbite de 2z transversalement en z , on a
A

A A
ORSSZ =(9PGL(p).z,z @k B,

et par conséquent p se reléve en un morphisme
Spec (L)——> Spec(B) .
A 1'aide des isomorphismes précédents, on en déduit qu'on a un diagramme

commutatif
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(r)®

spec(L)—————>M(r) 8/PGL(r)

(i désignant cette fois le corps des quotients de la complétion de 1'anneau
local de Zr/PGL(r) en 1'image de (0) ) .
On en déduit qu'il existe un élément non nul de 1'idéal maximal de ¢ tel
que le morphisme canonique
spec (€.)——M(r) 8 /PGL(r)
se reléeve en un morphisme

Spec(é})"““*M(r)g .

On va montrer que ceci entraine une contradiction, ce qui prouvera le
Théoréeme 1.
Soit Spec(é)S le sous-schéma ouvert de Spec(C) image inverse de
Z:/PGL(r) par le morphisme canonique
j o Spec(C)———-—*Zr/PGL(r)
Alors on voit aisément que Spec(e)S est non vide et régulier.
Soit
X : T— Spec(8)®
le PGL(r)-fibré principal image inverse du PGL(r)-fibré principal
2] ———2°/PCL(r)
par le morphisme
Spec (€) *——27 /PGL(r)
Alors X est localement trivial. Ceci découle des faits suivants
- Spec(e)s est un schéma régulier.
- X est trivial sur un ouvert non vide de Spec(e)S , & savoir

A
Spec(Cf)f\Spec(a)s , comme on vient de le voir.

On pose P = k[X,Y] .
Supposons qu'on ait une P-algébre D possédant les propriétés suivantes :
(i) Le P-module sous-jacent & D est libre de rang r
(ii) Le gradué du A-uwdule D B k est trivial.
(iii) D &Pk(ﬁ) est une k(ﬁ)—algébre integre.
(iv) Il existe un morphisme de P-algeébres
Y. P{x1,....,xg(—>n

qui est surjectif.

A
L'élément (D EPﬁ,W’EPI?) de A2(P) définit d'aprés le Lemme 7 un morphis-
me

g : Spec(@)——~——9zr/PGL(r)
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tel que 1'image du point générique de Spec(P) soit dans Z:/PGL(r) .
Le morphisme 6 se factorise de la facon suivante :

spec(B)—& 2z, [POL(x)

Y
R J
Spec (C)
e=jo‘y
Alors si € désigne le point générique de Spec(P), ¥(ge) est un élément
de Spec(e)S , d'aprées (iii) .
Puisque la fibration ¥ est localement triviale, le morphisme canonique
A
Spec(k(P))——————in/PGL(r)
se factorise de la fagon suivante

Spec(k(ﬁ))————)Zr

\zr/ch(r)

D'aprés la Proposition 6, la k(P)-algébre D Epk(ﬁ) est isomorphe a 1'al-

gébre des matrices rxr & coefficients dans k(P) . Mais ceci est absurde

car D ﬂPk(ﬁ) est intégre d'aprés (iii).

Pour achever la démonstration du Théoréme 1, il suffit donc de construire
D . On prend D = k[X1/r,Y1/q . Il est clair que D est un k[?,ﬂ -module
libre de rang r2 . De plus,
pax® c /Ty
qui est une k(%)-algébre intégre. Il reste i montrer que le gradué du A-modu-
le D ﬁPk est trivial, et (iv), ce qui est aisé.

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 1.
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Enoncé :

ETUDE LOCALE DES VARIETES DE MODULES

APPENDICE

LE THEOREME DE LUNA

On suppose k de caractéristique O

Soit X une variété affine sur laquelle agit un groupe
réductif G . Soit T une orbite fermée de G dans X telle
que X soit normale le long de T ,

Alors si x est un point de T , il existe une sous-va-
riété localement fermée V de X, contenant x , Gx—stable
(Gx désignant le groupe d'isotropie de x ) , telle que
G.V soit ouvert dans X , et que le G-morphisme

G XG V——-—"G.V
x
soit fortement étale.
De plus, si X est lisse en x, on peut choisir V lisse
et il existe un Gx—morphisme fortement étale de V sur un

voisinage de O dans TX)/<TTx

(Voir [14] et [16] ).
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SEPTIEME PARTIE : FAISCEAUX (SEMI)-STABLES SUR UNE COURBE REDUITE

INTRODUCTION

On généralise ici les résultats de la premiére partie, c'est a dire qu'on
s'intéresse aux fibrés vectoriels sur une courbe X projective et réduite
(mais pas nécessairement lisse ou irréductible). Malheureusement les varié-
tés de modules ainsi obtenues ne sont pas complétes et on est conduit a
considérer des faisceaux de profondeur 1.

La définition de la (semi-)stabilité d'un faisceau cohérent de profondeur
1 sur X doit bien slir tenir compte des composantes irréductibles de X ,
c'est pourquoi elle fait intervenir une polarisation de X

Le principal résultat de cette partie est l'existence des variétés de

modules de faisceaux cohérents de profondeur 1 sur X

Dans le Chapitre I on définit les faisceaux cohérents de profondeur 1 et
on donne quelques unes de leurs propriétés.

Dans le Chapitre II on définit les faisceaux de profondeur 1 (semi-)sta-
bles et on en étudie quelques propriétés.

Dans le Chapitre III est donné le Théoréme d'existence.

I.- FAISCEAUX COHERENTS DE PROFONDEUR 1

DEFINITION 1 : Soit x un point de X , M un C;—module de type fini.
On dit que M est de profondeur 1 s'il existe un élément de m qui ne
soit pas un diviseur de zéro de M

Un faisceau cohérent F sur X est dit de profondeur 1 si pour tout

point x de X , q; est un Gi—module de profondeur 1.

Le Lemme suivant donne une caractérisation des faisceaux cohérents de

profondeur 1 sur X

LEMME 2 : Soit x un point de X,M un X-module de type fini. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

() M est de profondeur 1.

(22) aucun élément de m  ne s'annulant sur aucune composante irréductible

de X passant par x n'est un diviseur de zéro de M .

I1 est évident que (ii) entraine (i).

Supposons (i) vraie.
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Soit p un élément non nul de m  ne s'annulant sur aucune composante
irréductible de X , m un élément non nul de M . Il faut montrer que

p.m # O . Supposons le contraire. Alors f;:m est de dimension finie sur

k , et on en déduit immédiatement que M ne peut €tre de profondeur 1

(pour tout élément u de LU 1'endomorphisme de CZ.m induit par la mul-
tiplication par u ne peut pas &tre injectif, car il ne peut &tre surjectif).

Ceci achéve la démonstration du Lemme 2.

On déduit du Lemme 2 que la restriction d'un faisceau cohérent de profon-
deur 1 i une composante irréductible de X est nulle ou sans torsion en de-
hors des points d'intersection avec les autres composantes irréductibles.

En particulier, les faisceaux cohérents de profondeur 1 sur une courbe
irréductible sont les faisceaux sans torsion. Ce sont les faisceaux locale-

ment libres si la courbe est lisse.

LEMME 3 : Soit un faisceau cohérent sur X . Il existe un unique sous-
faisceau T de concentré en un nombre fini de points tel que g}/T

soit de profondeur 1.

Unicité : Si T,T' sont des sous-faisceaux de Q} concentrés en un nombre
fini de points et tels que Qg/T et T' soient de profondeur 1, on voit
aisément en utilisant le Lemme 2 que les morphismes

T ——>Q/T'

T'—>(/T

sont nuls, donc T = T'

Existence : en chaque point x de X |, Tx est 1'ensemble des éléments u
de (%x tels qu'il existe un élément p de Cz non diviseur de zéro dans C§
tel que p.u =20

Le fait que T soit un faisceau cohérent découle de ce que si x est un
point de X et p un élément de CZ qui n'est pas diviseur de zéro dans

Gé, , 1'idéal (p) contient une puissance de m

On dit que T est le sous-faisceau de torsion de C% .

REMARQUES : 1 - Tout faisceau localement libre sur X est de profondeur 1.
2 - Tout sous-faisceau d'un faisceau de profondeur 1 est de

profondeur 1.

Soient X]"""Xm les composantes irréductibles de X , Yyseeeesy

les points de X situés sur plusieurs composantes irréductibles, et

P

pour 1< j<p , xa(j,1)"""xa(j,qj) les composantes irréductibles de X

passant par yj . On pose
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a(j,1)°7;
On a qj
m = & mg
= 1 '
et mj1°mj1' 0 si 1#1 .

IIA
e
IA

3 3 /—/
Pour tout faisceau cohérent J' sur X , et 1

5T
X.

m , on pose

et on note de méme son image réciproque sur X . On pose
¥y - 37/)( A
. a(j,1*7%j

moet 1515q;

WA

pour 1 £ j

PROPOSITION 4 : Soit :Ff un faisceau de profondeur 1 sur X , et pour

1<$ism ,

Alors on a

avec
n q.
=2 qJ"(1=1 a8 o

(SN
]
-

avee

~J
» 85y = dim (T, /07
Cﬁ;l désignant la cloture intégrale de Cagl

La démonstration de cette Proposition nécéssitera quelques préliminaires.

Faisceaux sans torsion sur une courbe irréductible.

Les résultats qui suivent sont démontrés en rang 1 dans [5] .
Soit r un entier, r > 0 . Soit Y une courbe irréductible projective
~/
sur k , X unpointde Y , m: Y——>Y la normalisation de Y .

. . ~ . .
Soient x ..xp les points de Y au-dessus de x . Ona un isomorphisme

T
canonique

éx - Gxﬂ....n&x
1

'p ’
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@Z désignant la cloture intégrale de Cz: , et C;ﬂfz/ est un k-espace
vectoriel de dimension p - 1 . On pose
. Gx =p-1 .
L'anneau Cz est principal et posséde p idéaux maximaux,
<

. =m N(NT ) , 1

X, X, =1 Xj
~ 1 i

Tout idéal de CB; s'écrit de facon unique comme produit de puissances de ces

is<p .

idéaux maximaux.

~ = ~
Si M est un Cz;module , on notera M le Cj;—module M qa,sz .

Soit &(1) un faisceau inversible ample sur Y . X

LEMME 5 : Soit F un faisceau cohérent sans torsion de rang r sur ¥ . Il

existe un entier m tel qu'il existe un morphisme injectif
Gﬁ—m)-———<>r.6§

Pour m assez grand le faisceau Hggﬁﬁ(—m),r.@} est engendré par ses

sections globales. Soit y wun point lisse de Y , alors on a
?q—m) ~ r.
y y
Soit VY : 3:k—m)y—————>r.eg un isomorphisme, p :4Fk—m)—————>r.f§ un morphis-
me tel que p_ =Y . Puisque F est sans torsion p est injectif.

Ceci prouve le Lemme 5.

LEMME 6 : Soit M un Ci-module sans torsion de rang r . Il existe des

éléments m y....,m de M tels que
1 r
P
~
M= §5 GY.m.
i=1 x 1
Démonstration par récurrence sur r

D'aprés le Lemme précédent, on peut supposer que M‘i———;r.C; .

Supposons que r =1 , alors M est un idéal de G; . On peut écrire
~ p .
M= 1m m i, r.20
. i i
i=1
Soient ri ri+1
s M——>m /m
0% ,1sisp ,
r, T +1
p M > m /m
1<igp i i

les morphismes canoniques. On a p; # 0 sinon

r.+1 r.
MC mxl . mxJ .
i i#7]

Donc Ker(pi)/Ker(p) # M/ker(p) . Puisque k est infini, on a
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M/Ker(p) # :Eggp Ker(pi)/Ker(p) .

Soit m, un élément de M au-dessus d'un élément de

(M/Ker(p))\\f I;I;p Ker(pi)/Ker(p)) . I1 est aisé de voir que

M= (m1) .
Supposons le Lemme 6 vrai pour r-121 et M de rang r . Considérons la
premiére projection
q : r.C?-——~—9€§ .
Posons
M' = MNKer(q)

En appliquant 1'hypothése de récurrence & M' on voit que

" r-1 ~
M~ B ¢ .m. s
. x 1
i=1
avec m,....m dans M' ., Si M" = q(M) , d'aprés ce qui précéde on a
- ~)
ﬁ" = e/,m N
X

avec m dans M" .
. . . , ~ ~ ~
On en déduit aisément que M =M' 6 M" .

Le Lemme 6 en découle immédiatement.

LEMME 7 : Soit M un Ci—module sans torsion de rang r. Alors on a
dlmk(M/mx'M) <1+ Gx).r

D'aprés le Lemme 6 on a

~
M= & O
1gisr  x"i
oM dans M . Donc

dimk(M/mx.M) < r.dimk(%x /mx)
< r.(dimk(éx/ax) +dim (O /m)) = (1 +8).r

ce qui prouve le Lemme 7.

s

avec m,...

Démontrons maintenant la Proposition 4.

Montrons d'abord que le morphisme canonique

0 T D

1€ism i
est injectif.

m
Le noyau de p est [) Ii.fF s Ii désignant 1'idéal de Xi .

i=1
En un point x de X distinct des yj , on a Iix =ﬁﬁ , donc Ker(p)x =0
Si 1§1§qj , on a
I_,. = &
alaDyy  gn ™y oo
donc
mjl'Ia(j,l)yj = {0} ,
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"o
d'ol my‘.Ker(p) ; {p}
J
et comme ‘}f est de profondeur 1,

Ker(p) y. = {O; .
J
Le morphisme p est donc injectif.
Soit T le conoyau de p , c'est un faisceau de torsion concentré en les

. + On a
yJ

m

X(F) = 2 x(F) -1,
i=1

ce qui prouve déja que

m
X(® ¢ 2 x(F) .
i=1
D'autre part on a, pour 1£jsn ,

<) -
151gq. m... F. C Im(p)_.
95 M1t n ©ly3

donc
< :E: 7 s
1(Tyj) < 1§1§qj l(jgl/mjl .
Or on a
—
- /m.. . F ~ .
6’4;1/ i1’ '3 %j/myj bA
(car m 1<ie< m. et 3:1 =TF//(€9 m.s) ?)
3 slsqy j Vi s#1 3 Y5
Donc
K, ) < qJ..1(3'"y /m, sfy ) .
] 77 h]
et il reste a prouver que ;E:
< =
1(T/'/mj F, s i£1%, TITRICIER S I
Pour 1518 i soit T' le sous—module de torsion de :ﬁl , et

(? ’37/1?'

Alors %gl est un Cgl-module sans torsion de rang r . Soit t' un

a(j,l)
élément de T! . Montrons que pour tout élément t de '3; au-dessus de

1 .
J
mjl.t = {O}
En effet il existe un entier r > O tel que
m .t C g? m, .F
jl s¥l ' Js
(car t' est dans Ti) . On en déduit immédiatement que
r
myj.mjl.t = {03 .
r . 3{ .
donc mjl't = {Oj puisque est de profondeur 1. Si r > 1 , on a

r-1
my.'mjl .t = ;O}

t' on a
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r-1 . . .
donc encore mjl .t = {O} , et en raisonnant par récurrence on obtient

mjl.t = {O} .
On a un morphisme canonique
Yo T{————) §1 gs/mjs.?s
qui est injectif :
Soit t' wun élément de T; tel que ¥(t') =0 , t un élément de 3;.
au-dessus de t' . On peut écrire, pour s22 , t =v + t, » avec J

v dans my .3; et t_ au-dessus d'un élément de T; (car 1'image de t'
; .

J
dans 9, /m. ? est nulle).
s’ js’ (s

D'aprés ce qui précéde, on a mjs.tS = {0} . On peut donc écrire
m. .t =m. .a_.u
js js's" s

avec u dans gr et a dans m. .
s y s js

b
Soit
u=a,.u, +.... +a .u .
2°72 . .
qJ qJ
Alors
mjs.(t—u) = fof pour s22 ,
et mj1.(t-u) = jO} car t' est dans T;
On a donc t =u car Grest'de profondeur 1. Donc t' = 0 , ce qui prouve que

Y est injective.
On a donc
. AN s
dlmk(g;j/myj.J’j) = d1mk(321/mj1.g§1)

d::lk(T;) + dimk(%ﬂmjr(jp < g dimk(%]/mjl.%l)

J
S22 o)

d'aprés le Lemme 7.

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 4.

De la démonstration de la Proposition 4 découle le

COROLLAIRE 8 : Soit J un faisceau de profondeur 1 et L wun fibré en
droites sur X . Alors on a

m
XFRL) = xF) + 20 re(F) .deg(Ly) .
i=1
Cela découle immédiatement de la suite exacte

0—>F — 6 riFi——)T———ﬁO
15ism
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II.- FAISCEAUX DE PROFONDEUR 1 SEMI-STABLES. QUELQUES PROPRIETES

Soient ayseeeesa des nombres rationnels tels que

a; > 0 pour 1<ism ,

a. =1 .
i i

1
On pose

a= () e

. Vavd
Pour tout faisceau ¥ sur X on pose

m
a-rg(F) = >3 ai.rg(?‘;) s
i=1
S ¢.2) o
a-u(F) -gm (si a-rg(F #0) .

DEFINITION 9 : Un faisceau de profondeur 1 , F , est dit a-semi-stable
(resp. a-stable) si pour tout sous-faisceau propre % de F , on a
a—u(@) < a-w(#F)  (resp. <) .

(Si a est donné on parlera plus smplement de faisceaux (semi-)stables).

REMARQUES : 1 — Soit L wun fibré en droites sur X tels que si- di = deg(%)
pour 1<£i<m , on ait
ai'dj = aj'di pour 151, jsm
Alors pour tout faisceau de profondeur 1 F sur X , PRL
est de profondeur 1, et est semi-stable (resp. stable) si et
seulement si F 1'est. Ceci résulte du Corollaire 8.

2 - Soit Y une courbe projective sur k qui est une sous-
variété de X (Y est donc la réunion de certaines composan-
tes irréductibles de X ) , et F un faisceau de profondeur
1 sur Y . Alors l'image directe de F sur X est de profon-
deur 1 et est semi-stable (resp. stable) si et seulement si
F 1'est.

3 - Un faisceau de profondeur 1 sur X |, 3; , est semi-stable
(resp. stable) si et seulement si pour tout quotient non

trivial et de profondeur 1 de :F’, on a

) 2 x(F)
%}%(—%—2 X8 (resp. >)

a-rg(F)

Morphismes de faisceaux (semi-)stables. Théoréme de Jordan-HSlder

Les démonstrations des résultats qui suivent sont calquées sur celles des

Propositions I-6, Corollaire I-7 , Propositions I-8 et I-9 et Théorémes I-10.
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Pour la Proposition 12, on utilise le Lemme 3.

PROPOSITION 10 : SoZent ff et F des faisceaux de profondeur 1 semi-stables

sur X , supposée connexe.

a) 82 a-WF) < au(g) ,ona Hom(8,F) = o0 .

b) 5i ¢ et F sont stables, et a-u(€) = auF) ona Hom(E,F) = {O§
ou bien & =~F,

c) Si & est stable , '2 est simple, c'est d dire que ses seuls endomor-—

phismes sont les homothéties.

COROLLAIRE 11 : Soient ’21 et 2,
sur X tels que a-u(€1) = a-u(%z) , et '% une extension de fé par 81 .

des faisceaux de profondeur 1 semi-stables

Alors fi est un faisceau de profondeur 1 semi-stable.

Soit Y un nombre rationnel et Cu la catégorie dont les objets sont les
faisceaux de profondeur 1 semi-stables &sur X tels que a-WE) =u ,
et les morphismes de faisceaux cohérents entre ces faisceaux.

D'aprés le Corollaire 11, on peut définir de maniére évidente la somme

directe de deux objets (ou deux morphismes) de la catégorie Cy -

PROPOSITION 12 : Soient & et F des faisceaux de profondeur 1 semi-stables
sur X tels que a-u(@) = a-w(F , et f : &——>F un morphismes de fais-
ceaux.
Alors le faisceau Coker(f) est de profondeur 1 et semi-stable, Ker(f)
est semi-stable et
a-u(Ker(f)) = a-w(Coker(f)) = a-u(e) .

On en déduit la
PROPOSITION 13 : La catégorie CU est abélienne, artinienne et noetherienne.

On peut donc appliquer 2a Cy le Théoréme de Jordan-H6lder, ce qui donne

le

THEOREME 14 : Soit & un fatsceau de profondeur 1 semi-stable sur X
Il existe une filtration de 3 par des sous-faisceaux
= C C =
0% <& .ctcé -8

telle que pour 0< i< p ,
€i/§i+1 soit de profondeur 1 et stable et
a-w(é /8, ) = a-ucd) .
De plus, la classe d'isomorphisme du faisceau

D 8./,

1<1<p i+1
On note cette classe Gr(8) .

ne dépend que de celle de g .
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III.- ESPACES DE MODULES DE FAISCEAUX STABLES. THEOREME D'EXISTENCE

Soient r1,....,rm des entiers 2 0 . On dit qu'un faisceau F sur X
est de rang (r,,....rm) sipour 1£ifm ,ona
rg(F) =r; .
Posons

Y = (r1,....,rm) s T =reagd .. tral .

On définit de maniére évidente les familles de faisceaux de profondeur 1
(a-(semi-)stables) de rang 7Yy et de caractéristique d'Euler d paramétrées
par un k-schéma noetherien.

Les définitions des espaces de modules grossiers et des bons espaces de
modules pour les faisceaux de profondeur 1 a-stables de rang Yy et de
caractéristique d'Euler d sur X sont calquées sur celles de la premiere
partie (une modification cependant : pour pouvoir utiliser les schémas de
Grothendieck, il faut se limiter 2 des familles plates de faisceaux stables).
Soit S'(a,Yy,d) (resp. S(a,y,d)) 1l'ensemble des classes d'isomorphismes
de faisceaux a-stables (resp. a-semi-stables) de rang <Yy et de caractéristi-

que d'Euler d .

THEOREME 15 : Il existe un espace de modules grossier pour S'(a,y, d) dont
le k-schéma sous-jacent est une variété quasi-projective, notée Us(a,Y,d) .
Cette variété posséde une compacification naturelle notée U(a,y,d) .

L'ensemble des points de U(a,y,d) d valeurs dans k est isomorphe au
quotient de S(a,Yy,d) par la relation d'équivalence suivante : des faisceaux
de profondeur 1 a-semi—-stables & et F de rang <y et de caractéristique

d'Euler d sont équivalents si et seulement si Gr({) = 6r(F)

On montre aussi que la a-(semi-)stabilité est une propriété ouverte. La
variété U(a,y,d) posséde elle aussi une '"propriété universelle" évidente,

liée aux familles plates de faisceaux a-semi-stables.

REMARQUE : Cas d'une courbe irréductible

Dans ce cas, a = (1) et Yy = (r) , et on note plus simplement
U(r,d) = U(a,y,d) , Us(r,d) = Us(a,y,d) .
Un faisceau sans torsion F de rang r et de degré d sur X est semi-stable
(resp. stable) si et seulement si pour tout sous-faisceau propre G%/ de F
on a

deg(@) _ deg(F)
re@ ° t5) (resp. <) .
En particulier, si “X est lisse, les résultats de cette partie sont contenus

dans ceux de la premiére partie.
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On construit d'abord une famille de faisceaux de profondeur 1 de rang Y
et de caractéristique d'Euler d '"contenant" tous les éléments de S(a,y,d) .

On utilise pour cela les schémas de Grothendieck (voir premiére partie).

PROPOSITION 16 : Soit ky un entier. Il existe un entier d, tel que pour
tout faisceau de profondeur 1 a-semi-stable F de rang Y et tel que
a-u(®) 2 d, les propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) T est engendré par ses sections globales et h1(X,?) =0 .

(17) Pour tout sous-faisceau Q} de ¥ tel que

XG 2%+ arg@) | (qy

s

0  a-rg(F)
h‘(XJi) =0 et %} est engendré par ses sections globales.

LEMME 17 : Soit & un faisceau cohérent sur X . Alors il existe un entier
n > 0 tel que pour tout sous—faisceau ® de € et tout point x de X ,
on ait

x&a m:) <n .

A

Laissé au lecteur.

Démontrons la Proposition 16.

On peut remplacer ko par Inf(ko,O) et alors il suffit que la propriété
(ii) soit vérifiée.

Soit C% un sous-faisceau de GF' tel que

a-rg(Q)
X(%) 2k, + arg (3 N¢D)

ec n'x@ #0 .
I1 existe alors un morphisme non nul
p Q%———>K N
dont le noyau est noté . . soit n 1'entier du Lemme 17, pour =K

Alors on a

\V3

X (¥ _x«%) -n ,

donc N¢ ) ky =+ :—:—:—%—E% ED)

[\

On a

IN

a~-rg®) < a-rg(%) - Inf((ai)) s

donc
ap¥) 2 Ko "0 a-rg(§) .a=u(®)
a-rg«a) - Inf((a;))

[\

si }K# o .

D'autre part, on a, par a-semi-stabilité de F,
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aufd) < s

donc
n -k

(T
a-u(@) < TE???Q;TT )

et il suffit de prendre
n -k
a. > 0
0 Inf(iaii) :
Si Jﬁ =0 , on obtient
n 2k, + a—rg«a) .a—u(ﬁj) s

0
et le d, précédent convient.

Pour 2ue F soit engendré par ses sections globales, il suffit que pour

tout point x de X , on ait
hW(x,Fa m) =0

Le méme raisonnement que précédemment permet de trouver dO .

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 16.

Soit r = ryeap .o vroeal

Dans ce qui suit on suppose d;:do.r , pour un kO négatif (qui sera a
déterminer ensuite). Soit C3f1) un faisceau inversible ample sur X . Re-
lativement a C5?1) , le polyndme de Hilbert d'un faisceau dont la classe
d'isomorphisme est dans S(a,y,d) est

P(Y) =d+ 2 deg@(1),).r,.Y
: i i
1€ism
(Ceci se voit en remarquant que pour tout faisceau de profondeur 1 F sur X

on a une suite exacte

0—>F — 5 F  sT— 50 ,
1<ism 1

T étant un faisceau concentré en un nombre fini de points, ainsi qu'on 1'a
remarqué dans la démonstration de la Proposition 4.)

On pose

= P
Q= Quotigy 1 dyx/k
et on note & un faisceau universel sur Qx X (voir 1.III)
Soit R 1l'ouvert de Q constitué des points q tels que

- (EF; @ est de profondeur 1 sur (Xq MO

(Cf. EGA IV 12.2.2)

- Le morphisme k(q)d——>Ho(X SF)

est un isomorphisme. e

(Notons qu'on a alors h1(X LF) =0
Soit R°® (resp. RS) le gou;[ensemble de R constitué des points q tels

que (Eg)iray soit a-semi-stable (resp. a-stable) sur (Xq O
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Soient Ny eeees Nm des entiers > O tels que pour 1 <i , j<m ,
on ait N..a. = N..a, et soit
i" %3 i
N=N +.... +N .
1 i m
et pour 1 £i<m , x1,....,x1

des points de Xi , distincts des yj

N
et lisses.
Soit n Ni
Z= m H R
i=1 4Ty
muni de la polarisation (a1,....am) (pour les notations voir 1.III).

Ce qui suit découle immédiatement du Chapitre III de la premiére partie.

PROPOSITION 18 : Un point (Fij)1§i§m;1§j§Ni

ble) pour l'action de SL(d) sur Z si et seulement si, pour tout sous—es-—

est a-semi-stable (resp. a-sta-

pace vectoriel propre M de 14 , on a, en notant Mij l'image de M dans

F.. :
1]
- r.dim(M) + d. ;£¥ dim(M..) 2 0 (resp.> 0) .
N 1i,j ij
Soit
(T i = ) T :R——Z
(x.)
i qk____Q(EF;Xi)1§i§m REE
C'est un morphisme. j

THEOREME 19 : 57 d et N sont asses grands, il est possible de choisir les
points x; de telle sorte qu'on ait les propriétés suivantes :

(Z) 1 est injective

(i1) ®°S = 171 (2%%)

(1i0)RS = 7' (2%)

(iv) 1 : R°°——2°% est propre.

(i) On voit aisément qu'il suffit de prouver le résultat suivant

Si q , q' sont des points de R tels que les quotients de kd s 3£x
et 3;,x soient les mémes pour tout point lisse x de X , alors

Al

q=4q
Alors le morphisme

G kd/gq’ =%

. On note %q le noyau de kd—»@;

a une image concentrée en un nombre fini de points de X (des points non

lisses), et comme Tﬁ, est de profondeur 1, de morphisme est nul, et
. De méme on a d'ou =% et =q' .
%k(:gkv %%v(l%% s %L q' q q
(ii) et (iii)
Montrons d'abord : pour un choix convenable de (xg) , pour tout point

qde R, st 32 est semi-stable (resp. stable) il en est de méme de T(q)
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. d .
Pour tout sous-espace vectoriel M de k , on pose, en notant Mij 1'image

de M dans 37 .
Uk

AM) = -r.dim(0) + .20 dim(

i, ‘

Soit M un sous—espace vectoriel propre de k . Soit G%) le sous-fais-—

.

)
ij

ceau de <;: engendré par M . On pose ri =rg 'i) .

Soit T 1le sous-faisceau de torsion de 97' ' , voir Lemme 3.
Soit 1'image réciproque de T par le morphisme fE-———eSiﬂ%‘ .

a) Cas ou h1(G%) =0, Gj,est engendré par ses sections globales, et M
engendre tous les ?xi
i
Alors
AW = r.dim@) + & S rw

. 1
1<ism

= -r.dim(M) + a-rg@%) .d

on a dim(1) §h0(9) =x(€}) car h1(9) -0 ,

A = -r.x(@) +a-rg<§) XF)
q
et A(M) 2 0 (resp. > 0) , par a-(semi-)stabilité de 32 .

b) Cas ou h1( ) =0 , Q% est engendré par ses sections globales, M
n'engendre pas tous les 5&%
J

Le Lemme 13 de la quatriéme partie s'étend au cas d'une courbe irréductible
non nécessairement lisse (la démonstration est la méme). Donc sur chaque
Xi , 11 existe au plus .

deg( i) = x( i) + ri.(gi—1) points x} tels que M n'engen-
dre pas C%x% > 84 désignant le genre arithmétique de Xi . De plus,
’ dim(M) < X(%) -1,

car Q%}est engendré par ses sections globales, donc

AW 2w (x(@) - ) #3020 - RIS DI

1<ism

@)+ are@ X(F) + - ¢ 1§m rl.(g;-1)
.S ri.x(Q%i) .

1<ism

I1 existe une constante C , ne dépendant que de X et r , telle que
<

S, x@p sx@ +c

1<ism

donc
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IA

> ri.x(ai)

1€ism

Max(r}).(x(@) + O

a-rg(@) .d
< Max(ri).(ﬁg—(%.‘,?— +C)

(par semi-stabilité de ﬁ?l) , d'olu
A(M) 2 -r. x(a) + a—rg((;) x(J* ) +r - .(Cy+ C1x(7)) ,

A

C0 et C1 étant des constantes dépendant de r et X .
On peut choisir N assez grand pour que
r>y(Cg+cd
et par a—semi-stablllte de F , on a
—r.x(%) + a—rg(%) .x(g‘;) 20 ,
d'ou

A(M) >0 .

c) Cas oul hl«%)-# 0 ,ou bien Ca/ n'est pas engendré par ses sections glo-
bales

On a alors, avec r' = a-rg(g) ,

Al
x((%) <Ckytr—.d .
Il existe une constante C ne dépendant que de X et de r telle que
0
@ sx(@ +c
(Ceci découle de la Proposition 4 et du Lemme 14 de la quatriéme partie qui
s'applique & chaque composante de X). On a alors
d
A 2 -r.(x@) +0) +3 .3 (N-x@.) - r!l.(g.-1)).r!
9 ¥ gsism ! (j‘ ot i
d d
r X(j)" r. X(%) -r.C - N .CO N 'C1.X(%)

(pour des constantes C_ et C ) ,

[\%

(0]

2r .)((:r"_q) - r'.X($ ) - r.ko - r.C
r'
§ - (Co * Cpky * (CF))
d.C
- -0 _ -4 ' -4
= ko.(r N—) r.C N .r .X(:Fq) N . C1 .
I1 faut donc que a.c

Kk <= (r-—7" (rc+d E a2+ 8 )
0 N Tt N 'r N 1

On choisit d'abord d de telle sorte que
-1

1
kg < =(x =3 .(x.C+ 1)
puisse &tre pris, puis N tel que
S 1 & fr, 4T
N 2 > N r d
et on a alors
A(M) >0
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Montrons maintenant :
Si q est un point de Q tel que 1T(q) soit semi-stable (resp. stable)

alors ¥ 1'est aussi.
q
Soit un sous-faisceau propre de gz .

a) Cas ou hl(%) #0 , ou bien % n'est pas engendré par ses sections glo-
bales
Alorsg
r'
X“’j) Skyt T - D)

et puisque kO <0 , ona
a= u(@ < a-uc¥)
b) Cas ol h1(g)

0 et Q%, est engendré par ses sections globales
On prend M =H (63) et on obtient aussitdt la a-(semi)stabilité de ’32

(o3|

Ceci prouve (ii) et (iii).

(iv) Pour montrer que T : R°S—52%5% est propre, il suffit de prouver qu'il
q |4 P

existe une partie fermée Y de QxZ telle que le graphe de T : RSS:————-——>ZSs
l'intersection de Y et Qx z%8

On définit Y de la fagon suivante : un point (q,z) de QxZ appartient

4 Y si et seulement si pour tout (i,j) , zij = kq—————éji i
-
. ]
(et alors F est libre en x') ou alors si 3 est non libre.
q i U
I1 est immédiat que Y est fermé dans QxZ . Il reste a voir que Y N (Qx2)

est le graphe de T : RS 57%% . Il est évident que pour tout point
q de RSS , (q,7(q)) est dans Y . Il reste a montrer que si (q,z) est un
point de Y tel que q mne soit pas dans R°® , alors z n'appartient pas
s 758

Supposons que q soit dans R . Alors z = 1(q) , et d'apres (ii) |,
z n'est pas dans 258

Si q n'est pas dans R , remarquons que les caractéristiques d'Euler
des quotients de OB kd sont minorées, donc il existe un entier p (indé-
pendant de q ) tel que ?Fa soit non libre en au plus p points x? .
Si 32 n'est pas de profondeur 1 ou si kd—————aHOC§A) n'est pas injective,
il existe un sous-espace propre M de kd tel que

z;(M) = {o}

pour au moins N - p points x; . Si '3; n'est pas de profondeur 1 , M
est constitué de sections globales du sous-faisceau de torsion de F , et
si kq—————>HOC§A) n'est pas injectif, M est le noyau de cette agplica—

tion.
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Alors
AM) € ~r.dim(M) +

’

p.dim(M).d
N

et il suffit de prendre
N> Rd
r

On suppose maintenant que C; est de profondeur 1 et que 1l'application
d (P o . . a. .
k'—L 5H (Jh ) est injective. Puisque q n'est pas dans R , cette appli-
cation n'est pas surjective, et par conséquent, puisque d =YX C};) , on a
(@& to .
q —

Soit un sous-faisceau propre de 3h , M 1l'image réciproque de

Ho«a) par 0 . On a
dim(M) 2 d - ho(’éfq) + ho((%) .

On a déja vu qu'il existait une constante C ne dépendant que de X et de r

telle que
@) s x@) v
On a
@ 2 x@
donc
dim(M) 2 X(Qj) -C
On a

D = ~r.din(D) + a-rg(@) .d + 2 .E(dim(mij)-rg(%i))
Le dernier terme est négatif. Il suffit donc de trz;ver Qa tel que
—r.din() + a-rg@) .d < 0 .
Supposons que pour tout choix de G%, on ait
-r.dim(M) + a—rg«%) .d20
Alors
a=u@) s a-u(FH) + <
Ceci est impossible si d est assez grand, ainsi que le montre le Lemme sui-

vant.

LEMME 20 : Soit D wune constante, 3: un faisceau de profondeur 1 sur X
. T .
de rang r tel que pour tout sous-faisceau propre Q%, de 3 on ait
a-uQ) s a-w(F) +D .
Alors st
XF) 2z
( D' étant une constante dépendant de a, ¥, D, X ) on a

W x,F) =0 .
La démonstration est analogue a celle de la Proposition 16.
Ceci achéve la démonstration du Théoréme 19.

Le reste de la démonstration du Théoréme 15 est analogue a ce qu'on a vu
dans la premiere partie.
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INTRODUCTION :

Cette partie traite des faisceaux de profondeur 1 (semi-)stables sur une
courbe X projective et réduite, dont les points singuliers sont des points
doubles ordinaires.

Dans ce cas on peut établir une relation entre faisceaux de profondeur 1
sur X et fibrés vectoriels sur la normalisation de X , munis d'une certai-
ne structure. On n'a pas étudié la relation entre la (semi-)stabilité sur X
et sur la normalisation de X . Il semble que les structures intervenant sur
cette derniére aient un rapport avec les structures de niveau étudiées dans la
quatriéme partie.

On peut aussi montrer que les variétés de modules de faisceaux de rang 2 de
profondeur 1 semi-stables sont réduites. On se raméne & étudier un point pré-

cis d'un certain schéma de Grothendieck.

Dans le Chapitre I on étudie les CZ}ﬂmdules de profondeur 1, x étant
un point double ordinaire de X .

Dans le Chapitre II on établit une relation entre faisceaux de profondeur
1 sur X et fibrés vectoriels sur la normalisation de X . Pour simplifier on
s'est placé dans le cas ou X était réduite et n'avait qu'un seul point
singulier.

Dans le Chapitre III on étudie les singularités des variétés de modules de
faisceaux de profondeur 1 semi-stables. On montre en particulier que les va-
riétés de modules de faisceaux de profondeur 1 semi-stables de rang 2 sur X

sont réduites.

I.- POINTS DOUBLES ORDINAIRES

Soit X une courbe projective réduite sur k
-~
Soit T : X——X la normalisation de X (si X n'est pas irréductible,

X est simplement la réunion des normalisations des composantes irréductibles
de X) .

DEFINITION 1 : Soit x un point de X . On dit que x est un point double
ordinaire si la complétion de 1'anneau local C;J est isomorphe a
k[[y,1]] / v.1) .

Dans ce cas, ﬂ-1(X) est constitué de deux points. Un point x de X situé

sur plusieurs composantes irréductibles de X est double ordinaire si et
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seulement si par x il passe deux composantes irréductibles de X et si x
est lisse sur chacune d'elles.

Dans ce qui suit on suppose que les points singuliers de X sont des points
doubles ordinaires.

On s'intéresse aux espaces de modules de faisceaux de profondeur 1 sur X
(voir septiéme partie). Pour les étudier, il faut d'abord examiner la structure
locale des faisceaux de profondeur 1 sur X . .

Soit x un point double ordinaire de X . Supposons d'abord que x soit

situé sur une seule composante irréductible de X , notée X1 .

Posons
_1 ~
5 T (x) = {x1,x21cj X1
Soit Cﬁ la normalisation de GZ' . Alors on a
~
g -0Ng
x X, X,
6}( = ip CO};,D(X1) = p(xz)} ,
m_ = mxlﬁ m
1 %2
Pour 1i=1,2 soit ti une coordonnée locale au point X définie en xj
(i#3) , avec ti(xj) =1 . On a un isomorphisme
-~
O —sn
X x

o} p__——9t1.t2.p .

PROPOSITION 2 : Soit x un point double ordinaire de X situé sur une seule
composante irréductible de X et M un f&—module de type fini. Alors M
est de profondeur 1 si et seulement si il existe des entiers a,b tels que

M xa.@xeb.mx s

et ces entiers sont uniques.

Les entiers a et b sont uniques, car

rg(M ECVk) =a+ 2.b ,
X

rg(M) =a+b
I1 est évident que a.C;eBb.mx est de profondeur 1. Soit réciproquement M
un G&—module de type fini de profondeur 1, c'est a dire sans torsion.
Montrons qu'il suffit de prouver que M est isomorphe & un Cz;module F
tel qu'il existe un entier r 2 O tel que
r.cFcr.
X X
Si tel est le cas, on a
~
.8 /.0 ~ k",
X X ‘
et soit W 1'image du morphisme canonique F———sk . On peut supposer que

. . r .
si (e1,....,er) est la base canonique de k , W est engendré par
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. Il est alors immédiat que
F = t.é; ] (r-t).e/x 2

et le résultat découle du fait que fL =m
Puisque M est sans torsion, on a

MC MEBo, K ,

€yseneesey

désignant le corps des fractions de 61 , et
MBg K 2T.K ,

~

avec r = rg(M) . Le & -module M B © st libre, car il est sans tor-
o~ X X ~
"M §

X
sion et G& est un anneau principal. Posons

& ux idéau imaux : m,
L'anneau posséde deux idéaux maximaux m,
~

. ’ ~ .
Considérons le éxmﬁ—module Fm , 1=1,2

~

M

(t.)
1

X

i=1,2

. D'aprés le Lemme de Nakayama on

. ~
peut trouver des éléments f1,...},fr de F constituant une base de Fmi
Soit (g1,....,gr) une base de F . Le fait pour (fj) d'étre une base de

o/
Fmi ne dépend que des images des £; dans F By k

x
(£.) constituent un ouvert de Zariski de (F'Ecyk)r

(f:) comme base de ij et sz .

X

Alors (fj) est une base de F : par rapport a

ni dans m, ni dans m, et est donc inversible

, et les images de tels

. On peut donc choisir

(gj)

son déterminant n'est

On peut, puisque F cC r.K , supposer que F C.r.Cg' (en considérant

u.F~F pour un élément convenable u non nul de mx) .

Posons

]

= (]
Alors A (ai)1§i,j§r

AutK(r.K) . On a dans r.K
~
A(r.&)c Fc A(r.O)
X x

donc r.O;(C A tme r.0%

j j . i
f. = (ai,....,ai) , 1gjsr aj

dans

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 2.
Supposons maintenant que x est situé sur deux composantes irréductibles de

X , notées X1 et X2 .

Cﬁ;i =67;ix ’

M. - ™x.x
i i

On pose

On a

To={en e oG o6 =ve| .
1 2

Pour 1i=1,2 , soit ti une coordonnée locale en x

m ::Cg ® EK .

¥ 1 )

un isomorphisme étant donné par
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(P, ¥) ——t o + £,.¥ .

2
PROPOSITION 3 : Soit x un point double ordinaire de X situé sur deux com—
posantes irréductibles de X et M un CZ;maduZe de type fini. Alors M

est de profondeur 1 si et seulement si il existe des entiers a , b , c
tels que
M~ a.8 & b. e c.O; R
x *1 *2
et ces entiers sont uniques.
Les entiers a , b , c¢ sont uniques car
rg(M EchZ ) =a+b ,
x
rgMBO ) =a+c ,
ij )
rg(M @S;k) =a+b+c
I1 est évident que a.@%@b.ﬁi G)c.ﬁg est de profondeur 1. Soit réciproque-

1 2
ment M un Cﬁ;—module de type fini de profondeur 1.

Remarquons que d'aprés le Lemme 7-2 , le EZ—-module ti.M est sans tor-

. . : . i
sion. Par conséquent c'est un 61 -module libre @

i,
ti.M ~ riC§. N i=1,2
L'application
Yy : M >t1'M =) tz.M
mp--;(t,.m,tz.m)

est injective car M est de profondeur 1. On note i 1'inclusion
t,.M t,.MCM .
Mot
Avec les isomorphismes précédents, on a

‘P(t1.M®t2.M) = r‘.mx1® rz.mx2 s
et par conséquent . .
£, MO £, M/Y(In(i) =k '@k 2
On note ¥ 1'application canonique
M——>k"1 ® k2 .
On a Ker(y) = t, M@, M .
Soit f un élément de M n'appartenant pas a t1.M ;el que t2.f =0 .
Alors x(f) = (a,0) , a étant un élément non nul de k L
Montrons que si f1,....,f sont des éléments de M n'appartenant pas a t1.M
tels que cz.fj =0 , et que X(f1),....,x(fp) soient libres, alors

f1,....,fp sont libres sur 67;1 :
Supposons que

a1.f1 +....+otp.fp =0 ,
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les o étant des éléments non tous nuls de C;A . Soit tT 1la plus grande’

1

puissance de t, divisant tous les aj . Posons
m .
a. = t,. B. 1€j<
5 1 BJ s JSp

Alors on a

o+ 48 . f =0
81 1 Bp P

de
m-1 m—1 _
c1.(t1 .61.f1 oot t1 .gp.fp) =0
et
m-1 m-1 _
cz.(t1 .31.f1 AEERRR .Bp.fp) =
(car t,.f. =0 pour 1£jSp ) , on déduit, puisque M est de profondeur 1,

2 m-1 m-1

t .81.f1 toeoot by .Bp.fp =0 ,
puis en raisonnant par récurrence

By-fytees By £ =0
Donc

81(x).x(f1) +....+Bp(x).x(fp) =0 ,
ce qui est impossible car X(f1)’-""X(fP) sont libres et les Bj(x) non
tous nuls. Donc f,,....,f sont libres sur €§ .

1 P

r 1
Soit N, 1le sous-espace vectoriel de k 1 engendré par les x(f) , f

1

étant un élément de M n'appartenant pas ti'M tel que tz.f =0 . On

r
définit de méme le sous-espace vectoriel N2 de k 2

Montrons qu'on a N, = krif\Im(X) , 1=1,2
Soit u un élément de krif\lm(x) ,u#0 , u=yx(f) , avec f dans M
Alors tj.f (j#1) estzdans t?.M et on peut donc écrire

tj.f = tj.g N
avec g dans M . Soit f' = f - tj.g . On a
x(£) =xf') et tj.f’ =0 ,
ce qui prouve notre assertion.

Soit Mi un sous-module de M engendré par des f n'appartenant pas a
ti'M et tels que tj.f =0 , et X(Mi) =N . D'aprés ce qui préceéde,
Mi est un @;i—module libre.

On a M1ﬂ M, = {0} , car ti.(M1f1M2) = {O] pour i= 1,2 et M est de
profondeur 1.

Soit NO un sous-espace vectoriel de Im(yx) supplémentaire de N1G)N2
Soient Bys-eesBy des éléments de M tels que X(g‘),....,x(gd) soit
une base de NO, et Mo le sous-module de M engendré par g1,....gd

Montrons que g1,....gd sont libres sur CZ: :

Supposons que

a1.g1 +...+ocd.gd =0 ,

167



C. §. SESHADRI

OyseeessQ étant des éléments non tous nuls de O; . On sait déja, puisque

d
X(g1),....,x(gd) sont libres, que aj(x) =0 pour 1£j&d . On peut donc
écrire
m n .
= <3<
aj t1.uj + t2.vj , pour 1<£j<d
avec ou bien les uj(x) non tous nuls, ou bien les vj(x) non tous nuls.
Supposons les uj(x) non tous nuls (l'autre cas est analogue). En multipliant
1'égalité
Q-84 +....+ad.gd =0
par t, et en raisonnant par récurrence on obtient
t1.(u1.g1 Fooaat ud.gd) =0 .
Posons
w = u1.g1 LI ud.gd .
Alors x(w) est un élément non nul de NO , mais ceci est impossible car il
est immédiat que y(w) est dans N2 .
Ceci prouve que BpreecesBy sont libres sur C;

Le O;—module MO est donc libre.

Il reste a montrer que M = MOQ M1<B MZ .
D'aprés le Lemme de Nakayama, on a M = MO + M1 + M2 .
Soient 80281289 des éléments de MO,M1,M2 respectivement, tels que

+ + = .
8y * 8 *t8, =0
On en déduit
ti.go + ti'gi =0 pour i = 1,2 .
Si on en déduit
ti'gO =0 ,
on aura g, = O car M est de profondeur 1, puis g, = 8 = 0 pour la
méme raison.
I1 faut donc montrer que Mof\Mi = ﬁﬂ
Soit g un élément de MO(\Mi , supposé non nul. Alors m est multiple

de t, , car x(g) = 0 . On peut écrire
P
f

g = ti. 0
avec f, dans M, , et X(fo) #0 , et
= +4d
g = ti.fi R

avec f, dans M, et X(fi) #0 .
Si q<p , ona
q P-q - =
ti.(ti ).f0 fi) o ,
d'ou
P—q _ =
ci.(ti 'fo fi) o ,

et on en déduit que X(fi) est dans Nj , ce qui est absurde.
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De méme, on n'a pas p<q , donc p=gq . On a alors
ti'(fo' fi) =0 ,
donc X(f0 - fi) est dans Nj , ce qui est absurde.
On a donc bien MO(\Mi =0 .
Ceci achéve la démonstration de la Proposition 3.
On a va maintenant étudier les morphismes de Q;—modules de profondeur 1.
Etudions d'abord le cas d'un point double ordinaire situé sur une seule

composante irréductible de X .

LEMME 4 : Soit x un point double ordinaire situé sur une seule composante
irréductible de X . On a des isomorphismes canoniques
Endo (m ) = Home (m ,0) = 5;( .
X X
Chaque élément de &i définit par multiplication un élément de End
Soit p : m——m  un Ca—morphisme. En utilisant

~

(resp. Hom (m_,9))
x XX
, on obtient un C&—endomorphisme de C§ , qu'on

1'isomorphisme m_ =
X X
note aussi p
Posons a = p(1) . Soient c wun élément de C; , t un élément non nul
de moo. Alors c.t est dans Cg , donc
p(c.t) = a.c.t = t.p(c) ,
d'ot p(c) = a.c , car fa est intégre. On a donc bien
-
m )=~
Emb;{( x) 6;
Soit p : mx—_——_—>C3g un C;—morphisme, supposé non nul. Alors p
est injective : si t est un élément de m tel que p(t) =0 , et t#0 ,
pour tout élément u de m_ ona

p(t.u) = u.p(t) =0 = t.p(w) ,

donc p(ﬁ) =0 et p=0 . Ceci prouve que p est injective.
On peut donc prolonger p a p : K——=K , application K-linéaire. Cette
application est une homothétie, donnée par un élément a de K . Il reste a
montrer que a est dans Ei . D'abord, pour tout élément c de moo
c.a est dans C; . Ecrivons
a = b.t?.tg , avec b(xi) # 0 pour i=1,2
Alors b.t$+1.tg+1 est dans 6; ,donc q2-1 , p2-1 .
Si p=q-=-1 , t1.t2.a = t1.b est dans O; , ce qui est absurde, car

t1.b(x1) =0 et t1.b(x2) #0 .

2.t1.a = t2.b est dans (7; , ce qui est absurde.

De méme on ne peut pas avoir q=-1 , p=0 .Donc p20 , q20 , c'est

Si p=-1 et q=0 , t

3 dire que a est dans @, . On a donc bien

~

Hom O;((mx,c);{) ~ 0; .
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Ceci achéve la démonstration du Lemme 4.

On en déduit la

PROPOSITION 5 : Sotent x un point double ordinaire situé sur une seule
composante irréductible de X , a , b des entiers 2 0 . Alors le
groupe

Auto;(a.C; ® b.m)

est constitué des matrices
<A B
C D
avee A dans GL(a,C;) , B dans M(a,b,&i) , C dans M(b,a,mx) et
D dans GL(b,&)

(Pour tout anneau Z , M(m,n,Z) est l'anneau des matrices mXn a coeffi-
cients dans Z )

Soit p un automorphisme de a.O; ® b.mx . D'aprés le Lemme précédent
on peut écrire

A B

C D
~
avec A dans M(a,a,O;) , B dans M(a.b,C&) , C dans M(b,a,mx) et D

~
dans M(b,b,@;) . Comme p est un isomorphisme, on peut écrire

<A B <A' B'> (I 0 )
. = a
’
| A
c D D 0 I,

avec A' dans M(a,a,C;) , B dans M(a,@O;) , C dans M(b,a,mx) , D
dans M(b,b,O;) . Ona

A.A' +B.C' =T,
donc C' étant a coefficients dans m  , on voit que det(A).det(A') prend

la valeur 1 en x, et x , donc est inversible, c'est & dire que A est

dans GL(a,C;) f On a2
C.B' + D.D' = Ib N
et en utilisant le fait que C est a coefficients dans m _ on en déduit que
D est dans GL(b,C;) .
Réciproquement, si A est dans GL(a,@;) , B dans M(a,hf;) , C dans
M(b,a,mx) et D dans GL(b,€;) ,ona
1

-1 1

(A "' @a-380".0 A B.cats - D)7

= - - _ _ - ’
c D ple.erlc-0" o-calp’
1

(A-B.D '.C et D~ C.A-1.B étant inversibles car A et D le sont et que
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s

C est a coefficients dans mx) .

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 5.

Etudions maintenant le cas d'un point double ordinaire situé sur deux

composantes irréductibles de X .

LEMME 6 : Soit x un point double ordinaire situé sur deux composantes irré-
ductibles de X . Alors st 1 <i#j<2 ,ona
Home'x(O;(i’e;(j) = {‘% ’
et des isomorphismes canoniques
Honb}((O’xi,O;() =m , Endg (O:‘i) ~ &

X. .
1

1 X

Soit p : ¥ —F un O -morphisme. Puisque m_ .& ={O} , ona
X, X, X X, X5
p(mx ) = {0} , donc p définit un C;—morphisme

* o : k——& .
X.

J
qui est aussi un C§ -morphisme et est donc nul. Donc p =0 .

J
Tout élément de m définit par multiplication un Cg-morphisme de C?;
i i
dans CL . Réciproquement soit p :fﬁt—————*ca un G;;morphisme, et
i
a=p(1) .Ona mx'.Ca' = {0} donc mo.a = {0} et a est dans m

j i j i
Le reste du Lemme 6 se montre de méme.

On en déduit la

PROPOSITION 7 : Soient x un point double ordinaire situé sur deux composantes

irréductibles de X , a , b c¢ des entiers 2 0 . Alors le groupe

Auch (a.e;e b.&x1@ c.e;(z)

est constitué de matrices

A F G
D B ol,
E 0 C

avee A dans GL(a,Cyg) , B dans GL(b,O;) , C dans GL(C,G; ),
2

D dans M(b,a,C& ) , E dans M(c,a,C; ) , F dans M(a,b,mx ) et G

dans M(a,c,mX ) 1. 2 !

Analogue a la Proposition 5.
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I1.- RELATIONS ENTRE FAISCEAUX DE PROFONDEUR 1 SUR X ET FIBRES VECTORIELS
suR X

On supposera que la courbe X est irréductible (les singularités sont des
points doubles ordinaires). Dans le cas ot X n'est pas irréductible, on ob-
tiendrait des résultats analogues. Puisque ces résultats sont essentiellement
de nature locale, on supposera que X ne comporte qu'un point double ordi-
naire x . On reprend les notations du Chapitre I.

Dans la septiéme partie on a défini les variétés de modules de faisceaux de
profondeur 1 (c'est a dire sans torsion) stables de rang r et de degré d , et
leurs complétions, notées respectivement Us(r,d) et U(r,d)

Pour 0 £a<r , on note Ua(r,d) (resp. Uz(r,d) le sous—ensemble de
U(r,d) (resp. Us(r,d) ) constitué des points corrcspondant a des faisceaux

¥ tels que

R

—
&;
On montre aisément que
U Ub(r,d) (resp. U U:(r,d))

b<a b<a
est fermé dans U(r,d) (resp. Us(t,d) )

a.0 & (r-a).m
X X

REMARQUE : I1 n'est nullement évident qu'étant donnés deux faisceaux sans tor-
sion semi-stables sur X , F et (:\} , tels que Gr(¥F) = Gr((%) , on ait
QF; :4%; .
PROPOSITION 8 : On a dans U(r,d) (resp. Us(r,d))

a b

U%(r,d) = ﬁsﬁ U (r,d)
(resp. U3(r,d) = U wb(r,d)) .

s s
bsa
Soit “F un faisceau (semi-)stable de rang r de degré d et tel que

F <b.0@(r-b).m_ , avec b<a .
X x X

D'aprés la Proposition 21 qu'on verra plus loin, il existe un faisceau locale-
ment libre E de ranger tel qu'il existe un morphisme injectif
i :F—sE
tel qu'au point x
iX : a.ﬁ/XQ (r—a).mx——)r.o;(
soit 1'inclusion canonique.
Soit T = Coker(i). On peut écrire
T=T6& (r—a).kx ,
T' étant un faisceau de torsion dont le support ne contient pas x , k

désignant le faisceau concentré en x de fibre k
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Soit T0 la famille de faisceaux de torsion sur X paramétrée par X ,
définie par :

Pour tous point y de X , TOy =T' (a—b).ky@ (r—a).kx
Alors si p : XxX— X désigne la projection (sur le facteur X qui n'est

pas l'espace de paramétres), on a un morphisme évident

p (B — T,
qui est surjectif, et dont le noyau est noté 36
Alors 3% est plat sur 1l'espace de parametres X : pour cela il suffit
de montrer que T0 est plat sur X , ce qui découlera du fait que Té
est plat sur X |, Té désignant la famille de faisceaux de torsion sur X
paramétrée par X définie par
Pour tout point y de Y , Téy = (a-b).ky .
Ceci se prouve en utilisant la suite exacte
0 >J AC?}(X T0 o

(J désignant le faisceau d'idéaux de la diagonale de XxX) , et en utilisant
le lemme 19 plus loin.

On en déduit, puisque F est (semi-)stable et que la (semi-)stabilité est
une propriété ouverte qu'il existe un voisinage U de x tel que pour tout
point y de U , j%y soit (semi-)stable. On en déduit aisément la Proposition
8 en utilisant la propriété universelle des espaces de modules.

En particulier, 1l'ouvert de U(r,d) (resp. Us(r,d)) correspondant aux
faisceaux localement libres est dense.

Il est immédiat que ce résultat est toujours valable si X posséde plu-
sieurs points doubles ordinaires (en étant toujours irréductible). Si X n'est
plus irréductible, on obtient des ouverts denses des variétés de modules en
considérant les faisceaux CFd tels que pour 15igm , 'ji soit localement
libre en dehors des points d'intersection de Xi avec les autres composantes

irréductibles et que si x est un point situé sur deux composantes irréduc-

tibles X, » X , on ait, en posant r, = rg(ﬁi)
1 a .
¥ o= 1nf(ri1,ri2).C§ @ Iri1 - rizl .C&ij ,

avec j tel que Max(rj ,r. ) =r;) .
1 12 i
Revenons au cas ot X est irréductible.

PROPOSITION 9 : La variété U(r,d) resp. Us(r,d) est irréductible.

On prouve d'abord 1'irréductibilité de Ur(r,d) (resp. U:(r,d)) , en uti-
lisant 1'irréductibilité du jacobien (voir [5] ), comme dans le cas d'une
courbe lisse, puis on applique la Proposition 8.

On suppose que X ne posséde qu'un point double ordinaire, noté x .
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On va étudier les relations entre faisceaux sans torsion sur X et fibrés
vectoriels sur X , munis d'une certaine structure.

On n'a pas étudié les questions de (semi-)stabilité, mais il doit exister
une notion de (semi-)stabilité des structures intervenant sur X telle que
la (semi-)stabilité d'un faisceau sans torsion sur X soit équivalente & la

~
(semi-)stabilité de la structure correspondante sur X .

Soit F un faisceau sans torsion sur X de rang r , de degré d , tel que
—
~a.g -a). <ag
J”x a.0 @ (r-a) m (0gasr)
On a un morphisme évident
J"X-—z»a.kx N
qui dépend évidemment de 1'isomorphisme gicfa.cz G}(r-a).mX , mais son
noyau F oest indépendant de cet isomorphisme, car d'aprés la Proposition 5
le sous-module r.m de gi en est indépendant.

On a

3; X r.m .

X X
et

deg(@ﬁ) = deg(F) - a

PROPOSITION 10 : Soit (E} un faisceau sans torsion sur X . Alors il existe
un fibré vectoriel E sur X tel que

% (E) ~ %
st et seulement st

zrm .,
et un tel E est unique d isomorphisme prés.
On a
deg(E) = deg(@) +r .

Unicité de E : il suffit de prouver le résultat suivant : soit U un ouvert
affine de X contenant x , M , M' des C%(ﬂ-1(U))-modu1es sans torsion,
et p: M—»M' un o;(U)—isomorphisme. Alors p est un O§(1F1(U))—iso—
morphisme :
Soit m un élément de M , et a dans (5§(ﬂ—1(U)) . Si c¢ est dans

1'idéal de x , a.c est dans c;(U) , donc

po(a.c.m) = a.c.om) = a.p(c.m) ,
donc

p(a.m) = a.p(m) ,
car M' est sans torsion. C'est ce qu'il fallait démontrer.
Existence de E : il faut montrer qu'on peut définir E par la simple con-

dition : pour tout ouvert U de X ,
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B ) =g .
I1 suffit de prendre
E=1(@) / Tors( 7 (@))
Montrons maintenant que deg(E) = deg(@) + r .
On plonge d'abord E dans une somme directe r.L, L étant un fibré vecto-
riel sur X , engendré par ses sections globales, Ex—-———->r.LX étant un
isomorphisme. On en déduit un morphisme injectif
—r.m (L) ,
et 1(r.L/E) = 1(r.n*(L)ﬂa) , de telle sorte qu'il suffit de montrer que
deg(m, (L)) = deg(L) - 1 .

Pour cela, on considére une section CT

>L ne s'annulant pas en x, et

1

X , on en déduit un morphisme injectif

2
T (©) = p——m @) ,

(@X désignant le faisceau d'idéaux de x) , et on a

L(m (L) /m ) = 1(L/O)

donc

deg(m, (L)) = deg(L) - 1 .
Ceci achéve la démonstration de la Proposition 10.

Soit p un O;—endomorphisme de moo qu'on peut considérer comme un
~

e;-endomorphisme de €§ . D'aprés le Lemme 4, on a End@k(éi) ~ @& , donc

pl(e)c (t)) (i=1,2)

Soient M , N des éi—modules libres de type fini,
p: M——N

un Cz—morphisme. Alors
p(ti.M)cz ti'N (i=1,2)

Soit Mi 1'image de

ti'M qa,k — M ﬂCf k

X X
Alors on a

M&O,xk =MeM ,

dlmk(Mi) = dlmai{(M) (i=1,2) .
Si M est un C&-module libre de type fini, on notera M 1le k-espace vec-

toriel

M QQQ& k .
X

LEMME 11 : Soit ¢ : Hom (M,N)—————aHomk(ﬁ,ﬁ) l'application canonique.
- X
a) Soit p : M——>N un GQmorphisme. Alors ¢(p) = 0 87 et seulement si

la matrice de ¢ (dans des bases des (O -modules libres M et N ) est a
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coefficients dans oo
b) L'image de ¢ est constituée des applications linéaires f : M——N
telles que

f(Mi)C_ N, , pour i=1,2 .

a) Immédiat.
b) D'apreés a ,

In(9) » rg).rg.E/m
(comme k-espace vectoriel), donc Im(¢) est de dimension 2.rg(M).rg(N).
Comme c'est aussi la dimension de

{f : M—N , fFM)C N, i=1,2} ,
et que Im(¢p) est contenu dans ce sous-espace vectoriel, Im(¢) 1lui est
égal, ce qui prouve b .

Ceci achéve la démonstration du Lemme 11 .

Soit W un k-espace vectoriel de dimension a , Wx le faisceau concentré
en x de fibre W
Les extensions
0 (N W0
sont classifiées par Ext1(wx,9ﬁ) . On peut supposer d assez grand pour que

h1(X,§i) =0 . On a une suite exacte
0——m B W— OB W— W0
d'ol on déduit la suite exacte

0——w" &8 10X, F") _ii_,ﬂom(gxu w,:r"')—>Ext1(wX,37')——~—>o .

Si M et N sont des éi-modules libres de type fini, on pose
Hom' OM,N) = {f : M——N , (M) C N,, i=1,2} .
D'aprés ce qui précéde, et les Lemmes 4 et 11, on a
Coker(¢,) =~ Hom'(mx B W,?i) R

d'ou le

LEMME 12 : On a un isomorphisme
1 A\l L} 1
Ext (WX,’J: ) ~ Hom (mx B W,:ﬁx)

Si M, N sont des e;-modules libres de type fini, f un élément de

Hom' (M,N) , on note f f les composantes de f , M —————»N1 et

17 72 1
M2————ﬁ>N2 .

LEMME 13 : Le O -module 9x est isomorphe d
a.0 ®(r-a).m
X X

st et seulement 1'élément £ de Hom'(mX B W,?}) correspondant est tel que

f1 et f solent injectives.
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Remarquons que Hom'(mx B W, &;) classifie aussi les extensions
~
0 > g M W 0
X
Pour tout morphisme

T
f : &x—————aa.cz e(r a).mx s

on a
Im(f) C rm o,

~ . 3 . / .
donc a isomorphisme prés de }% et de W , une suite exacte
/
0———»3‘)'(——>a.@;( & (r-a) .mx———->w——->0

est équivalente & la suite "triviale"
0—————>r.mi—___;>a.Ci{&)(r— a).mi—————>a.k-——-—>0

Mais i cette suite est associée 1'inclusion

2 2
a.m_/m. < r.m /m. ,
x'Tx o Txx
élément f de Hom'(mX B W,J&) tel que f1 et f2 soient injectives.

Réciproquement, supposons f1 et f2 injectives. En utilisant un automorphis-

T N N ve . 2 2
me de $x , on se rameéne au cas ou f est l'inclusion a.mx/mx—————a.r.mxlmx s
a qui correspond a.@'x @ (r- a).mx

Ceci achéve la démonstration du Lemme 13.

LEMME 14 : Sotient
0 =1 (f}o W o ,

0 3 (31 W 0

des extensions telles que
(r}ox ~ (%1}( ~ a.O; @ (r-a).m
Alors 430 et (31 sont isomorphes si et seulement si elles se déduisent 1'une

de 1l'autre par des automorphismes de Foet w

. . s 4 . . -~
Cela résulte immédiatement du fait que le sous-faisceau J}' de 9i

(i=0,1) est uniquement déterminé.

Soit E un fibré vectoriel sur X tel que
lgv ]
E TT*(E)
On a des isomorphismes canoniques

@)= Exj (1gi, j52)

Par conséquent, un élément f de Hom’(mX B W,?i) tel que f1, f2 soient
injectives définit une structure quasi-parabolique sur E (voir troisiéme
partie), donnée en X; par

Ai = Im(fj) (1si # 322) .
De plus, par 1'intermédiaire de W , on a un isomorphisme
o : A1~———9 A2

On pose
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€6 = (5,(8,,0,,0) .
On considére maintenant des triplets (E,(A1,A2),0), Ai étant un sous-espace
vectoriel de E, de dimension a pour i =1, 2 , 0 un isomorphisme entre
A1 et A2 . De téls triplets (E,(A1,A2),O) et (E,(A;,Aé),c') sont dits
isomorphes s'il existe un automorphisme g de E tel que
gxi(Ai) = Ai (i=1,2) ,
et o' = gxzo 0o gX: .
Etant donné un triplet (E,(A1,A2),U), soit

A W————>A1
un isomorphisme de k-espaces vectoriels. Soit f 1'élément de Hom’(mxﬁ w;ﬁ;)

défini par

x"2
. A R (1
fp oW 4 5 @),
qui donne une extension
0 F ¥ W >0

avec

5 -

¥ a.C§ ® (r a).mx
Il est immédiat que si on change A , on obtient le méme F , on peut donc
écrire

—

F=FE, (,,8,),0)

LEMME 15 : Sotent £ , f' des éléments de Hom'(mX | W,31) tels que £,

£: soient injectives pour i =1, 2. Alors €(f) et €(f')  sont isomorphes

’

si et seulement st f et f' définissent des faisceaux isomorphes.

Etant donnés des triplets (E,(A,,Az),o) et (E,(A',Aé),o') , les faisceaux
3&E,(A1,A2),O) et (E,(A',Aé),c') sont isomorphes si et seulement si les
triplets le sont.

St f est un élément de Hom'(mX B W,Ti) tel que f1, £, sotent injectives
définissant un faisceau isomorphe d 3«E,(A1,A2),0) , les triplets €(f) et
(E, (A1 ,Az) ,0)sont isomorphes.

51 f est un élément de Hom’(mx B w,?i) tel que f,, f2 sotent injec-

tives, le faisceau que définit f est isomorphe d F(R(E)) .

Immédiat avec ce qui préceéde.

On en déduit le

THEOREME 17 : Il ewiste une bijection naturelle entre l'ensemble des classes
d'isomorphismes de faisceaux sans torsion F de rang r , de degré d sur X ,

tels que
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r}‘/'za.@/ ®(r-a).m_,
X X X
et l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets (E,(A1,A2),o) , E
étant un fibré vectoriel de rang r , de degré d - a +r sur X |, Ai
un sous—espace vectoriel de dimension a de Ey, pour i=1,2, et o un
1

isomorphisme entre A1 et Az .

REMARQUE : On voit que se donner une telle structure sur E revient 3 consi-
dérer une "classe d'équivalence" de structures de niveau sur E (voir qua-

triéme partie).

III.- SINGULARITES DES VARIETES DE MODULES DE FAISCEAUX DE PROFONDEUR 1
SEMI-STABLES.

Soit X wune courbe projective sur k , réduite, et dont les singularités
sont des points doubles ordinaires. On conjecture que les variétés de modules
de faisceaux de profondeur 1 semi-stables sont réduites. On ne prouvera ce ré-
sultat que pour les faisceaux de rang 2 sur chaque composante de X . Pour
simplifier 1'exposé, on supposera que X est irréductible et n'a qu'un seul

point double ordinaire. On a alors la
THEOREME 18 : Soit d un entier. Alors la variété U(2,d) est réduite.

On ne considérera que les points z de U(2,d) correspondant a des faisceaux
F tels que
f;r ~ 2.m
X X
(x désignant le point double ordinaire de X ) . Ce sont en effet les points
de U(r,d) 1les plus "compliqués".

A A
On raméne ensuite 1'étude de & & celle de C?é Z désignant la

>
sous-variété fermée de M(2) x M(2) définie par lééoégiations

X.Y=Y.X =0
En fait, pour tout entier r22 , on peut considérer la sous-variété fermée
Z, de M(r) x M(r) définie par les équations

X.Y =Y.X=0 ,
et on montre que U(r,d) est réduite si et seulement si Zr est réduite
au point (0,0) . On ne sait démontrer ce résultat que pour r = 2

(R.C. Cowsik).
Voir 1'Appendice I (morphismes formellement lisses).

On va d'abord démontrer un Lemme algébrique trés utile pour la suite

woir 21, [4] , [s0] ).
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LEMME 19 : Soit A——B un morphisme local d'anneaux locaux noetheriens.
Sotent L et N des B-modules de type fini, L étant A-plat. Alors un
B-morphisme
f: N——L
est injectif, de conoyau A-plat si et seulement si
f EAK : N EAK—>L EAK
est injectif ( K désignant le corps résiduel de A ) .
I1 est évident que si f est injectif et Coker(f) A-plat, £ EAK est
injectif, car alors
Tor?(Coker(f),K) = {O} .
Supposons réciproquement f EAK injectif. On a des suites exactes

0 sIm(f) L Coker (f) ——0

N——Im(f)——0
On en déduit le diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes

0

O——aTor?(Coker(f),K)———aIm(f) ﬂAK~———;L EAK-———>Coker(f) ﬁAK-————?O

[

On en déduit que Im(f) B,k —L BK est injectif et que

Tor?(Coker(f),K) = ‘Og ,
d'ol on déduit que Coker(f) est A-plat (SGA I, Exp. 4 , Thm. 5.6)
Puisque L et Coker(f) sont A-plats, il en est de méme de Im(f) . Soit N'

le noyau du morphisme surjectif N-——Im(f). Puisque

N 8K >Im(f) B,K
est un isomorphisme, et puisque Im(f) est A-plat, on a N' EAK =0 , et
d'aprés le Lemme de Nakayama, on a N' = {O} , ce qui prouve que f est in-
jectif.

Ceci achéve la démonstration du Lemme 18.

On note A 1la catégorie des k-algébres commutatives artiniennes locales.
Soient r , d des entiers, avec r > 0 , et d assez grand pour que
pour tout faisceau sans torsion 31 semi-stable de rang r et de degré d, soit

engendré par ses sections globales et h1(X,ﬁ3 =0

Soit
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Q= Quot’y by 5 (B=p +r.deg( (D).T .

(avec p=d+ r.(1-g)) , le schéma de Grothendieck '"contenant" tous les
faisceaux sans torsion semi-stables de rang r et de degré d , F  un fais-

ceau universel sur QxX .
LEMME 20 : Le faisceau 7 sur QxX est plat sur Q
On utilise le Lemme 19. Pour une démonstration, voir D'Souza (5] , III.2.

On en déduit qu'on peut choisir un entier m > O tel que pour tout point
q de Q on ait
h1(xq,?:(m)) =0
On pose
Vo= pu @)
(pQ désignant la projection QxX —»Q) . C'est un faisceau localement
libre sur Q . On note Gr(r,V) 1le fibré en grassmanniennes sur Q ,
qui représente le foncteur associant & tout Q-schéma f : Y——»Q 1'ensemble
des classes d'isomorphisme de quotients
£ —v,
V1 étant localement libre de rang rg(V) - r sur Y

Soit q un point fermé de Q , alors qz est un faisceau sur X . On

suppose que gi est sans torsion et que

F_ xr.m

qx X

PROPOSITION 21 : Etant donné un faisceau sans torsion Q} de rang r sur X

~ r.m ,
bd X

1l existe un plongement

tel que

E&g.______> r.Ca;
(B étant un fibré en droites sur X ) tel qu'au point x ce plongement
sott l'inclusion
r.m ---,r.Cj; .

. . 3 2
Soit W 1le sous—-espace vectoriel de Hom(ax/mi(r.mx/mx,r.cg/mx)

constitué des applications provepant de morphismes de Ca;-modules
rm ——>r.0. .
X X
Le morphisme canonique
Hom(%,r.@ )— > W
—_— X X
est surjectif. Soit Z sont noyau. Pour tout m, > O , on a une suite exacte
0—-»Z(mo)—7Hom((§(—m°) ,r.ﬁ/x) —>W——>0 .

Si m, est assez grand, on a
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h‘(x,z(mo)) =0 ,
donc

Hom( (-mo),1'.@;()-————>wX
est surjective. Soit p :Q%(-mo)-—__ar.ek un morphisme dont 1'image dans
W corresponde a 1l'inclusion r.m ————-»r.cg .Alors il existe une matrice
non singuliére M 2 coefficientsxdans Ci , telle que

Mop, : r.mx____,r.ez
soit 1'inclusion.

I1 existe un fibré en droites ogoC O tel que &%X -0 , et un morphisme

X
. .0 m
f:r. X Iogb-————ar.C7% .
induisant M
On prend alors $@==d%(—mo) et le morphisme

fo(p® Io.&o) : %E‘;g——n'.@;(

Ceci acheéve la démonstration de la Proposition 21.
On peut donc supposer qu'il existe un sous-espace vectoriel W de dimension
r de HO(X,gj(m)) tel que GZ(—m)C;—_—>CfE W* , et qu'au point x cette
injection sogt 1'inclusion r.mx—————?r.Gi
Soit z le point de Gr(r,V) correspondant 3 W , il est au-dessus de q .
Soit A un objet de As ,
pP. O’XA_—>3"; —_a0
une suite exacte induisant @B KP— ,F_ .0 sur X » W, un sous
A-module libre de rang r de HO(XA,§:(m)) tel que
WA 4] Ak =W .
Alors
f GZ(—m)—————>WZ = HomA(WA,A)
est un morphisme injectif.

REMARQUE : D'aprés le Lemme 19, Coker(f) est A-plat (c'est a dire Spec(A)-
plat).

Soit F 1le foncteur
J% —>Ens

le foncteur associant &4 A 1'ensemble des classes d'isomorphisme de couples

(p. C?k

; > A—————>0 , WA)
comme précédemment. (Deux tels couples (p.@i——————»?i—————,O , WA) et
A

(p. O%-—————>§ﬁA—-———»O , W!) sont isomorphes s'il existe un isomorphisme

A
T

£ F— A

A
tel que

182



POINTS DOUBLES ORDINAIRES

W, = OCe@ @y

et que le diagramme

po, — &
XA A
p.& G
XA A

soit commutatif.)

A
PROPOSITION 22 : L'anneau O; représente le foncteur F

Immédiat.

Soit
G : fh———éEns
le foncteur associant & A 1'ensemble des classes d'isomorphisme de quotients

L S

induisant &R kP———>rJ'Zl >0 sur X , TA étant A-plat.

Alors 1'anneau @(’] représente le foncteur G

LEMME 23 : Le morphisme de foncteurs

F—>G
associant, pour tout objet A de Ro , d la classe d'isomorphisme de
(p.@%—ﬂ;—m » W) celle de p.@;(A——»ff';——)O , est formellement

lisse.

q

Pour étudier 1'anneau local de U(r,d) au point correspondant 2 F .
~ A o
&', on peut commencer par étudier @:1 et (72 . En particulier si O; est
A

réduit, il en est de méme de O , et donc aussi de o .

q
On suppose maintenant que L HO(X,gq)
. v P . ~ . ¥y =
Soit Q QuOtr.B’X/X/k , P étant le polyndme de Hilbert de W /J—a( m) =T ,

*
q' un point de Q' correspondant & W ———T———0 (une fois choisi un
P

isomorphisme k= W . )
Soit H : & —>Ens le foncteur associant 3 A 1'ensemble des classes
d'isomorphisme de quotients

r.@'XA—>TA——>O
induisant r.@'x—>T——>0 . TA étant A-plat.

AN
Alors @;, représente H

LEMME 24 : Le morphisme de foncteurs
F——>H
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associant, pour tout objet A de Ao , d la classe d'isomorphisme de
* *
(p.@%r—>?;——>o, WA) celle de WA-—>WA/fA(-m)'——>O , est for-
mellement lisse.
Autrement dit, étant donné A'— sA_ 0 4 A , A' étant des objets
de f% , et des suites exactes

*
0—Y9— oW ——>T—>0 ,

A A A
p@%—;—»%A—>O R 9A étant A-plat,
*
WA————aT&T————>O , TA' étant A'-plat ,
. . * . — *
induisant WA-——>TA———>O , et si 9A' = Ker(WA———>TA,) s
alors il existe une suite exacte sur XA'
fod N 5
P ‘N 0
induisant p.@%——) A——-——>0 , et %, est A-plat.
A

Cette derniére assertion est évidente car T

%A'le: (%A

En effet, soit %& le noyau du morphisme surjectif

9A'\ X, = ?A .

Puisque (aA est A-plat, on a
¢

xA
Tor , (?A,O;() =0 ,
donc

(){IX””
d'ou 3&= o .

Enfin, on a
0
H (XAI ’%A') = p'GX

Ceci achéve la démonstration du Lemme 24.

Ar est A'-plat. D'autre

part on a

Al

A
L'étude de fz;, donnera donc des renseignements sur CE . En particulier
A

CZ est réduit si et seulement si CE, 1l'est.

LEMME 25 : Soit T un faisceau de torsion concentré en un nombre fini de

points sur X , LIPERRRP S Sotent A un objet de ﬂ;, L SVCRRERTE SN
les points de XA a valeurs dans A déduits de KyseenasXos TA un
faisceau cohérent sur XA tel que T, x=T- Alors le support de T est

contenu dans {x. } .
iA
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On a
XA\(xiA} = (X\{xi} )A , et si on pose
% - TAI(X\{Xi} da >

on a

¥ =0 ,
le\dxﬁ
d'ol on déduit
q%
*
Supposons que T ( = Coker(GZ(—m)-———ew ) soit concentré en KgsereeesX s

=0 , ce qu'il fallait démontrer.

avec X, = X .
0

Pour O0<£iss , soit
Py
' =
Q QUOtr.O/X/X/k ,
1

Pi désignant le polyndme de Hilbert de Tx , et soit SH le point de

Qi correspondant au morphisme
r.o, ——T
X x;

déduit de q' .
A

N
. ~ Tr
LEMME 26 : On @ Oy = i @’qi

Soit Hi :JL —>Ens le foncteur associant & A 1'ensemble des classes

d'isomorphisme de quotients r.Ok Tx A étant A-plat , dont la restric-
A i
tion & X est r.Cgf————>TX .
i
D'aprés le Lemme 25, on a un isomorphisme
m
= . H.
A N i 0giss i
et q,(resp.fﬁ,) représente H (resp. Hi)' Le Lemme 26 en découle immédia-
tement. t
~
On est donc ramené a étudier les CZ. et O est réduit si et seulement
~ :
si les O, 1le sont. t
9
LEMME 27 : S X, # x , alors CQ, est lisse, donc réduit.
i
Soit * 1le foncteur trivial fg—————>Ens, représenté par k . Il faut

montrer que Hi est "lisse", c'est a dire que le morphisme évident de
foncteurs

Hi—>*
est formellement lisse.

Soit A'— 3A— 50 une suite exacte d'objets de A s

r.o; £ T 0 un élément de H.(A) . Alors Ker(f) est localement
XA xiA 1
libre, car X est lisse. Il faut prolonger f en
£' 1 r. O T o,
XA' XiA
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avec Tx.A' A'-plat. Pour cela, on se donne une base (e1,....,er) du
i

e -module libre Ker(f) , on prolonge ensuite e,,....,e_ a des
X, ,X. X. 1 r
A’T1A 1A
éléments f, ,....,f_ de r.E . On pose
1° >Tr XA"XiA' P
Z = Ker(r.0, ——r.0, £peeeesf
( X, XA"XiA'/( 1’ s r) )
et
T = r.0 J(f, 000, f)
XA Xpro¥iar 1 r
Alors la restriction de T a X, est isomorphe a T et T est
X. oy A X, X.
iA 1A 1A

A'-plat. Cela résulte aisément du Lemme 19.
Ceci achéve la démonstration du Lemme 27.

A
Il reste donc a étudier O, .
0
Soit

zZ= {(X,Y) € M(r)xM(r), X.Y = Y.X =0 } .
C'est une sous-variété fermée de M(r) x M(r) , de dimension r
Posons

R

~
q(:k[T1,T2] /(T,.T,)

u = T1 sV = T2
On a une suite exacte de R-modules

R2 a 2 B

, éléments de R

R >R >k —»0 ,
o étant donné par la matrice
u (0]
(0] v
B par (v,yu) . On en déduit la suite exacte
o B
. r . r
(*) RZ r 4‘R2 r > R)" >kE 0

déterminée par les matrices

u.I 0
r
et (v.Ir , u.Ir)
0 v.l

r
Soit A un objet de fh ,

o B
() ® EkA)Z'ri»(R ﬂkA)z'r__rA_,(R BA — T, 0

une suite exacte de (R EkA)—modules induisant (*) , T, étant A-plat .
On a un morphisme canonique
C&;—————?R EkA

(xA point de XA déduit de x ) .
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Donc (%) définit un morphisme de faisceaux sur X,

r.0 — T ——30
XA A
(IA : faisceau de torsion concentré en x

On en déduit un morphisme

s et A-plat).
f : Spec(A)——————?Qé
tel que f£(p) = 949 » P étant le point fermé de Spec(A) .
Considérons maintenant un morphisme
g : Spec(A)——>2
tel que g(p) = (0,0) .

Soient (X;.)yg sor > (Yii)igi,jsr
de M(r) x M(r) . Elles définissent a = (

les coordonnées des deux facteurs

34gi, 550 0 P T (byy)
a coefficients dans my . Réciproquement, puisque (Xij)1§i,j§r’
(Yij)Igi,j§r’ 1 engendrent O&(r) x M(r) la donnée de a = (aij) ,
b = (bij) , définit un morphisme

1si,jsr ?

g : Spec(A) ——>M(r) x M(r)
envoyant p dans (0,0) si et seulement a et b sont a coefficients dans
m, . Il est immédiat que g est d valeurs dans Z si et seulement si
a.b =b.a=0
On a donc établi un isomorphisme entre d'une part 1l'ensemble des morphis-
mes g : Spec(A)——>Z tels que g(p) = 0 , et d'autre part l'ensemble

des couples (a,b) de M(r,mA) X M(r,mA) tels que a.b =b.a =0

Soit (a,b) un élément de M(r,mA) X M(r,mA) tel que a.b = b.a =0

On en déduit un complexe

2.r %(a,b) 2.r PBaca,b) r

(*)(a,b) (R ﬂkA) —=—"3(R ﬁkA) —=—> (R ﬂkA) ———4>TA————€>0 ’
en prenant

u.l a

r
aA(a,b) = , BA(a,b) = (V'Ir - b,u.Ir - a) ,
b v.l
r

T, = Coker(Ba(a,b))

A
quence immédiate du Lemme 19.

Alors T, est A-plat et (*)(a b) est une suite exacte. C'est une consé-
’

En prenant A = C;,(o,o)/mn(o,o) pour chaque n21 , on obtient une suite
compatible de "déformations" de (*) (en prenant évidemment pour a et b
les images de (Xij) et (Yij) dans 53;’(0’0)/m(0’0)

Ceci définit un morphisme d'anneaux locaux
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00 0 z,(0,0) °

Si (a,b) est dans M(r,mA) x M(r,mA) et a.b=b.a=0 , (a,b) définit
un morphisme
Spec(A)— 7 ,
donc un morphisme

n
@g’(o,o)/m (0,0)——> A pour n » 0 ,

et on a, en notant X , Y les images de (Xij) , (Yij) dans

v n
Al = GZ,(O,O)/m (0’0) s
(*) (a,b) = (*)(i,?)EA'A .
Soit A un objet de ft .

B8
(R ﬂkA) ~———>(R EkA) r__rA g ElkA)r——)T&——)O s

o B
2.r rA 2.r r.a T .
(R ﬂkA) ———>(R ﬂkA) ——>(R ﬂkA) -————?TA-——*—90
. . . * . - \] 1
des suites exactes induisant (*) . On dit que (urA’BrA) et (arA’BrA)

sont isomorphes s'il existe des automorphismes ¢ et T de

(R EkA)2°r , induisant I, , sur R2.r , tels que le diagramme suivant soit
commutatif
2.r Ora 2.r r
R BAT ———R B A) (R B, A)
o} T
\l B‘
RBAT—TA Srpg a2 T —FA@aE AT
" « ‘

Soit

¢ fh-————+Ens
le foncteur associant & un objet A de fb 1'ensemble des classes d'isomorphis-

me de "déformations" de (%)

B
(R nkA)Z‘r—rAé(R ukA)z'r—r—A->(R B A —T——0
avec TA = Coker(BrA) R TA étant A-plat.
PROPOSITION 28 : L'anneau C§ (0,0) représente le foncteur ¢
’

A
A tout morphisme local z,(0,0) ——3A , on a vu qu'on pouvait associer

une déformation de (*) , du type (*)(a b)
’

s

I1 reste a prouver les deux assertions suivantes :
(i) Pour tout objet A de A , toute suite exacte
(R ukA) (R EkA) f—(r B A) -—-—"T —0

de (R ﬂkA)—modules, induisant (*) , est isomorphe (au sens qu'on a vu
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précédemment) & une suite exacte du type (*)(a b) * (a,b) étant un é1é-
’

ment de M(r,mA) x M(r,mA) tel que a.b =b.a =0 .

(ii) Pour tout objet A de f% , si (ao,bo) , (a1,b1) sont des éléments
i * *

de M(r,mA) X M(r,mA) tels que les suites exactes ( )(ao’bo) et ( )(a1,b1)

soient isomorphes, on a (ao,bo) = (31,b1) .

En faisant une démonstration par récurrence, on se raméne a prouver que Si

0 >(e) A’ A 0
est une suite exacte, A , A' étant des éléments de Jk , € un élément
de A' tel que €My, = {O} , et si les propriétés (i) et (ii) sont vraies

pour A , elles le sont aussi pour A'
(1) Soit o' Bl
1\2.T r 2.1 r 4
0 ——(R B, A )7 — (R B A )T ——>(R B A ) —T,,

une suite exacte de (R ﬂkA')—modules. On peut supposer que (a;,B;) induit

—>0

une suite exacte du type (*)(a b) Soit (a',b') wun élément de
b
M(r,mA,) x M(r,m,,) , relévement de (a,b) . On a
a'.b' =e.c , b'.a' =¢€.T ,

avec o0 , I’ dans M(r,k) . On peut écrire

u.Ir + .M a' +e.U

b' + ¢.V V.Ir + e.N
By = (V.I_ -b' +e.P, u.l -a'+eQ ,

avec M , N , P , Q & coefficients dans R , U , V & coefficients
dans mp (en modifiant au besoin a' et b')

La condition

] [
Br o ar 0
s'écrit
(v.Ir—b'+€.P).(u.ir+€.M) + (u.Ir—a'+€.Q).(b'+5.V) = 0 ,
(v.Ir—b'+a.P).(a'+e.U) + (u.Ir—a'+e.Q).(v.Ir+e.N) = 0 ,
donc, puisque €.a' =€.b' =0 , on a
{V.M +u.P+u.V-0g=0
v.u +u.N+v.Q-T =0 (dans M(r,R)) ,
d'ou
c=I'=0 |,

c'est a dire
a'.b' =b'.a'=0 ,

et on peut écrire
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M= - u.B N=-v.C .
avec B , C dans M(r,R) .

{P+V=V.B [U+Q=u.C

Ecrivons maintenant une condition d'isomorphisme de deux telles suites,
définies respectivement par (M,N,P,Q,U,V) et (M',N',P',Q',U',V') :
I1 existe des automorphismes de la forme

Ir + €.E €.E

1 I +¢€.F

2 r 1 &F

2

3 Ir + E.E4 e.F3 Ir + e.F4

avec Ei , F. & coefficients dans R tels que

[ 1] LN 1]
Fooa aloe E et Br Br o F

On a .

F o (x,:: =

OL;_' o E =
' =

Br

B;_'o F =

mIr+€JM+mFR
b' + e.(V-+u.F3)
u.Ir +€.(M'+u.E1)

b' + €.(V'-+V.E3)

a' + e.(U-+v.F2)

v.I_ + e.(N+v.F))
r 4

a' +e,(U'+u.E2)

v.Ir + e.(N'vvv.Ea)

(v.Ir -b' +¢.P, u.Ir -a'+¢e.Q ,

(v.Ir -b'" + e.(P'" + v.F

1

Les égalités voulues sont vérifiées dés que

M+ u.F1 =M + u.E1
U + v.F2 =U' + u.E2
= vy
vV + u.F3 V' + V.E3
N + V.F4 = N' + v.E4
P = P'+ v.F1 + u.F3
= [ w
Q = Q +V.L2 +U.F4 .
Prenons
F1 - E1 =
F,-E, =C ,
de telle sorte qu'on a M' = N'
tels que
{V = v.E3 - u.F3
U= u.E2 - v.F2 .

et on a donc

U'=vVv'=0 .

0 . Prenons aussi
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P'

v.(-F1 +B - E3)

Q' x.(—F4 + C - E2) .

On prend maintenant

F, =-E, +B
E, = - Ey
F,=C-E,

E, = - E, .

On a alors P'=Q' =0 .

: 'Rty L (% 5 . v,
Ceci prouve que (ar,Br) ~ ( )(a',b') et démontre (i) pour A

(ii) Montrons d'abord que si (a',b') est un élément de M(r,mA,) x M(r,mA,)
tel que a'.b' =b'.a' =0 , si (a,b) désigne 1l'image de (a',b') dans
. % . .
M(r,mA) X M(r,mA) , tout automorphisme de ( )(a,b) est induit par un
. * .
automorphisme de ( )(a',b')
Soit

f : —~——+(*)(a,

*

( )(a',b') ,b")

un automorphisme, donné par des automorphismes ¢ et I de (R B A)2'r
P K

tels que

% (a,)° 9= To %ap)

Baa,p)° O = Baca,b)
On peut prolonger ¢ et [ en des automorphismes o' , T' de

(R lZIkA')z'r . On a alors

L - 1 1
aA,(a,,b,)o o' =T'o aA'(a',b')+ €.5
[ [
Barar,pn e T = Barar et T ’
S' et T' étant a coefficients dans R . Remarquons que
v [
BA'(a',b') o E€.5 €. BA,(a,’b,)OS
[ - 1
e.T °aA'(a',b') €.T °aA'(a',b') ,
d'ou on déduit
] 1
BA'(a',b')o aA'(a',b')O o + BA'(a',b')°F OLA'(a',b') =
' 1
BA'(a"b,)or oOLA,(a,,b,) + e'BA'(a',b')°S+ B'A'(a',b')°aA'(a',b') +
€.T'oq

A'(a',b') s
d'ol on déduit

\ 1
5‘(BA'(a',b')°S + T °°‘A'(a',b'))
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et

o

' ] =
Barar,p)°S" T To% (a0
D'autre part, si g : (R ﬂkA')z’r—————»TA,

Coker(BA,(a, b')) s

induisant R2.r

8g * —>T , on a

[ '
g o BA’(a',b')or g o B "(a',b") + €-8g o T s
d'ob
gg o T' =0 , et In(T') C Im(BA.(a. b.)) >

et T' se met sous la forme

' =
T BA'(a”b’)oQ .
On a
' = ' [ =
BA'(a',b')(S +Q o “A'(a',b')) BA.(H.,b.)° S'" + T *%r(at,bt)
Al
donc Im(S' + Q.0 v(av’bl))c Im(aA'(a',b')) s
1
et S' +Q °aA'(a',b') se met sous la forme
Al =
S' + Qe aA'(a',b') aA'(a',b')° P .
Alors (o' - €.P , T' - €.Q) est la déformation cherchée de (o0,I) :
o ' - LI
aA’(a',b') (o €.P) (T €.Q) o %1 (at,b')
L - o -— =
€.(S (aA'(a',b') P Q- aA'(a',b'))) o,
[ - = " =
BAl(al,b')o (I‘ E‘Q) BA' (a"b') E'(T BAl(a"b')o Q) 0
Démontrons maintenant (ii).
Soient (a,b) , (a',b') des éléments de M(r,mA,) X M(r,mAJ’ tels que
a.b = b.a = a'.b' =b'.a' = 0 tels que les suites exactes (*)(a b) et
’
% . .
( )(a',b') soient isomorphes.
Puisque (ii) est vraie pour A, (a,b) et (a',b') ont méme image (ao,bo)
dans M(r,mA) . D'aprés ce qui précéde, on peut supposer que l'isomorphisme

% % . . ' 2.2 *
entre ( )(a,b) et ( )(a',b') induit 1'identité de ( )(ao’bo) .
On peut donc écrire

\l
Ir + .F1 e.Fz u.Ir a u.Ir a Ir+E.F1 €.E2
. = . »
1
E.F3 Irﬂ:.F4 b v.Ir b v.Ir e.E3 Ir+€'E4
avec Ei’ Fi a coefficients dans R . On en déduit
a' =a + E.(v.F2 - u.E2) ,

b' =b +€.(u.F, - V.E3) ,

3
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d'ol a =a', b =>b" puisque a,a',b,b' sont a coefficients dans m,
Ceci prouve que (ii) est vraie pour A'

La proposition 28 est donc démontrée.

Rappelons que HO : fL-———»Ens désigne le foncteur associant a A 1'en-
semble des classes d'isomorphisme de quotients r.O%—————éTA———~>O .
A
TA étant A-plat, dont la restriction & X est le quotient canonique
r.@% ——__gr.kx 20 .
On a un morphisme évident de foncteurs

®: ¢ —>H

(0]
décrit plus haut, induisant le morphisme

A A
o =5q0 9, 0,0

qu'on a aussi défini plus haut.
PROPOSITION 29 : Le morphisme de foncteurs @ est un isomorphisme.

On en déduit immédiatement, puisque Z est réduit, le Théoréme 18.
Montrons d'abord que @ est surjectif.

Soit r.@%-—————;TA un quotient A-plat induisant r.Ok-————ar.kX .
On en déduit une suite exacte

£ : (R &kA)r—————>T — 50 ,

A
(ici T, désigne TAXA ﬁcyxA(R ﬂkA) ) T, étant A-plat, induisant
£, ¢ R'—k" >0

(le morphisme canonique).

D'aprés le Lemme 19, on a Ker(f) Bk = Ker(fo) . Le R-module Ker(f)
admet 2.r générateurs, on peut donc d'aprés le Lemme de Nakayama trouver
un morphisme surjectif

g : ((R EkA)z'r—————aKer(f) induisant Rz'r_____>Ker(fO)

Le (R ﬂkA)-module Ker(f) est A-plat, donc en appliquant le méme raisonne-
ment que précédemment & g on obtient

(R EkA)Z.r______>(R ﬂkA)Z.r ,
et la suite exacte obtenue définit un élément de ® (A) au-dessus de

—>0 .

r.C&A————sTA

Ceci prouve que ® est surjectif.

Montrons maintenant que @ est injectif.

I1 faut montrer que si A est un objet de A, (a,b) , (a',b') des
éléments de M(r,mA) tels que a.b =b.a =a'.b' =b'.a' =0 , et qu'on

ait un diagramme commutatif
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(R ﬂkA)r - Coker(BA(a’b))

(D) U
(R ﬂkA)r—ﬁ COker(BA(a' b')) ’

alors on a (a,b) = (a',b') .
Remarquons qu'on déduit sans peine de (D) un morphisme
* *
a7 @b
(prendre des générateurs). Il faut montrer que c'est un isomorphisme.
Cela découle du résultat suivant

Considérons un diagramme commutatif

o B
(R &kA)Z.r A(a,b)> (R EkA)Z.r A(a,b)> (R ﬂkA)r
° r ‘ "
o B
R EkA)Z'r A(a,b) > (R EkA)Z.r A(a,b) (R EkA)r ,

alors ¢ et [ sont des isomorphismes. Posons

cC=v.U s E=1_ +u.s
B = u.V N D=Ir+V.T,
on en déduit immédiatement que ¢ est un isomorphisme. On a

Fodya,b) = %(a,b)° 9 °

d'ou
{u.N =0 . u.M = u.(Ir + u.S)
v.P =0 . v.Q = v.(Ir +v.T) ,
d'ou
N = v.N' . M=1 + u.S + v.S'
r
P = u.P' . Q = Ir + v.T + u.T" ,

on en déduit immédiatement que T est un isomorphisme.

Par conséquent O est réduit si et seulement si fﬁ; (0,0) 1'est.
’ ’

Le théoréme 18 est donc une conséquence du Théoréme suivant, dG & R.C Cowsik.
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THEOREME 30 : La sous-variété fermée z de M(2) x M(2) définie par
les équations
X.Y=Y.X=0

est réduite au point (0,0) .

Soit I 1'idéal de Z , c'est a dire 1'idéal de k[?. Y ﬂ engendré

i3’
par les coefficients des matrices X.Y et Y.X , I 1'idéal de k‘?ij’Yiﬂ
. veoax )
engendré par les Xij , 12 1'idéal de k[xij’Yij] engendré par les
Ve oas p
Yij , 13 1'idéal de k %ij’Yiﬂ engendré par I , det(X) , det(Y) .
Alors on a
I= 11(\12013
I1 est immédiat que I C I, N 12 f\13 , et il suffit de montrer que
I1f\12/\I3C_ I
Soit f wun élément de I1 N 12 f\I3 . Puisque f est dans 13 , on peut

écrire

f = a + b.det(X) + c.det(Y) ,
a étant un élément de I , b et ¢ des éléments de k'%ij’Yij . Puisque
f est dans 11 , c.det(Y) est aussi dans I1 . Donc ¢ aussi, det(Y)
n'y étant pas et I étant premier. On en déduit que c.det(Y) est dans

I : en effet, si AY désigne la matrice des cofacteurs de Y , on a
AY.Y
AYY.X

ce qui prouve que

det (Y) .I1 c I

det(Y).Id ,

d'olu

X.det(Y) ,

De méme, b.det(X) appartient 3 I . Donc f est un élément de I , et

11/\12f\I3C I

Puisque I = 11(1 IZ(W I3 ; et que les idéaux I1 et 12 sont premiers,
il reste a montrer que 13 est premier.

Regardons d'abord Z de plus prés. Il posséde trois composantes irréduc-
tibles de dimension 4. Ce sont les sous-variétés n;1(0) , ﬂ;1(0) , et
Z\\F;1(O) U ﬂ;1(0) (ﬁ1 et m, désignant les restrictions & Z des projec-—
tions M(2) x M(2)——M(2) ) . Pour voir cela on peut par exemple étudier
les fibres de Ty On pose

- =T =T
Wy=2 m, (0uUm,0) .

Soit W 1la sous-variété réduite de M(2) x M(2) définie par le sous-en-
semble de M(2) x M(2) sous-jacent & W, . Il suffit de montrer que 1'idéal

0
de W est 13 .
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Soit
p:ﬁznﬁf xP2~———aMQ)xMQ)

r,.s,.t r..s..t
0°"0 0°"0" 1
((r T )’(S sS )’(t ,t ))_>( ’
0’1 0’71 0’71 ro:S1-tg LASE PRI
r1.s1.t1 - 1’.'1.8(.).(:1 )
- r1.s1.to r1-50.t0

(ce morphisme induit le plongement de Segree Hj1 X.F% XE31 «———9@%) .

Alors son image est une sous-variété de M(2) x M(2) , de dimension 4, con-

tenue dans W , donc égale 34 W . Le noyau du morphisme
* .
p* k[?ij,Yij]-———ak'}o,so,r1,s1,to,t1]
induit par p est donc J . L'image S de p* , qui est isomorphe 2 1'anneau

des fonctions réguliéres sur W , est la sous-algeébre de
k[fo,r1,so,s1,t0,t1] engendrée par les mondOmes du type
Lo % SBO 561 o Vi
o1 °°0 "1 "0 "1 ’
avec
Gg *+ 0y =By * By = Yot Yy
Ces mondmes constituent une base du k-espace vectoriel S .
Pour u , v , w dans %0,1} , on note P(u,v,w) 1'unique mondme Xij
* L) = .S . . édui isé
(ou Yij) tel que p (XiJ) £oes ety On déduit aisément de ce qui
précéde que J est engendré par les éléments de la forme

n n
- A ) L}
21P(ui,vi,wi) i1=T1P(ui,vi,wi) s

avec

I1 reste a montrer que ces éléments sont dans 13
En faisant un raisonnement par récurrence sur n , On se rameéne a
prouver que
- ] ] ] ] ' A}
P(u1,v1,w1).P(u2,v2,w2) (P(u1,v1,w1).P(u2,v2,w2)
est dans I , Si

3
+ =u! = u! + =v! +v! +w, =w +w)
Ut STy s Ry Sy sty T Wt
On le montre aisément en examinant chaque cas.

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 30.
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I.- MORPHISMES FORMELLEMENT LISSES

Soit f{ la catégorie des k-algébres commutatives artiniennes locales,
F et G des foncteurs covariants
fl ——>Ens ,
¢ : F——G
un morphisme de foncteurs.
On dit que ¢ est formellement lisse si étant donnée une suite exacte
AP on——o0
d'é1léments de A , des éléments fo de F(AO) , g de G(A) tels que
G(p)(g) = ¢A0(fo) >
il existe un élément f de F(A) tel que
9,(D)
F(p) (£)

[
o8}

]
Hh
.

Autre définition équivalente

Etant donnée une suite exacte

A—P sa_ .o

0
d'éléments de ,fh , on a un diagramme commutatif

Fw) —E@Lpca )

N o
G(p)

0

G(A) >G(AO) ,

et donc une application canonique

F(A)—————»F(AO) X G .

G(ay)
Alors le morphisme de foncteurs ¢ est formellement lisse si et seulement
si pour toute suite exacte A—————»Ad————»o , cette application est
surjective.
Si 33 est une catégorie contenant fL , on définit de maniére évidente

les morphismes formellement lisses de foncteurs 33—————>Ens .

On étend aussi de maniére évidente la notion de morphisme formellement
lisse a des foncteurs contravariants
%g —>Ens
%2 étant une sous-catégorie pleine de k-Sch, la catégorie des k-schémas

noetheriens.
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Quelques propriétés des foncteurs formellement lisses

1. Soit ¢ : F—>G un morphisme de foncteurs covariants A —— Ens

Supposons F et G représentés par des k-algébres commutatives locales
de corps résiduel k , BF et BG respectivement.

Alors ¢ est induit par un morphisme de k-algébres locales

p: BG————>BF s

et ¢ est formellement lisse si et seulement si p 1l'est (au sens de
SGA I, Exp. 3).

En particulier, BG est lisse sur k (resp. intégre, sans éléments
nipotents) si et seulement si BF 1'est.
2. Soit ¢ : F——>G un morphisme de foncfeurs contravariants € — >Ens

Supposons F et G représentés par des k-schémas noetheriens Yo et Y,
respectivement.

Alors ¢ est induit par un morphisme de k-schémas.

p:Y

>
F YG ’
et le foncteur ¢ est formellement lisse si et seulement si p est un
morphisme lisse.
En particulier, si x est un point de YF R YF est lisse (resp.

irréductible, réduit) en x si et seulement si Y, 1l'est en p(x)

I1.- EXTENSIONS

(Narasimhan-Ramanan [?@ et Ramanan [31] )

Soit Y wune variété algébrique, et V , W des fibrés vectoriels sur
L. 1
Y . Les extensions de W par V sont classifiées par H (Y,Hom(W,V))

On pose H = H1(Y,Hom(W,V)) . On note et P. les projections

Py H

Hx Y—>Y et Hx Y—>H .

PROPOSITION 1 : Il existe un fibré vectoriel E sur H x Y et une suite

exacte de morphismes de fibrés vectoriels

O-——)p;’f(v) >E p?(W) 0
telle que pour tout point h de H , sa restriction a {h} XY :
0 >V Eh >W >0

soit associde d 1'élément h de H'(Y,Hom(W,V))
Comme Rle*(p§(Hom(w,V)) =0 si i>0 , on a un isomorphisme

Bl@xy, p}(Hom(W,V)) ) = nl, py*(©) B Hom(W,V) ) .

198



APPENDICES

Mais on a HC pY*(Gﬁ , donc Iy définit un élément de
H’(H xY , Hom(pY*(w),p§(V)) ) . Il suffit de prendre 1'extension de

p;(w) par p§(V) définie par cet élément.

Ce résultat se généralise :

Soient S et T des variétés algébriques, V (resp. W) un fibré vectoriel
sur SxY (resp. TxY) , tels que dim(H1(Y,Hom(Wt,Vs)) ) soit indépen-
dant du point du point (s,t) de S x T

On note Pg 1> Ppr » Pg les projections SxTxY—>SxT ,
SxT

>5T , SxT ——S respectivement.

On pose

F=R'(p, ), Hom(pfw),pf(m) )
SxT* —''T ’rs

C'est un fibré vectoriel sur SxT . On note T : F

>SxT 1la projection.

PROPOSITION 2 : SZ.om apour i=1, 2,
i ¥ #* *y =
h(SxT, (pg . )y (Hom(pr(W),pg(V))) B F*) =0
il existe un fibré vectoriel E sur FxY (considéré en tant que variété

algébrique) et une suite exacte

0—— (V) ——E > T (pXW)——s o

telle que pour tout point (s,t) de SxT et tout élément

1 o
h de F(s,t) =H (Y,Hom(wt,vs)) , sa restriction ad {h}x Y

0 Wt Eh > VS 0

soit associée ¢ h

On a, pour tout i >0 ,
i, # # ¥ ¥ =
RT(mx L) (" (Hom(py (W) ,pg(V)) ) =0 ,
donc on a un isomorphisme canonique
1 # ¥ ¥ ~H ¥ ¥
H(FxY, (Hom(pT(W),pS(V))) )~ H(SxTxY, Hom(pT(W),pS(V)) B ('lTxIY)* ©)).
D'autre part, d'aprés les hypothéses, on a
1 ¥ ¥ % %
H (SxTxY , Hom(pp(W),pr(V)) B p¥ . (F*))

R

H(sxT. R'(pg, o), CHom(F(),p¥(v))) & ¥%))

"

H‘(SXT, F B F*)

Comme (F*) C.(n:<IY)*(Oﬁ , I_ définit un élément de

*
: PSxT F
H (FxY, Hom(1r(ﬁ?(w)),1#?p§(V)))) . I1 suffit de prendre 1'extension de

ﬂF(pT(W)) par n*(pg(v)) définie par cet élément.

Les hypothéses de la Proposition 2 sont vérifiées dans les cas suivants
(i) Pour tout élément (s,t) de SxT , on a

Hom(W, , V_) = {o} .

(ii1) S et T sont affines.
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REMARQUE 1 : Il existe des analogues "projectifs'" des Propositions 1 et 2 :
Les hypothéses de la Proposition 2 étant vérifides, on note (1) 1le fibré
tautologique du fibré en espaces projectifs P(F) : pour tout point (s,t)
de SxT , et tout point h de F(s,t) , on a C7Y1)h = h* . Soient

m: P(F)——>SxT et : P(F) xY ——P(F) les projectionms.

P
P(F)
I1 existe alors un fibré vectoriel E sur P(F) xY et une suite exacte
0 ——>*GEW) B pj 1) (O(1) )——E ——1¥(p () ——0
telle que pour tout point (s,t) de SxT et tout point h de
1 _ o .
P(H' (Y, Hom(W,,V)) ) = P(F ) , sa restriction 2 {Hxy :

T
O——)Vs B h E(s,t) Wt 0
soit associée a 1'inclusion hc——+H1(Y,Hom(Wt,VS)) (qui est un élément de

H'(Y,ggr_n(wt,vs 8 h%) ) .

(Démonstration analogue a la précédente.)

REMARQUE 2 : On suppose que S =T . On note : TxY——>T 1la projection.

P
On suppose que dim(H1(Y,EQE(Wt,Vt)) est indép:ndant du point t de T . On
pose

F =R (pp),(Hom(W,V))
c'est un fibré vectoriel sur T . On note : F——>T 1la projection.

Le résultat suivant se prouve comme la Proposition 2 :
. . i * . .
Si pour i =1 , 2 ona hl(T,pT*(Hom(W,V)) BF) =0 , il existe
un fibré vectoriel E sur FxX et une suite exacte

(o] n*(w) E n*(v) >0

telle que pour tout point t de T et tout élément h de
F, = H1(Y,Hom(wt,Vt)) , sa restriction a ﬁﬁ xY :

h
0 > Wt > Eh Ve —0

soit associée a h .
Cet énoncé a bien entendu un analogue "projectif'" évident.

Pour finir, la

PROPOSITION 3 : Soient V et W des fibrés vectoriels simples sur Y
On suppose que tout morphisme non nul V——W est un isomorphisme. On
considére deux extensions de W par V :

0—>V—i >E W——0 et

0 v—a >F W—>0 |,

auxquelles sont associées respectivement les éléments e et f de
1! (Y, Hom(w,V)) .
Alors les fibrés E et F sont isomorphes si et seulement si il existe un

élément c¢ de k* tel que e = c.f .
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Il est immédiat que si e = c.f , E et F sont isomorphes.
Réciproquement supposons que E et F soient isomorphes. Soit
p: E——>F un isomorphisme. On peut supposer que la deuxiéme extension est
non triviale. Le morphisme g =q ope i : V——>W est nul ol bien c'est
un isomorphisme. Si c'est un isomorphisme, ¥ =p > i ° g—1 : W—>F

est tel que q o ¥ =1 , ce qui entraine que la deuxiéme extension est

W
triviale. Comme ce n'est pas le cas, ona g =0 , et par conséquent P in-
duit un isomorphisme V——>V , qu'on peut supposer &tre IV , et un
isomorphisme W-———W , qui est une homothétie de rapport non nul.

On en déduit immédiatement la Proposition 3 .

III.- MORPHISME DE DEFORMATION INFINITESIMALE

(Voir [27], [21])
Définitions

Soit r’ un entier, r222 .

Soient S et T des variétés algébriques lisses et E wun fibré vectoriel
de rang r sur SxT . Il existe un recouvrement ouvert fini (wi)i€LI de
SxT et un fibré vectoriel F sur T tels que pour tout i dans I il existe

un isomorphisme

f. : E -————4>p¥(F1 W,
i

>T)

1 W,
i

(p,., désignant la projection SxT
T g

Pour tous i , j dans I soit

*
By: P W N Wj > pT(End(F)) kwif\wj

1]
p—sf. ° £7]
7 1y 1y
C'est un morphisme de variétés algébriques.
On en déduit un morphisme de fibrés vectoriels sur Wi Nnw.

]
dg >p¥(E_nQ(F)) W.AW.
i

*
ij * ps(Ts)’ WO

(ps désignant la projection SxT——>S) .

Pour tout ouvert U de S on obtient donc une application linéaire

L0 0
ng; B (U,TS,U)-——>H (Wif\wjﬂ(UXT),M(E))

— _>f71 . dg. . o £, .
s (y iy gljy(s(y)) Jy)

I1 est aisé de voir que les Nij satisfont la condition de cocycle

n, =n,, +0N, . .
ik i + ik sur WlﬂWJﬂWkﬂ (UxT)

pour tous i , j , k dans I .
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Les n,. définissent donc une application linéaire

ng HO(U,TS U)—>H'(Ux'J:,End(‘r:)) .
Ces applications définissent un morphisme de faisceaux
1
g >R Pg(End(E))
appelé le morphisme de déformation infinitésimale de E , considéré comme une

n:T

famille de fibrés vectoriels sur T paramétrée par S

Evidemment on peut montrer que 1 est indépendant du choix de (wi)iel
et de F .

En chaque point s de S , on a une application linéaire

1
ng ¢ Tge——>H (T,End(E_))

(ES désignant la restriction de E i {s}x T),, appelée l'application de défor-

mation infinitésimale de E au point s .

. * . . . .
Exemple : Si E = pT(E') > Pp désignant la projection SxT—>T , E'

étant un fibré vectoriel sur T , il est aisé de voir que n =0 .

Propriétés fonctorielles

Soit f : S——>8' un morphisme de variétés algébriques lisses, E' wun
fibré vectoriel sur S'xT . On suppose qu'il existe un fibré en droites
L sur S , et un isomorphisme de fibrés vectoriels
¥ i E BpE(L) ——>(ExIp) (B .
Soient n et n' 1les applications de déformation infinitésimale de E et E'.

Alors le diagramme

T(f)S
TSs 4>¥S',f(s)
ng "t (o)
\y*
1 ! '
1! (7, End () H(T,End(E'¢ ()))

est commutatif. On en déduit en particulier la propriété suivante :
ng est invariant sous l'action de Aut(E) (induite par

1'action de Aut(E) sur H1(T,End(Es)) )

Extensions

1 - Soient E , E" des fibrés vectoriels sur T et soit
] * v *on N
0 E pT(E) pr(E") 0

une suite exacte sur SxT . On peut considérer que T est un morphisme
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S ——Hom(E,E")
et par conséquent, pour tout élément s de S , on a une application linéaire
. "
T(1T)s : ng—————»Hom(E,E )
définissant une application linéaire
. 1 "
f TSS—————>Hom(ES,E )
On a d'autre part un morphisme de liaison
3 : Hom(E],E")——>H'(T,End(E]))

Soit

. 1 '
ng TSS———————>H (T,End(Es))

1'application de déformation infinitésimale de E' en s

PROPOSITION 1 : On a ng =-03 o f

Soit U un ouvert de Hom(E,E") constitué de morphismes surjectifs et
contenant 7(s) . On considére la suite exacte sur UxT
0————aV————+p%*(E}————>p%(E")——~—+O
(p% désignant la projection UxT ——T) , avec V = Ker(p) , étant défini
par
ou’t(e) = ut(e) ,
pour tous u dans U , t dans T et e dans Et
On a, en notant aussi T le morphisme
n—1(U)

induit par © ,

>U

*
mo=(rxI) (o) ,
donc en utilisant les propriétés fonctorielles de ng »on voit aisément
qu'il suffit de montrer que
= - [] []
Nr(s) ot o £1
', £', n désignant les applications linéaires analogues a 93,f,n
(s) s
correspondant a la suite exacte
0 v pp”(E) pp*(E")—>0 ,

et au point 7(s) de U

L'ouvert U peut €tre choisi de maniére qu'il existe un recouvrement ouvert

fini (Ti)iel de T tel que les propriétés suivantes soient vérifiées

(1) Vn(s) Ti est isomorphe a o k* ,

(ii) Il existe un morphisme de fibrés vectoriels

. ¢ E"| ——>
O1 T, E T,
i i
tel que pour tout point udeU , u o o, soit un automorphisme de E" T.
i

et que

m(s) o Oi = IE"‘Ti s
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(iii) Si g : U—=3End(E o )
i

up—I - Oi o(u o Ci)-

Ve )

alors pour tout u dans U , g(u) est un automorphisme de E

U,
i

Pour tout u dans U , on pose

£.() = g; (W

v .
On a m(s)
wefimuy - (o0 oluwo) ! elu -m(s))]
m(s) m(s)
= - u =0
*Vn(s) Vn(s)
donc on peut considérer que fi est un isomorphisme
r
VlUxT. — SOB Kk
Avec les notations précédentes, pour E =V , on a
_ -1
gij - gi ° fj ’
. = "
donc dgijn(s) : TUn(s) Hom(E,E") — >OR End(Vﬂ(s))
est donné par
dgij'rr(s) = dfjn(s) - dgin(s) °m(s)
(dfjﬂ(s) : TUﬂ(s) _—__7Hom(Vﬂ(S),E) .
dgiﬂ(s) : TUﬂ(s) ———>End(E) )
= (dgj - dgi) o m(s)
Mais dgin(s) =-0; 0 du , ce qui prouve que (dgijn(s)) est 1'image par

9 du cocycle = duom(s)

On en déduit immédiatement la Proposition 1 .

Déformation des fibrés vectoriels sur une courbe algébrique

Soit S une variété algébrique irréductible, E un fibré vectoriel sur
SxX .
Le degré de Es est indépendant de s , car S est irréductible. On le
note d . Le fibré en droites det(E) sur SxX définit un morphisme
Y . S————»J(d)
associant a un point s de S 1la classe d'isomorphisme du fibré en droites

det(Es) sur X .

(d)

Le fibré tangent de J est le fibré trivial OB H1(X,Cf) . On a donc

un morphisme de fibrés vectoriels sur S

W g—>G mr'xe) .
et en chaque point s de S une application linéaire
1
T+ Tg H (X,66 .
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On note ng ng————f>H1(X,End(E)) 1'application de déformation infinité-
simale de E en s , et TrS la trace End(Es)—————>C3'. C'est un morphisme

surjectif de fibrés vectoriels sur X , dont le noyau est noté ég(ES) .

PROPOSITION 2 : On a
_ 4l
T(det)s =H (Trs) ° T]S .
(d)

On admettra le résultat pour le fibré de Poincaré sur J , et on mon-
trera que le cas général en découle.

On peut évidemment supposer d aussi grand qu'on le veut, et en utilisant
le lemme I.23 , en remplacant S par un ouvert de S contenant s , on
peut supposer qu'on a une suite exacte sur SxX

o— »Cm k! E w4 o,

dﬁ étant un fibré en droites et r = rg(E) .

Soit (wi)iel un recouvrement ouvert fini de SxX tel que pour tout i
dans I , on ait un isomorphisme
£, : Elw'————-——>®/ﬁ K"
On pose k" = kr—1 Qlk . On peut supposer qu'on a un diagramme commutatif

avec lignes exactes

0— 308 K —— 08 ¥ 0
Tf. c.
1 1
r-1
00— >08 k Elwi ’f’wi 0 ,

c; étant un isomorphisme. On en déduit immédiatement que H1(Tr)son s

n'est autre que 1'application de déformation infinitésimale de b au point

s . Pour montrer que c'est T(det)S il reste a utiliser les propriétés fonc-
torielles de l'application de déformation infinitésimale et le fait que la
Proposition 2 est vraie pour le fibré de Poincaré sur J(d)
Ceci achéve la démonstration de la Proposition 2.

5@

REMARQUE : pour le fibré de Poincaré sur , la Proposition 2 est une

5@

conséquence de la construction de

Conséquences :

a) Si la classe d'isomorphisme de det(Eg ) est indépendante de s ,
nNg est a valeurs dans le noyau de H‘(Trs) , qui n'est autre que
H1(X,AQ(ES)) si r n'est pas un multiple de car(k) .

b) En utilisant la Proposition 2 le lecteur démontrera aisément les assertions
non démontrées au début du Chapitre VI de la premiére partie, concernant

les wariétés U(r,L) .
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