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INTRODUCTION

INTRODUCTION

Le but de ce séminaire est de faire le point sur la théorie des instantons.
Soient M une variété riemannienne de dimension 4 et F un fibré vectoriel
complexe sur M , & groupe structural SUn . A une connexion cfg sur F ,
on associe 1l'action £(ct) = T LR]Z , od R est la courbure de A .siM
est compacte (ou si oﬁ% est sogmise & des conditions au bord), les connexions
pour lesquelles l'action est stationnaire sont celles qui vérifient 1'équation

de Yang-Mills

V*%:O .

Cette condition est en particulier satisfaite si

R=txR
(condition de Yang-Mills self-duale ou antiself-dumale) ; les connexions corres-
pondantes donnent un minimum absolu de l'action. Lorsque M = Su y les solutions
de 1l'équation de Yang-Mills self-duale sont également appelés instantons. On
ignore encore s'il existe des solutions de 1l'équation de Yang-Mills non self-
duales ni antiself-duales.

L'intention de l'exposé I est d'indiquer des motivations d'origine
Physique pour la théorie. Sa compréhension n'est pas nécessaire pour le dérou-
lement mathématique du séminaire.

Les exposés II & VII contiennent un développement de la théorie d'Atiyah-
Penrose, qui raméne la classification des instantons & celle de certains fibrés
algébriques sur I’BC . On donne ensuite des propriétés de ces fibrés : en par-
ticulier le théoréme d'annulation de Manin-Drinfeld est complétement démontré.
I1 s'agit d'une exposition de résultats qui figurent dans la littérature (cf.
bibliographie générale du séminaire).

Les autres exposés donnent des compléments indépendants les uns des autres :
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L'exposé VIII donne une autre démonstration du théoréme d'annulation,
utilisant plus de géométrie différentielle et moins de géométrie algébrique.

L'exposé IX étudie la construction de Serre pour les fibrés vectoriels
sur . Cette construction est utilisée dans 1l'exposé X pour donner, en
suivant Hartshorne, une description d'un certain espace de modules. Il se
trouve que, pour cette description, la construction de Serre est mieux adaptée
que celle de Horrocks.

L'exposé XI étend la construction de Horrocks & des fibrés plus généraux
que ceux considérés dans 1l'exposé V.

L'exposé XII contient des tables de résultats de Barth.

L'exposé XIII donne une démonstration, inspirée d'une ancienne démonstra-

tion de Halphern, du théoréme 4 de l'exposé IV.

A. Douady-.

J.-L. VERDIER.



Séminaire E.N.S. (1977-1978)

Exposé n® 1

LES EQUATIONS DE YANG-MILLS

DANS IA PHYSIQUE DES PARTICULES ELEMENTA IRES

par J. ILIOPOULOS

Le but de ce séminaire est d'exposer quelques problémes de la physique des parti-
cules élémentaires qui pourraient intéresser les mathématiciens. Mon impression
étant que la barriere la plus difficile est, probablement, celle du langage, j'ai
essayé d'établir une correspondance entre les terminologies en usage chez les
physiciens et les mathématiciens. Ces notes sont donc, en grande partie, un dic-
tionnaire. J'ai dfi introduire plusieurs notions de la théorie guantique des champs
mais aucune démonstration n'est donnée et les arguments sont simplifiés au maxi-

mum.
1. Le cadre.
Les phénoménes physiques se passent dans l'espace-temps de Minkowski qui est dé-

[o]e} ii
i=1,2,3 ; g}kv =0 )k# v ). Ce sera notre espace de base gque nous dési-

crit par R4 muni d'un pseudo-métrigue gPV (g =1 3 g = -1

gnerons par M , Pour des raisons techniques nous sommes amenés & remplacer

4 . . R 4 N
l'espace R de Minkowski par un espace euclidien E . Le passage de 1l'un a
l'autre se fait par prolongement analytique, comme nous mentionnerons briévement

plus loin.

Les variables dynamiques de notre probléme sont des champs classiques CP(X) .
x €M ;5 @M RN (I) . On sera aussi amené & introduire un groupe G et
R sera un espace vectoriel associé & une représentation de dimension N de
G . Ce langage, selon lequel les champs sont des fonctions & valeurs dans BN R
est le plus souvent utilisé en physique. Cependant, pour 1'étude des théories

de jauge, le langage le plus approprié est celui des fibrés. F est un fibré
N M
vectoriel de fibre R et de groupe G et le champ CP est une section.
Tout comme en Mécanique Classique, la dynamique est déterminée par un Lagran-

gien &f qui est une fonction & valeurs réelles des champs et de leurs dérivées

premieres (et, dans certains cas, du point x de l'espace—temps)
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ﬁa . Les équations du mouvement sont obtenues
dx P

4 partir de ;ﬁ par principe variationnel. Dans le langage des fibrés Sﬁ est

L (x 3 Qs 3/.Lq> ) ol 3}&5

défini come &£ : J'F —>R  (II)

On dira que G est un groupe de symétrie s'il laisse 1l'action S =v[$f d4x
invariante. Des exemples bien connus sont le groupe des translations x —px + & ,
ou le groupe de Lorentz 80(3,1) . Dans cet exposé on sera tout particuliérement
intéressé aux groupes qui agissent uniquement le long de la fibre et n'affectent
pas le point de 1l'espace de base. Nous appellerons ces symétries internes (ex.
la symétrie dite "du spin isotopique", basée sur le groupe su(2) , qui laisse

invariantes les forces nucléaires).

2. Symétries locales ou symétries de jauge — Le lagrangien de Yang—Milis.

Jusqu'a maintenant nous n'avons pas encore introduit de géométrie sur le fibré
et nous n'avons aucun moyen de comparer des quantités qui se trouvent sur des
fibres différentes . En physique, on dit dans ce cas que G est un groupe de
symétrie globale. L'étude de l'action du groupe est réduite & celle d'une seule
fibre. Il est beaucoup plus intéressant d'un point de vue esthétique d'enrichir
cette structure et d'introduire une connection A sur le fibré principal. En
physique, nous considérons A comme une I1-forme & valeurs dans l'algebre de
Lie é; du groupe G . Si { EO(} , A =1,...,k est une base orthonormée
dans g} on écrit

A:A/i (X)E‘xdx}}' (1)

<8
ol }L, est un indice de vecteur dans 84 . On appelle les champs A»L(x) champs

de jauge ou potentiels de jauge et le groupe G groupe de symétrie locale ou

groupe de jauge.

Introduisons aussi la courbure W . C'est une 2-forme qu'on écrit comme :
1ok v
W=—1W (x) €, axMa ax (2)
2 PV e

Soit maintenant un lLagrangien ;ﬁ(CP’Ey*l? ) qui est supposé invariant sous
l'action de G considéré comme un groupe de symétrie globale. Il est facile de

vérifier que l'action S donnée par

™

smzfi(c?,pr&q;)d“x_%uwllz (3)

P

ol ?}L est la dérivée covariante construite & 1'aide de la connection A , est
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invariante sous le groupe G considéré comme un groupe de jauge. L'expression
(3) est 1l'action de Yang-Mills. Méme en l'absence des champs CP , on peut écrire

le Lagrangien de Yang-Mills pur comme

Ly = -7 Wy () 0 () (4)

En termes de A2 (x) de 1'équation (1), ijv (x) est donné par
a a a a b

V}U\V(X) = S}LAV (X) -9y A),L(X) + gfbc AP<X> A\) (X> (5)

ol fzc sont les constantes de structure du groupe G et nous avons introduit

une constante arbitraire réelle g , appellée "constante de couplage". Les équa-

tions de mouvement qu'on obtient & partir de (4) par variation sont :

SPW;\, - &ty PP W, () =0 (6)

Exemple.- Considérons le cas ol G = U(1) . Alors f:c =0 et (6) donne les
équations de Maxwell en l'absence de sources ; A}L(x) est le potentiel-vecteur,
et Woi = Ei est le champ électrique et Wij = Eijk Bk est le champ magnétique.
Avant de terminer ce paragraphe, je voudrais insister sur le fait que 1'in-
troduction des sypétries de jauge n'est pas du tout un ornement ou une décoration
inessentielle pour une théorie physique. Nous voyons déji sur 1'équation (3)
que la théorie contient maintenant une nouvelle variable dynamique qui est le
champ associé & la connection. Savoir donc si les symétries de jauge sont, ou ne
sont pas, intéressantes pour la physique des particules élémentaires, est une
question que seuls les résultats expérimentaux peuvent trancher. Nous savions
depuis longtemps que 1'électrodynamique était décrite par une théorie de jauge
basée sur le groupe abélien U(1) . On croyait en revanche que les groupes de
jauge non abéliens n'avaient pas d'application physique. Tous les progrés specta-—
culaires dans notre compréhension de la structure de la matiére accomplis pendant
les dix derniéres années sont dlis au fait que nous avons enfin réalisé, & partir
des arguments théoriques, que toutes les interactions entre particules élémentaires
et non seulement les interactions électromagnétiques, sont décrites par une théo-
rie de jauge. Cette réalisation a conduit & des prédictions qui ont été brillamment

vérifides par 1'expérience, telles que la découverte des courants faibles neutres

et des particules charmées.

3. Quantification.

Jusqu'd maintenant, nous considérions une théorie des champs classique. Nous allons
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procéder & la quantification & 1'aide d'une généralisation de 1l'intégrale des
chemins de Feymman. Nous commengons par 1l'introduction d'une source J comme
application J : M —— *F olu *F est le dual de F et nous considérons le
Lagrangien &eJ =&+ J . Maintenant nous définissons Z[JJ , fonctionnelle

de J & valeurs dans € , par

f>j°gdx.:z>rcp'1
0[ ‘f;ﬁ d x CP]

ol D Up] est une mesure appropride. Le postulat est que Z[J] est la foncsion-

(7

nelle génératrice des fonctions de Green de la théorie quantique. En développant

Z[Jj en puissances de J on obtient les fonctions de Green G(n>(x1,...,xn) :

o) - S L TT[de D16 W) ()
n—O

En écrivant les formules (7) et (8) j'ai utilisé le langage des physiciens ou
je consideére les champs CP et les sources J comme des fonctions & valeurs
sur mN se transformant selon des représentations conjuguées du groupe G . On
démontre que, sous certaines conditions, nous avons suffisamment d'analyticité pour
obtenir les fonctions de Green dans l'espace de Minkowski par prolongement ana-
lytique. Il s'agit en fait d'une rotation des composantes du temps de tous les
x, par T7/2

la définition des intégrales de 1'équation (7) se heurte 3 deux sortes de
difficultés, les "divergences ultraviolettes" et les "divergences infrarouges".
Les secondes sont dlles au volume infini de E4 et peuvent avoir une signification
physique. Par contre, les premiéres sont d'origine purement technique, et sont le
résultat de notre formalisme trop simpliste. Elles sont dlles au fait que nous
avons introduit un degré de liberté (un champ CP ) & chague point de E4 , donc
méme dans un volume fini, nous avons une infinité de degrés de liberté,

Afin de mettre en évidence ces difficultés, et comme un exemple de calcul de
(7), considérons le cas ol CP est un seul champ scalaire, le groupe G se

réduit & 1'identité et £ est une fonction quadratique de (p de la forme

- % (Bcf;)z ——; m2CP2 . Nous trouvons, formellement

2 _1_ _1 ’_,1
LA A e SO0 B S
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o K est l'opérateur - 9 2 + m2' et nous avons utilisé la mesure Gaussienne.
Le probléme est que det K est divergent. Il y a plusieurs facgons de maitriser
ces difficultés. On maitrise d'habitude les divergences infrarouges en restrei-
gnant E4 3 une région bornée £) , de volume ]fll avec des conditions

4

approprides au bord et en étudiant la limite LL7 E . Pour les divergences
ultraviolettes, le plus simple est de discrétiser E4 en un réseau de maille

a et d'étudier la limite a —> 0 . Pour a fini, les intégrales fonctionnelles
deviennent des intégrales ordinaires. Dans le cas de 1'équation (9), on voit

que det K , qui est maintenant bien défini, est indépendant de J et s'en va
avec le dénominateur de 1'équation (7). Le rapport a une limite pour a — 0

O —sst .

4. La série des pertusbations et 1'algorithme de la renormalisation.

Lorsque ;ﬁ contient des termes de degré plus grand que 2 , on ne connalt pas

d'évaluation exacte de 1'intégrale fonctionnelle (III). On écrit alors
L-xX +Z (10)
o I
ol ;io est la partie quadratique et ;t:[ le reste, qu'on appelle "lLagrangien
d'interaction". Z[J] peut &tre développé en série

- , I(Z Jchp)d4X
2[7]~ %O-}l-!ﬁjxld%]n e’ 0 2] (1)

et on est de nouveau amené i évaluer les intégrales Gaussiennes. La série (11)
s'appelle "série des perturbations". Elle est bien définie, terme par terme, au
sens des séries formelles, lorsque a # 0 et lill est fini. La limite du
volume infini peut &tre obtenue mais celle de a—»0 , en général, n'existe
pas. La théorie de la renormalisation est un algorithme qui permet d'absorber
toutes ces divergences ultraviolettes & des quantités non physiques, telles que
la différence entre la masse d'un électron et celle qu'il aurait s'il n'y avait
d'interaction électromagnétique. Toute grandeur physiquement mesurable admet un
développement en perturbation dont chague terme est bien défini.

L'algorithme de la renormalisation ne s'applique qu'a une petite classe des
théories qui s'appellent "renormalisables". La premidre qui fut étudiée par ce
processus est 1'électrodynamique quantique. Son accord avec 1l'expérience est
spectaculaire. Par exemple, la valeur expérimentale du moment magnétique de 1'élec-—
tron est (1 159 652 410 T 200)107'2  fois sa valeur donnde par 1'équation de

Dirac tandis que 1'électrodynamique quantique, si on retient les trois Premiers
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termes de (11), prédit (1 159 652 359 * 282)10_12 . La grande découverte des

derniéres années consiste & avoir démontré que les théories de Yang-Mills sont
aussi renormalisables et peuvent décrire les interections faibles et fortes dans

un cadre unifié avec les interactions électromagnétiques.

5. Comportement de la série des perturbations.

Dans des modéles trés simplifiéds, on peut démontrer que la série (11) est sommable
au sens de Borel. Pour les cas réalistes, ce résultat est peu probable. Le pro-
bléme de savoir si la série des perturbations détermine une fonction de facon

unique reste ouvert.

6. Effets non perturbatifs.

2

Revenons & la théorie de Yang-Mills. Supposons que, & volume 0 fini, nous avons
imposé des conditions au bord du type Dirichlet. Normalement, on écrirait
CP =0 , mais ici il suffit d'imposer que la connection A s'annule & une

transformation du groupe de jauge preés, c'est-a-dire

-1
A =g 'dg g €C (12)
en dehors de {2 . Ceci équivaut & compactifier l'espace de base M et de E4
de passer a S4 . Remarquez qu'une compactification analogue résulte méme si on

impose des conditions au bord différentes. Par exemple, & des conditions pério-
diques (& des transformations de jauge prés) correspond une compactification de
E4 a T4 . Les fibrés principaux sur S4 sont classifiés par le nombre topolo-
gique entier
o v
n=— [ 70, LY (et (13)
1677
QO
Dans ce cas 1l'intégrale fonctionnelle (7) doit &tre modifiée et comporter une

sommation sur les différents secteurs

£ oo (10
0 J[n]

ol ﬂ)@J est 1'intégration sur les champs de jauge associés aux connections
(n]

sur le fibré caractérisé par n € Z . Il est facile de voir que seul le secteur

n =0 contribue & 1'évaluation de 1l'intégrale par la méthode des perturbations.

En effet, essayons d'étre plus général, par exemple en utilisant la méthode du

col. Pour cela, il nous faut comnaftre tous les minime de l'action, c'est-a-dire

10
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toutes les solutions des équations du mouvement qui donnent une action finie.
Celles-ci étant homogénes, elles admettent toujours la solution zéro. La série
des perturbations est équivalente au développement autour de cette solution qui
appartient & n =0 . C'est seulement pendant ces derniéres années que nous
avons fait 1l'effort de ne pas ignorer toutes les autres solutions. Dans le cas

de Yang-Mills, on peut regarder le probleme simplifié

v () = iy () = £y w75 (1)
Toute solution de (15) est aussi une solution de (6) mais il n'y & pas de preuve
au sens inverse. De 1l'autre c8té, personne n'a jamais fourni un contre-exemple.
Toutes les solutions de (15) ont été trouvées et un algorithme pour leur construc-
tion explicite a été donné par Atiyah et collaborateurs. Il est vraisemblable
que ces solutions, et les effets non-perturbatifs qu'elles engendrent, jouent un
rdle trés important dans la dynamique des systémes physiques mais, d'un autre
cbté, il n'est pas du tout évident qu'elles dominent complétement 1'intégrale
fonctionnelle. D'autres points critiques, peut-&€tre complexes, peuvent étre impor-
tants, ou alternativement, des configurations des champs qui ne sont pas des
solutions doivent &tre inclues. Ces observations sont basées sur 1'étude des
systémes simples, par exemple des théories des champs & deux dimensions d'espace-
temps, qui offrent des analogies avec Yang-Mills, mais tous ces mécanismes sont
loin d'étre compris dans les cas réalistes. Les problémes que nous devons
résoudre semblent trés difficiles et une collaboration étroite entre mathémati-

ciens et physiciens est, plus que jamais, indispensable.

Je remercie A. Douady, H. Epstein et R. Stora pour leurs conseils au cours de

la préparation de ces notes.

NOTES :

(I) Je n'essaierai pas, dans cet exposé, d'établir le lien entre champs et par-
ticules. Je mentionne seulement que les champs introduits ici sont appropriés
pour décrire les particules de spin entier (mésons, photons, etc.). Pour les par-
ticules de spin demi-entier (é1ectrons, protons, etc.), on doit définir les

champs sur une variété Grassmannienne.

11
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(II) J1F est 1'espace des jets & 1l'ordre 1 de sections de F

(III) Ceci est vrai pour les théories, physiquement intéressantes, définies sur
N . P P 2 N .

E4 . I1 y a cependant des modeles simplifiés, définis sur E , ou on arrive

4 définir 1'intégrale des chemins du type (7) exactement, sans faire appel a la

théorie des perturbations.

12
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Appendice & 1'exposé n® 1

QUELQUES REMARQUES SUR L'APPROXIMATION SEMI-CIASSIQUE DE IA THEORIE
DE YANG-MILLS QUANTIQUE

par R. STORA

S'il est communément admis que la construction d'une théorie guantique de Yang
et Mills passera vraisemblablement par la construction d'une thnéorie "sur réseau"
a la Wilson [1], par un passage a la limite ol la maille du réseau tend vers
zéro, la construction d'une théorie perturbative, analogue & celle de 1'électro-
dynamique quantique - série formelle dans la variable A - fait apparaltre des

phénoménes nouveaux dils & la géométrie du probleéme.

I1 s'agit d'abord de définir une intégrale fonctionnelle

1 2
e Rl
Z="1e Da " (1)
. %
ou a = Z a,\,«(x)dx}”et><
x = (X1,X2,X3,X4) € E4 1'espace euclidien a quatre dimensions, {eo(g est
une base de l'algebre de Lie d'un groupe de Lie compact simplement connexe

G (par exemple le groupe de couleur SU3 )

o « o 4 Ay

F = a, - d, ax +f%. . a" al

,Ao1 3 v v & Py v
A

F:EF,*V ed\d&/‘*/\dx

2 5 4 o ok
Fl|9= Yd" x X7 (x)F (x)
7] EINCOLI
g : la constante de couplage

4 : la constante de Planck.

La définition d'une telle intégrale se heurte & deux sortes de difficultés :
- les difficultés ultraviolettes, qu'on doit maltriser par une régularisation
ultraviolette - par exemple, la discrétisation de E en un réseau de maille
a [1] , puis la renormalisation g —s g(a) de sorte que la limite a —s O
existe ;

N

- les difficultés infrarouges qu'on maltrise usuellement en restreignant E a

4
une région bornée L) , de volume lﬂ| et en étudiant la limite L7 E4

la définition de 1l'intégrale régularisée restreinte & ()1 nécessite alors

d'imposer des conditions au bord.

13
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Par exzenple, des conditions de type Dirichlet, dans le cas présent

a = g_1dg

en dehors de ) ou des conditions de type "périodique" aux bords d'un hyper-

cube L) de c8té L [3] :

a(0,x x,x_) =

-1
(Eo%s (x,x,%,) a(L,x x x)

€4 23 17273

-1
g4<XIX2X3) + g, (X1X2X3>

de, (x 2% )

et des formules analogues pour relier a(X1,O,X x,) , a(x

23 17
avec les conditions de compatibilité nécessaires sur g1 ...g4

L XEXB) etc...,

Dans ces deux cas, populaires en mécanique statistique, modulo 1l'adaptation
faite ici aux champs de jauges, on voit que la variable a définit une connec-
tion sur un fibré principal de base S4 » E4 v Eoo} dans le cas Diricnlet*,
T4 dans le cas périodique, 1l'un et l'autre classifiés par le nombre topologique

entier [3]

] .
54 54 4
k = ——r F (X) G F (X)d X
v Voo g
16172 .j_o_ » F f’
L'"intégrale" (1) doit alors &tre modifiée et comporter une sommation :
re
5 =3
O k

(k)

g 1 2
e-@—” Flf D

ol j ...g)a dénote 1'intégration sur les champs de Yang-Mills associés aux
(k)

connections sur le fibré caractérisé par k € Z

La valeur moyenne d'une observable invariante de jauge @'(a) est définie

par Z reg,ren. —4%‘-};1”3‘”2
< 6> ? y v k‘ J’(k) G’(a)e @&
= im im

Joo reg %
70 g 70 a

si cette limite existe et est indépendante de la procédure ‘Ql?oo , et des

* ou, d'ailleurs, en choisissant de compléter différemment en dehdrs de

n'importe quelle V4 riemannienne de volume O( |ﬂ1) .
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conditions aux limites choisies.

Parmi les renormalisations nécessaires figurent la factorisation du volume
du groupe de jauge [ groupe des automorphismes du fibré de classe k ]

La construction d'une série perturbative pour les fonctions de corrélation
< ﬁ7(x1). ..C?(X4);> passe par 1l'application formelle de la méthode du col, d'ol
1'intérét de rechercher les points critiques de l'action I|F|]2 , pour lesquels
l'action est finie. La construction des connections qui saturent le minimum de
||F||2 pour k donné est un pas important dans cette direction. Il est néanmoins
vraisemblable que d'autres points critiques, peut-&tre complexes, doivent &tre
inclus - ou, alternativement [2], des familles de configurations simulant un
gaz ol instantons (k > O) et antiinstantons (k < O) coexistent.

Ces observations sont basées sur 1'étude de modéles bidimensionnels qui
offrent des analogies avec le systéme de Yang et Mills, & savoir des modéles pour
lesquels l'action est 1'intégrale d'"énergie" pour les applications de E2 (82)

dans les plans projectifs complexes ou les grassmanniennes complexes [4] .
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[1] x. wiLsow, P.R. D10 (1974), 2445 .
[2] M.F. ATIYAH, Cours & Cargese, aolt 1979 .
[3] G. 't HOOFT, Nuclear Physics, & paraftre, ol la classification des fibrés
sur T4 est étendue au cas ol le centre de G n'est pas réduit & 1'identité.
[4] B. BERG, M. LUSCHER, DESY 79/17, & paraitre dans Com. Math. Phys.
[5] V.A. PAHEEV, I.V. FROLOV, A.S. SCHWARZ, DESY 79/40, & paraftre.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)

Exposé n°Il

LA TRANSFORMATTON DE PENROSE

par A. DOUADY

1. Les conditions de Yang-Mills,

Soit M une variété de dimension 4 sur IR , orientée et munie soit
d'une métrique riemannienne, soit d'une pseudo-métrique de signature +++~
Soient F un fibré vectoriel complexe de rang r sur M (on s'intéressera
surtout au cas. r = 2 ), et f)@ une connexion linéaire sur F , le tout de
classe .goo « Pour toute section s de F , on note Vs la différen-
tielle de s relativement a U{' , et plus généralement pour toute forme
différentielle w sur M A valeurs dans F ou dans un fibré vectoriel
associé a F , on note Vw 1la différentielle extérieure de @ relative-
ment a (Ii‘ o

La foriie de courbure R € QZ(M;S(F,F)) est caractérisée par V.V s = R.e
pour toute section s de F , Ona VYR =0 (identité de Bianchi).

Pour toute forme différentielle o € QZ(M) , on définit la forme
* o€ QZ(M; R) par la formule (VB € QQ(M; R))BA*a = (B.a)o , ol
o€ Q4(M;]R) est la "forme volume" (définie par l'orientation et la pseudo-
métrique) et le produit scalaire (B.c) € 6 (M;R) étant défini A partir du
produit scalaire sur les espaces tangents, On a xx@ = @ dans lc cas rieman-
nien, et xx& = -& dans le cas minko wskien (signature +++- ) (cela provient
du fait que l'expression qui donne < dans le cas riemannien donnerait * o
dans le cas minkowskien).

Cette opération x peut s'étendre de deux fagons aux formes a valeurs
dans &£(F,F) . Pour w € OQ(M;J:(F‘;F) , on définit xw par x(a ® u) = xo Gu

pour a(ﬂQ(M;]R) et u section du fibré L(F;F) o Si F est muni d'une

17



EXPOSE 2

métrique hermitienne sur les fibres, on définit ¥w par ¥(a®u) = «& u¥
ol u¥(x) est l'adjointe de u(x) pour x € M .

On dit que la connexion 0% satisfait & la condition de Yang-Mills si

1'on a

(1) V(xR) =0 .

Plagons-nous dans le cas riemannien, En vertu de l'identité de Bianchi,
la condition (1) est satisfaite si l'on a

(2) xR =R (condition de Yang-Mills auto-duale)
ou

(27) #R = - R (condition de Yang-Mills anti-auto-duale),
En changeant l'orientation de M , ce qui change l'opération x , les
connexions qui vérifiaient 2 se mettent a vérifier 2' et réciproquement,
D'autre part, si F est muni d'une forme hermitienne | sur les fibres et
si la connexion 0% est compatible avec cette forme (i.ee Yu =0) , la forme
de courbure R est a valeurs dans le fibré qi(F) des matrices antihermi-
tiennes, de sorte que ¥R = - %R . Dans ce cas, en remplagant l'opération #
par % , on ne fait donc qu'intervertir les conditions (2) et (2').

Dans le cas minkowskien, on ne peut pas avoir 2 ou 2' sauf si R =0
puisque %*R = -R , Mais on peut avoir

(3) ®R = iR ou (3") *R = -1iR .
On passe de (3) & (3') en changeant l'orientation de M , ou en remplacant
la structure complexe de F par la structure conjuguée (i.e. en posant
Avt=X.t pour AEC , tE€ Fx). Il est impossible d'avoir (3) ou ({3')
pour une connexion compatible avec une structure hermitienne sur les fibres
de F , puisque U(F) est une forme réelle de £(F;F) (i.e. L(F;F) =
WU(F) & 1U(F)) .

En physique, on s'intéresse au cas ou M =1R4

muni, soit de la métrique

euclidienne, soit de la métrique minkowskienne & coefficients constants. Le
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fibré F est celui ou certaings "fonctions d'ondes" prendront leurs valeurs.
On s'intéresse dans le cas euclidien aux connexions oA intégrables au voisi-
nage de 1'infini i.e. avec R A support compact, ou plutdt aux connexions

avec R A décroissance "assez rapide", Dans le cas minkowskien, il scrait
peut-@tre raisonnable d'exiger que R décroisse dans les directions spatiales.
Pour des raisons que je ne comprends pas bien, c'est surtout le cas euclidien

qui intéresse les physiciens,

2+ Compactification conforme de M .

Nous dirons que deux pseudomitriques vy et v' sur M définissent la

; N . 0
méme structure conforme si y' = hy , oU h est une fonction f: sur M

A valeurs réelles strictement positives. L'opération x ne dépend que de la
structure conforme (et de l'orientation) de M .

Dans le cas euclidien, on plonge ;m4' dans S4 en utilisant la projection
stéréographique, qui est conforme, On obtient une condition de décroissance
sur R en exigeant que le fibré F avec sa connexion se prolonge en un fibré
vectoriel sur S4 muni d'une connexion de classe %;DO . Cette condition de
décroissance est assez faible, Répond-elle vralfment aux exigences des physiciens ?
Pour le cas minkowskien, nous prendrons M = U2 , muni de la pseudo-métrique
invariante par translation et qui, sur 1l'algébre de Lie est donnée par
( i: ':>L———)-ad-+ bb , car 11 se trouve que ce cas se traite par des métho-

- i
des analogues a celles de 84 .

L'espace ]R4 avec sa métrique minkowskienne a coefficients constants peut
se plonger conformément dans U2 , mais je ne sais pas
bien décrire le comportement & 1l'infini d'un tel plongement,

Nous nous proposons d'indiquer une méthode qui permet de construire des
fibrés vectoriels complexes sur 84 ou sur U, , munis de connexions satis-

2

faisant aux conditions {2) ou (3) , & partir de fibrés vectoriels C-analytiques
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{ou ce qui revient au méme d'aprés le théoréme GAGA de J.~P. Serre, algébriques)

3 . . .
sur PP°C ., Nous montrerons a l'expos¢ sur la transformation de Penrose inverse

que l'on obtient par ce procé¢dé toutes les solutions au probléme dans le cas

de S4 « Au cours du séminaire, nous nous efforcerons de rassembler des résul-
tats sur la classification des fibrés vectoriels algébriques (essentiellement
de rang 2) sur iP3€ et d'examiner leurs conséquences en termes de solutions

des €quations de Yang-Mills,

3., Complexification de M ,

Considérons la grassmannienne Y = GZCn , ensemble de sous-espaces vec-
toriels de dimension 2 de 04 . Pour chaque point y € Y , notons Fy le
sous-—espace de 04 correspondant (formellement Fy =y , mais je préfére
avoir une notation différente). L'espace tangent TyY s'identifie a
£(Fy; 04/?y) . Si on choisit des bases dans Fy et G?/Fy , cela définit
une forme quadratique qy ¢t £——> DéEtF  non dégénérée sur TyY = L(Fy; c%/?y) .
Si on chang:> de bases, cela multiplie qy par une constante ; ceci permet

de définir sur Y une structure conforme algébrique (donnée par unc forme

quadratique non dégénérée sur le fibré tangent, a valeurs dans un fibré vec-
toriel algébrique de rang 1) . Pour chaque y € Y , q;1(0) (qui est bien
défini) est un cBne quadratique dans TyY , appelé cbne isotrope de y .
Comme Y est de dimension 4 , il contient deux familles de plans,

On peut définir A& partir de la structure conforme une opération
* ¢ 02(U) — Q?(U) pour tout ouvert U de Y , QZ(U) désignant 1l'espace
des formes différentielles holomorphes. On emploie le formalisme euclidien, de
sorte que xx¥ =Q . (En fait, x& n'est défini qu'au signe prés, mais comme
Y est simplement connexe, on peut choisir une définition globale). Il résulte
de la proposition du n®4 que les formes @ satisfaisant & xek = o sont celles

qui s'annulent sur tous les plans de l'une des familles de plans contenues
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LA TRANSFORMATION DE PENROSE

dans les cbnes isotropes, celles satisfaisant & o« = - @ s'annulent sur les

plans de 1l'autre famille,

Soit M 1le corps des quaternions, Identifions (34 3 m° , et soit M

le sous~espace de Y formé des sous—espaces I vectoriels de dimension 1

de W (& gauche pour fixer les idées). Llors M -P'm o 54 , et la struc-

ture conforme algébrique de Y induit sur M la structure diéduite de la mé-
trique usuelle,

La vari¢té M est une forme réelle de Y , c'est-a-dire que, pour y€M
ona TY=TM® iTyM ; la conjugaison 1‘y : TY — TyY conserve le cbne

y

isotrope, et préserve chacune des familles de plans contenus dans ce cdne,

Considérons maintenant (34 comme CE X (I12 et munissons (I:2 de sa métri-

que hermitienne usuelle., Alors le groupe unitaire U2 se plonge dans Y en

associant a chaque u : (32 —— C“ son graphe. Ici encore, M' = U2 est une

forme réelle, et la conjugaison conserve les cdnes isotropes, mais cette fois-

ci elle ¢échange les deux familles de plans contenus dans ces cdnes, La variété

M' est homéomorphe a S3 X 51 . La structure conforme induite est de signa-

ture (+,+,+,-) 3 c'est la structure conforme définie par la pseudo métrique

décrite au n°2 , La variété M' , munie de cette pseudo métrique est isomorphe
au quotient de 83 ><S‘I par la relation d'¢quivalence identifiant (s,u) a
(s, -u) pour s € 53 C1R4 et u € S1 C1R2 , quand on munit 53>< S1 de

la pseudo métrique d52 - duz' o

Dans les deux cas, on a une involution anti-analytique T ¢ Y —3 Y dont
les points fixes sont les points de M (resp. M') . Mais dans le cas rieman-
nien cette involution provient de la multiplication par j de ]H2 dans 1}12
(qui n'est pas @-lintaire), tandis que dans le cas minkowskien, cette invo-
lution est F —s O'(F'L) ot o(x,y) = (yyx) , elle ne provient pas d'une

application de tIJ4 dans lui-méme, Nous verrons au n®5 (remarque), la relation

entre cette différence et celle du comportement de 7T cnvers les deux familles
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de plans,

44 Un peu d'algebre,

. 4 .
Munissons @ de sa base canonique (”1’C9’e3’c') et de la forme quadra-
2 4

. 2 . . . .
tique q 3 X+ . ., Notons A 1 plan engendrd par (e, +ic, , e_+ic ) .
i 0 1 3 2 4
Hotons (Ai)i ¢ 1 (rcsp(ﬂj>j€ J> la famille des transformés de AO par les

¢liments de SO ,C (resp 040 - SOGC) s Les Ai et les Ej sont les plans

t

isotropes, i.e. les plans sur lesqucls g s'annule identiquement,

PRCOPOSITION,- Soit £ wune forme bilinfairc alternde sur @4 . On o

I

*f

£ si et seulement si Y. £, =0 ,
i fla,

et %f = - £ si et seulement si Tj fl

i
(@]
.

B.
J

LEMME 1.~ S1 £ est nulle sur les ﬁi et les Bj ,on a2 £ =0 .

Démonstration,— Pour tout vecteur isotrope « f’O , l'orthogonal de « pour

£ contient les deux plans isotropes passait par « , donc l'orthogonal de «
pour q . Il enwrésulte que & est vecteur propre de llapplication linlaire

Ing 4 4 P ~ . ~

£ ¢ — ¢ définie par f(x,v) =< x,f(y)> . Ceci entraine que f est

de la forme M , Comme £ est antisymitrique, on a nlcessairement A =0 .

LEMME 2.~ 81 f =4%f , ona f£f. =0 .
-_ _ | iy
0

Démons tration,— Posons f,. = f(e.,e.) o+ On a
—_— ij i’

fAO:O¢:> f‘(e1+1e3,e2+1e4) =0 1-12-f34+1(f14-—f23) =0

Or la condition £ =#f s'lcrit f12 = 1?3L1 , £, =f , £, =-f o

Démons tration de la proposition.— Pour u € O4C , notons u¥*f 1la forme

(x,y) — flu(x),uly)) « ona u*(x£) = (u*f) si u ¢ SO4C , ct = xu¥f
si w(O0,C-50a .Si #f=f (resp. xf=-£) , ona u*f = 0 pour
4 4 !AO
tout u € SO4® (resp u ¢ O4® - SO4$) , d'ou ¥i f I 0 (resp. Vj £|Bj = 0)
Réciproquement, mettons f sous la forme £1+ f2 , avec *£1 = f1 et
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LA TRANSFORMATION DE PENROSE

*52 = - f2 « Alors f1 est nul sur les Ai et f2 sur lcs Bj . S1 f

est nul sur les A, (respe les B,) , 1= forme £, (resp. £) cst nulle
< i

sur les Ai et les B, , donc est null.,

5« Un peu de géomltrie,

”
Notons X 1l'espace IP°C , et pour tout y € ¥ =G m4 , notons Dy 1=

droite projective P(Fy) C X . Powr tout x € X, l'espace i ={yev|p_ 2x}
¥

est un plan projectif plongé dans Y o Pour tout plan projectif P < X (cor-

respondant a un hyperplan dc $4 ), 1l'espace BW = {y|Dy c P' o¢st un plan pro-
2

jectif plong¢ dans Y

Soit y. € Y . L'cspace © = {y € Y|D A D f’ﬂ? est unc sous-varidté
0 Yo Yo y
de Y ayant en Yy une singuiarité comique. En effet, soit Y, €y -¢C ,
0
on a ®4 =F &F , &t pour tout y € Y - C. y, le plan I est le graphe
YO Y1 11 y

d'une application linfaire ¢y de yO dans y1 . La correspondance y Fﬁ.wy

est une carte algébrique représentant Y - C sur £(F ;F ) =T Y ; une
y y y Y,
1 o] 1 0
telle carte est appelle une "carte canonique" centrée en Vg e On a y € Cy
0
si et seulement si Dét gy =0 , autrement dit 1l'image de Cy par une carte
0

canonique centrée en y est le cbne isotrope de Vo Pour la structure con-

0

forme définie au n°3,

On a C = ‘\~) £ = L___J B « En transportant par une carte cano-
Yy X P
0] x € D PDOD
Yo 0

nique centrée cn Yo o+ oY simplement en prenant les plans tangents, on voit

y

apparaltre les deux familles de plans contenus dans le cbne isotrope de y

Remarque.— Dans le cas riemannien, l'involution anti-analytique 7 3 Y —Y
provient d'une ianvolution T ¢ X —>X , et on a évidemment T(Ax) = AT(x) .

Dans le cas minkowskien, on a T(AY) =B , ob P = c(xlﬂ « On voit ainsi

P
de fagon géomltrique pourquoi T préserve chacune des familles de plans dans

le cas riemannien et les échange dans le cas minkowskien,
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6, La transformation de Penrose,

Posons X = P°C , Y = G2¢4 v 2= {(x,y) € X xY | x¢€ Dy} ct défi-

nissons p : Z—>X et q:2Z— 7Y par p(x,y) =x , q(x,y) =y .
Soit E un fibré vectoriel alglébrique de rang 2 sur X . Pour tout

y €Y , le faisceau associé¢ a E est isomorphe a un faisccau de la forme

D

ar
Y

(} m ) ® n avec m < n . Lasomac m +n =c¢ (E est indépendante

() & O(n,) <, L+ 0, = (B) p

du choix de y , ¢t ¥y ny est semi-continue supérieurement pour la topo-
logie de Zariski (cf. expos( 2), cc qui entraine qu'clle a une valeur génlri-

que, Nous ferons sur E 1'hypothése suivante :

(H-} Pour presque tout y , onam =n_ =20 |,

Y - Y y

Autrement dit, on suppose que E D est topologiquement trivial pour

y
toute droite Dy ; et analytiquement trivial pour au moins un y (donc pour

presque tout vy ).

Notons S 1l'ensemble des y € Y tels que ny > 0 (droites de saut).
On peut montrer que S est une hypersurface de Y , et méme lui affecter des
coefficients de multiplicité pour en faire un diviseur (cf. exposé¢ 2) .

Totons * le faisceau q*p*‘g sur Y o C'est un faisceau cohérent,
localement libre de rang 2 sur Y-S (%) , d'oll un fibré vectoriel F de
rang 2 sur Y-S difini par

Fy = HO(Dy; CybY 8>E) = {sections analytiques de¢ E sur Dy Yo

Nous allons montrer que ce faisceau est naturellement muni d'une commexion
linéaire algébrique satisfaisant 2 , Pour y et y' &léments de Y-S tels

que Dyl\ Dy’ £ 0 , dfinissons « P F— Fy‘ de la fagon suivante @

Yoy y

. -1 .
-si D D = {X o = € € 5 I
y Oy ks v y' AP VaX VX v P

est l'évaluation en x 3

o =1 o
NIVA Fy

(*) En fait F  est localement libre sur Y - S2 y OU 82 = {ylny = 2} , mais

-si y=y' ,

ce fait nous intéresse peu car la connexion que nous allons construire

sur Y-S ne se prolonge pas 2 Y - S2 .

24



LA TRANSFORMATION DE PENROSE

On vérifie que a, dépend de facon réguliére du couple (y,y') € Ca(y-5)°,
13

ot ¢ = {(y,y")|y" ¢ Cy} .

Pour y € Y-S , les ( d{finissent une trivia-

b,y )y e ¢, n(¥-s)
lisation de F sur C_n (Y-S) . Comme cct espace contient le voisinage infi-
nitésimal y d'ordre 1 de y , on a, pour tout y € Y-S , une trivialisation
de Fy sur Vy , dépendant de fagon rigulicre de y , i.e, une connexion )
lintaire algébrique o/ sur F

Si y, y', y" sont tels que Dy, Dy, et Dy,, passent par un méme point

X ,0na a ne , Ce qui montre que o est intégrable sur les

||=a' « v
vy ¥y yy

plans de la forme Ax , x € X , Par contre, si Dy, Dy', Dy_" sont dans un

méme plan P , on n'a pas en général «_, = , et 09{ n'est pas

y<] ay lyll «© ayyl

en général pas intégrable sur les plans dc la forme BP « I1 en résulte, si

on a pris les bonnes conventions de signe, que la forme de courbure R de df-

vérifie x R = R

7« Solutions de l'équation de Yang-Mills.

Soit M 1la forme réelle S4 (respe U2) de Y .S1i E estun fibrd
vectoriel algébrique sur X tel que S\ M = yf , on obticnt un fibré R-ana-
lytique F sur M muni d'une connexion R-analytique A dont la forme de
courbure satisfait 3 la condition x R = R (resp. *R=iR ) .

Remarquons que la condition S ,( ¥ entraine ¢1(E) = 0 , donc le fibré E
admet comme groupe structural SL2(13 « Il en est par suite de méme de F ,

Nous verrons dans 1'exposé n® VII comment se traduit pour E dans le cas

de S4 la condition que F admet une réduction a SU2 °
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)

Exposé n°1]]

LA TRANSFORMATION DE PENROSE INVERSE

par A. DOUADY

1. Notations,

On reprend les notations de l'exposé Il :

-~ Y est la grassmannienne G2m4 (ensemble des sous-espaces C-vectoriels de

4).

dimension 2 de € H
- Pour y €Y , D c X est la droite correspondante ;

- Z

{(x,y) € X x Y|x ¢ Dy} ;

- ptZ—3X et q s Z—>Y sont les projections ;
- Pour xéX,Ax={y€Y|x(Dy} ;

- Pow PC X plan projectif, By = {y ¢ Y!Dyc P} ;

- = ' .
Pour y €Y , C {ylbynDy,;!ﬁ}

L'image de Cy par une carte canonique de Y centrée en y est le clne

isotrope de y < Ona C_ = & } A = U BP , ce qui met en évidence
Yox« Dy P:)Dy

les deux familles de plans contenus dans Cy .

- M=P1]HCY o

2, Correspondance entre ouverts de X et Y .

Soit U un ouvert de X , on notera «(U) 1l'ensemble des y € Y tels
que Dyc U . L'ensemble o(U) est ouvert dans Y . En effet, pour tout
ouvert WC Z , l'ensemble q,(w) = Cq(ﬁw) est ouvert dans Y car q est
propre, et on a a(U) = q!(P_1(U)) .

Soit V un ouvert de Y , on posera p(V) = (L) D . L'ensemble

y€v
B(V) est ouvert dans X , car p ¢t Z —3» X est une application ouverte
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et B(V) = p(a" (V).
Pour tout ouvert UcC X , on a B(a(U)) c U et oa(p(a(U))) = (U) .

Pour Vc Y ouvert, on a oa(B(V)) DV et pla(B(V)) = 8(V) .

3« La transformation de Penrose,

Soit U wun ouvert de X et posons V = a(U) . Soit E un fibré
C-vectoriel de rang r analytique sur U , L'ensemble S des y € V tels

que E D soit non trivial (analytiquement) est un sous—ensemble analytique
y

de V . Le faisceau & = q*p*g est cohi{rent sur V et localement libre
de rang r sur V-S , d'ol un fibré C-vectoriel F de rang r analyti-
que sur V-S , Ce fibré est naturellement muni d'une connexion linéaire
analytique (/4’, intégrable sur N (v-8) pour tout x € X 3 par suite
le tenseur de courbure R de :.7‘8‘ satisfait & la condition xR = R (cf.
exposé 1II). La transformation de Penrose associe au fibré E sur U le

fibré F sur V-S muni de la comnexion C/{'; .

4. La transformation de Penrose inverse,

Soit V un ouvert de Y , posons U = q (V) et U=p(V) = B8(V) .
Faisons l'hypothése' suivante :

@ :t Pour x € U , 1l'espace W(x) = AX NV est connexe et simplement

comnnexe.,

Nous allons associer a tout fibré C-vectoriel de rang r analytique F
sur V , muni d'une connexion linéaire analytique ]% dont le tenseur de
courbure satisfait & la condition %R =R , un fibré vectoriel analytique E
de rang r sur U , Le fibré F et la connexion o‘f étant donnés, la con-
nexion ’fZ‘ est localement intégrable sur AX ~ V pour tout x € U , donc
le fibré g*¥F sur W est muni d'une connexion q*ﬁ , intégrable sur chaque
fibre de p ¢+ W-—> U ., On obtient le fibré E en prenant pour EX l'espace

vectoriel des sections de q*Fl -1 horizontales pour la comnexion q*f
P (x)
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cet espace est de rang r . ,

Autrement dit l'espace total dc E est quotient de l'espace total de g*F
par la relation d'équivalence dont les classes sont les feuilles du feuilletage
& défini de la facon suivante : pour z € W et § € q*F(z) , l'espace Tg‘fe
est le relévement horizontal pour qg*Jf de TZ(W]U) .

Pour faire cette construction, on peut affaiblir l'hypothése @__c_:/ en la
suivante

@.c; :t Pour x € U , l'espace v(x) est connexe et le systeme local

d¢fini sur W(x) par q*F muni de la connexion q*(ﬂ; est trivial,

En appliquant & E la transformation de Penrose, on obtient un Fibri

2

~ ~ . . . ‘e
F sur V-5 , ou ? = o(U) , muni d'une connexion (ﬁ/l' e Ona V-S5OV ,
~N

it
F s'identifie & F et (/?,IV a (ﬁ . Inversement, si on part d'un fibré E

|
Y
sur un ouvert U de X , en appliquant la transformation de Penrose, on

——
obtient un fibré muni d'unc¢ connexion satisfaisant a xR = R et (;gj ; en

appliquant alors la transformation de Penrose inverse, on obtient E|B(OI(U)) B

5. Etude d'une fibration.

Dans Y = G2(IJ4 , considlrons la forme rielle M = plm =g .

PROPOSITION.- La projection p : Z —> X 1induit un homéomorphisme, R-analy-

tique ainsi que son inverse, de q_1 (1) sur X .

Démons tration.- Tout sous-espace C-vectoriel LC @4 =]H2 de rang t sur C

est contenu dans un unique H-espace vectoriel de rang 1 sur H , a savoir
HL=L ® jL , et L ® jL dépend de fagcon IR-linéaire de L ,

COROLLAIRE 1.~ On a une fibration ]PSKE —_ 84 de fibre 82 o

Remarque.- Cette fibration peut aussi &tre décrite de la fagon suivante., On

connaft les fibrations de Hopf : = : S7 —_ S4 de fibre 83 et

1,H
ot 87—-~> IP3(E de fibre S1 « La relation d'équivalence définie sur $§
?

7
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par TT3 C est plus fine que celle définie par 71‘1 H ! d'olu une application
’ ?

P3¢ —> 5% e sibre L

COROLLAIRE 2.~ La variété M admet dans Y un systeme fondamental de voisina-

ges tubulaires satisfaisant & la condition @9 du numéro 4 .

Démons tration,-— On définit sur Y une distance d de la fagon suivante :

Munissons ((14 de la métrique hermitienne standard, et notons F‘y le sous-

espace de 034 correspondant a y o Pour y et y' dans Y,si Fy, est le
graphe d'une application linéaire ¢ : F‘y —_— F; , on pose
, el , i
d(y,y") = ———— s et dly,y') =1 =i PaE Ao .
2
1 +llell

Pour € >0 , soit Ve = {yla(y,M) < e} . Soit %5 € X et Yo €M

N

1l'unique point tel que (xo,yo) €2 4 nlors VoA s'identifie A 1l'ensemble
0

< £ ui est convexe

w

des m:Fy — Fy tels que o, =0 et |
0 Xq

donc simplement connexes,

6, Connexions IR-analytiques sur 54 virifiant %R =R .

THEOREME.~ Soit F un fibré C-vectoriel de rang r , R-analytigue sur

M 54 , muni d'une connexion dl , C-linlaire, IR-analytique et dont le

tenseur de courbure R satisfait & xR =R , Alors il existe un fibré vecto-

riel algébrique E sur X , unique 3 isomorphisme prés, tel que l'ensemble S

des droites de sauts de E ne rencontre pas M , et que F muni de (_/Z

s'identifie au fibré déduit de E par la transformation de Penrose, restreint

a M .

Rappelons un lemme de théorie des faisceaux @

LEMME G .- Soient Y -un espace paracompact, MC Y un fermé, G un faisceau

de groupes abéliens (resp. de groupes, respe d'ensembles) sur Y o On'a alors
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HP(M3G) = lim HP(V;G) (limite inductive sur les voisinages V de M dans Y)
de dans

pour tout p (resp. p<1 , resp. p =20 ).

Cf. Godement, Théorie des faisceaux.

Démonstration du théoréme,- Les fibris C-vectoriels de rang r , R-analytiques

sur M sont classifiés par les éléments de H1 (M;G) ol G est le faisceau
sur M des applications R-analytiques dans GLr(D . Comme M est une forme
réelle de Y , ce faisceau est la restriction & M du faisceau sur Y des
applications (C-analytiques dans GLTG o Il résulte du lemme G que F est la
restriction 2 M d'un fibré C-analytique sur un voisinage ouvert V de M
dans Y o Quitte A restreindre V , on peut alors, en vertu du méme lemme,
tendre la connexion 64 en une comnexion €-analytique au-dessus de V
La condition ¥R = R sera encore satisfaite, D'aprés le corollaire 2 de la
proposition du n°5, on peut supposer que V satisfait a la condition (sc/ °
On a (V) =X , et la transformation de Penrose inverse donne un fibré C-
analytique E sur X qui répond & la question, D'aprés le thloréme GAGA de

Je-P, Serre ([ ]), E est de fagon unique un fibré vectoriel algébrique,

Remarque.- La construction de Penrose et la construction de Penrose inverse
sont fonctorielles, Il en résulte que, si E et E' sont des fibris vecto-
riels sur X dont les ensembles de sauts S et S' satisfont a S¢M =S M=0
et si (F,]) et (F',Lﬂ‘) sont les fibrés munis de connexion sur M qui
leur correspondent, tout morphisme ¢ ¢ F — F' IR-analytique et compatible
avec les connexions 04 et Cﬁ“ provient d'un morphisme algibrique unique de E

dans E' , Autrement dit on a une ¢quivalence de catégories,

7o Analyticité automatique.

La proposition suivante montre que, dans le théoréme du n°6, les hypo-

théses d'analyticité réelle sont inessentielles,

PROPOSITION.,- Soient k>=1 , G un ouvertde M , F un fibr{ C~vectoriel
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k+1 . NP k
de classe ff sur G , (A une commexion C-linfaire de classe 6 sur

F dont le tensepr de courbure R (gui est de classe %Zk_1 ) satisfait A la

condition %R = R , On peut alors uettre sur F une structurc de fibré
. . k .
R-analytique plus riche que sa structurc %6 “ , telle que 04 devienne

une connexfon R-anhalytique,

Le fibré g*F  sur q—1(G) est muni d'une connexion q*04 , qui permet
d'identifier, pour chaque point ({ ¢ q*F au-dessus de z = (x,y) € q—1(G>

?
1'espace Tg(q*F) A Tz(q*1(G)) @ Fy « D'apres 1la proposition du n°j,

Tz(p) H Tz(q_1(G)) — TXX est un isomorphisme, d'ol une structurc complexe
sur l'espace vectoriel Tr(q*F) . Cette structure complexe dépend de fagon
Tfk du point ( , autrement dit on a une structure presque complexe Y de
clasge %zk sur q*F , Hous allons montrer que cette structure presque
complexc est intégrable, llous proposons une démonstration un peu lourde,

mais qui correspond A l'intuition du rédacteur., Le lecteur préfera peut-&tre
faire un calcul qui ¢tablit la condition d'int{grabilitl & partir de la condi-

tion *R =R

LEMME,.- Soient : V¥V —o U une submersion de variltis C-analytiques
L01ent p g ’

F un fibré vectoriel sur W et B une comnexion linfaire C-analytique

sur F ., Notons R la forme de courbure relative (restriction de la forme

k—1>

de courbure & T(W|U)) . Soit =z, € U . si R(z) est O(d(z,zo)

0 & n 2

existe une connexion linaire C-analytique B' sur [ au voisinage de )

. . , k
de courbure relative nulle, telle que DB-B' soit U(d(z,zo) ) .

Démons tration.- On peut supposer que W =U xV , ou V est un voisinage
convexe de 0 dans X y et oz = (xO,O) . Posons o(x) = (x,0) pour

x € U o On définit par transport B -horizontal radial dans V un iso-
morphisme ¢ de p*¥o*F sur F , La connexion p¥o*B sur p¥c*F est rela-

tivement intégrable, et son image B' par o© répond a la question,
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Démonstration de la proposition.- Soit z, = (xo,yo) € q_1(G) . Choisissons

au voisinage de Yo une trivialisation ‘€r+1 de F et une connexion IR-ana-
lytique B sur F qui cofncide avec 0@‘ jusqu'a 1l'ordre k ., La connexion
q*B a une courbure relative R qui est ¢(z - zo)k-1 , donc il existe une
connexion B' , relativement intégrable, telle que B' - ¢*B soit 0(z-z0)k.
I1 en résulte qu'il existe une structure presque complexe Y' sur g*F ,
intégrable qui différe de Y par o(z- zo)k . D'aprés le théoréme de
"Frobenius complexe'" de Newlander-Nirenberg, il y a pour les structures presque
complexes une condition d'intégrabilité qui s'exprime en chaque point par une
condition sur le jet a l'ordre 1 de VY 1 cette condition est donc satisfaite
en chaque point de q*F ,

En identifiant q'1(w) 3 son image U dans X par p , on obtient
un fibré vectoriel (€-analytique E sur U , La transformation de Penrose

appliquée & E redonne F , muni d'une structure R-analytique plus riche,

et L’t‘.

Référence.
[1] J.-P. SERRE, Géométrie algébrique et géométrie analytique, Annales de

1'Institut Fourier, Grenoble, Tome 6, (1955-56), p. 1 & 42.
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Séminaire E.N.S. (1977-1978)
Exposé n® IV
PRINCIPAUX RESULTATS SUR LES FIBRES STABLES DE RANG 2 SUR PB(C> .
par Hubert AUPETIT

§1. Espaces projectifs.

a) Désignons par Pn(C) l'espace projectif des droites de Cn+1

(en abrégé ® ).
n
Soient (x ...Xn) des coordonnées homogeénes sur Pn et pour chaque 1 soit Ui

1'ouvert {xi $0} de ®_ .

Le cocycle uij = z_/zj sur le recouvrement (Ui) définit un fibré en
i
droites OP (1) . on désignera son dual par QP (=1) et on notera qP (k) le
n n n

. @ (-k p

fibré 0 (1)Qk si k>0 et O (-1) (-x) si k<O . le fibré Qp (-1)
o u n+1 o

est le sous-fibré canonique de En X ¢ qui, au-dessus du point [dj de Pn
met la droite 4 de €™ .

Nous ne distinguerons pas le fibré qP (x) du faisceau localement libre
n

associé.
On a les propriétés suivantes

- Tout fibré en droites sur Pn est isomorphe & un qP (x)
n
- Les sections globales de qP (1) s'annulent sur les hyperplans de Pn .
n

- Plus généralement, si S est une hypersurface de Pn , 11 existe une section

d'un OIP (k) dont le lieu des zéros est S elle-méme. L'entier k est le degré
n
de cette hypersurface.

b) On désignera dans toute la suite pour un faisceau cohérent F , par hl(J:)

la dimension de Hl(E ,97) . On a alors les égalités suivantes
° p=0 et q>0
o) hp(OP (q)) = 0 sauf pour {
n p=n et g< -n
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P L @4 ) e azo
n q

n a4
Y) h(OlP (a)) =( ) si g< -1n .
n n
! *x
Pour tout k-plan : Ek___£_> Pn , on & un isomorphisme entre j*qP (p) et
n

O[Pk(p) ; on notera Oﬁ,k(p) = O(Pn(p)lPk

¢) L'espace HZ(PD,Z) est isomorphe & Z et admet pour générateur
h = °1(01P (1)) . On a alors H2k([Pn,Z)'z 2.15  pour kgn .

Doréi&vant les classes de Chern des fibrés sur En seront considérées comme
des entiers.

La référence pour tout ce paragraphe est [10,111 ainsi que [ 4, ch. V, §1 ]

pour le paragraphe c) .

§2.~Grassmaniennes - drapesaux.

a) Désignons par Gr(m,n) la grassmanienne des m-plans de Pn . Le plongement
de Pliiker fait de Gr(m,n) une sous—variété de P a4+ 1 et on note OGr(1)
m+ 177 !
la restriction de O 4 Gr(m,n) . Le fibré OGr(1) jouit alors
(n + 1 -
m + 1
des mémes propriétés que celles de OIP (1) énoncées au paragraphe 1, a), et on
n
peut ainsi transférer les notations et définitions de cet alinéa a Gr(m,n) . BEn

particulier un "hyperplan" de Gr(m,n) est 1'intersection d'un hyperplan de

P n o+ 1 et de 1l'image de Gr(m,n) . Une hypersurface de degré k de
( m+1/" !
Gr(m,n) est l'intersection d'une hypersurface de degré k de P 0+ 1)
-1
m + 1

et de 1l'image de Gr(m,n) .
Remarquons que Gr(n - 1,n) , ensemble des hyperplans de Pn est isomorphe
n+1

3 1'espace projectif dual de Pn construit sur le dual de € . On notera

Gr(n - 1,n)2 B* [4, ch. V, §2 ] .

36



RESULTATS SUR LES FIBRES STABLES

b) Soit F(m,n) = {(X,TT) € Tn X Gr(m,n)]x é'n} . Les projections F__jla.Pn

et F.__E;_,Gr(m,n) sont des fibrations localement triviales de fibrés respec-
tives Gr(m - 1, n - 1) et Pm . Ce sont en particulier des morphismes plats.
Pour un fibré vectoriel algébrique V sur Pn , on notera VF 1'image récipro-
que p*¥V de V par p .

Le fibré V_ est O

7 Gr(m’n>—plat et, par le théoreme de semi-continuité des

images directes [ 3], les fonctions

M i—5h'(V ) = din B (g 'y, v )
P, -1 Py -1
o la”

]

i, -1
dim H Vi -1
(pa” 7, Ipa )
de Gr(m,n) dans Z sont semi-continues supérieurement pour le topologie de
Zariski de Gr(m,n) . En d'autres termes, ces fonctions ne montent pas au voisi-

nage d'un point. De plus,sur 1l'ouvert {TT]hl(VF )minimal} , le faisceau

g v

cohérent qu*V

7 [3] est localement libre. La fibre en 71 du fibré associé

)

est précisément Hl(pq_1r1, V'pq-1TT

3. Droites de saut d'un fibré.
§

Soit V un fibré vectoriel algébrique de rang 2 sur Pn . Dans toute la suite,

on suppose que n > 2 . On désignera par 0(V) 1le faisceau localement libre
associé. A toute droite € de Pn on peut associer un couple d'entiers unique
(a,b) tel que a3 b et
~ ®
Vlf 0,(a) @0 (1) [s7 .

On notera d(£) 1la différence a(£) - b(£) et d = inf a(e) .
£eGr(1,n)

On remarquera que les entiers a(£) et d ne changent pas si 1l'on tensorise V

par un OP (k) (opération que nous appellerons "tordre le fibré V "),

n

PROPOSITION 1.- L'ensemble 14 des droites £ pour lesquelles d(l) =d est

un ouvert de Zariski de Gr(1,n) .
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Preuve.- Tordons V de meniére i avoir, lorsque d(£) =4 ,
Vll_ o (-N®o,(-a-1) .

Pour une droite £ telle que d(£)> d , on aura V| ~ Ol(a)® Oz(b) avec

2
a-b>ad et a+b=c1(V)=-d—2 .
Par suite on aura
a2 0 et hO(VIZ)‘> o .
I1 est clair que ho(Vlz) = hO(VFIq—u) et en utilisant le paragraphe 2, b),

on voit que {Z[hO(VIZ) > 1] est un fermé, ce qui prouve la proposition.

D]:]FINITION.— Une droite £ telle que d(lf) > d est une droite de saut pour le

fibré vV .

PROPOSITION 2.- Si d =0 , 1l'ensemble S = Gr(1,n) - des droites de saut est

une hypersurface.

En tordant V , on peut supposer V P pa O}Z 2] O[ pour £ € wU .

(1) Une droite de saut /£ est alors caractérisée par ho( )>0 .

V(—1)l

4

Soit Zoé S . Il existe alors une suite exacte
0——30, (k) —2 3 v,, — 530, (k)—s0 avec k>0 .
ZO UO ZO
Par semi-contimuité (§2, b)), H'(2,V(k) ff) > H1(q-1(,@),VF(k)|q—1£)

reste nul au voisinage de A’O

£ PV

. Par suite (§2, b)),

Comme ho(V(k)l ) - h1 (V(k) M) est constant en £ (Riemann—Roch sur P

le nombre hO(V(k)ll) est constant au voisinage de Zo

le faisceau q*VF(k) est localement libre en £ . L'application définit

0

un point de la fibre de q*VF(k) en £ I1 existe donc une section locale

o *

d\l de ce fibré passant par ce point. On a donc pour toute droite £ voisine

de lo une suite exacte
°—>%('k>‘—>vu —0,(k) —— 0

qui, apres teysorisation par Ol(—” , devient
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a
£
0 —0,(-k-1) ——-‘;-)v(—wu —25 0, (k1) —> 0 ;

&, et bz dépendant algébriquement de £ .

0 \
Comme k > 0O , ona H (E,Oi(h—1)> =0 . On a donc une suite exacte

2) o ———>HO<V(—1>|£) — 17(0, (k1)) ——6’5—>H1(oz(-k—1>)

avec SZ algébrique en /£ .
les deux espaces de droite sont en dualité de Serre ; ils ont donc méme

dimension et § 6 est non injective si et seulement si det 5l =0 . L'ensemble

£

des droites £ voisines de ZO , pour lesquelles Sz est non injective, est

donc une hypersurface d'équation det 5[ =0
D'apres (1) et (2) , c'est 1'ensemble des droites de saut voisines de ZO
c.q.f.d.

On étudiera plus loin cette hypersurface en détail (§9, Th. 3)

§4. Faisceaux normaux.

Avant d'aller plus ioin dans 1'étude des fibrés sur Pn , rappelons guelques
résultats sur les faisceaux cohérents sur une variété X lisse de dimension > 2
(ou sur un espace normal). Soit x € X désignons par @(X) le faisceau "gratte-
ciel" en x et par * (x) 1le tensorisé d'un faisceau cohérent ] par C(x) .
L'ensemble des x tels que le rang de 37(x) soit minimal est un ouvert de
Zariski de X . Cette valeur minimale est par définition le rang du faisceau. Si
9; est sans torsion, il est localement libre en dehors des points d'une variété

de codimension 2 . On pourra donc parler de sa premiere classe de Chern.

DEFINITION.— Le faisceau cohérent 77 est normal si, pour toute scus-variété

fermée A de codimension 2 2 , le morphisme de restriction

Res; : 10U, F ) — 50(U-4,F)

est bijectif pour tout ouvert de Zariski U .

(Dans la terminologie de [ 6 ], le faisceau P est A-clos pour tout A de
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codimension > 2 ) .
Si 7:' est normal, il est sans torsion.
Le faisceau OX est normal et donc, tout faisceau localement libre sur X

aussi. Pour tout faisceau cohérent F , le dual FH* = Hom(y ,OX) est normal

(exercice).

LEMME.- Si un faisceau normal est localement un faisceau d'idéaux, il est locale-

ment libre.

iU
Supposons que, sur un ouvert U , on ait une injection F }U —>OU . Soit
B le sous-espace de U ol iU s'annule et soit D 1le plus grand diviseur con-
tenu dans B . Soit A =B -D . Alors codim A2 2 (1e diviseur D est peut-
8tre vide).

J
Le morphisme iU induit une injection F IU® OU(—D) —Ué OU , le fais-

ceau OU(—D) désignant 1'idéal de D dans U . Le morphisme 3y est un iso-

<!

morphisme en dehors de A . Les faisceaux

!U®OU(—D) et OU sont normaux

et isomorphes sur U - A , avec codim A> 2 . Ils sont donc isomorphes et on
a :77!U:' 0,(D) c.q.f.d.

On en déduit la proposition suivante

PROPOSITION 3.- Soit % un faisceau cohérent de rang 1 sur une variété lisse

de dimension n 2 2 .
1) 9; * egt localement libre.

2) si ¥ est vormal, ona F 2 Frx et 07(37) =c1(?7**) .

3) 7-7 est localement libre si et seulement s'il est normal.

§5. Proposition utile.

Démontrons pendant qu'on est dans les faisceaux un résultat utile dans la suite.

PROPOSITION 4.- Soit 0 — K o(v) =25 @ 0 une suite exacte de

faisceaux avec V fibré de rang 2 sur Pn , Ko oet Q, deux faisceaux cohé-
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rents de rang 1 sur Pn

Le faisceau Q, est sans torsion si et seulement si :

(i) }(, est localement libre ;

(ii) codim{x]ix =0} > 2 .
= (1) - Pour montrer (i), il suffit de montrer que }C est normal en vertu de
la proposition 3 . Soient A un fermé de codim » 2 et PA(}(,) le faisceau des
sections de X & support dans A ([7 __]\. Soient H;(}(,) les foncteurs dérivés
en P du foncteur F'A . On a, Jj désignant 1'inclusion [Pn - A—)[Pn , la

suite canonique exacte ( [7 __]) H

0— M) — K — 5, Ky ) —> B (K) —0

de sorte que j’(, est normal si et seulement si FA(}C) =0 et HA(}() =0 ,
pour tout fermé A de codim > 2 . Comme le foncteur F"A est cohomologique
([7 ]), on a la longue suite exacte

0 —s [, (K) — M, (0(1) —5 (@) — B (K) — 8, (o(7))

FA(O(V)) =0 et H;(O(V)) =0 car O(V) est normal ;

FA(QZ,) =0 car & est sans torsion.

Donc

1

rL (30

0 et H;(:&(,) =0 c.q.f.4.

=> (ii) - Si i s'anmile sur l'hypersurface H d'équation f € HO(O()\))> o ,

on & le diagramme suivant, O(x ) désignant le fibré en droites H

ST S R

0——0(n) 5> 0( ol R)

0—30(n) — ov) 2, 4 —o

9% est un sous-faisceau de Q,
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Ker(pei/f) = Ker g donc la correspondance naturelle de R = Im(ppi/f) dans 7?
est une application.

On vérifie que c'est un isomorphisme ; comme 7f est de torsion, 9& est de
torsion, ce qui n'est pas possible puisque QL n'a pas de sous-faisceau de
torsion.

<= On se ramene au

LEMME .- Soit s € HO(V) tel que codim {X s(x) = O} > 2 . Alors V/SO est sans

torsion.
Srie 2 N
Le complexe 0 — O __5_9 v ——i——a V est exact en vertu de 1l'hypothese (exer-
2
cice). Par suite V/sO se plonge dans A 'V 1localement libre ; il est donc sans

torsion.

§6. Fibrés stables et semi-stables.

PROPOSITION 5.- Pour un fibré V de rang 2 sur Pn , les propriétés suivantes

sont équivalentes :

1) Pour tout faisceau quotient ¥ de O(V) de rang 1 sans torsion, on a
e, (< 2¢,(@)

2) Pour tout morohisme de faisceau injectif de O[P (k) dans O(V) , On a
2k < c1(V) "

3) Si Voop, Afsigne le fibré (k) tel gue c1(V(k)) =0 ou -1 ,on

a hO(V ) =0 .
norm

4) Si End V désigne l'espace vectoriel des endomorphismes de V , on a

End V=€ (c'est-i-dire que V n'a pas d'endomorphismes autres que les homo—

théties).

PROPOSITION 5'.- Pour un fibré V de rang 2 sur Pn et de 1ere classe de Chern

paire, les conditions suivaentes sont équivalentes :

1') Pour tout faisceau quotient QZ de O(V) de rang 1 sans torsion, on
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a c1(V)g 201(2) .

2') Pour tout morphisme injectif de 0y (k) dans O(V) , ona 2kg c, (V)
n

5) nO(v (1)) =0 .

norm

DEFINITION.- a) Un fibré vérifiant les conditions de la proposition 5 est appelé

stable.

b) Un fibré vérifiant les conditions de la proposition 5' est appelé semi-

stable.
La propriété 4) n'entrafne pas 1), 2), 3) sur un espace quelconque ([_8,9]).

Un fibré non stable est appelé instable.

Exemples.- Les fibrés décomposables de la forme O[p (a) @ OP (b) avec
n n
]b - a] < 1 sont semi-stables.

Le fibré tangent & IP2 est stable.

I1 existe des fibrés non stables et non décomposables sur P (Horrocks,

3
A construction for locally free sheaves, Topology 7).

Le fibré associé & une correlation triviale sur IP3 est stable (§13). On

ne connalt pas de fibré stable sur an avec n 2 5

§7. Démonstration de la proposition 5.

Pour prouver (1) o (2) , 11 suffit d'utiliser la proposition 4 et de remarquer
qu'un morphisme i : O(k)—) O(V) nul sur une hypersurface de degré 1 induit
un morphisme j : O(k+1) —> o(V) .

23 est facile.

2 34 . Supposons 2 vérifide ; soit h un endomorphisme de V . Soit
'AXO une valeur propre de 1l'endomorphisme hXO de VX . La fonction
xl——)de‘c(hX -7\XOIdV ) est algébrique sur \Pn y doncoconstante et vaut 0O en
X . Elle est constazment nulle.

0
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Soit ok=h—'7LXId .51 % #0 , alors o est de rang 1
0
noyau K de « est un sous-fibré de rang 1 de V et comme 1'image @; de

. Le

A  est un sous-faisceau de rang 1 de O(V) y Q. est sans torsion. D'apres

le paragraphe 4, lemme, le faisceau & ** est localement libre et vérifie
0, @) =0, (@) .
Appliquons 2 aux sous-fibrés K et Q, ** de T
01(3(,) < 01(V)
c,@%) =2 (B) < ¢ (V)
D'oll 01(3(,)+c1(ﬂ,)=c (V) < c,(v) ;
ce n'est pas possible, donc A =0 et h est une homothétie.
4) =}2) . Soit i O(k)—) o(v) un morphisme injectif de faisceaux tel
que 01(V) < 2k et codim{i = O}>, 2
Soit Q_, le quotient de o(v) par 0(k) . Il est sans torsion (§4, prop.
4) et vérifie c1(Q,)< k . Le fibré en droites Q, ** (pa.ragr. 4) & une classe
de Chern inférieure & celle de O(k) . I1 existe dont une injection de @ **
dans @(k) (c'est 12 ol intervient an : on se sert du fait qu'un fibré en
droites de classe de Chern 2> O a une section). la composée
Vs @ — 5 D% 5 0(k) —>V

est un endomorphisme de rang 1 de V : ce n'est pas une homothétie.

§8. Premidres propriétés des fibrés stables.

PROPOSITION 6.- Soient D le disque unité et 15 et U¥ deéux fibrés sur

P XD . Soit VX=U’

n

||Pn x {x} (resp ’w;) . Si rU'X et ‘uj}’{ sont stables

pour tout x , isomorphes pour x ;é 0 , ils sont isomorphes pour x = 0

(séparation de 1'espace des fibrés stables).

Preuve.- Soit M = f%om('@',‘lﬂ’) . Le faisceau J est localement libre et véri-
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fie par hypothese ho(%"P x {x} ) =1 pour x#0 .Si T : [Pn XD——>D
désigne la projection, 1le ?aisceau 1‘!'*% est localement libre de rang 1 hors
de O et sans torsion. Il est donc localement libre en O et isomorphe & OD
(comme tout fibré en droites sur D ). En utilisant le morphisme d'évaluation
'm*ﬁ’*% SN % et 1l'isomorphisme Tr*% ~ OD , on obtient une section de 7&
et donc un morphisme non *rivial h de ¥ dans U

En utilisant la stabilité, on voit que h est un isomorphisme en dehors de
Pn X {O} . Soit @, =1Im ho . Si rg@ =0 , soit & 1'ordre d'annulation
de h sur iPn X {O} . En remplacant h par h/z‘* , On se ramene A
rg@ £0 .Si rg@ =1 , en utilisant Q,** et les propriétés 1) et 2) des
fibrés stables, on trouve 01('\70) << 01(117'0) alors que 01(’\_9'}() = 01('[0)’{)
partout ailleurs. C'est impossible.

Donc rg@,z 2 et @ est presque partout égal a 'LU'O . Par suite det h

s'annule au plus sur une vsriété de codimension > 2 . Elle ne s'annule donc

pas et hO est un isomorphisme.

PROPOSITION 7.- Soient S une variété réduite et 1Y un fibré de rang 2 sur

. A $ i
an X S lors {s"@’,ﬂ)n X{s} non stable} est fermé pour le topologie de

Zariski de S (M&ums énoncé pour "non semi-stable").

Preuve.- Le faisceau ‘U’lu? % {s} norm est OS—plat (resp lP « {Sl norm(—1))
n n J
0
On utilise alors la semi-continuité de si—h (1% (resp
'[Pn x { s} norm

S'_)ho(v'll?n X {s} norm(-1)) :

PROPOSITION 8. - Si V est de rang 2 sur [Pn stable sur un hyperplan, alors
V est stable. (Méme énoncé pour les semi-stables).
la réciproque est vraie pour un hyperplan générique de E’n avec n > 3

Elle fera 1'objet d'une étude plus détaillée dans le cas n =3 .
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§9. Résultats principaux.

THEOREME 1.- Soit V un fibré de rang 2 sur @n(c) . Le fibré V est semi-

stable si et seulement si d =0 ou 1 .

THEOREME 2.- Soit V wun fibré de rang 2 sur Pn(C) y 0> %3 , sans droites

de saut. Alors V est décomposable.

THEOREME 3.- Soit V un fibré de rang 2 sur Pn(c) vérifiant d = 0 . L'en-

semble S des droites de saut de V est le support d'un diviseur dans Gr(1,n)
2

c
de degré ot ot Si )LZ(S) est la "multiplicité" de ce diviseur en £ , on &

1
a(e) < 2 p,(s)

Le diviseur S(V) dépend analytiquement de V .

TH@OREME 4.- 81 V est un fibré stable de rang 2 sur P3 distinct du fibré

associé & une corrélation nulle (construit plus loin), il existe un ouvert UL de

3

Le théortme 1 est dfl & Grauert-Mulich. Une démonstration se trouve dans [ 1 ].

Px = ¢r(2,3) tel que V’h soit stable pour h € L

Le théoreme 2 est dfl & Van de Ven (!32 ]).

Les théordmes 3 et 4 sont dlis & Barth ( [1 ]).

Le théoréme 4 est valable en toute généralité dans Pn , avec n) 4 , avec
cette restriction qu'on ne connalt pas de fibrés stables sur Pn avec n > 5 .

La démonstration du théorsme 1 fait 1'objet du §10, celle du théordme 2
1'objet du §11, celle du théoréme 3 1'objet du §12, et celle du théoreme 4 1'objet

du §14 .

§10. Preuve du théordme de Grauert-Milich (cf. §9).

A) Construction dans la variété des drapeaux.

Soit V wun fibré de rang 2 sur Pn(c) de type générique (0, -d) avec d > 1

(nous dirons que V est de type (a,b) sur une droite /£ si
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VIEZ Oz(a) ® Ol(b)) . Prenons m<*= 1 dans la construction du §2 b). Le fais-

ceau cohérent q*V , de rang 1 car d» 1 , est normal (§4) ; en vertu de

F

la. proposition 3 (§4), il est localement libre. Il existe donc un entier A

unique tel que q*VF soit isomorphe a OGrO\)

PROPOSITION 9.- Si d » 2 , le faisceau q*VF est trivial.

Preuve.- Soient E le morphisme canonique q‘*q*\lF dans VF et Z 1'ensemble
des points de F ol E’, stannule., Si £ €W =Gr - 5 , ensemble des droites

ordinaires de V , ona q/V

0
F(z) =" (z,v‘l) .

Par suite le morphisme E en (X,Z) est non nul pour tout x € £ et on

a donc q(Z)C S .

a) LEMME 1.- Il existe un fermé T de S tel que

1) 8i £€ S -7 etsi V estde type (k,-k-d) sur £ , la fibre

q—12 NZ de qlz est constituée de k points distincts ou non.

2) L'ensemble T est de codimension > 2 dans Gr . En particulier 2

est de codimension > 2 dans F .

Soit £ wune droite de IPn considérée comme point de Gr . Soit L. une réso-
lution libre locale du faisceau gratte-ciel ¢(2) . Soit K, = Q{*L.@VF .

Considérons les deux suites spectrales des foncteurs hyperdérivées de dy s

de termes
B - I - 1 - b
E)7" =RqH  (K) et "B’ =H_(R a4K,)
T y 2,0 a
One 'B)’" =0 pour b £0 et E) 2 H (l’vll) . Comme g est plat,

1 b a,b ‘. b
RigK, =L, ®RqV, . le terne "E)’ s'éerit donc Tor_a(R q*VF,w(Z)) et

a pour aboutissement H'(ﬁ,Vu) .

On en déduit la suite exacte
i

1 0 1
0 — Tor, (R q,V.,€(£)) — q,V @€(£) —H (z,vw) —> Tor (R'q,V,,¢(£)) — 0

Soit T 1le fermé des points £ de S ol Tor2(R1q*VF,C(1)) £0 . C'est
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1'ensemble des points £ tels que la dimension cohomologique de R1q*VF en £
soit supérieure ou égale & 2 . D'apres [6], T est donc de codimension > 2

Soient £ § T et x € £ ; la fléche i est alors injective de méme que la

fléche 1iQ® 1

@(X,l) , du diagramme commutatif
i@t
¢(x,2) 0
Lo,V ®c(4) J® ¢(x,) ————<X—-29H (l’vlz)g’ ¢(x, )
B(X,f) evalX

S\ VX®©bgl)

Notons (k,—k-d) le type de V sur £ . L'image de 1 ® 1 est de dimen-

e(x,2)

sion 1 donc engendrée par une section s de V P

La fléche E;( s'annule alors exactement aux k 2zéros de la section s

X,ﬂ)
d'ol le 1 .
Si £ €T , la fleche i est nulle donc aussi %Z(X 2) pour tout x .

L'ensemble Z ne contient de fibres entigres de g qu'au-dessus de T ; il est

donc de codimension > 2 dans F

b) Rappel.- Soit E wun fibré sur une variété X . Soit P(E) 1le fibré en espaces
projectifs des droites de E ; posons EP(E) =F X XP(E) . Soient SP(E) le
sous-fibré universel de EP(E) , dont la fibre en un point de P(E) est la

droite de E correspondante, et QP(E) le quotient EP(E)/SP(E) . L'espace

tangent vertical TRe P(E) relatif 3 1la projection sur X est canoniquement iso-

1

morphe & Hom(SP(E)’QP(E)) .

c) L'application };!F 7 induit une application & de F - Z dans P(V)
commutant aux projections sur Pn uniquement déterminée par la formule

* = * s .
£ SP(V) glF _ Z(q q*VF) .51 £ €W , 1a droite &(x,4) de V. oestla
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trace de 1l'unique sous-fibré trivial de V]£ dans VX

d) ILEMME 2.- 8i d» 2 , la dérivée T ¢ de ¢ relative sux projections

Rel

sur Pn est nulle au-dessus du point générique de Pn

Soit x un point de Pn par lequel passe une droite £ € W . Le diagramme

F -2 ———————9 P(V

\/

se restreint sur £ au diagramme
EV
F - z’ ‘———>P(V|Z)
£

N

I1 suffit de montrer que T E’ est nulle.

Rel £

C'est un morphisme de T_ _(F - Z)ll dans & *TRelP(VIZ) . Comme F = P(TP)

Rel

et T

~ N
‘Pnf‘ 212 @ (n-1) 02(1) on a d'aprés b)

T :(n-1)0£(-1)®oF!Z

Relez

D'autre part

TRelP(VV) ~ Hom(S )’ Q,P(V

E Il

Comme V ﬁoz$og(—d) , on a

2
*| = 3 o~
€%p(v, ) S]F - z|Z(q*q*VF) = 0,80 g,

|2
et

F-2Zle -

E*Q?(VM i~ OZ(—d) ® 0

Le morphisme Efz induit donc un morphisme de (n—1) OZ(—1) dans

TRel

O[(-d) , mul car d» 2 . Ceci prouve le lemme 2 .
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e) Fin de la preuve de la proposition 9 .

Soit x € En au-dessus dugquel € est constante. L'espace qp—1{ x} est un
espace projectif P de dimension > 1 d'aprés le lemme 1 , si x est choisi
suffisamment général, Z est de codimension > 2 dans p-1x . On a

* b * ¢ - . 24 * -1
q OP(l.)!p_1X Zﬁi £ SP(VX) S OP 1X _g Les fibrés q Op(“-) et Op i <}

isomorphes en dehors des points d'une variété de codimension > 2 , sont isomcr-
phes
(cf. par exemple §4).

On a donc 3\ =0 et q*V trivial, c.q.f.d.

F

B) Dreuve du théortme de Grailer—Millich.

Soit V un fibré de rang 2 sur Pn

a) V semi-stable d =0 ou 1 .
Si V est de type générique (0,-d) avec d>» 2 , d'apres la proposition 9 ,

on peut trouver un morphisme injectif de QP dans V ; d'aprés la condition
n
2' de la proposition 5' , le fibré V n'est pas semi-stable.

B) d=0 ou 1 =7V gemi-stable.

Supposons par exemple d = O ; soit 1 un morphisme injectif de OP (K) dans
n
V il se restreint sur une droite générique £ en un morphisme # 0 de Oz(k)

dans O d'oh 2k €c¢ (V) . On conclut alors & 1l'aide de la condition 2' de

£ 1

la proposition 5'

§11. Preuve du théoréme de Van de Ven (cf. §9).

PROPOSITION 10.- a) Un fibré de rang 2 sans droite de saut sur P avec n2 3
n

est décomposable.

b) Tout fibré de rang 2 sans droite de saut sur PZ et indécomposable est

isomorphe & un Tfp4a)
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Preuve.- Soit V un fibré de rang, 2 de type (o, -d) sur toute droite de Pn .

Nous utiliserons les deux résultats de topologie rappelés ci-apres.

+ +
PROPOSITION 11.- Soit G = G(Z,Cn 1) la. grassmanienne des 2-plans dans @n f
2
(ou des droites de Pn ). On désigne par W, € 5°(¢,2) et W, € H4(G,Z) les
classes de Chern du sous-fibré universel de rang 2 de G X ®n+1 sur G

Alors

z [w,0, /R E(0,2)

ol 1'idéal R des relations est engendré par des classes homogenes de degré

2
total > 2n . En particulier, il n'v a pas de relation entre w1 et w2 ,

2
sauf pour n =2 , auquel cas W, = w1

PROPOSTTION 12.- Soit F 1'espace des drapesux { hC ko @n“} , avec
dim h =1 , dim k = 2 . Considérons le diagramme
r 2 e
n
1]
G
_2 p et gq sont les projections ceanoniques. On pose u = c (p*‘@(1)) . On a

B ((c,2) [u] /(u‘%w; =w,) ~ H(F,2)

(%)
Démonstration de la proposition 10.- &) Supposons V sans droite de saut de

type de scindage (O, -d) , avec d > 0 . Soit V' = p*V ; 1l'image directe

L = q*(V') est un fibré de rang 1 sur G , dont la classe de Chern s'écrit

o

c1(L) =X w avec oA

1 Z . De plus, le morphisme canonique sur F

ev : q*(L) = L' —_ !
est partout non nul. Par conséquent, le conoyau de ce morphisme est un fibré de

rang 1 de classe de Chern, en posant 02(E) = 02u2

(%) Cette déuonstration nous a été communiquée par J. Le Potier.
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1—du+cu2

2
1+ o(w,[
=1 - (au + o(w1) + 02u2 + d oku, +0'\2wf ...
) 2
= - (du + K + (dxX - -
1 ( u w1) ( <:2)uw1 + (o< w1 02w2) +
I1 en résulte ¢, = d
22
A Wy o= ey, = 0
Supposons n > 2 ; alors d'apres la prop. 11 , & =0 . Par suite, le

morphisme ev ci-dessus provient d'un morphisme injectif de fibrés :

O_——)V

et par suite V20O ® 0 (-4d)

Supposons n = 2 . Les relations ci-dessus s'écrivent c, = dex et
2

02 = X . Par suite, o((ok -d4) =0 .81 A =0 , on termine comme dans le
cas n>2 : V se scinde. 51 ;é 0 , A=d . On considéere alors le mor-
phisme canonique au-dessus de IP2

(¢}

F— s P(V)
\ /
b 4
2

défini par le sous—fibré L' = gq*(L) de V' , et tel que ({;*@P(V)(-O =1

La différentielle verticale d¢@ : T(F/[Pz)——}T(P(V)/[PZ) s'interpréte comme
un morphisme

0,(-1,2) — 6,(-4,24)
ol 1l'on a posé @F(a,b) = p¥ 6[? (a) ® OG(b) . I1 en résulte gue pour d > 1

n
cette différentielle est nulle ; par suite, L' provient de [P2 et X =0

’

’

ce qui est contraire & 1'hypothese.
Par suite, d =1 . On a alors la suite exacte

00— GF(O,-‘I)_> V' — (QF(—1,1)_~> 0
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qui donne par image directe par p: V<= T(—2) .
b) Supposons 4 = 0 . Alors W = q, V' est un fibré de rang 2 ; on a un
isomorphisme sur F
ev : Q*W V!
I1 en résulte que le fibré W est trivial sur 1'espace projectif
Gx = { £ €EG, X, €L } ol XO est un point de En . L'isomorphisme ci-dessus
o

R . -1 .
donne une trivialisation de V' sur gq (GX ) ; le morphisme
0

-1
q (GX )-——3 Pn
3
étant 1'éclatement de X dans Pn , orr voit que la trivialisation ci-dessus

provient d'une trivialisation de V sur Pn

D'ol la proposition.

§12. Preuve du théordéme 3 : calcul du degré de la variété des droites de saut.

a) Supposons donné un fibré V semi-stable avec C1(V) =-2 ., Soit S 1'hyper-
surface des droites de saut de V . Le faisceau cohérent q*VF (cf. §10) est
sans torsion et nul presque partout ; il est donc nul.

Soit 0——sA — 3B —>»V ——>0 une résolution de V par des faisceaux

b
localement libres avec B = @ O(bi) , bi < 0O . On en déduit la suite exacte
i=1

(1) 00— R1q*AE;—§~% R1q*BF —_— R1q*VF-———>O . D'autre part, la restriction

de la résolution de V & une droite /£ donne la suite exacte

)—> 0 .

0 — (1)) —H () —H(3) — (),

£

De la constance de hO(V][) - h1(Vl P

que h1<A!Z> est constant et donc R1q AF localement libre.

) et de h1(Bl ) quand £ varie, on déduit

*

On déduit d'autre part du diagramme commutatif

H1(Av) _ H1(B|Z) ————>H1(V] ) ——— 0
s A
Rqh,®¢ (£1)— R q,B 6C (2) —>R1q*VF®®1(£) —0

£
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1
que la fibre vectorielle du faisceau R q*VF en £ est H1(Z,V|l) . Soit

1
T=R q*VF ; le faisceau Qf a pour support S . Comme S % Gr est fermé, les

faisceaux R1q AF et R1q*B

< , localement libres, sont de méme rang.

F
b) Plus généralement, soient S une sous-variété d'une variété G et T un
module cohérent porté par S .

Une résolution 00— L2~—§—§ L1 —_— 7f-———> 0 de cﬂ par des modules lo-

calement libres fournit une section D de /\maXL2 ® (/\II]BLXIJ1)_-1 noté DL 1 .
1772

LEMME 1.- &) Le fibré D L ne dépend pas, a,isomorphisme pres, de la résolu-
1772

tion choisie.

b) Si D est le diviseur des zéros de D , si £ €S et si X est un

disque ouvert centré en £ coupant S transversalement, la multiplicité rL(ﬁ)

@_ﬂ) en £ est égale & ho(f]X)

Le a) découle du b).

Preuve du b).— Comme X est transversal & S la suite exacte

OHL26—>L1—9{—-’>O

se restreint & X . En trivialisant L L

1 5 s 01 obtient
& . T
0—-—s r0, —> r0, —— —> 0
X X |x
L'entier }L(i) est 1'ordre d'annulation de det§ en O . On en déduit, par

récurrence par exemple, 1'égalité 'x(i) = ho(ﬂflx)

c) Dans le cas qui nous préoccupe, la résolution

0 — R1q*AF —_— R1q*BF —_ qu*VF —> 0
donne un diviseur & support S , indépendant de la résolution de V choisie,
et,dont la multiplicité en un point £ € S est hO(R1q*VF]X) oui X est un
disque ouvert coupant S transversalement en £ .

Soient z1...z des coordonnées locales en £ telles que

2(n-1)

X = {|z1{ N T 0}
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On a

2 ) = v i o) e
e e

)

~ T ):h%f@cm):h’wl
(Z1,...,Z2(n_1)){

£

Si (k-1, -k-1) est le type de V sur £ , ona h1(VM) =k d'oh 1'inégalité

d(£) < 2W(4) qui démontre la 2tme assertion du théorime 3

d) Calculons le degré du diviseur construit en b). Soit /£ une droite ordinaire
de V ; si P est un plan contenant £ , le fibré VIP est semi-stable d'apres
le théoréme 1 . D'autre part, 1l'ensemble P* des droites de P est une sous-
variété de degré 4 de Gr(1,n) (en effet OGr(1)|FW'3 OP*(1) ). Le degré de

S dans Gr(1,n) est donc égal au degré de la variété S_ des droites de saut

P

de V’ : on est ramené au cas n = 2

P

e) Pour n =2 le fibré A est décomposable.

Rappelons en effet le lemme des syzygies pour un module gradué.

Soient K un corps et A = K[xo...xp] 1'anneau gradué des polyndmes & (p+7)—

variables.

Soit M un module de type fini gradué sur A . Pour toute résolution

projective L de longueur p de M , Lp est libre sur A

Soit M 1le foncteur qui & un faisceau cohérent F  sur P2 associe le
. 0
C1[xo,x1,x2]—module gradué @ H (P2,77(n)) . Le foncteur I est exact, défi-

nez
nit une équivalence de catégories et transforme les faisceaux décomposables en

somme de fibrés en droites, en /N -modules libres. Il résulte du lemme énoncé

plus haut que le fibré A du a) est décomposables sur PZ .
f) Notons A =@ o (a.) B=®0_ (b.) , a,b. <0 .

. P, 1 . P, i i’73

i 2 J 2
Comme

1 1
deg S = C1(R q*BF) -c,(r q*AF)

1
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on &a

deg S = Z‘C(Rq*o(b))— EC(Rq*O(a))
j i
Calculons 01(R1q*0F(m)) avec m < 0 .- Soient M 1la variété produit PZ X P*2
et P et Q les projections. la sous-variété T de 1TT est une hypersurface

dont le faisceau d'idéaux est P*OP (-1)® Q*OP*(—T) . On a donc sur 17 la
2 2
suite exacte

0 — P*0 (m-1)®q*0_ (-1) —» P*0_ (n) — 0_(m) —> 0
5 E, P, F

En prenant les images directes par @ on obtient la suite exacte

1 2 2
0-—>R q*OF(m) —> R Q*P*OIPZ(m—T )® OPE(_” —> R7Q,P¥0, (m) —> 0

2
RZQ P¥0_ (m-1) = hZ(O (m=1)).0
*F E, B3

1
Donc c (R q*OF(m)> = - 5 m(m+1) .

La formule c(B) = c(A)c(V) liant les ai’bj aux classes de Chern de V

donne alors deg S = OZ(V) - 1 qui est le résultat annoncé pour c, = - 2

c
Pour c1 quelconque on remargue que CZ(V> --—l(V) ne change pas si 1'on tord
v

§13. Classification des fibrés semi-stables dont 1'hypersurface des droites de

saut est de degré 1 .

D'aprés le théoreme %, cela revient & classifier les fibrés semi-stables V dont
les classes de Chern sont ¢, = 1 et 01 =0 . On notera Nn 1'ensemble des
classes d'isomorphismes de tels fibrés.

A) Cas n=2 .

Une droite de Pg représente l'ensemble des droites de EZ passant par un point
x .L'application de N2 dans l'ensemble des droites de P§ qui & un fibré

associe le diviseur de ses droites de saut définit donc une application S de

N2 dans PZ par composition.
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PROPOSITION 1%.- 1) Les fibrés semi-stables sur lP2 vérifiant c¢

il
[}
ot

c1 = 0 gsont instables.

2) L'application S est bijective.

Posons x = s(V) . Comme la variété PN des droites de saut V est lisse,

on & pour tout £ € Y. , i.e. pour toute droite £ de IP2 passant par xo ,
}Lz.(l) =1 . Il résulte du théoréme 3 (§9) que pour tout £ ¢ L , a(s) = 2
Soit X la variété des couples (x,£) € P, X PX tels que x € £ et que £ ¢€ z
Notons p : X — PZ et q : X — Y  les applications induites par les projec-
tions. La variété X peut encore se décrire comme 1'éclatement de X dans IP2
Posons D = p_1(xo) . L'application gq est fibration en droite projective qui
induit un isomorphisme de D sur Y . Pour tout £ € T , On &a

V‘/Z ~ 03(1) ® OJZ(_1) . Par suite q*p*V(-‘I) est un fibré de rang 1 sur L
donc de la forme OS (-=\) . Le morphisme d'évaluation

ev : q¥0_ (-\) — p*V(—1) est un isomorphisme sur un sous-fibré de rang 1 de

pX

p*V(—1) . Le fibré quotient est de rang 1 et on-a donc une suite exacte de

fibrés

0—s %05 (-1) — p¥V(-1) — a*0 ()@ p*OlpZ(\) ) —0 .
Comme la restriciton de p*V(-1) & D est un fibré trivial de rang 2 , on a
K = x‘ et A > 0 . De méme en se restreignant & une fibre de q , on cons-—
tate que V = -2 |, Notons v et d les classes d'équivalences rationnelles

des fibres de q et de D . On a c1(q*02(i7\)>=f7\v ,

c1(p*OP2(—2)) —_2v-2d . Comme v =0 et v.d =1 , on a
2 = czp*V(—1) =2
et par suite A =1 . On a donc une suite exacte
0— q*ozm — p7(-1) — a*0 - (1)® p*oPZ(—z)__>o .

1
Comme R p,9*0 (—1) =0 , on en déduit une suite exacte

z
(*) 00— 1,0%05 (-1) — V(-1)— @ —>0
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ol p*q*OX:(—1) et Q sont localement libres de rang 1 en dehors de Xo

Montrons que p*q*ozz(—1) est un faisceau normal. Il suffit pour cela de montrer

aue #0(R,,p,a%05 (-1)) = BB~ {x} ,p,a%05 (<1))

0 . Mais

2

p*q*oz (—1)‘@2 - {XOS est isomorphe & O (—7)]@ - ixO§ et comme %PE(—1)

L]
o

(-1)) =0 . On en déduit les

0, .
est normal, on a H (E2— {Xog ,%PZ(—?)) =H <P2’O,2

P
égalités cherchées car p*q*OE (=1) est sans torsion. Par suite (§4),
p*q*O[ (—1) est localement libre et comme il est isomorphe & QP (=1) sur
! 2
P2 - {xog , 11 est isomorphe & O 2(—1) . BEn tensorisant (*) par O 2(—1) on

P P
obtient donc une suite exacte

00— 0 5 TV 5 Q' —s0 ,
et o est une secfion gqui ne s'annule qu'en xo avec la multiplicité 1 car
CZ(V) =1 ., Soit Q' le bidual de Q' . Comme Q' est san: ftorsion, on a une
injection de Q' dans Eﬁ , et comme Q' est localement libre en dehors de

XO , le quotient R = Q'/Q' a pour support XO . On a donc une suite exacte

o—_»,OELVﬁﬁ@ — 3R — 50

P
Comme le support de R est de codimension 2 , cette suite exacte fournit un
2 2
isomorphisme AV 20 5 ®O Q' et comme C“(V) =0, 0,2 AV~ Q'
P EZ P

On a donc une suite exacte

o__eozi,v_;,OZ__v,R_)o
P P

Comme XO est un zéro simple de o , on constate que par un calcul en coordon-
nées locales que R = C(XO) .
I1 en résulte tout d'abord que V est instable car il possiéde une section.

Ensuite la construction précédente associe & V une extension, élément de

2(

Ext C(XO),O 2) , définie & un facteur scalaire preés. Comme Extz(m(xo),o 2)'2 [4
P P

on en déduit que S est injective. Enfin pour x € PZ , notons IX 1'idéal des

fonctions qui s'annulent en x . On a Extj(IX,O 2) = C1 , d'ol une extension

P
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o_ﬁomﬁ —s V! '_71;{,'—”0 .
On constate que V' est un fibré de rang 2 tel que cq(V') =0 , cZ(V') =1

et par suite S est surjective.

B) Etude des hyperplans de Gr(1,n) pour n32 3 .

Rappelons (§2) gqu'un hyperplan de Gr est donné par définition par une section

B du fibré A2Sér ol SGr désigne le sous-fibré universel de rang 2 de
+ 2 n+ ,
®gr1 . Si Pluc désigne le plongement Gr — >P(A @n 1) donné au §2 , on a
2 0 2 2 n+1
* = * * ~ *
A"y, = Pluc OP(A2®n+1)(1) et H (A sGr) ~ A°C .
2 P ~ o
Soit B wune section # 0 de A Sér . On désignera par B la forme bili-
(s ¢ n+1 . . . Ry
néaire alternée sur C associée. Notons Eﬂ le point de Gr(?,n) associe
+
& un plan P de ¢ !
+ ~
a) LEMME 1.- Une droite £ de Cn ! est dans le noyau de B si et seule-
ment si, pour tout plan P contenant £ , on a B([P}) =0 .

I1 suffit en effet de constater que, si x et y sont deux vecteurs de
+ [
Cn ! dans un plan P , la valeur sur le couple (x,y) de la forme bilinéaire

alternée B([P]) est §(X,y)

b) LEMME 2.- Si un hyperplan de Gr est le diviseur des droites de saut

d'un fibré semi-stable et si n» 3 , la forme bilindaire alternée associée sur
n+1 Lo
c est non dégénérée.

(*)

Preuve .- Soit V semi-stable tel que S(V) soit 1'hyperplan H défini par

~
une forme B et que c1(V) =0 .
. ~ . . +
Si le noyau B contient une droite L C Cn f , 11 existe un sous-espace E

de dimension 4 , contenant L et tellque %/E soit non nulle. Le fibré V/P(E)

est semi-stable (Th.1), et il suffit donc de démontrer le lemme lorsque n =3 .

(*) Démonstration communiquée par J.-L. VERDIER.
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D'apres le lemme 1, le noyau de B est un sous-espace de dimension 2 de (134
qui correspond & une droite a C IP3 . La variété des droites de saut est alors
la variété des droites qui rencontrent & . C'est un cbne quadratique C de

dimension 3 de sommet & , de base une quadrique lisse de dimension 2 .

Notons '(\IJ—T—'—->C la variété lisse obtenue en éclatant a dans C . Le mrophisme

™ permet d'identifier C - a a T - T"_1(a) . Posons T = ﬁ—1(a) . Notons

~

~ ~ ~
X la variété des couples (X, £) oh x € P £€C et x € T(£) . Notons

5 i
p: X— [P3 et q : X —)‘5 les projections. Powr toute droite £ de P3 ,

£N a = QS , notons ch C-a=C-T 1la quadrique des droites de {P3

qui
rencontrent a et £ .

Toutes les droites £ ;é a , £Na ;é ﬁé , sont des points lisses de C
D'aprés le théoréme 3, pour toutes ces droites on a V/£ = 0(1) ® 0(-1) . Par
suite pour tous les Z de EJ) -T , V(—W)/T‘T (Z) est isomorphe &4 0 ® O(-2) .
Donc q*p*V(-1) est un faisceau de rang 1 sur ¢ , sans torsion et normal car
q est une fibration et X est lisse. Donc L = q*p*V(—ﬂ est un faisceau loca-

lement libre de rang 1 (prop. 3). On en déduit une suite exacte de faisceaux

sur X
ev.
0—s q¥L ——5 p*V(=1) —> M —> 0
Le faisceau M est sans torsion de rang 1 . Il s'injecte dans son bidual M**
qui est localement libre de rang 1 . On a donc une suite exacte

0— q¥L — 'y p*¥V(-1) —> M¥* —5 R —30 ,

et comme le morphisme d'évaluation ne s'annule qu'en codimension 2 , le support
de R est de codimension » 2 , contenu dans q_T(T) . Comme

c1(p*V(—1)) = 01(p*0(—2)) , on & M** = q*L"1 Q@ p*O(—2) . D'olt une suite exacte

(1) 0 — g*L —3 p*T(=1) — ¢*17'® p*0(=2) —» R —> 0
Soit £ wune droite de P3 , £ }{ C . Alors p_1(,€) est une quadrique qui se
projette isomorphiquement sur Q[ c C et qui est disjointe de q—1(T) . Par
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suite la restriction de R & p_1(£) est nulle. On a donc une suite exacte sur

(2) 0— q*L/0" (£) — p¥V(=1)/p" 1 (£) -~ a*L7'® p*0(-2)/0" (£) —» O .

LEMME 3 .- Soient XK une gquadrique lisse de dimension 2 , E un fibré trivial

de rang 2 sur K , Nc E un sous-fibré de rang 1 . Alors N est trivial

sur un systéme de génératrices de K

Un tel sous-fibré fournit une application K-L))P1 . 81 Y est constante,
N est trivial, sinon il existe deux points distincts Vo0 Vs dans P (K) .
Soient g et g' les classes d'équivalences rationnelles des génératrices de
K . Pour tout y € IP1 , la classe d'équivalence rationnelle du diviseur '}"—1(3’)
ne dépend pas de y . On a donc ['Y_1(y1)] = [/y_?(y2)] =og+ Bg' et
comme /Y\q(y?) N 'X\_1(y2) e Qf on a, dans l'anneau de Chow de K |,
(o(g + Pg')z =0 . Ce qui donne 20((3gg' =0 . Donc & ou (3, est nul,
d'ol le lemme 3 . |

Notons €r la classe d'équivalence rationnelle du systéme de génératrices
sur p‘1(;g)°_~g Ql telle que p*o(—1)/p'1(/g) =0 _1( )(gﬁ) , et gp la classe
d'équivalence de 1l'autre systéeme. On a L/Q[ = g(oﬁépwt(g,gw) pour deux entiers
A et (3 convenables. Comme £ est une droite ordinaire de V , V/[ est
un fibré trivial de rang 2 . La suite (2) donne donc une suite exacte de fibrés

0— OQl(d &, PEy ey ) — Oéz — OQl(-o‘ £, PEyEn ) —0

On voit donc (lemme 3) que deux cas seulement sont possibles : ou bien

L/ng oQﬁ(pg") , ou bien L/Qg ':‘. OQZ<°(gp—gn> .

Rappelons que l'anneau de Chow de Ql est

. 2 2
a'(q)) = Z[gp,g" ]/(gp,gﬁ) ,
que C est le complété projectif d'un fibré vectoriel de rang 1 sur @ de

bidegré (1,1) et que par suite
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o 2 2 2
A(C) =12 t t+t +
(©) = 2ls 08 »t)/ (e e, 8 e re )
oi t est la classe de T , et qu'enfin X est un fibré projectif associé a
un fibré vectoriel de classe de Chern W1 =t + gp ey W2 = tg
et qu'on a donc
B o - 2
AT(x) =a7(c) [n]/(n —W1h+W2)
ou h est la classe de l'image inverse des hyperplans de &33 .
D'aprés ce qui précede, on voit que deux cas seulement sont possibles pour
L ; ou bien L = Pgﬁ, + y\t , ou bien L = o(gp - 8 + /X\t . Enfin comme

- 2
R est contenu dans q 1(T) , i1 en résulte que sa classe [R] €A (X) est

du type

It

(2]

On & c2(v(—1))

- t. + +
(mgp ng, rt)

)

2h“ . Donc 02(p*V(—1)) = 21’12 . De la suite exacte (1)

résulte 1'égalité

N2
- [r] + Cz(p*V(—1)) = - c1(L) ZhCW(L)
Remarquons que tgp . tgﬁ Y gpgn , ht hgp . hg‘n forment une base
2 P
de A (X) . Compte-tenu des relations le premier membre s'écrit

- [r] + Cg(p*V(—U) = (m—r)tgp + (n—r—2)tgﬂ - nggn
+ 2ht + 2hgp + 2hg
Le dernier membre s'écrit, dans le premier cas
-c (L)2 - 2he, (L) = /thg + Y(y—E(a)tg - 24ht - 2phg
! 1 P L ™
d'olu une contradiction car gpg.ﬁ ne figure pas dans le dernier membre. Par

i = A& - +at .0 d
suite L gp & fX\ n a donc

2 , 2 2
01(L) 2hc1\L) Yot A te, * *E By

Q«Y\ht - ZD(hgp + hen

d'ol encore une contradiction car les coefficients de hgﬂ sont distincts.

C) Cas n>/4
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PROPOSITION 14.- Il n'existe par de fibré semi-stable sur Pn avec n 4 tel

e, = c, = .
que ¢, 1 et 1 0
Supposons que V soit un fibré semi-stable sur Pn vérifiant c, = 1 et

a) Si ny 3 , d'apres le B) lemme 2, il définit une forme alternée non
dégénérée sur Cn+1 ; il n'existe pas de telle forme si n est pair ; donc
n est impair.

b) Soit alors £ une droite ordinaire de V ; d'aprés le théordme 1, si
un hyperplan H contient £ , ona V 0 semi-stable ; V q vérifie aussi
°2(V|H) =1 et 01(VIH) =0 .

D'apres a), comme n — 1 est pair, il doit &tre £ 2 .Onadonc ng3

d'olu la proposition 14 .

D) Cas n=3 .
Notons E 1'espace vectoriel @4 (qui peut d'ailleurs &tre remplacé par un
espace vectoriel complexe de dimension 4 ).

L'ensemble des vecteurs décomposables de A2E* définit une quadrique de
P(/\ZE*) dont le complémentaire est un ouvert j{ affine de dimension 5 .,
En vertu du lemme 2 , l'application qui & un fibré associe le diviseur de ses

droites de saut, définit une application S de N3 dans j{

PROPOSITION 15.- 1) Tout fibré semi-stable sur IP3 vérifiant ¢, =1 et

C1 = 0 est stable.

2) L'application S est bijective.

COROLIAIRES.- &) L'opération par transport de siructure de PGZ(E) sur N3 est

transitive.

b) Le stabilisateur d'un point de N3 pour cette action est P Sp(E)

( Sp(E) désigne le groupe symplectique de E ).
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Commentaires.- L'application S munit donc N3 d'une structure de variété
analytique dont il est facile de voir qu'elle coincide avec celle de Maruyama
(ef. exposé ultérieur). En fait, on va montrer mieux : il existe une famille de

fibrés (V )

B/ Ben qui est une déformation universelle de chacun des éléments

de N .
3

Remarquons aussi que la compactification naturelle de N ne s'obtient pas

3
en lui rajoutant des fibrés semi-stables.

a) Preuve de 15.1 .

g on . 0
Soit V un fibré vérifiant 32 =1 et C1 =0 . Soit s # 0¢H (V) 5 mon-—

trons que V n'est pas semi-stable. Comme t2 =1 , la section s s'annule

au moins en un point x . Si £ est une droite passant par x , la restric-

2

tion de s & £ divisée par "1'équation"” du point x sur la droite £ donne
la suite exacte

o_>o£(1)—> Vu—y o[(-1)-7 o .

Le fibré V est donc de type (1, -1) sur toute droite passant par x ; il

n'est pas semi-stable d'apreées le lemme 2

b) Preuve de 15.2 .
On va construire une application réciproque & S
b) &) Soit B une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur E ; elle

définit un isomorphisme noté encore B de EP(E) =K @’OP( dans

E)
El*;(E) = Hom(E,C) ® OP(E)

Notons i 1'injection canonique su sous-fibré universel SP( (isomorphe

E)

\

a OP(E)(—1)) dans EP(E) et considérons la suite d'applications

t
i B i
Sp() > Ep(g) > BR(m) > SE(g)

La fléche ti (transposée de i ) est surjective.

DEFINITION.— Un complexe L1___9 LO —>1L de fibrés ol les premiere et seconde

1
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fleéches sont respectivement injective et surjective est une monade.

La cohomologie de ce complexe est un fibré de rang : rgLO - rgL1 - rgL_1
(BD -
i t'B
1
‘ . a % .
La donnée de B fournit donc la monade SP(E) EP(E) > SP(E)

Sa cohomologie est un fibré V de rang 2 .

On identifiera désormais OP(E)(-1) et SP(E)

b) @) LEMME 4.- 1) Le fibré V. est stable et vérifie ¢, =1 et € =0 .

2) L'hypersurface des droites de saut de VB est 1'hyperplan de Gr(1,3)
défini par B .

Preuve f} 1).- Considérons le diagramme commutatif

el
=i
~

«—
O & O <

(déballage de la monade)

Toutes ses lignes sont exactes.

On calcule facilement c1(VB) =0 et CZ(VB) =1 . La deuxiéme horizontale

0
donne h (Q) =4 ; la deuxiéme verticale donne alors hO(VB) =0

Ainsi VB est stable.

2) Notons pour Xx € P(E) et £ € Gr(1,3) , dX la droite de E correspon-

dant & x et Fp le plan de E correspondant & £
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La droite £ , considérée comme point de Gr , est dans 1'hyperplan défini

1 ~
par B gi et seulement si Fﬂn Fl # {O} (le signe L désigne 1'orthogona—

1ité pour la forme B ). I1 suffit donc pour montrer 2 de prouver

B! 4 2Ol

3) E=F ®@F &V
AR )

> Supposons E = FZ@ F; ; comme KX = d;' , on a pour tout x € £ ,

1 ' . 1 L
= . i xS . LY
Kx dXGB Fz On a donc 1l'isomorphisme K ’ p(E) V @ (F}Z @ O[) L'injection

i de SP(E) dans KX se restreint sur £ au plongement

SP(E)l — SP(E)‘ (23] (Fj@ Og) .D'aprés la premidre horizontale du déballage de
£ 2

1
~ ~ o0
le monade de B , on a VB’}Z- Fz®0£_2vz

© s'obtient en remontant le raisonnement de 2

b) y) Fin de la preuve de 15.2
Notons v le morphisme de 3%{ dans N3 qui & une forme B associe la classe

dans N du fibré V . D'aprées le lemme 4 , il suffit de prouver le

3 B

LEMME 5.- Si un fibré V vérifie -C2 =1 et <‘.1 =0 et s'il est stable, il est

isomorphe au fibré VB obtenu en X avec la forme B associde & V

Soit V wvérifiant les hypotheéses ci-dessus.

b) 4 1) SOUS-LEMME 1.- On a ' (V(k)) =0 pour k£ -1 , n(v(-1)) = 1.

Preuve.- Soit P un plan de P(E) ; d'aprés la proposition 13 (§14), le fibré

v P est extension d'un IX (X € P) . La résolution

00— 0. —y 20P(1) — IX(2)—> 0

I)
donne h' [T (=1)) =1

La suite exacte 0 — OP —_ V!P

— IX-——>O donne alors h1(V(—1)’ ) =1

La suite exacte 0 — V(-1) —» V —» V,_ —> 0 donne enfin

|p
h (V(-1)) ¢ 1 (car n (V(=1)) +n'(V) - 3)) =1 ) et 1'injection

0 —> HO(V‘ ) —> 1 (v(=1))

P
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Comme hO(V ) =1 (prop. 13, §13), on a hw(V(—1)) > 1 d'ol h1(V(—1)) =1 3

|p

la nullité des h1(V(k)) pour k # - 1 s'en déduit aussitdt par récurrence.

b) T 2) Preuve du lemme 5.- Considérons le fibré Q¥ T >(-7) de D

P(E

b) @ 1 . En tensorisant par V la suite exacte

0 —s oP(E)(-1) — EP(E) —>Q —»0 , on obtient d'aprds le sous-lemme 1 et
. ... .0

la stabilité de V 1'égalité h (V® 0) =1 .

Soit s # 0 € HO(VQD O) ; par composition avec 1l'isomorphisme Vo~ V¥

elle induit un morphisme de faisceaux s de O(V) dans O(Q) .

SOUS-LEMME 2.- Le rang de S est 2 .

Supposons en effet que 1'image de S soit un faisceau X de rang 1 .
Comme KN est sans torsion et V stable, on & 01(37>'> 0 (prop. 5, §6) .
Comme A * est un fibré de classe de Chern - C1(37) (prop. 3, §4) , on déduit

de la suite exacte 0 —> O (-1) —> EP(E) — Q@ —>0 1'égalité

P(E)
0 . . . .
h (97‘*69 Q) =0 ; cela contredit le fait que F  soit un sous-faisceau de Q
d'ol le sous-lemme.
D'apres le sous-lemme 2 , on a une suite exacte

o(q) g, 50

ol é; est un faisceau sans torsion de rang 1 ; en dualisant on obtient la

s

0 — 0o(V)

suite exacte

0 —99,* —s 0(@¥) —> 0(V) — > 0
Or d'aprés le sous-lemme 1, h1(V(k)) # 0 équivaut & k=-1 ., On a donc
Ei'ﬁ OP(E)(—1) et la suite exacte 0—> OP(E)(_]) —_ Q¥ — VB —— 0 donne

1'isomorphisme V 2 VB . Le lemme 5 est ainsi prouvé.

c) Remarques.- 1) Si V vérifie 92 =1 et c1 =0 , les droites de

0
HE (V(1)) sont classifiées par les couples de droites orthogonales dans PB pour

la forme alternée associdée & V
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2) Dans la terminologie de Barth, un fibré VB est appelé '"a null corre-
lation bundle".

Une corrélation C de PB est en effet un isomorphisme linéaire de [P

dans [PX ; c'est donc la donnée d'une forme bilinéaire non dégénérée B de

3

04 . L'application C est "null" si, pour tout x € P

3

5 on & x € C(x) ,

c'est-i-dire si et seulement si B est alternde.

§14. Preuve du théorime 4 : restriction d'un fibré stable & un hyperplan.

Comme il résulte du théoréme 1, la restriction d'un fibré semi-stable & un

hyperplan de Pn contenant une droite ordinaire est semi-stable.

PROPOSITION 16.- 1) Sur Pn avec n >4 , la restriction d'un fibré stable &

1'hyperplan générique de Pn est stable.

2) Sur P3 ce résultat est vrai si et seulement si le fibré V vérifie

4o, (V) - cf(v) £a .

2
Remarque.- Dans le cas 4c2(V) - c1(V) =4 , on connaft le comportement de V

sur les plans de P3 (§13 A et D).

Preuve de la proposition 16.- Le cas 01(V) impair rentrant dans le cas semi-

stable, supposons que V soit un fibré stable sur Pn , avec n» 3 et
01(V) =0 ., S'il existe un hyperplan sur lequel V est stable, ce sera vrai

pour presque tout hyperplan d'apres la proposition 7 (§8).

Supposons donc V instable sur tout hyperplan.

a) LEMME 1.- Pour tout hyperplan H sur lequel V est semi-stable, on a

hO(V'H) =1 . Pour tout o ¢ HO(V,H) , O #0 , le lieu des zéros de

est de codimension 2 dans H

Le fibré VIH a au moins une section s # 0 ; notons Y = {s = O} .

a) o) Y#@ .81 Y est vide, on a CZ(V]H) =0 d'ol e,
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V ne posséde pas de droite de saut (Th. 3) et d'apres le théoréme 2 , il est
décomposable. Mais V est stable par hypotheése ; l'assertion Y = ﬁf est donc
absurde.

a) (3) Codim ¥ =2 . Il suffit d'aprés & de montrer que Y ne contient
pas d'hypersurface . Pour cela soit f ¢ HO(O,P (k)) (k; 0) telle que s s'an-
nule sur .[f = O} ; le morphisme s/f de I(;H(k) dans V'H est injectif ;
par semi-stabilité on en déduit kg O d'ol k=0 . c.q.f.d.

a) y) h V‘H> =1 . Soit s' une section ;é 0 de V]H ; la section
sNs' de OH est constante donc identiquement nulle. Par suite, s et s'
sont proportionnelles sur le corps des fonctions de H ; si une fonction ration-

nelle s'annule, elle le fait en codimension 1 seulement ; le coefficient de

proportionnalité eppartient donc & € (d'apres ﬁ ) d'ol le lemme 1 .

b) En appliquant la construction de §10 A &4 F = F(n-1,n) et V , on prouve
de méme que le faisceau q*VF est localement libre de rang 1 , donc isomorphe

4 un OP (A) . Sa fibre au point H générique de PE est l'espace HO(H,V'H)
n

LEMME 2.- En dehors du cas n =3 , deg s(v)red =1 et s(v)red lisse, le

fibré q*VF est trivial.
Preuve.— o) Supposons n 3y 4 . Soit P un sous-espace linéaire de codimension
2 de Pn contenant une droite ordinaire £ et une droite de saut £' se

coupant en x . Un tel sous-espace existe car il existe des droites ordinaires.

Notons J 1l'ensemble des hyperplans contenant P . Si H€J , ona V "
semi-stable car H contient £ . Soit O—H € HO(V’H) une section non nulle
(Lemme 1). Alors O‘H(X) #0 . En effet si G‘H(X) =0 , alors O'H m= 0
pour toute droite ordinaire £" passant par x ; donc O est nul sur un

H

ouvert dense de H contrairement & 1'hypothése. La direction définie dans V
x

par U'H(x) est la trace dans VX de l'unique sous-fibré positif V+l' de
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VIZ' . Cette direction ne dépend donc pas de H et 1'évaluation en x fournit

une trivialisation de q*VF]J . Ona dimJ =1 ,d'ou N =0 et le lemme pour
ny4 .

(3) Supposons n =3 . Pour tout x ¢ P3 , notons C(x) 1'espace (réduit)
des droites de saut de V passant par x . Comme V est stable, pour tout x
dans un ouvert de Zariski non vide UV , C(X) est une courbe. Pour [ ¢ C(x) ,
on a V]Z = Ol(n(x))‘Q Oz(—n(x)) avec u(x) > 0 et le sous—fibré Oi(n(x>)<: Vll
est uniquement déterminé, notons-le V; . Pour tout £ € C(x) , notons
age) € P(VX) la direction V;,X C‘Vx . Nous allons montrer que sous les hypo-

théses du lemme 2 , 1l'application 4 : C(X)-——? P(VX) est constante pour au moins
un XO € UV . Supposons ce point acquis et démontrons le lemme 2 . Soit £ une
droite ordinaire pour V passant par XO et notons J' la variété des plans
passant par £ . Pour P € J' , V P posséde une section Ob non nulle
(lemme 1 ) et le lieu des zéros de cette section est fini (lemme 1 ). Donc

UP(XO) # 0 car sinon crpll = 0 puisque £ est une droite ordinaire. Comme P
contient des droites de C(X) , U§<Xo) appartient & la droite

d(C(x)) € P(VX) . Ceci fournit une trivialisation de et comme J' est

Vg

une droite de B¥ , ona A =0 , d'ol le lemme 2

) Démontrons que 4d : C(x)-:-; P(V ) est constante lorsque
Y/ Demontrons que x

deg S(V)red 22 , pour un X convenable dans UV . Les sous-espaces lindaires
de codimension 2 de la grassmanienne des droites de EB pour le plongement

2 (o ‘ . .
dans P(AE) sont en général constitués par l'ensemble des droites qui rencon-

trent deux droites ﬁ} et l2 en position générale. Il existe donc un tel sous-—

espace Q(l1,l2) tel que Q(£1,12)Iﬁ S(V)red soit un diviseur réduit, donc une

courbe réduite de Q(l1,£2) . Le morphisme TT qui & £ ¢ Q(l1,Z2) associe

([;ﬁ [1 , £ F\Zg) est un isomorphisme de Q(lw,zg) sur /£

X .
1 [2 Pour un

) est un schéma fini réduit.

X € £, en position générale, TY '1(x) n(@Qn s(v)r

ed
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Soit x un tel point, notons 2:(Xo) la variété des droites qui passe par
o .

x et P2 le plan engendré par X et 22 . Ce qui précéde montre que le
o

schéme 2 (xo)(W S(V)red a P2 est fini et réduit, et comme (xo)rﬂ P2 est une
droite de Gr(2,4) , le nombre de points de z:(xo)!ﬁ S(V)red N P est égal au
degré de S(V)red . Donc E:(xo)f\ S(V)red est une courbe réduite de degré » 2 .

Comme C(xo) est le schéma réduit associé a L (XO) f\S(V)r y C(xo) est une

ed
courbe réduite de & (xo) de degré z2 .

Un plen P passant par x en position générale par rapport a C(Xo) coupe
cesd k= deg(s(V)

c(xo) en nombre fini de droites £ ) . Le fibré V!

17"k red P
possede une section non nulle (yp qui s'annule en un nombre fini de points,
(1lemme 1) et cette section est non nulle en Xo puisque par Xo passent des
droites ordinaires pour V . On a donc d(l1) = d(lz) cee = d(lk) et comme ceci
est vrai pour tout P en position générale par rapport i C(XO) , l'application

d est constante.

8 ) Démontrons que d : C(XO) —_ P(VX ) est constante pour un Xo conve—
o

nable lorsque. deg s(v) =1 et S(V)red n'est pas lisse. D'apreés le §13 .

red
S(V)red est constitué par 1l'ensemble des droites qui rencontrent une droite
fixe a .
Soit P un plan contenant a . Toutes les droites de P sont des droites

de saut pour V . Il en résulte que V'P n'est pas semi-stable (Th. 1). Soit k
le plus petit entier tel que hO(P,V(k)) £0 ,et oc¢ HO(P,V(k)) , o £0 .

Ona k-1 et O ne s'annule qu'en un nombre fini X1,...,X de points de
m

P .Soit x €P , x fa , x #x. , 1ci<cmn .lavariété C(x ) est
o o o 1 ~ o

formée des droites de P passant par Xo et pour tout £ € C(x ), d(Z) est
0

engendré par < (x ) €V (k)= V . Par suite 4 : c(x ) —sP(V_) est cons-
X X
(o] o o

tante.

¢) Reprenons la démonstration de la proposition 16 . Soit V un fibré stable
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instable sur tout hyperplan , C1(V) = 0 et supposons qu'on ne soit pas dans

le cas n=3% , deg S(V)red =1 , s(v) lisse. Alors, comme q*VF est

red
trivial (lemme 2 ), on & une section non nulle de VF , d'oll une section non
nulle de V ce qui contredit la stabilité de V . Pour achever la démonstration

il suffit donc de démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 17.- Soit V wun fibré sur P3 de rang 2 , steble, tel que

c1(V) =0 . On suppcse gque

1) Pour tout plan PcC PB , VIP n'est pas stable.

2) la variété (réduite) des droites de saut est lisse de degré 1

Alors 02(v) =1 .
Nous donnerons ici une démonstration communiquée par J. Le Potier.

Soit F la variété des drapeaux du type (point, plan) de P? . Notons

- g
p:F— P3 , q: F -——)PB les projections. Soit B 1la forme bilinéaire non

dégénérée associde & S(V) (§13) et notons W< F 1le graphe de la corrélation

red
~ 0
PB-——) P3 définie par B . Pour tout plan P C‘.P3 , h (P,V) =1 (lemme 2 ),

0 [ c
et pour © € H (p,V) , O £ 0 , le lieu des zéros de O est le point conjugué

de P pour B . Il en résulte que q*(p*V) est un fibré de rang 1 sur EB .
~ ~
donc de la forme qE (ot h) ( h est la classe de la section hyperplane) et que

=
Pl

le morphisme d'évaluation

~N
ev : OF(ok h) — p*V = Vg

~

a pour lieu de zéro la variété W . En particulier sur F - W , OF(d h)|F W

est un sous-fibré de rang 1 de VF Fow o c Notons X 1la variété des drapeaux

(X,l) ol X € PB , £ est une droite de saut de V et x € £ . Pour tout
point (X,P) € F-W , le point x n'est pas le point conjugué de P . Il
existe donc une seule droite de saut £ = s(X,P) passant par x et contenu dans
P . On définit ainsi un morphisme T : F - W —X qui & (x,P) associe

(x,s(x;P)) . Le morphisme TT est une submersion. La fibre de TY au-dessus
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d'un point (x,i) est constituée par les plans P qui contiennent £ et tels

que x ne soit pas conjugué de P . Notons m : X — P la projection et

VX = m*V ., On a alors un isomorphisme canonique identifiant TY*VX 4 VF Fow "
+

LEMME 3.- Il existe un sous-fibré de rang 1 V de VX tel que

* = b
W*L OF(o( h) P - W
En tout point (x,£) 1la fibre de VX est la fibre V_ de V en x . Pour

~ -1
démontrer le lemme, il suffit de voir que pour tout (x,l) R OF(d h)/TT (x,i)

est un sous-fibré constant de VX : c'est-a-dire que pour tout plan P contenant
£ et non conjugué de x , la droite de VX engendrée par les valeurs en X
des sections non nulles de V sur P , ne dépend pas de P . Notons V; le
sous-fibré de rang 1 de V P de classe » 0O et facteur direct dans V . Pour

tout P contenant £ et non conjugué de x , et toute section ¢ de VlP ,
e % 0 , o s'annule au point conjugué de P . Donc a (x) # 0 . Une telle
£

section O se restreint en une section cr/l non nulle en x de V' . Donc

+ .
O‘/Z est une section de V}3 non nulle en x et la droite engendrée par

+ .
o(x) est (V[)X et est donc indépendante de T et de P .
Retenons de cela qu'il existe un sous-fibré V+ de rang 1 de VX qui en
+
tout point (x,£) € X a pour fibre V . Soit S la variété des droites de

£,X

saut. C'est une sous-variété de la guadrique Gr(2,4) C.P5 obtenue en intersec-

tant Gr(2,4) avec un hyperplan de P en position générale. C'est donc une

5

quadrique de dimension 3 . Soit E 1le fibré canonique de rang 2 sur Gr(2,4) N

ES sa restriction & S . Le fibré projectif associé & ES s'identifie & X

Notons n : X——> S 1la projection. Nous utiliserons 1'énoncé suivant :

LEMME 4.- Soient V, =c (8.) , v, = OZ(ES) , h= 01(0(1)) € HZ(

. 2
section hyperplane et notons encore h 1la classe n*h € H (X,Z)

@3,2) la

On & alors {H'(S,Z) = z[v1,v2]/(vf - 2V2,V§)
B (X,2) = 5°(5,2) [0]/0® + V0 + ¥

2
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2
D'aprés le lemme 4, on & H (S,Z) = ZO &) E% . Donc 01(V+) = av, + bh
1

+
Comme V est un sous-fibré de rang 1 de VX et comme C1<VX> =0 , ona

une suite exacte

+ —
0 —7 — Wy — V —s0

- +
ob V est le dual de V . On a donc
2 2
(1+02h ) = c.(vX) =1 - CW(V o,
et par suite
2 2
1 +c.h” =1 - (av, + bh)
2 1
. . 2 2
En utilisant les relations V1 = 2V2 et L + th + V2 =0 , on obtient
2 2 .2
- + -2 I =0
(02 2ab+h )th + (c2 a“+b )V2
Comme hV1 et V2 sont linéairement indépendants dans HZ(S,Z) , on a
2
02 -2sb +b =0 |,
2 2
- 2= =
02 & + Db 0
2 2
On a donc a =0 , c, == b ; ou bien a =Db |, c, = b° . La premiere solu-
. . + . 2.2
tion est a écarter car 02 > 0 . On a donc CW<V > = b(v1 + h) . CP(V) =bh
Soit £ €S .Alors n '(£)c X s'identifie » la droite Zc< P, et TV, -1
3 xln” (2)
. c s N + . PR . + / 2
s'identifie a V[ . De ce qui précede résulte que Vi = Of\b) avec b = 02

Donc le saut de V sur les droites de saut est constant et indépendant de la
droite considdrée. Soient P un plan de IP3 , O une section non nulle de V
sur P . On a une suite exacte

O—>OPT—)V~—> 0, — R —0
ol R est un anneau gquotient de Op , de suppert le point g conjugué de P ,
de longueur c¢ (V) et définie localement par deux équations f,g . On a donc

2

Rx 2 ¢ {u,w} /(f,g) . Toutes les droites passant par XO et contenues dans P
o)

sont des droites de saut de V et comme le saut est constant et égal & 2b , sur
toutes ces droites £ , 0 0 By s'annulent en XO 4 1'ordre < b, une
de ces fonctions s'annulant & 1'ordre b . Par suite les termes initiaux de f
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et g sont des polyndmes non nuls de degré b en u et w . Il en résulte

R (b2+1)(b2+2) _

que la longueur de RX est supérieure a 3 . On a donc

o 2
2 2
(b"+1)(p7+2) _ 3 < b2
2

d'ou

2

c, + c, - 4 €0
et par suite

c, = 1 c.q.f.d.
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Séminaire E.N.S, (1977-1978)

Exposé n°Vv
CONSTRUCTION DE HORROCKS ET CRITERE DE BARTH
par. Adrien DOUADY
Notations.

4

On pose T =6 , x=IP(T)=P3

€ . Pour tout espace V , on notera
VX ou simplement V 1le fibré vectoriel trivial de fibre V sur X , Si E
est un fibré vectoriel, on note ET son dual, ?g le faisceau de ses sections
algébriques réguliéres ou analytiques selon 1le gofit du lecteur. Unhe forme

symplectique sur un fibré E est une forme bilinéaire alternée, non dégénérée

en chaque point,

1. La construction de Horrocks,

2n+r

Soient V =C muni d'une forme symplectique (donc r pair) et posons
WO = @n o SOit ¢ ¢ T x WO<——9 V une application bilinéaire telle que
(i) Pour t € T non nul, l'application ot wo —>» V est injective,
(ii) Pour t € T non nul, W= @t(wo) est un sous-espace isotrope de V ,

Pour x € X , on pose wx = Wt pour t un représentant quelconque de x
Les VW sont les fibres d'un fibré W sur X et ¢ identifie WO(-1) AW,
On pose E = Wiyw .« C'est un fibré de rang r sur X , muni d'une forme
symplectique. On dit que E est obtenu & partir de ¢ par la construction

de Horrocks.

PROPOSITION 1.~ Avec les notations ci-dessus, soient X, et X, deux points

distincts de X, et D la droite passant par x, et X5e Pour gue EID soit tri-

. . . . ES .
vial, il faut et il suffit que wx et wX soient supplémentaires dans V ,
1 2

Démons tration.~ a) I1 suffit : soient t1 et t2 des représentants de X, et
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X e t = o AL 7, C b Y i éfini
5 1 t a1t1 + a2t2 Alors Vt Y 1 + ]t2 , Ce qui permet de définir
une application ot Ex —> V/WX »%WX pour tout x € D , La forme bilinéaire
1 2
induite sur W +W ~ estmnon dégénérée, cet espace est de dimension 2n |,
1 2
et wx est isotrope de dimension n , donc WX est égal a son orthogonal

dans W_ + W , autrement dit wi'f\(mz +Y_ ) =WY_ . Par suite a_ est
1 %, x X, %, X x

injective ; pour raisons de dimension c'est un isomorphisme, et on obtient ainsi
une trivialisation de E D *

b) Il faut : montrons que si v.ooet ng ne sont pas supplémentaires, le

1 2
fibré ElD n'est pas triviale. Soit u € wx N w;L un vecteur non nul. On a
1 2
u € wi— pour tout x € D , donc u définit une section de wlb « On ne peut

avoir u € Wx pour tout x € D , car u définirait une section non nulle
de W , ce qui est impossible puisque W Q»WO( -1) . La section de E, définie
sur D par u , n'est donc pas identiquement nulle, cependant elle s'annule

en x, ce qui montre que E n'est pas trivial, cC.qg.fed.

1 D

PROPOSITION 2.- Soit E un fibré de rang 2 sur X obtenu par la construction

de Horrocks, Pour presque toute droite DC X , le fibré ElD est trivial.

Démons tration.- On a c1(E) = 0 puisque E admet une forme symplectiques.
D'aprés le théoréme de Grauert-Mullich (exposé IV), il suffit de montrer que
0 . oy
H (X:E (—1)):0 . Ceci résulte de la suite exacte
L

0 —— ¥y (-2) —— V(1) —> E(-1) —> 0 ,

L .
ol HO(X;LU (1)) =0 puisque Y1 est un sous-fibré du fibré trivial Ve

et H1(X;Wo(—2)) = 0 puisque W, est trivial,

Remarque & J'ignore si l'hypothése r = 2 est nécessaire.

2. Monades.

On appelle monade sur X un complexe de la forme
0 —— W (-1) —Lsv Es 1 (+1) — 0

ou V, WO’ MO sont des fibrés triviaux sur X , Y injectif et Y surjectif,

78



CONSTRUCTION DE HORROCKS ET CRITERE DE BARTH

Le fibré d'homologie E = Ker ¥/Imf ¢ est le fibré défini par la monade.

Un fibré, obtenu par la construction de Horrocks, est défini par la monade

o-——->wo(-1) --‘-"—>v_-‘—"1>wg (1) —> 0

PROPOSITION 3,- Soient E wun fibré de rang r sur X , défini par une monade

o——->wo(~1) ——>v——->Mo(+1) —_—0

et o une forme symplectique sur E . Il existe alors une forme symplectique B

sur V et une seule telle que E muni de « soit obtenu & partir de ¢ et B

par la construction de Horrocks.

Remarque : Si V est le fibré trivial de fibre V0 , une forme bilinéaire sur V

est nécessairement une forme bilinéaire sur V. indépendante de x € X

0
Démons tration.~ Posons N = Ker¥ , ¥ =1Img , M= MO(+1) , notons Alt(M)
le fibré des formes bilinéaires alternées sur V , nulles sur Nxxw « On a
une suite exacte

0 ——> Alt(M) —— ALt(V,N,¥) —> ALt(E) ——> 0 .
Mais A1t(M) = (Alt(My))(-2) , donc Hi(Alt(M)) =0 pour i=0 et 1 , et o
provient d'une forme unique P € HO(X;Alt(V,N,w)) c Alt(VO) .

Pour tout x ¢ X , on a Wx = Ni puisque B € Alt(V,Ng,Wx) et que la
forme o, est non dégénérée, Enfin B est non-dégénérée, car s'il y avait un
vecteur non nul v € Vl'C V , il appartiendrait a wx pour tout x , donc
définirait une section non nulle de W , ce qui est impossible puisque (JQ:WO(~1).
Remarque : Si E est de rang 2 , les conditions suivantes sont équivalentes

(i) E admet une forme symplectique,
(ii) Le fibré A°E est trivial.
(iii) C1(E) =0 .

(1v) dim MO = dim WO .
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3+ Le critére de Barth,

Soit E un fibré vectoriel de rang r sur X , muni d'une forme symplec-
tique, Pour tout k €Z , posons H = H1(X 36(x)) . Par dualité de Serre, en
T 3.6 2
remarquant que ExE et que (w (-=4) , ona HY(X; €(x)) o,y o

L'espace vectoriel gradué H =& Hk est de dimension totale finie, et est un

module gradué sur l'algébre A =& HO(X;(}(k)) = S(TT) .

7 AN
THEOREME.- On suppose que, pour presque toute droite DC X , le fibré ElD

est trivial. Les conditions suivantes sont égquivalentes @

(i) E peut 8tre obtenu par la construction de Horrocks.

(ii) Le A -module H est engendré par Hoy o
(iii) ona H (x;8-2)=0 .,

Ce théoréme est la conjonction des propositions 4, 5, 6 et 3 .

4. L'implication (i) = (iii) .

3

PROPOSITION 4.- Soit E un fibré vectoriel sur X =IP°C défini par une monade,

On a Hi(X;"g(—Q)) = 0 pour tout i .

Démons tration.- Avec les notations du n°2, on a les suites exactes

0 — N(-2) v(-2) 5 Mo(-1) —_— 0

00— wo(-3) 5 1(-2) 5> E(-2) ——> 0

Rappelons que H (X:(#(x)) =0 pour k =-1, -2, =3 , i quelconque. Comme

les fibrés V, M, et W¥W_ sont triviaux, il en résulte que ' (x 3 M-2)) =0

C 0
pour tout i , puis que Hl(x;‘g(-Z)) =0 , Ceqefede

5. L'implication (iii) = (ii) .
PROPOSITION 5.~ Soit E un fibré vectoriel de rang r sur X . On suppose

que E|D est trivial pour presque toute droite D , que E ET et

i’ (x;E(-2)) =0 . Alors H est engendré comme A -module par H,
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Démons tration,- On a HO(X ,f(k)) =0 pouwr k<O , En effet, une section de
E(k) ecst nulle sur presquc toute droite, donc nulle, De méme, si Pc X est
un plan contenant une droite D telle que E D soit trivial, on a HO(P;‘c‘EP(k) =0
pour k<O ,

ona H (x38(x)) =0 pour kx<-2 , comme on le voit par récurrence
descendante au moyen de la suite exacte

0 — 1(ps5, () —> B (x;E (k- 1)) —=> ' (x:EW)

ol P est un plan comme ci-dessus,.

Par dualité de Serre, on en déduit que H2(X $€(x)) =0 pour k>=-2

Soient maintenant D une droite telle que EID soit trivial, P1 et P2

deux plans tels que D = P1 N P2 , F§,1 et §2 € HO(X ,&(1)) des équations
de P1 et P2 respectivement., On a une suite exacte a la Koszul, ou a la
Mayer-Vietoris ¢
( § )
-¥ (€ ,E)
q
0_961}{(_2) _.__)(/X(-1)2 1 %C};{ &&D >0 .

En tensorisant avec ¢ (k) , on obtient une suite exacte que 1'on peut décompo-

ser en deux suites exactes courtes @

(x,,8,)

I (x) 0

0 —5&x-2) ——=¥x-1)2

0 5> (k) —=—>E (k) C}D(k')r —s0 .
Pour k>0 , ona HA(X;%&(k=2)) =0 donc (8185 3 HE_1 — H (X3 (x))
surjectif, et 1{1(X;O]‘)(k))r =0 , donc 4 : H (X3 (X)) —> H, surjectif,
Il en résulte que tout élément de Hk est de la forme E1 h1 + !th , avec

h1 et h2 € Hk-1 s Ceqefede

6. L'implication (ii) = (i) .

PROPOSITION 6.~ Soit E wun fibré vectoriel de rang r sur X . On suppose gque

-
110()(;6(—1)) =0, Ex~E , et qu H est engendré comme A-module par H, .

Alors E pcut &tre défini par une monade,
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Remarque : La condition E trivial pour presque toute droite D entrafne

D
HO(X;‘g(—ﬂ):O, comme on l'a remarqué au début de la démonstration de la pro-
position 5 .

Démons tration.- Posons M= H_, et Al = (%O(H) . Les extensions du faisceau

localement libre J(» par é sont classifiées par

Ext! (s E) = H (Ll & §) = Mg & HY(X;8(-1)) = Hom(My 3 H_,) o

Soit O - ?{ > Q» CL/) > 0 1l'extension correspondant a l'iden-
tité de H P En transposant, on obtient une extension
) T o u @
0 O%) /% O >0 .

L'application uy @ Ext! (MC;QT) — Bxt! (tH375) est bijective, En effet, dans
la suite exacte

i (xion(ci; 1)) —— ! (6 Fon(ehs @ 1) —— 1w (xfon(els ) — nlxson(cs Al ),
les deux termes extrémes sont de la forme M; ® Mg by Hi(X;f_’,Q(—2)) =0 , Ceci

permet de construire un diagramme commutatif A lignes ct colonnes exactes ¢

<O

-
i

BN

-

o &— De—o @é—

|

o
e M X .
o €& <« _14“*‘6: &0
NV

J

LEMME.- Le fibré V ainsi obtenu est trivial,

Démons tration.— Dans la suite exacte de cohomologie associée a
0 E(-1) —> @ (-1) —>lbo —5 0,

1'homomorphisme de liaison d ¢ M, —> H est 1l'identité par définition de

0 1

l'extension @ . Tout €lément f € Ak+‘| définit un morphisme de cette suite
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exacte O é(k) Q(k) ’j{(k) —> 0 ; il en résulte que dans la suite
de cohomolcgie associée, 1l'homomorpnisme de liaison

. o/, ..
d:Aa  ON = H(Z s M(x)) —— Hy

est celui défini par la structure de A1 -module de HO ¢ 11 est surjectif
par hypothése,

Dans la suite exacte

100 5l(0) — 1 (GE8(K)) —— 1 (GE (1)) — 1 (GAK)
1'homomorphisme d est surjectif et H%X;o’ﬁ;(k)) =0 , donc H1(X;Q(k)) =0 .

T .
Par dualité de Serre, HZ(X e (x)) = 0 pour tout k . Les suites exactes

H (e (1)) —— 1 (28(%)) —— 1 (4 (¥))

- 12(%; @ (x)) — 8K B(x)) —— BA(x5ch(x))

ol H1(X;(;JIQT(1<)) = Mg ®H (%3 (Hx-1)) =0
et HZ(X;(/i(,(k)) =M, Hz(X;OL(k + 1)) =0 ,
montrent alors que H1(X;’))’(1<)) = }Ig(X:'Z}:’(lc)) = 0 pour tout k .

D'aprés l'exposé 1, le faisceau U~ cst de la forme @ CQ(pi) .
1<igr

La suite exacte

O(x; % 0 0 < 1

1 (%58 (1)) — 1 (5@ (1)) —— B (el(-1)) —— 1 (x; §(-1))
ot d est un isomorphisme et HO(X;‘g(-1)) = 0 par hypothése donne
HO(X;Q(——H) , et la suite exacte

KO0k (-2) —— 1206 VH(-1) —— 12(6@, (+1))

0 , .
montre que H (X;1(-1)) = 0 . Il en résulte que p; $O pour 1Ligr &

D'autre part, c1(E) = 0 puisque E NET , donc C1(Q) est égal a la
dimension n de M , et c1(v) =n-m=0 ., Comme c1(V) =%p; » ona

p, = 0 pour tout i , ChrCofede

Fin de la démonstration de la proposition.~ Le fibré E est défini par la

T
monade 0 w3 r«o(-1) _—V — MO(+‘I) ——> 0 , C.qef.d.
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Remarque.~ 1) Il résulte du fait que HO(X;Yg(—1)) = HO(X;[ZFk—1)) =0 que
les quatre extensions qui figurent dans le diagramme ci-dessus n'admettent pas
d'automorphismes. On peut donc considérer 1l'espace vectoriel V = HO(X;LQ)
comme "naturellement" défini par L[ . On a en fait V = H'(X,E & O')  comme
on le montrera dans un expos¢ ultérieur,

2) Rappelons que My = H1(X;"ﬁ(—1)) . Pour obtenir une description de V ,
observons que HO(X;Q”T) = H1(X;oﬁj) =0 , d'oll V = HO(Xﬂz ) . On a donc une
suite exacte

0 ——> Ho(x;%) —S—V—s T e }11(x;%(—1)) —_— H1(X;‘5) —>0

3) Sous les hypothéses du théoréme et les conditions (i), (ii), (iii),
jt'ignore si HO(X;‘g ) =0 pour r =2 dés que E n'est pas trivial, ou plus
généralement si pour r quelconque on peut mettre E sous la forme E1 &P E2 ’
avec E1 trivial et HO(X: 52) =0 , Cependant lorsque E est de rang 2 et

N . 0 .
posséde une structure réelle, on verra plus tard que H (X,?S) =0 (expose VII,

prop. 4.2).
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Séminaire E.N,Se (1977-1978)
Exposé n°V]

’ N

THEOREME D°'ANNULATION

par A. DOUADY

1. Notations et résultats.

On reprend pour l'essentiel les notations de 1l'exposé sur la transforma=-

tion de Penrose @

X = P3¢ , Y = G2ﬁ24 (grassmannienne), Pour y € Y , 8, = q,;c ¢t est 1e
+ 4 s = + 2.+ - 2.~

1 dant =0 = = [} = 3

plan correspondant, <§y /@y ' /\y /\y A v et /\y A y *

On pose Dy =]P§;C X et Z={(x,y) € X x ¥|x ¢ Dy} (variété de drapeaux).
P:$Z—>X et gt Z—>Y sont les projections, On note Cy={y'|DynDy,;(m.
Pour tout espace vectoriel V , on note V.r son dual,
On note E, un fibré vectoriel algébrique sur X , et S 1l'ensemble des
y €Y tels que E p ©ne soit pas algébriquement trivial. On pose & = q*p*g s

y

ce faisceau est localement libre sur Y-S , d'ol un fibré F sur Y-S , et

ce fibré est muni de la connexion de Penrose V
Enfin Y contient M =1P1}I I~ S4 .

Le but de cet exposé est de démontrer le résultat suivant 3

i \
THEOREME 1 (Drinfeld, Manin).- On suppose que S n M = g et que FIM peut 8tre

muni d'une forme hermitienne compatible avec la connexion. Alors g (x; £(-2))=0 .

Ceci permet, dans le cas oi E est muni d'une forme symplectique (ce qui
est toujours possible si r = 2 ), d'appliquer le critére de Barth qui montre
que E peut @tre obtenu par la construction de Horrocks,

Dans tout l'exposé, nous supposerons S n M = ﬂ o La deuxiéme hypothése

n'interviendra qu'a la fin,
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2. Rappel sur les images directes et les suites spectrales,

(*)

Soient X et S deux espaces, T ¢ X —>» S unec application continue
et 8 un faisceau sur X o Les faisceaux J{;qfr*f, ¢st le faisceau associé au
préfaisceau V#---3 Ilq(:‘r-1(v);ﬁ) .« On a unc suite spectrale dont le terme IE2

est (HP(S;@,qﬂ*“&)) aboutissant aux H (X;¥) . En bas degré, ceci se réduit
A une suite exacte

0 —> ' (55m 8) —> ' (18) — 155 %' 8) —> wsimE) —» WG E) .

D'autre part, une suite exacte

0 % 40 PO

O > O 1§ 1 LR NY

de faisceaux sur X donne naissance A une guit. spectrale de falsceaux sur S
’s

st (R,qﬁ*fp) ,

(suite spectrale relative de la résolution), dont le terme IE1
et qui aboutit aux &', & .

Si X et S sont des espaces C-analytiques, 1 analytiquc et propre,
et & un faisceau cohlrent sur X , les faisceaux f&;qw*‘g sont analytiques
cohérents sur S (théoréme de Grauert)., On n'aura 3 considérer ici que le cas
ol X et S sont des variétés, T une submersion propre, et & un faisceau
localement libre sur X (faisceau des scctions analytiques d'un fibré E e
Dans ce cas, la démonstration du théoreme de Grauert se simplifie, mais ceci
n'entraine pas quc les L’,’Q)q'ﬁ* é sont localement libres sur S o Cependant,
on a la description suivante ¢

pour s € S , posons X(s) = rr—1(s) , notons & (s) 1le faisceau sur
X(s) des sections analytiques de E[X(s) (éventuellement prolongé par 0 2
X ). Pour q f£ixé, la dimension de H¥(X(s); &(s)) est une fonction analyti-
quement semi-continue supérieurement de s . Sur l'ouvert S' fermé des s
pour lesquels cette dimension prend sa valeur minimum, les espaces HY(X(s);&(9)
sont les fibres d'un fibré vectoriel Rqﬂ*€ dont les sections analytiques

forment le faisceau @qn*é .

(*) Ce paragraphe est consacré a des généralités S , X et & n'ont pas les
significations particulieres données au n°i.
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3. Le faisceau ‘50(—2) .

Notons E1 le fibré Pp*¥E sur Z , et naturellement "?:1 le faiscecau

sur Z des sections analytiques de E,' « Nous noterons éo le sous-faisceau
de 61 formé des sections localement constantes sur les fibres de p . Comme
. g <z : .
P est une submersion, on a (("O)x y = Gy Powr (x,y) € Z . En appliquant le
?
méme procédé a 5 (k) , on obtient un faisceau noté¢ f’o(k) sur Z  Comme
p induit un homéomorphisme de q—1 (M) swr X , ona
i,y i, -1 . i, -1 N
H (X E6() = #(a (10); Z(K)) = Lim H (¢ (V)5 E,(K))
pour V voisinage de M dans Y .
Nous nous proposons de déterminer
1 1, -1 .
H (%€(-2)) =1 (¢ (M)3¥€(-2)) .
Pour cela nous utiliserons la suite spectralec des images directes par

-1 .
qM:q (M)—vM .

. . k k
Remarques.- 1) Pour tout faisceau LO/V sur Z , on a \Rqﬂ*(gqu (M)) =(% qx g)‘M
(restriction sans extension des scalaires). Nous écrirons donc q  pour Ay o
2) Le faisceau ‘80(-2) n'est pas un faisceau de C‘O'Z-modules, on ne peut

donc pas lui appliquer le thloréme de Grauert,
PROPOSITION 1.- On a H' (x38(-2)) = HO(M;JU q*q‘_’)o(-z)) .

Ceci résulte de la suite exacte
0 =5 1" (M50, ,(-2)) — B (138(-2)) —> 10015 R a By (~2)) —> B30, €y (-2))

et du lemme suivant :
LEMME {.- On a q*‘go(k) =0 sur Y-S pouwr k<O ,

Démons tration.- Soit y € Y-S . Comme E, est trivial sur 2z(y) = D, , ona

HO(Z(y);‘é1 (x)(y)) =0 powr Xx<O , Or ‘81 est localement libre sur 2 ,
donc q**g1 est nul au voisinage de y , Comme ﬁo est un sous—-faisceau

de 2‘;1 » le faisceau q*‘é est un sous-faisceau de q*f1 , donc est nul

0

au voisinage de y . CeQeFaDs
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Pour déterminer &1 dx ‘fo(-z) , nous utiliserons la suite exacte de

Poincaré

(3) 0= E (-2) — & (-2) | 0f (-2) 2302 &€ (-2) — 0

0 1 Qzlx 1 zlx T
que nous €&crirons
7
o —>¥ (-2) A LN
Les faisceaux {1 sont localement libres sur 2 (mais les @ ne sont pas

(% -lineaires 1),

4, Calcul dc gquelques images par q .

On pose lex(i) =Q%1X®(/Qz(i) pour i€z , j € {0,1,2} . Nous

allons déterminer notamment les faisceaux q*Q%'y(i) et @1 q*{?%lx(i) pour

j=0,1, 2 et 1i=0,-1,-2 .
‘Remarque 3.- Ceci nous permettra de déterminer q*(f1 x QZ‘X(l)) et
1 j . -1 .
&Q)q*(‘é)1 @Q%ix(l)) sur Y-S . En effet, sur Z-~-q (S) , le faisceau “61
s'identifie & ¢*(%) , donc q*(?f‘l ®/ﬂj) = F® q, (e pour tout faisceau Cg
¢

sur Z .
LEMME 2.- On a Q. = (& (-2, 1)
T —= 7y AN .

, . T - < (5 - R
Démons tration.- On a T yDy =L @ (éy/Lx) . Or L X (éy/Lx) = A , d'ol

’ Yy
®R-2 -
= X oGefade
Tx,y Lx /\y,cqfd

PROPOSITION 2,- Les faisceaux qy G¢Z(i) et Je] qy cﬁz(i) sont donnés par le

tableau suivant @

1 . X, -
2 ax %5 (1) s587(~1) | U(-1) 0 |0 0 0
, -\ i -T
. 23 3
q*&z(l) 0 0 o | (37)|s7 3
i -2 -k -2 -1 0 1 izt
0]
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Démonstration,~ Pour y € Y , on a C}D ® (}Z(i) = (}D (i) , et

0 i, T Y . y .

H (Dy;(}(i)) =S (@y ) pow i20 , O pour i<O0O , d'od les q*cC (1)
La dualité de Serre relative donne q*O’) JQ q*(g ® QZIY) pour tout
faisceau Lj localement libre sur 2 tel que q*g] soit localement libre,

Ici, (%q*(}(2 k,1) =53 ,doules& q*@() en vertu de la remar-

que 3 , Ceqefeds

PROPOSITION 3.~ On a le tableau suivant ¢

2oy | o | o | o
w) @) || o &7 o

i -2 -1 o]
. s T o <+ s _ @ 5
Démons tration.- a) On a T(x.y)Ax = (@y /Lx) ©o  , doh T A =0 6y/LX .
- . - ps - - - T 1
Z} ' = )
Or LX ¢ qzy/Lx s'identifie a /\y , donc @/Lx /\y o Lx , et Q
(e, -1) .

on a q*Q;IX(i) =T o g, (®(i+1,-1) =0 pour i=-2 et @*Tm%{(-n

pour i = -1 , De méme L7€1q*Q1ZlX(i) -5 ® ®1q*ﬁgz(i+1,-1) = 0 pour

tout i>=-2 o Enfin, pour y €Y , on a

1

, _ 4T o 0 - TS . . 1
H (D, le@(}Dy) =8 @H(D;s /o) =8 ‘@8 =T Y , dol Wl x = Oy

(en fait 1l'application q* : Qj{ —> q*Q1Z[X est un isomorphisme), Cuqefede

2 .
- 9} = -
LEMHE 4.- Ona Qp)y (}Z(e, 3) .

Démonstration.—- On a Tx A =L ® /\;TOC 87, d'ob
'

2 & -\ &~ f? &~
VIR AR (n}) %m* 2e (A2 ") 3, cuqufud.
’
Remarque 4.~ L'opération x lel —_ Q,f, vérifie xox =1 o+ On a donc une
. 2 _ 2 2 ) o .
décomposition OY = QY . <) Qy_ en parties paire et impaire pour cette opéra

4
tion., Le fibré 73 est localement libre de rang (2) =6 , les fibrés Q$+

et Qé_ sont localement libres de rang 3 .
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PROPOSITION 4.- On a le tableau suivant :

1 .2 /. !
R wgx(1) 0 0 0
2 . T Py 2 2,02
q*QZ'X(l) Of=3) | & (-3) s (-3) =y =0/,
i -2 a1 0 l
) . ko2 . X . .
Démonstration,- On a2 R q*QZIX(l> =X q*(92(2+ i, -3) , d'ol lc tableau
2 2 =T

extrait de celui de la proposition 2, avec q,Q) =85 (-3) . Le transport

z|x
des 2-formes par q définit un morphisme g* 3 Qi —_— q*Q§|X « I1 résulte de
1'exposé sur la transformation de Penrose, (n°4, prop.) que le noyau du mor-
phisme de fibrés correspondant cst le sous-fibré fermé des f tels que *f =£f,
Par suite on obtient un morphisme injectif Q2 = QZ//ﬁz —> q Qe et le

Y Y/ v VY S

morphisme de fibrés associés est encore injectif., Comme ces deux fibrés sont

de rang 3 , c'est un isomorphisme, C.qe.f.ds

Remarque 5.~ Lfimage directe de la résolution

-2 Q9 Al , CENGCEE .
L1—'—>“‘z}x°§\{:1—'—T"“zxxeﬂ de &y par qy

est F N Q; RF > (Qi/h;+) ® & , La premiére fléche est donnée par
la connexion de Penrose Y , comme il résulte de la définition de cette con-—
nexion, et la deuxiéme fléche est déduite de la dlrivation exti{rieure par rap-
port & cette connexion, On observera que VV £ =R & £ pour £ section de Of,
Do ~2 % . P ; . )
JQ K. F € gw% & puisque % K= ; on retrouve le fait que la composée des

deux fléches est nulle,

5. Une suite exacte,

Considérons la suite exacte
4 P) >
0 — & (-2) 6P A 0

ol 153 = Q%]X K’E?1(-2) . Le terme ' de la suite spectrale relative de

cette résolution de 7%0(—2) est donné par le tableau suivant :
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R'ax |[#F(-1) [0 |0

Oy ¢ 0 5(‘3)

O g |

PROPOSITION 5.~ On a sur Y-S une suite exacte

0 —> Rlax Epl-2) —> F (1) — 55y
Ceci résulte de la suite spectrale, mais nous allons en donner une démons-—
tration plus élémentaire, ce qui permettra d'obtenir une meilleure description
de © .,
Démons tration,- On peut décomposer la résolution de Ze,o en suites exactes cour-

tes ¢

0 —> éo(—z) : ‘@O 2 z 0
;1
0 PN A AN R

I1 en résulte des suites exactes de faisceaux sur Y-S

O 1
WZ —> R ay Eo(-2) — & 060 % 0T

1 8 1 1 1
0 %Z—3 40— & ‘[62 —® W —>R %G
I | |
0 F(-3) 0
. 1 e . .
La deuxiéme donne q,Z=0 et R aZ =% (-3) ; la premicére devient alors la

. . -1
suite exacte annoncée, avec 8 = § o 0% .

Remarque 6.~ Il est plus ou moins clair que € doit @tre un opérateur diffé-

rentiel d'ordre 2 , C'est en tout cas ce que nous constaterons au paragraphe 7.

6. Laplacien relatif A& une forme u € HO(Y; CQ'Y,(J,)_) .

La variété Y = G2$4 est munie naturellement d'une structure conforme

algébrique (cf. exposé "Transformation de Penrose"), Mieux : on a une forme

quadratique sur T, A valeurs dans %(2) . En effet, pour t € T_ =

Y. Y,y
Hom(é;; é;) , on a A%t € Hom(/\;; /\;)= /\;®2 . En polarisant, on obtient un
morphisme de faisceaux : & :'ﬁy ® ’()oY __>Q'{(2) , d'ol un isomorphisme

a: fv]Y(—Z) — O.:( .
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Rappelons que le fibré F sur Y-S est muni d'une connexion : si
@ € F(V) avec Vo Y-S5 , ona vec¢ Q;@J—‘(V) . On pose alors
grad @ = (3_1 ®1) Te¢ ‘Tj’YQD«F(-Z)(V) .

On peut aussi définir la divergence. Remarquons d'abord que Qj = CQ'Y(-4)
et que le produit intérieur permet d'identifier Q3 8 Céy a O_a , de sorte
que 0 =T (-9 .

On définit div =FGY ®F(-4) — F(-4) par 1a commutativité du diagramme t

Ty ©F(-4) —L 5(-a)
|l H

93 & F —Y 03 «F .
On ne peut pas définir de fagon naturelle grade pour ¢ € F(x) ou divy
pour V¥ € fY @ F(x) si x #0 (resp. k # -4) . En particulier, on ne peut
pas définir A = div grad¢g sans faire de choix,

soit w € HO(Y; 3 (1)) . On ateinit grad :F(-1) — T, ®FH(-3) et

div, :'CY®JF(-3)~—> F(-3) sur ¥vY-(SuUH) , ol H = u'1(o) , par
grad ¢ = u_1grad(uq;) et div p = mdiv(u_1 @) .« Ceci permet de définir
L F(~1) — #F(-3) par Au:p = divu(graduq;) . Nous allons maintenant exa-

miner comment Au dépend de u o Il est évident que A)\u =4, pour rNE€ECT o

PROPOSITION 6.~ Soient u et v € HO(Y; CQ'Y(1)) , et notons h la fonction

méromorphe % o Pour ¢ € F (1) ,ona

1 2
byp=hbp+ (o - e (gradh, gradh)) . ¢

2

Ici, Ah=u giv(u™? grad n) .

Démons tration.—~ Pour f € (’Ci'(v) y PEF(-1)(V) , ¢ ’ZfY QF (~-3)(V) , on a

i

gradu(f(p) f.gradu(p + grad f ® P
aiv (£¥) = £div ¥ + o(grad £, ¥)
(ici on prend « Teole F(-5) —3 F(-3)).

On en déduit, powr v = hu ,
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-1 1
grad ¢ = h gradu(hcp) = grad ¢ +-;l- gradh ® ¢

) . 1y A 1
div ¥ = hdiv, (n'y) = div ¥ - & afgradh,¥)
D'ou la formule de la proposition, Ceqefeds

Pour y € Y , on note Cy l'ensemble des y' € Y tels que DynDy, £7 .

5

Si on plonge Y dans ]P(/\Qu:‘/") =P°C , Cy est l'intersection de Y avec

1'hyperplan projectif tangent a Y o Il existe donc un uy € HO(Y; CdY(U) y

u

unique a un facteur prés, tel que u;1(0) = C
y

e On pose A=A our un
y P y P

tel u o
y

PROPOSITION 7.~ Soient yO et y1 deux points de Y . Les opérateurs Ay
0

et A+ F(-1) — H(-3) cofncident sur Y-(SucC_ UC_ ) .
- y1 I — yO y1

Démons tration.— Soit yooE vy-(C. U C_) . Nous écrirons 3. pour @y ’

. o N ° o
= - P '
etce On a C @O ®2&_ , etpour tout y €Y Co oy est le graphe d'une
application linéaire de @O dans o * On obtient ainsi une carte c¢ repré-

sentant Y-C‘>o sur Hom(@o; Qoo) + L'expression de CO dans cette carte est

le cBne «q_1 (0) , o q est la forme quadratique f£+—> détf A valeurs dans
(/\2@0) &-2 , qu'on peut identifier & C .

Choisissons uj et u_¢€ HO(Y;&YU)) s'annulant sur C, et C_ .

o
z|:
o

L'expression de h = dans la carte ¢ est une fonction algébrique régu-
liére h telle que h?%(o) = n—1(0) , €t avec multiplicité 1 3 on a donc

h =Xn avec ) € C¥ , et on peut supposer X =1 , L'expression de grad h
(resp. Aooh) dans la carte c est simplement le gradient (resp. le laplacien)
de m relativement a la forme quadratique m « On trouve Am = %(grad "‘1)2 =8

( m n'est autre que le carré de la distance & 0 ). La proposition 6 donne

AO = AOO y Ceqefede

COROLLAIRE.- Il existe un opérateur Aalg : F (1) —>5F(-3) , défini au-

dessus de Y-S , et dont la restriction & (Y -Swu Cy) est Ay pour tout

y€Y .
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7. Plus de doute, c'est lui !

THEOREME 2.- L'opérateur 6 = s, O ¢+ F (-1) —>F(~3) de la proposition 5

est de la forme k'Aqlg , U k est une constante non nulle indépendante
— = e s a =
de fi .

La démonstration de ce théoréme est l'objet de ce paragraphe. L'idée est

de montrer que 6 est l'extension a F dtun opérateur difflérenticl 69(1)—%CQ(~3)
indépendant de % , et qui ne peut 2tre, pour des raisons d'invariance, qu'un
multiple du Laplacicen. Mais la notion d'extension d'un oplratewr différentiel

d un fibré muni d'une connexion n'ecst valide que pour des oplrateurs d'ordre f

(le fibré tangent 'I‘Y n'a pas de comnexion naturelle), et nous allons 8tre
amenés a décomposer l'opérateur 6 en deux opérateurs d'ordre 1, tout en pre-

nant soin de faire cette construction de fagon assez naturelle pour que les

arguments d'invariance s'appliquent,

7+1. Produit tensoriel d'un oplrateur d'ordre 1 par une connexion.

Soient M wunc variété, E , G, deux fibrés vectoriels, L ¢ E—>G un
opérateur différentiel d'ordre 1 , F un fibré muni d'une connexion , Notons
:f(L) t E® Q1 — G le symbole principal de L . Il existe un et un seul
opérateur d'ordre 1, noté

LO®OY :EQF——>G®F

tel que, pour toute section locale e de E et £ de F on ait

7lle  L®V (e®f) = L(e) ®f+J(L)®1dF(e®<7f) .

Cet opérateur est appelé le produit tensoriel de L par V .

Soient @ ¢ E*—>E , B : G—>G' des homomorphismes linéaires. flors

7e1.24 (ReLoa) RV =(ﬁ®IdF)0L®VoaMIdF .
Enfin, supposons que M, E, G, L, F, V soient C-analytique. Soit q ¢ M —3 N
un morphisme propre tel que q,E , q,G soient des fibrés, Soit F' un fibré

C-analytique sur N muni d'une connexion ¢' tel que F = g*F' , V=qg*g' .

On a alors la formule de projection
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741.3 (L R q*y') = (L)@ ' -

Toutes ces assertions sont ¢élémentaires et leurs démonstrations sont
laissées au lecteur. A titre d'exemple, notons que les oplrateurs de divergence
et gradient définis au n°6 pour les fibrés F munis de connexions sont des pro-
duits tensoriels des opérateurs de divergence et gradient pour le fibré trivial,
par la connexion de F . De m@mc avec les notations des numéros 4, 5, 6, con-

sidérons les suites exactes sur Z - q'1(s) .
£(-1) —25 £, @0 4(-1) 25 £ @0l L(-i) —s 0 .
1 1 /X 1724
Le faisceau 61 est le faisceau des sections de g*F et est par suite muni

d'une connexion, Les opérateurs 7 de ces suites exactes sont des produits

tensoriels des oplrateurs correspondants pour lc fibr{ trivial, par la connexion,

7+2, Complexe de Koszul.

A . + +
Nous choisissons un point Y, 1 Posons %w = éxn , Qn = Dy(>o y €tCasne
Remarquons que Y- qﬁ est naturellement un espace affine sous £(§;; @;O) .

Le faisceau &+ admet sur ¥ une résolution de Koszul @
©0
(- T U > (_ ) +T v /6 q
0 —> X( 2) @A, ———?LX( 1) @8 ———)LX—>CDOO—>0 .

Par image réciproque sur Z , on obtient wn complexe

(7.2) Ko 2 @n L S e 2ud 50
qui est acyclique en dehors de p—1(qx) c q_1(qx) .
Sur Y--C'Oo , on obtient par image directe
WOy (-1) @ & (%, Rlan By (-2) @] — g Fy(-D) @ 8
I I I I
° & - e A 0

d'ol compte tenu de 1l'identification de la proposition 2, un isomorphisme

NN T
(722.2) o, 10, ——( (1) @A, .
D'autre part l'injection naturelle 42‘"‘9 (A2m4)T = HO(Y;CQY(1)) donne un

morphisme
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T
(7.2.3) w101 @n, —> &

. . . _ f .k
qui est un isomorphisme sur Y Coo + Le composé Woe 600 : (’Y —_— (}Y est la
multiplication par une fonction algébrique Y- CDO —> ¢ , inversible sur
1'espace affine Y—Coo , donc constante ; notons c¢ sa valeur, L'application
Yyor—>c de Y dans C* est algébrique, donc constante, Autrement dit, on a
(7.2.4) &= coul
ol c est une constante indépendante du choix de Voo O Quand on fait le cal-
cul, on trouve c = Y1 ou %oim , suivant les conventions adoptées, notam-

ment dans la dualité de Serre qui est intervenue dans l'identification de la

proposition 2

7¢3. Un complexe double,

Considérons sur Z le complexe double de faisceaux

0 0

T 0 17 T ) 2 T
€, (-2) @py, —2— ‘251 ®Qzlx(~2) ® A, —2— €, ®QZ|X(-2) ® Ay

Po rﬂ /Jz
(7.341) , v
gNed 25 ¢ eal () ee —2 € @2 (-1) e8]

1 oo 1 z|x 0 1 Ix

o) 1 o 2
¢ — > € o0, ——— e,
0 0 0

obtenu en tensorisant (3.1) par (7.2.1). Comme les colonnes sont exactes sur
Z-Cw , le complexe ,fzuobtenu en se restreignant aux deux derniére lignes

est une résolution, sur Z- q-1 (Coo) , de la ligne du haut.

Sur z-q'1(s) , le faisceau £1 s'identifie & ¢*FH . Sur Z-q-j(s v C)
en vertu des résultats du §4, les termes de Q" sont qe-acycliques (i.e.

Rl L =0) , et 1'image directe par q de (7.3.1) est le diagramme
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o
o

F(3) @ AL

\L1 ®u,2

O &——-

[
T -
—de (D et 22Y, 5o 7T(13) @ 5T
AT J,1®\’2

FX s Feq 98Y 5> Fe s (-3)

0

\

ou BO, 31, \32, p,2 sont les oplrateurs que l'on obtient en prenant f = (/Q’

(pour 30 et 31 cela résulte de la formule (7.1.3)).

PROPOSITION 8.~ L'opératecur 6 dc la proposition 5 est donnl sur Y - (S u COQ)

par le diagramme commutatif

\T -~ r~
T~ ®
| L
F) en — 5 F(-3) @4
8 R®1
0

ou 8(e) = -1 2 R ene V) v .

Remarque 7.- I1 résulte de lfexactitude de la colonne de droite de 7.3.2 et de

NP . . P . . N
la commutativitc¢ du diagramme que la formule donnde définit bien un opérateur 0 ,

Démonstration.- On peut décomposer lc diagramme 7.3.1 en deux, en introduisant

les noyaux des deuxiémes fléches horizontales @

0 0 0 0 0
oo 4 y |
C(-2)en 2y 20, 0—Zor B o — P —0
d \ { ! \
200 2 ZO 0 R 7,0 N QTO N 220 — 0
l 4 b b |
7201 2 o 6yl a1t 92 o
T T
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La premiére partie donne la commutativité de

F o q*:Zj
%l |
%%fﬂ -2) ® A, i a* Jz)q*z®/\
i
F(-1) @ AL

Reste A montrer la commutativité de

1
Ax Z

5 l '

1 T s@1 T
Ry wZ® Ay, 6———- wClen
ot P! o= - (1 @lpl) (a 6’V)(1 ®\)) ’L . On a une suite exacte
0—s Z @A, T U z @“61®A — W —=0

ot W est le sous-faiscean de ’Z_ 2} _&2)10 @ ‘62 ® /\Oo formé des (u,v,w) tels
que 4(u) = v'(v) et ov = y,ew .

Le diagramme commutatif

v

o---;?:,@/\;——-————a 2° > > 0
| | Ir

O-—————)VZ®/\;————920@\61®/\;—-} W — o

| | "

0o— Zeyn —— Gley —— €2ey. —o0

ol n1 et T, sont les projections, montre que

Q*z1

- 1 T
. vn1 \%q*'z®/\oo

2 T
q*ﬁ ®/\>o 6"'“0\)

] -
est comnutatif. Or T w — 21 est un isomorphisme, 0 = -'r'.2° ﬂ11 , et

) == 0 d'ol la proposition
“Ha V Myv ? prop ¢

98



THEOREME D’ANNULATION

7e4e Une rétraction naturelle, .

En tensorisant 7.2.1 par Qg;x , On obtient un complexe sur Z

1 ®u 1 ®v
2 T 2 +T 2 .
0 ——> QZ'X(_.Q) ?/\oo.__ﬁ QZIX(-1) ® ;)Oo > QZIY > 0

exact sur Z-q~1(Co() . En prenant les images directes par g on obtient,

compte tenu des identifications de la proposition 4, un complexe exact sur Y-Coo H

-T

2 2
0—> A:;———“—> 8 T@@ ﬁ:: (-3) ——> sza(_3

)—"_>O

Les morphismes p.2 et \;2 sont, apres tensorisation par (/QY(—3) , ceux qui
rendent commutatif le diagramme

T +T +T
Moo —-)éoo ®<I>oo

:2\ li®1

A-T ® @+T

(o) a\ ‘\)?
J/ 1 @i \
@5 1 ——> 5%

A . - + . .
ou i: ¢ — b, st le transposé du morphisme naturel et les fleéches horizon-

@—T
tales sont les applications naturelles,

+T +T T

En composant la rétraction 600 ® A —> Ay qui & un tenseur associe sa
composante antisymétrique avec l'inverse de i® 1 , puis en tensorisant avec

CO'Y(-3) , on obtient au-dessus de Y - Coo une rétraction p de p,2 o

La proposition 8 admet maintenant comme cons{quence 3

COROLLAIRE.~ L'opérateur 0® 108  :+JF —> F(=3) ® /\1; est composé de deux

opérateurs différentiels de degré 1 :

v:&'-—>u"’®o\1[

gf =(1@0)o(@Wa(1@ev) :Foa — #(-3) @A .

Remarqué 8.~ On voit que l'opérateur 6 est de la forme 91 ®Y , ob

1
8y ¢ 01 —_—> CQ‘(-3) ® /\(zJ est un opérateur différentiel indépendant de K ,

défini sur Y-C .
o0
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7+5. Opérations de G, .

Le groupe = SL(4,8) opérec sur X ct sur tout ce qui lui est attachl
fonctoriellement, notamment sur Y et sur Z , Cette opération respecte tou~
tes les identifications du paragraphe 4 (il n'en serait pas de m@me pour
GL(4,C) , notamment dans le lemme 4), Notons G, le stabilisateur dans G
du point Yoo €Y , Ce groupe opc¢re par transport de structure sur ()"Y , (}‘Y(—ﬂ s
/\:o , etce Il respecte sur Y—-Coo la structure d' "espacc affine conforme",
i.e., d'espace affine associl & un espace vectoriel muni d'une forme quadratique
non dégénérée définie a un facteur prés, Toutes les constructions que nous avons
faites dans ce paragraphe sont invariantes par l'action de GOo « Il en est

1

ainsi de 1l'opérateur 61 : Q ____>(,°(-3) ® /\TC>O de la remarque 8.

PROPOSITION 9.~ Tout automorphismec de Y- C, pour sa structure d'espace affine

conforme est induit par un ¢lément de G,

Démonstration : notons A le groupe des automorphismes de Y-'COo comme espace
affine conforme., On a un homomorphisme ¢ @ Gw—-> A dont on veut montrer qu'il
est surjectif, Le noyau de ¢ se compose des éliments de Goo qui opérent tri-
vialement sur Y , donc des homothlties de rapport + 1, ry » Comme G00
et A sont tous deux des groupes de Lie complexe de dimension 11, et que ©
est analytique, (p(Gm) est un sous—groupe ouvert de A o Mais A est connexe,
donc (p(Goo) =A .

On voit maintenant que l'opérateur 61 , défini sur Y-—Coo , est inva-

riant par A .

7.6+ Opérateurs invariants.

Soit V un espace affine sous un espace vectoriel Vo muni d'une forme
quadratique non dégénérée « o Le groupe T'= AS o(q) des transformations
affines de V dont la transformation linlaire associle est déterminant 1 et

préserve a opére sur le fibré tangent TV. .
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PROPOSITION 10,~ a) Tout opérateur différentiel M : (}'V —-;"C’V de degré 1

invariant par T est de la forme ft+—3kgradf , ou k est unc constante.

b) Tout opérateur différentiel L 3 'ﬁv - Co’v de degré 1 invariant

par T est de la forme Ew~——>k divE , ol k est une constante.

Nous donnerons seulement la démonstration de la partie b, qui est la seule
que nous utiliserons, La démonstration de a est analogue,

Le symbole de L est un morphisme 0, ® 'fv — (,Q’V invariant par
l'action de TI' ¢ c'est nlcessairement, & un facteur prés, l'accouplement cano-
nique, qui est d'ailleurs le symbole de l'opérateur "divergence", Par suite L
est de la forme k.div + ¢ , ol ¢ 'ﬁv - (}V est un opératewr de degré O,
i.es un morphisme, invariant par l'action de I' , Mais ceci entratne o =0 ,

Ceqefade

77+ Démonstration du théoréme 2,

Reprenons le diagramme commutatif sur Y- (Coo U S)

AP

G — &8 QY
\‘\ F
600 \71 = e1 ® V
T ~R1
F(-1) @ Ay, > F(-3) @ n

du corollaire de la proposition (3, On peut encore l'écrire
Fer, —L 5F@ '@
o0 (2Y o0}

%®1l \rf=n1®v

Cf("1) e $ ("3)

et le compléter en

[« 9}
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Y 1
FOn, —— FOQ, @A,
qx)® 1 5 @1

; 1

F(-1) F(-1) @ q
\\\ :
\\gi%o \ o

~a
#(=3) T,
n\\\\\‘a: ) B} o <
9 -
)
ou 6} est un oplrateur différentiel ‘GY(—3)—W—9 CQ(—3) ind¢épendant de F ,

défini sur Y-C .
[e0]

Soit w € HO(Y;(ﬁ(1)) une section telle que w—1(0) = C_ . L'opérateur

o8]
L :7?Y(—3)-4-—% CQY défini parsle diagramme commutatif
91 0
Gyl-3) —— C(-3)

L . Q
Ty ——> C/Y

est invariant par l'action du groupe A des automorphismes de Y--Cc>O comme
espace affine conforme, et a fortiori par l'action du groupe 450(&) contenu
dans le pré¢cédents Par suite L est de la forme k.div , ol Xk est une cons-
. pa ~ . A

tante indépendante de 35 , et 81 =k dlv(>O , d'ou 45 = kA w SUr Y- COo .

Reste A montrer que k n'est pas nul, Si k était nul, la proposition 1
et la proposition 5 donneraient Hj(X;Zf(—Q)) = HO(M;SF(~1)) . Mais M , forme
réelle de Y , admet un systeme fondamental de voisinages de Stein et HO(M;JF(—1))
est de dimension infinie des que E est de rang r > 0 , tandis que H1(X;7£(~2))
est de dimension firie, Ceci achdve de démontrer le théoréme 2 énoncé au début

du paragraphe 7 .
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8. Un théoreme de positivité.

PROPOSITION 11.- On suppose F] muni d'une forme hermitienne compatible avec

M

la connexion. Alors, pour (P € HO(M;:F(-H) , non nul, on &

f€o b, 0> <o

Démonstration.- Posons v = Uy g, - Dans la carte de M définie par la

décomposition C4 = @O D q)eo ,ona v= (1+r2)u°° , ou r est la distance
4 1l'origine. Ceci donne
1 2
A, = Aw(P+z-(A°°h —-go((grad h,gred h)).p .
1 2
On a m =—h-(A°°h —-Ho((grad h,egrad h)) > 0 .

En effet, h > hO = r2 , donc _i.<% , et pour ho on trouve 0 (cf. pro-
0

position 7). Par suite Aalgq) = AVCP - ﬂlCP , avec n1> 0O .O0r v ne

s'annule en aucun point de M . On peut donc écrire
= 2
[ <@lbage> [ <elagy - [ nligl
2
- - (j'M Il ® + lleraa, 9lI®) <0, e.q.t.q.
COROLLAIRE.- L'opérateur ©: HO(;F (1)) — B (M;F (-3)) est injectif.

Le théoreme énoncé au n® 1 est une conséquence de la proposition 1 , de la

proposition 5, et de ce corollaire.
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Séminaire E.N.S. (1977-78)

Exposé n® VII

INSTANTONS

par J.-L. VERDIER

1. Enaoncé des résultats.

l.1. Sur la sphére euclidienne S , 9N considdre les fibrés
vectoriels camplexes F de classe c , de rang 2 , munis d'une
forme hermitienne et d'une caonnexinn JE campatihble avec 1la
structure hermitienne, dont la courbure gi: ect autnduale (*@% :(;L
cf. expo II). Un tel fibré est appeld un instanton. Notons

k € TT3(53) =7Z le nombre de Pontrjagin de F et I(k) 1'ensemble
des classes d'isomorphismes d'instantons de nombre de Pontrjagin
ko

1.2. Soit k un nombre entier > 0 . Notons M 1le corps des
quaterninns., Pour tout q = (ql,qz) 3 HZ et tout cauple (Al,AZ)

de matrices quaternioniques & k + 1 1lignes et k colannes

k o k41
a ) E S (s = R

(A1 € Howﬂm{ ,H ) ) , posoan B(q) Alql + A2q2 Posons alors
N
Moo= {(AI,AZ) /‘vq +0 , B()¥B(q) € Gl(k,lR)} .

Notons Sp (k + 1) 1le groupe des matrices (k + 1) x (k + 1)
IR
quaternioniques a telles que a¥a = Id , et

G =5 (k+1) x G1(k,R) .
IR ~y

Le groupe G opére sur M par (a,b)(Al,A ) = (aAlb-l,aA b~

2

1
2 V-

.

~J
Le sous-groupe v{-l,+l } plongé diagonalement dans G oapére

trivialement sur M o, L'opération de G sur M se factorise donc

v b d
par G = G/ {—l,+l} . Posons M = M/G ., Si k < 0 posons
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1.3. THEOREME

~
1) Pour k > 0 , M est une sogus-variété nan vide de

lHqu(Hk,Hk+l)2

et le groupe G opeére proprement et librement sur

~ ~
M < Pour k > 0 , le guotient M = M/G est une varigté de

dimension B8k - 3

2) 11 existe une bijection canonigue entre I(k) et ™

2. Structure réelle et guaterniogniqgue sur X = IP3(C) -

2.1. On se donne un isomorphisme C-linéaire (& gauche) de lH2 avec

4 . . . . .
C . La multiplication (& gauche)par j € H induit un automor-

phisme antilinéaire encore noté j : [4———>ﬂ:4 , de carré (-1) .

Notons O : IPH(C)——)Pa(ﬂ:) 1'application continue induite par

j . 0On a 0'2 = id . Pour toute fonction analytique P définie

sur un ouvert U de X , O'*CF = PoT est une fonction analy-
*
tique définie sur o (U) . Le couple (0,0 ) encore noté

[o 2 IP3(E)——}IP3(C) est une forme réelle de X = IPJ(ﬂ:) , i.e.

0'* est antilinéaire et 0“2 = Idx . I1 existe donc une variété
algébrique Xp définie sur R telle que XR®£ = X et telle que
1'involution qu'on en déduit sur X soit O . Cette involution n'a
pas de point fixe , i.e. XR n'a pas de point rationnel sur R
2.2. Soit F un faisceau cohérent sur X . Alors O'*:]"' est un
faisceau cohérent sur X et O'*O'*y est canoniquement isomorphe
a F . Appelons fgrme réelle sur F un isomorphisme

X : T—) 0'*:}3 tel que O"*)&. o)\— = IdJ,\;, . Les faoarmes réelles

sur F permettent de construire tous les faisceaux cohérents

?IR sur XJR munis d'un isomorphisme \Nf’lR®|T. 2 F,
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~
2.3. Appelons forme quaternionique sur J° , un isaomorphisme

: *
X e 3\"’———)0' x tel que & Nok = —Idw .

2.4. L'endomorphisme j : [4——> ﬂ:a induit des isomorphismes

j®n : DX(-n)—?C’* DX(-n) . L'isomorphisme j®n est une farme

réelle ou quaternionique suivant que n est pair ou impair. Notons

~

aussi, & titre d'exemple, que D.)’( est muni d'une forme réelle car
X est muni d'une forme réelle. On vérifie aisément que 1'homomor-

phisme canonique ﬂi;——)\Hz % DX(—l) est compatible avec les

formes réelles sur ces faisceaux.

2.5. PROPOSITION.- Soit ? un faisceau cohérent sur X tel que

*
Aut(tp) =C e Irois cas seulement, mutuellement exclusifs, sont

possibles

*x
a) ’3?,’ n'est pas isomornhe &8 O r}. ’

b) 3:" posséde une forme réelle,

c) 35 poscede une forme guaternionigue.

De plus, dans les cas b) et c) la forme réelle ou quaternionique

est uniguement déterminée 34 un scalaire de module 1 pr2s.

Supposons gu'on ne soit pas dans le cas a) et soit
w x kd
)\, s P—s o Foun isomorphisme. Pasans A = O )\.ok, . La

commutativité du diagramme

* . _
imnlique Ae@ A = & . D'od o Aok = X et nar suite o = &
donc o est réel. En multinliant A par F\,e C , On multiplie
ol par W)z . Quitte 3 changer A, , on peut donc se ramener

au cas & =+ 1 ou K = -1 d'ol la praopasition.
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2.6. La forme réelle @ sur X induit par transport de structure
4

une forme réelle sur Y = GZ[ . Les points fixes M de cette
forme réelle sont les droites réelles de X , i.e. les droites de
X stables par ¢ , i.e. les plans de ¢4 = Hz stables par j ,

i.e. les droites quaternionigues de IH2 , 1.8. les points de
P o= st

2.7. PROPOSITION.= Soit E wun fibré algébrigque de rang 2 sur X

trivial sur toutes les droites réelles. Soit (F,A) (resp. (F',

dk')) le fibré de rang 2 sur S muni de sa connexion associé

*
32 E (resp. © E) par la transformation de Penrose (exp. III).

Alors F°! est canoniquement isomorphe au conjuqué de F et dk’

est la connexion conjuquée de 0% .

Démonstration par transport de structure.

2.8. Soient (F,d) wun instanton, E 1le fibré algébrique sur X

de rang 2 associé 3 (F, %) par la transformation de Penrase
inverse (exp. IV). Au fibré %F est associé RE , un fibré
algébrique de rang 1 trivial sur toutes les droites réelles de X,
donc trivial. Par transformation de Penrose inverse, (AF , Adb )
est isomorphe au fibré constant de rang 1 muni de la connexion

de Poincaré. I1 existe donc sur (F,Jk) une forme bilinéaire alter-
née non nulle horizontale, unique 3 un facteur scalaire prés. Cette
forme bilinéaire est de la faorme (&,P)'———-> < 04,7\(3 > ob A est
antilinéaire horizontale et on a l* = =A . L'opérateur

).2 = - A,X? est donc hermitien négatif horizontal. Ses valeurs
propres sont par suite constantes et négatives. Si elles sont dis-
tinctes, alors F est somme directe de deux sous-fibrés de rang 1 ,
orthogonaux et horizontaux, danc F est un fibré trivial de rang

2 et k=0 . 91 donc k # 0 . A.z est une constante négative
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et gquitte 3 changer la forme alternée par un scalaire, on peut

. 1'2 . . . .
toujours se ramener au cas = -1 . En résumé on a démontré
l'essentiel de la proposition suivante

2.9. PROPOSITION.- Sogit (F,d%) un instanton. 11 existe un automor-

phisme antilinéaire horizaontal A F——F tel que 2,2 = - Id
*
et A—: - A; .

L'étude du cas k = 0 est laissée au lecteur.

2.10. COROLLAIRE.- Soient (F,f&) wun instanton et E 1le fibré

algébrigue sur X associé. Alors E possdde une forme guaternio-

nigue.
Résulte de 2.7. et de la fonctorialit® de la transformation
de Penrose.

2.11. THEDREME.— Sgit k un entier. La transformation de Penrose

gtablit une bijection entre 1'ensemble I(k) des classes d'iso-

morphismes d'instantons de nombre de Paontrjagin k et l'ensemble

des classes d'isaomorphismes de fibrés algébriques E sur X =iP3(C)

qui posseédent de plus les propriétés suivantes

a) CZ(E) =k ,

b) E est trivial sur toute droite réelle,

c) E poss2de une structure guaternionique.

Soient (F,#) wun instanton, E 1le fibré algébrique corres-
pondant. Alors le fibré topologique sous-jacent 3 E est 1'image
inverse de F par l'application X ———954 qui, a tout point x ,
associe l'unique droite réelle passant par x . Par suite
C2(E) = CZ(Fﬁ =k .

Soient (F,d%) wun fibré de rang 2 sur S muni d'une conne-

xion 5,3 autoduale et < , >l y <, >2 deux structures

hermitiennes horizontales sur F . Il existe alors un automorphisme
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horizontal u de (F,&) qui transporte < , >l sur < , >2 R
Par suite les classes d'isamorphismes d'instantons (isomaorphismes
respectant les connexions et les structurss hermitiennes) caorres-
pondent biunivoquement aux classes d'isonorphismes de fibrés munis
de caonnexions autoduales (isomorphismes respectant seulement la
connexion) qui de plus possddent une ctructure hermitienne hari-
zontale. Comme on a montré que les clacces d'isomornhi-mes de fibrds
sur S munis de connexions autnduales correspnndent biunivoncue-
ment par la transformation de Penrose aux classes d'icnmnrphi=zmes
de fibrés algébriques sur X possédant la propridté b) (exp. 1.
et (II), i1 suffit de mantrer que (F,d) possdde une structure
hermitienne si et seulement si le fibré alagfhrique £ @acsocié
possede une structure gquaterninninue. Un a vu nue si (F,Jk) est
uh instanton, alors E posséde une structure quaternionicue (2.10.).
Réciproquement soit A E— U*E une structure ruaternionique.
Alors A induit un automorphisme de F horizontal antilindaire

2 . .
que nous noterons /(,L cO0na A = - 1dF .« On peut donc munir F
d'une structure de fibré de rang 1 sur les quaternions en impasant
cue la multiplication par j € H soit l'automorohisme /u_ . Comme
E est trivial sur les droites réelles, on a C,(E) = 0 . Donc
/\ZE est le fibré trivial sur X ; il ecst muni de la structure
réelle /\27\, . Donc ( /\ZE, /\21,) est isomorphe 2 (DX,U'*) (2.5.)
En d'autres termes, il existe une forme bilinéaire alternfe sur £

-1 _* - * *
telle que (A loO" A, A loc‘ (3) = O (d\,(}) . Par suite i1 exicte

une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur F , horizontale,

telle que (/Lot,j)