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I N T R O D U C T I O N 

L'intérêt porté aux graphes planaires remonte à la 

conjecture célèbre des quatre couleurs (que 0. ORE [48] 

attribue à Guthrie] : 

"Il est possible de colorier les pays d'une carte de 

géographie en quatre couleurs, de telle façon que deux pays 

ayant une frontière commune soient de couleurs différentes". 

Malgré les nombreuses contributions, le problème 

reste ouvert Ce. f. H. Whitney W. T. Tutte [74]). 

Trouver I e nombre de graphes planaires à n sommets, 

dont on sait qu'ils sont 4 - coloriables [par exemple ceux qui 

possèdent un cycle hamiltonien) et le comparer au nombre total 

de graphes planaires Cà n sommets], tel était le but fixé par 

W. T Tutte, lorsqu'il entama dans la série des "Census Papers" 

([58], [59], [60], [61]) 1'enumeration des cartes planaires. 

Ceci lui permit d'énoncer un certain nombre de résultats concer-
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nantjpar exemple3le "comportement asymptotique" de la conjec­

ture [66]. 

Nais le but primitif a été rapidement dépassé; 

l'élégance des formules trouvées, 1'algébricité des séries 

génératrices de pratiquement toutes les classes de graphes 

comptées, ont de quoi étonner et fournissent un thème de réflexion 

en dehors de toute référence à la célèbre conjecture. C'est 

là une des sources de notre travail, et notre premier but a 

été de montrer que 1'algébricité des séries génératrices des 

"slicings" résultait de l'existence d'une bijection entre 

ceux-ci et les mots d'un langage algébrique (ou context-free). 

Dans un cas particulier, nous avons trouvé un langage 

quasi rationnel, ce qui implique alors la rationnante des séries 

génératrices [15]. 

Les graphes planaires interviennent aussi dans une voie 

toute différente, il s'agit de l'étude du problème du mot dans 

un groupe défini par des générateurs et relations. On peut 

associer à toute présentation d'un tel groupe un 2 - complexe 

dont les arêtes sont associées aux générateurs et dont les faces 

sont les relations de définition. A tout mot neutre, on fait 

correspondre un sous-complexé (graphe) planaire. Ce résultat 

(dû semble-t-il à Van Kampen [69]) a été utilisé par Lyndon 

[38], Weinbaum [73], et Schupp [52] pour établir la décida-

bilité du problème du mot pour - différentes classes de groupes. 

Nous verrons que cette problématique peut se traiter par des 

méthodes combinatoires analogues à celles mises en jeu pour 

1'énumération des graphes. 
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Notons enfin que les nombreuses applications pratiques 

des graphes planaires (circuits imprimés, molécules organi­

ques ...) ont conduit de nombreux informaticiens à s'intéresser 

à ces objets. Il s'agit pour eux de résoudre les deux problèmes 

essentiels suivants : 

- reconnaître si un graphe peut être tracé dans le plan 

sans que ses arêtes se coupent, 

(Demoucron, Malgrange Pertuiset [18], Lempel [37], Tarjan [57], 

Hondshein [40] . ..) 

- trouver une "bonne" représentation de ces graphes 

en machine, (J. Lederberg [35], contrat graphes de A. Jacques 

et C. Lenormand). 

Plus généralement, le problème des rapports entre la 

structure spatiale du graphe et sa représentation linéaire en 

machine peut être envisagé sous l'aspect d'un codage auquel 

s'appliquent les techniques que nous développons. 

Notre exposé se veut unificateur des différentes 

approches des graphes planaires : 

Nous définissons les cartes planaires d'une façon 

purement combinatoire [due à Edmonds [19] et Gustin [28] et 

développée par d'autres auteurs Jacques [32], Walsh et 

Lehman [71], [72], Weinbaum [73]). 

Cette définition nous permet de nous placer dans le 

cadre plus général des hypercartes (couple de permutations 

(a,a) engendrant un groupe transitif sur un ensemble fini) que 

l'on peut considérer comme des représentations topologiques 

des hypergraphes. Jacques [30] a montré que l'on pouvait 

5 



définir un genre g(a,a) pour un tel couple ; nous définissons 

donc une hypercarte planaire comme un couple (a,a) de permuta­

tions de genre nul. Notre résultat central, que nous appelons 

théorème de codage, s'énonce ainsi : 

(a,a) est une hypercarte planaire si et seulement si 

il existe une permutation circulaire telle que 

g(a, ) - g(a, 5? ) = 0 

Ce théorème a de nombreuses conséquences : 

Dans le chapitre premier nous l'utilisons pour 

construire un codage pour les hypercartes planaires, déduit de 

deux codages différents (construits par les théorèmes I et II) 

des hypercartes planaires ne possédant qu'un seul sommet (c'est 

à dire où l'une des permutations est circulaire). Nous 

démontrons que dans certains cas l'ensemble des mots codes 

constitue un langage algébrique (Théorème IV et V). 

Dans le chapitre second le théorème de codage nous 

permet de démontrer un théorème de transfert (Théorème VI), que 

nous avions utilisé dans notre thèse de 3è cycle, pour obtenir 

une démonstration purement combinatoire de la formule de 

W. T. Tutte sur les "slicings". 

La démonstration que nous donnons ici est nouvelle 

et elle nous permet d'étendre ce théorème de transfert, sans 

difficulté supplémentaire, aux hypercartes uniformes (dont tous 

les cycles de a, ont même nombre d'éléments). 

D'autre part, le théorème de codage nous permet aussi 

de généraliser les résultats de Lyndon et Weinbaum en 

définissant des hypercartes opérant sur un groupe G : on associe 

alors à tout mot neutre d'un groupe défini par générateurs et 

relations^une hypercarte planaire dont un des sommets est le mot 
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