
Astérisque

JEAN LANNES

FRANÇOIS LATOUR
Forme quadratique d’enlacement et applications

Astérisque, tome 26 (1975)
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1975__26__1_0>

© Société mathématique de France, 1975, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1975__26__1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


TABLE DES MATIÈRES 

INTRODUCTION 3 

CHAPITRE I. Fibrations stables et S G( 2) " trivialisations 12 

CHAPITRE II. Enlacement rationnel 18 

CHAPITRE III. Construction d'une forme quadratique associée à la 

forme d'enlacement d'une variété de dimension 4k-1 , 

!30r(2) - trivialisée 27 

CHAPITRE IV. Changement de trivialisations 44 

CHAPITRE V. Construction sur une flèche 51 

CHAPITRE VI. Relations entre la forme d'intersection rationnelle 

d'une variété de dimension 4k et la forme d'enlace­

ment de son bord ou la forme quadratique d'enlacement 

de son bord, dans le cas où ce dernier est ^ ( 2 ) ~ 
trivialisé 54 

CHAPITRE VII. Invariant X et applications 62 

CHAPITRE VIII. (A, A') - sphères 74 

APPENDICE. Formule de Milgram 86 

BIBLIOGRAPHIE 88 

SUMMARY 89 

1 





INTRODUCTION (*) 

Variétés et formes bilinéaires• 

Soit M une variété différentiable compacte orientée sans bord de dimension n • 

Dans le cas où n est pair, n = 2-t , notons Lg(M) la partie libre du groupe 

d'homologie Hp(M;Z) ; le groupe LO(M) est un Z-module libre de rang fini. La 

forme d'intersection de la variété M est une forme bilinéaire ( - 1 ) -symétrique : 

L̂ (M) x L (̂M) > TL 

(x,y) e > x.y 

Cette forme peut être définie à l'aide du cup-produit en cohomologie : 

Ĥ (M ;ZL) Q> Ĥ (M ;2Z) > H2^(M ;2Z) . 

La théorie de la dualité de Poincaré (1900) montre qu'elle est non dégénérée c'est-à-

dire qu'elle induit un isomorphisme du module L (̂M) sur son dual Hom̂ [L̂ (M)T7L] • 

Quand X est impair on considère également la forme (symétrique) d'intersection 

modulo 2 : 

Ĥ (M ;ZZ/2) X Ĥ (M ;2Z/2) > TL/2 . 

Elle est encore non dégénérée. 

Dans le cas où n est impair, n = 2̂ + 1 , notons T̂ (M) la partie de torsion 

de Ĥ (M »ZS) , c'est un groupe abélien fini. La forme d'enlacement de M est une 

forme ( -1) -symétrique : 

T (̂M) x T (̂M) — Q / Z • 

Cette forme peut être définie à l'aide du cup-produit suivant : 

ĥ (M ;ZS) H^+1 (M ;(p/2Z) » H2^+1 (M ;Q/ZZ) . 

Elle est toujours non dégénérée (dualité de Poincaré) c'est-à-dire qu'elle induit un 

(*) L'éditeur remercie les auteurs d'avoir fait précéder leur texte d'une introduction 
qui permettra au lecteur non spécialiste de placer ce travail dans sa perspective 
his torique. 
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FORME QUADRATIQUE D'ENLACEMENT 

isomorphisme du groupe fini T^(M) SUT son dual de Pontryagin Hom^Tg (M) , C?/z] • 

Cobordisme et groupes de Witt. 

On distingue quatre cas suivant la classe de la dimension n de M modulo 4 , 

dans deux d* entre eux les formes ci-dessus conduisant à des invariants de cobordisme. 

1 ) n « 4k • On dit que le 2Z-module L^CM) muni de la forme bilinéaire symé­

trique d' intersection est un b-module. Si M est une variété-bord, Lgk^ e S t ^ 

b-module neutre i il contient un facteur direct qui est son propre orthogonal ; on 

obtient donc un invariant de cobordisme en considérant la classe du b-module ̂ ^CM) 

dans le groupe de Witt W(z) qui est grosso modo la collection de tous les b-

modules sur TL modulo la collection des b-modules neutres. Comme l'homomorphisme de 

signature W(2fc) —> TL est un isomorphisme, l'invariant défini précédemment n'est pas 

autre chose qu'un entier relatif, noté I(M) , qu'on appelle la signature de la va­

riété M (Thom 1 9 5 0 ) . 

2) n = 4k+2 * On a cette fois un b-espace vectoriel sur ZZ/2 à savoir 
H2k+1 ̂ M * E/ 2) * Malheureusement quand M est orientée ce b-espace est neutre. 

3) n » 4k- 1 .On dit que le groupe abélien fini T

21:-^ (
M) ™x*à- de la forme 

d'enlacement (symétrique) est un e-module sur TL ; un e-module est neutre s'il 

contient un sous-module qui est son propre orthogonal. Le groupe de Witt W(Q,Z) 

correspondant à ces notions est encore, grosso modo, la collection de tous les 

e-modules sur 2Z modulo la collection des e-modules neutres. La classe du e-module 
T2k 1 d a n s nfest pas invariante par un cobordisme ordinaire, plus pré­

cisément toute classe de W(Q,Z) peut être représentée par une variété bord. 

4) n = 4k + 1 .Le groupe de Witt adéquat est isomorphe à 7L/2 , la classe 

de T2k^M^ clans ce groupe est l'invariant de cobordisme de De Rham. 

Variétés stablement trivialisées et formes quadratiques. 

On suppose maintenant que la variété M est munie d'une trivialisation stable t 

de son fibre tangent T m . C'est-à-dire qu'on se donne un isomorphisme t de la 

somme de Whitney rxt $ t
p sur e n + p , * m désignant le fibre trivial de dimension m. 
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INTRODUCTION 

1) n = 4k „ ̂ L'existence de t entraîne x.x = 0 (mod 2) pour tout x dans 

L (M) , la ^orme d'intersection est associée à la forme quadratiaue qfx) = ~ x.x , 
2k * 

on dit alors que L ^ M est un q-module. On en déduit que la signature de M est 

divisible par 8 .En fait puisque M est sans bord et que son fibre tangent est 

stablement trivial la formule d'Hirzebruch (1955) montre que I ( M ) = 0 (ce phéno­

mène disparait si on affaiblit la notion de trivialisation stable). 

2) n = 4k+ 2 .En 1960 Kervaire a montré que la donnée de t permet de définir 

une forme quadratique q : H , J ( M ; E / 2 ) — y 7L/2 associée à la forme d'intersection 

modulo 2 • Si M est le bord d'une variété munie d'une trivialisation stable qui 

induit celle de M le q-espace vectoriel sur IL/?. ( M ; Z/2) est neutre : 

il contient un sous-espace qui est son propre orthogonal et qui est isotrope. Le 

groupe de Witt quadratique WQ(z/2) est isomorphe à 7l/2 par l'invariant de Arf , 

l'invariant de Arf du q-espace H

2]ç+1 ̂
M e s t l'invariant de Kervaire du 

couple (M,t) , il ne dépend que de la classe de cobordisme trivialisé de ce couple. 

On ne connait pas encore toutes les dimensions pour lesquelles il existe des variétés 

( M ,t) d'invariant de Kervaire non nul. L'importance historique de cet invariant est 

grande, il a permis en particulier à Kervaire d'exhiber une variété pseudo-linéaire 

de dimension 10 qui nfadmet pas de structure différentiable. 

3 ) n = 4k+1 • L'existence de t implique e(x,x) = 0 pour tout x dans 

T ^ ( M ) et la nullité de l'invariant de De Rham. En fait l'existence de t entraîne 

que M borde (Thom, Wall.é. 1960). 

4) Soit (M,t) une variété stablement parallélisée de dimension 4k - 1 • Soient 

X une variété de dimension 2k-1 et f : X — M un plongement tel que f*[x](X^_^) 

Si a est un champ de vecteurs normal à f(x) dans M , par translation le long 

de a , on obtient un nouveau plongement f a : X » M , isotope à f . Si le 

champ a ne s'annule jamais P{x) et fa(x) sont disjoints. Dans ce cas on peut 

former un enlacement rationnel E(f,fa) tel que 

B(f,fa) 5 e(£*[xJ,f^[X~P mod^. . 

La parallélisation stable t permet de distinguer une famille de chamDS de vecteurs 
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