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INTRODUCTION

Le but essentiel de L'étude proposée ici est de montrern que
L'intégrake stochastique (cf. [13] et [8]) d'un processus prdvisible Y,
a valeurns dans V, parn nappornt a un processus X peut etrhe déginie comme
L'intégrale de Y, considérnie comme fonction a valewrs dans V, par rapport
a une meswre vectorielle (mesure stochastique) associle a X et définie sun
La trnibu des prévisibles.

Cette constrwuetion éclaire un certain nombre de proprietés fon-
damentales de L'intégrale stochastique ; de plus, elle permet d'appliquer
a L'intégrale stochastique Les nésultats connus swe L'intégration vectornielle.

Au chapitne 1, on définit une telle intégrale stochastique et
on redémontre Les nésultats fondamentaux associés : pour allégen La présen-
tation, on ne considere que des processus néels.

Au chapitre 2, on donne une démonstration simplifiée de £'exis-
Zence de La décomposition de Doob-Meyer pour une quasi-marntingale néelle :
L'outil essentiel en est une meswre héelle définie sur La tnibu des prévi-
s4ibles et associZe au "défaut de marntingalite" ; cette mesure n'est autre
que L'espérance de La mesure stochastique considénée au chapitre 1.

Au chapitre 3, on donne une condition nécessaire et suffisante
powr avoin une meswre stochastique. On en déduit, notamment, qu'une marntin-
gale continue a droite et intégrable en moyenne d'ondre p, avec p > 1, induit
une mesure stochastique. De plus, on montre que Les résultats obtenus nestent
valables dans un cadre plus général.


http://conJbi.de.Ke

Au chapitre 4, on montre que Res méthodes proposées aux chapitres
1 et 2 semblent bien adaptées a L'étude de processus a valeuwrs dans des
espaces de Banach.

Au chapitrne 5, on définit une notion de processus plus génzrale
que La définition traditionnelle : cette définition fait intervenin, de
facon fondamentale, Les systemes finis de probabilités conjointes. On montre
alons que, pour L'essentiel, Les nésultats anténiewns (construction de L'in-
tégnale stochastique et décomposition de Doob) restent valables dans ce cadre.

Avant de tenminern cette introduction, 4L me faut dire tout ce
que fe dois a Monsieur Le Professewr METIVIER, mon Directeur de Thise ; tant
sun Le plan des Aidées que sun celul de La rnédaction, ses conseils constants
et un séminaine effectud par Lui en juin 1972 ([16]) ont jous un ndle décisif
dans L'accomplissement de ce trhavail : qu'il trhouve Lcd L'expression de toute
ma gratitude.

J'exprime ma reconnaissance a Monsieur Le Professeur ROSENBLATT
qui a bien voulu me donner un deuxieme sujet de these et qui m'a constamment
aulde dans sa préparation.

Monsieur KEANE a accept? de faire partie du fury auquel cette
these est pnésentée : je Le nemencie vivement pour cette marque d'inténdt
et pour Les consells qu'il m'a prodiguis.

Engin, fe nemencie Madame ROISNEL pour Le so0in qu'elle a apporté
a La présentation matérnielle de ce travalil.



INTEGRALE STOCHASTIQUE

MESURE ET INTEGRALE
1 STOCHASTIQUES POUR
DES PROCESSUS REELS

A - GENERALITES ”

A - 1 : INTRODUCTION.

Comme il est indiqué précédemment, le but essentiel de ce cha-
pitre est de donner une nouvelle construction de 1'intégrale stochastique

~

en se limitant & des processus réels.

Au paragraphe A, on donne les hypothé&ses et notations fondamen-

tales.

Au paragraphe B, on définit les notions de mesure stochastique et

de processus de répartition associés.
Au paragraphe C, on définit 1'intégrale stochastique.

Au paragraphe D, on donne des conditions simples suffisantes
pour avoir une mesure stochastique (ce point sera développé au chapitre 3) ;
on montre notamment qu'un processus croissant intégrable (resp. une martin-
gale de carré intégrable) continu 3 droite induit une mesure stochastique ;
on retrouve également les résultats usuels concernant 1'intégrale stochas-

tique associe & une martingale de carré intégrable.

Au paragraphe E, on redémontre la formule de Ito en utilisant

le formalisme et les résultats indiqués au cours des paragraphes précédents.

Dans tous ces paragraphes, on utilise un formalisme adapté 3
1'étude de processus continus i droite : or, il est peut-étre parfois pré-
férable de considérer des processus continus 3 gauche. C'est pourquoi, au
paragraphe F, on indique comment modifier les hypoth&ses et notations dans

ce cas.
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Enfin, il faut indiquer que, dans [17], M. METIVIER a énoncé

divers résultats qui complétent ceux de ce chapitre.

A - 2 : DONNEES ET_NOTATIONS.

Pour tout ce chapitre on se domne :

- un espace probabilisé (9, é/‘f, P) dont la famille des ensembles de mesure

nulle sera notéedV .

- un intervalle T de R : pour alléger la présentation on suppose T fermé
sott T = [0,1].

de sous-tribus de f qui contiennent toutes c/f’ .

une famille (ft)teT

On pose :

T'=T\{0} et Q' = Q x T’

-e%: famille des "rectangles” de la forme (H x ]s,t]) od s et t dont deum
éléments de T avec s < t et H est un élément de st s les éléments de

sont done des parties de Q'.
-‘7? = algébre de parties de Q' engendrée pare%.
—-‘%, = tribu de parties de Q' engendrée par%.
- Lo (Q, e7*/, P) = ensemble DZO (9, f, P) des fonctions réelles g/ﬁ—mesurables

quotienté par la relation d'équivalence associée d 1'égalité P-p.s.
Par convention :

- 81 V est la partie vide de T, on pose inf. {t : teV} = 1

— quand on parlera de processus, ce sera toujours par rapport d la base de

processus (Q, M, Py, ( t)teT)'

St o et o' sont deux temps d'arrét, on noz‘:era]c, oﬂ (resp.
Es, ], [o, o'[) (intervalle stochastique) 1'ensemble des couples (w, t) tels
que o(w) < t < o'(w) (resp. o(w) < t < o'(w), o(w) <t < c'(w) (Jo, 0] est
done une partie de Q'). Par abus de notation, si s et t sont deux éléments
de T, s, t] pourra désigner, suivant les cas, soit une partie de T, soit
la partie (2 x ]s, t]) de Q' (s et t étant alors considérés comme des temps

d'arrét constants).
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St A appartient a%/ il existe une famille finie (A ) d'éilé-
ments de v% qui constitue une partition de A.

Preuve :

Considérons 3 priori la famille #des parties de Q' satisfaisant
3 la condition du lemme, c'est-a-dire qui admettent une partition finie cons-
tituée d'éléments de e% . Pour prouver que ,&_ , il suffit de prouver
que o‘é/constitue une algébre. Pour celd, il suffit de vérifier que, si A

J
et B appartiennent i o@' , i1 en est de méme de A\ B. Supposons donc que

n
B= U B, oi (B.), . est une famille finie d'éléments de% . Définissons
i=1 i’ Isisn
. é iv1 = G FE = A .
C]. par récurrence en posant C] A et C +1 Cl\ ]31 On a Cn+| \\B. Pour
prouver que C appartient a on raisonne alors par récurrence sur i ;

n+1l J
il suffit donc de démontrer que, si D est un élément de éé' , alors D\Bi est

. P ) . . o e .. P,
aussi un élément de ¢' ;s or, il suffit de vérifier ceci si D est un-élément

de ce qui est immédiat en considérant les différents cas de figures.

‘4/ J

L'algébre est identique 4 l'algébre c}é’ engendrée par les
intervalles stochastiques o, o:l quand o parcourt 1l'ensemble des temps d'arrét
étagés (c'est-d-dire ne prenant qu'un nombre fini de valeurs).

J

1°) Prouvons d'abord que A’est contenue dans zg . Pour cela, il
suffit de prouver que, si B = (H x]s, tﬂ) appartient a% , alors B appar-
tient aussi a k"; mais ceci se déduit de ce que B = (Jo, 0'])\ (Jo,q]) si

d'(w) =t (Vw) et o(w) = t pour w € (Q\H) et o(w) = s pour w € H.

2°) Réciproquement, prouvons que ebcontient ()b' . Soit 0 un temps

d'arrét étagé. On a alors une suite croissante (t,) d'éléments de T et

k’ Isksn
une suite associée (H(k)) d'éléments de :F' telles que :
Isksn
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a) pour tout k, H(k) appartient & ﬁt
k

.. 9
b) (H.k) |<kgn ©St partition de

n
c)o= I t .1
o] kT H®K)
Si on pose Bk = (H(k) x]t(k), 1:|), pour tout k, Bk appartient
é% et (Bk) l<ks<n est une partition de]q, I] ce qui prouve que ]o, I:I, et
donc aussi]o, o:l, appartient 3 , c. q. f. d.

s
La tribu GJ:{ engendrée pare(fb est la tribu des prévisibles.

Preuve :

Si o est un temps d'arrét, o est la borne inférieure d'une suite
de temps d'arrét &tagés, donc la tribu ! contient 1'intervalle o, q]
(cf. lemme A-4) ; la tribu ¢H ! est donc la tribu engendrée par les inter-
valles :Io, ca oli 0 parcourt l'ensemble des temps d'arrét : c'est donc la

tribu des prévisibles (résultat classique : cf., par exemple, [5]).

A_-_6 : NOTATION (bp).

On désignera pary ! 'ensemble des fonctions m d valeurs dans
Lo (Q, fﬁ, P), définies et simplement additives sur 59 et satisfaisant aux
conditions suitvantes :

() pour tout élément (H x s, t]) de %, m(H x ]s, t]) = 1y - m(Q x]s, t])

(ii) pour tout élément t de T, m(Q x]o, t]) appartient d LO(Q, 9:‘ s> P).

A - 7 : REMARQUE.

St m est une fonetion d valeurs dans Lo (Q, %‘, P), définie et
simplement additive sur ﬁ » la condition A-6-(1) ci-dessus est équivalente

a la condition suivante :


file:///41sgn
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(2)" pour tout élément (H x s, t]) de% s m(H x]s, t]) = 1y « m(H x s, t])

1°) Supposons la condition (i) satisfaite ; si (H x]s, t])

appartient 3 , ona:
]H . m(H x]s, t]) = ]H . DH . m(Q x]s, t:l)]
= IH . m(Q x]s, t]) = m(H x]s, t]) ce qui prouve (1)'.

2°) Supposons la condition (i)' satisfaite ; si (H x]s, t])

appartient a , On a :

11_I . m(Q x]s, t_-|) = ‘H . m(H x]s, t]) + (1Q - IQ\H) . m((Q\H) x]s, t:l)
=m(H x Js, t]) +m ((AH) x_]s, t]) - Iog - (@B xTJs, ¢])

= m(H x ]s, t]) ce qui prouve (i).

A - 8 : LEMME ET NOTATION (9¢).

Soit (Xt)teT

prés, c'est-d-dire tel que, pour tout élément t de T, X & appartienne 4
L (9, P).
o

un processus réel adapté défini 4 une modification

t 3
1°) Il existe un élément (unique) de aﬂ s que l'on notera
¢((Xt)teT)’ tel que, pour tout couple (s, t) d'éléments de T avec s < t, on
att :

(6((X,) Lo p)) (2 x s, t]) = (X, - x)
2°) L'application ¢ ainsi définie est une bijection de 1'ensemble

des processuyréels adaptés définis d une modification prés et tels que

X = o dans
2]

3°) Pour tout couple (o, o') de temps d'arrét étagés avee o < ¢,

on a

- X
o! o]

(4((x,), . o)) (o, 07]) = %

4°) Pour tout temps d'arrét étagé et tout élément A de 0@ R

) (4nJo,al) = ((x, ) ) (4)

M(Xt) tac teTT

teT

I-10
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Preuve :
. ' s . . P
Soit (X t)teT une modification @e (Xt)tET' Soit A un élément
de ﬁ D'aprés le lemme A-3, A admet une partition (H, sti’ t:i:{)ieI
telle que, pour tout i, (Hi x]si, ti]) appartienne 3 . En considérant

ce qui se passe sur chaque trajectoire w de {, on voit que 1'on peut poser

$((x )

tteT(A)=m(A)= I 1 L@ -x'")

ier By i i
c'est-3~dire que m(A) ne dépend pas de la décomposition de A considérée.

On vérifie que pour tout couple (0, 0') de temps d'arrét étagés avec 0 < 0',

on am (]0, 0']) = X'O, - X'o , que m est simplement additive et que
i/ /

a]) = io 'arrét étagé
¢((Xt)t€T (An]o, ]) ¢((Xt/\0)te.T (A) si est un temps d'arrét étagé et
si A appartient a (1a encore, il suffit de montrer ces égalités pour tout

élément w de Q).

Ensuite, on vérifie immédiatement que, pour tout &lément A de ‘@/,
la classe d'équivalence de m(A) dans LO(Q, ¢H , P) ne dépend pas du choix

.. . '
de la modification (X t)te

¢((Xt)tET

T 3 on peut donc poser :
) (A) = classe d'équivalence de m(A).

La fonction ¢ satisfait alors aux conditions indiquées d'aprés

ce qui précéde.

A - 9 : LEMME_ET_NOTATION (¢).

Sotit (Xt)teT un processus, défini a une modification prés et
tel que, pour tout élément t de T, X, appartient 4 LJ (Q, £ P). Alors
si on pose, pour tout élément A de &, m(A) = E [cb((Xt)teT) (4)], ceci

définit une fonction réelle simplement additive sur ,,@' s cette fonction m

sera notée o ((Xt)teT)'

Preuve :

Ceci se déduit immédiatement de la linéarité de la fonction E(.)

et de A-8. On peut &également noter qu'aux propriétés A-8-3°) et 4°) de

I-11
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H(X ) ) correspondent des propriétés analogues pour &((X ) ). Par

t't€ T t'teT
est une martingale (resp. une surmartingale) si et seule-

(A) = 0 (resp. > 0) pour tout &lément A de (ou de% ).

ailleurs, (Xt) ceT

i 9
ment si ((Xt)te T
En un certain sens qui sera précisé@ au chapitre 2, la fonction
. "ny= . 2 21
@((Xt)te 1 €Xprime donc le '"défaut de martingalité" du processus (Xt)téT'

A - 10 : DEFINITION.

On dit qu'un temps d'arrét ¢ est prévisible s'il existe une
suite de temps d'arrét (0(n))n>0 qui annonce o, c'est-3d-dire croissant vers

o et telle que, pour tout n, Proba (Eo(n) = o:l 0 [__o < ﬂ) = 0.

A - 11 ¢ REMARQUE.

Il revient au méme de dire qu'il existe une suite de temps d'arrét
(cr'(n))n>0 croissant vers o et telle que, pour tout n, Proba [c'(n) = 0] = 0.

En effet, il suffit de poser ¢'(n) = inf. {o(n), 1 - %}.

MESURE STOCHASTIQUE ”

B_ - 1 : DEFINITION ET NOTATION.

Soit p > 1. On dira que m est une mesure stochastique en moyenne
d'ordre p st m est un élément de qut se prolonge (de fagon unique) en une
mesure définie sur la tribu ¢ ' (tribu des prévisibles), 4 valeurs dans

['p (Qy s P) et o-additive pour la topologie forte de Lp (Q, e, P).

/
Dans ce cas, par abus de notation, le prolongement de m d 9:'

sera encore noté m.

I-12
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B - 2 : DEFINITION.

.

Soit p » 1. Soit (X,) un processus réel adapté défini d une

t'terT

modification prés. On dira que (X t) + e €8t un processus de répartition en

moyenne d'ordre p si ¢((Xt) ) est une mesure stochastique en moyenne

d'ordre p.

teTl

B_-_3 : THEOREME. (cf. OREY : [23'] )

Soit x une mesure stochastique en moyenne d'ordre 1. Alors <1

Y

existe un proceséus cadlag (Xi)t:eﬂ” unique 4d 1'indistinguabilité prés,

adapté aux tribus tel que X,=oet tel que x = ¢((Xt) ).

£ tel

Preuve :

Notons d'abord que si x est une mesure stochastique en moyenne
d'ordre p avec p 2 1, elle est 3 fortiori une mesure stochastique en moyenne

d'ordre 1.

On notera I

Il la norme dans LI(Q, gd, P).

Soit Q' 1'ensemble des rationnels appartenant a T. Soit (Zt)tcaQ'
le processus défini & 1'indistinguabilité prés par Zt = x (]o, :]) pour t

€lément de Q'.

On va d'abord prouver que le processus (Zt)t , est laglad en

eQ

utilisant une technique analogue a celle utilisée dans le théoréme classique

d'existence de modification laglad pour une martingale.

Puisque x est une mesure, il existe une constante d > o telle que,

pour tout élément A de , E[x(A)] < d.
Soit (a, b) un couple de rationnels avec a < b.

e 12 ' . o e " . .
Considérons d'abord une partie finie S de Q' ; soit {t(k)}lstZn

la famille ordonnée des éléments de S. Soit (c(k))1<k<2n la famille des
AN

temps d'arrét étagés définie par récurrence par : o(1) = o,

I-13
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g(2k + 1)

inf {t : t€S, t 2 o(2k), zt > b;

L}

o(2k) inf {t : tesS, t 2 0(2k - 1), Zt < a}

(rappelons que si V est la partie vide de T on pose inf {t : t eV} =

Soit Aé le domaine oli le processus (Z )t es effectue au moins
j "montées de a 4 b" ; si wef, on a :
- soit weA‘; ce qui implique
j
- soit w;!AJ ce qui 1mp11que
i _
kfl Coarety " Zo)) 27 - @
(on ne peut avoir Z o(2k+1) - Zc(Zk) < 0 que sl Zo(Zk) < a et Z0(2k+]) = X]).

On en dedult :

j
d > E [x (U Jo(2K), o2+D])] » £ E (2
k=1
>3 . (b—a) .P(AJ) -E [z, - a 1

ce qui donne P(Aé) < % sic=E (|Zl|).

Si on considére maintenant une suite (S(n))n>0 de parties finies

o2kt T Zg(2k))

de Q' dont la réunion est Q' et si Al y désigne le domaine ol le _processus

(z)

t€(2' effectue au moins j "montées de a & b" on a AS( ) + A donc

P(Aq.) <

c+d+|a|

. (b-a) Q'

sus (Z ) . effectue une infinité de "montées de a a b", on a P(A y) = 0.
te Q

. On en déduit que, si A désigne le domaine ol le proces-—

En conSLderant la famille dénombrable des couples de rationnels (a, b), on en
déduit que le processus (Z )té Q' est laglad (c'est-a-dire, pour presque
toute trajectoire, admet en tout point une limite 3 droite et une limite 3

gauche) .
(w) .

On peut alors poser, pour tout é€lément t de T, Xt(w) = Zt+
Soit te T et (t(k))k>0 une suite d'éléments de Q' décroissant

vers t ; la suite de variables aléatoires (X converge P-p.s. vers

. t(k) k>0
Xt (par définition de Xt) et dans LI(Q’ s P) vers x{]o, é]) (puisque x est

I-14
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une mesure) donc cette suite converge P-p.s. et dans Ll vers Xt = x (]o, t]).

).

On vérifie immédiatement que x = M(Xt)teT

Notons que, dans cette démonstration, supposer que x est une

"mesure" est une hypoth&se beaucoup plus forte que nécessaire.

St (X t) te T 5t wne modification cadlag d'un processus de répar-

tition en moyenne d'ordre p avec p > 1 et si x est la mesure stochastique

assoctée, on a :

a) pour tout couple (o, o') de temps d'arrét avec o < o',
z(o, of]) = X0 =X,

b) pour tout couple (o, o') de temps d'arrét prévisibles avec o < o',
z([o, o'D = X=X _

(les égalités considérées étant évidemment dans Lp).

Preuve :

a) Il suffit de prouver que x(]o,c:]) = Xo - Xo. Soit, alors, une suite

(cy(n))n>0 de temps d'arrét étagés décroissant vers o. La suite de variables
aléatoires (Xc(n))n>o
mesure) d'oli le résultat (cf. A-8-3°)).

converge vers Xc P-p.s. et dans Lp (puisque x est une

b) On raisonne de fagon analogue au a) en utilisant le a) et le fait qu'un
temps d'arrét prévisible o est limite d'une suite (c(k))k>o croissante de
temps d'arrét (quelconques) telle que, Vw, (G(k))k>o croit strictement vers

o(w) .

B - 5 : LEMME.

Soit (Xt)te p wne modification continue d droite d'un processus

de répartition en moyenne d'ordre p (p 2 1) et o un temps d'arrét. Soit Y

le processus défini par Y t( w) = (w). Alors Y est un processus de répar-

X
tac
tition en moyemne d'ordre p et, pour tout ensemble prévisible A, on a :
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(6(2,))(4) = ($(x,)) (AnTo,0])

Preuve :

I1 suffit de prouver l'égalité ci-dessus pour A = H x ]s, t]
élément de% (on peut méme prendre H = Q). Or cette égalité est satisfaite
si o est un temps d'arrét &tagé (cf. A-8-4°)). Si o est un temps d'arrét
quelconque, on considére une suite (ct(n))n>o de temps d'arrét étagés décrois-—
sant vers ¢ : la suite YtAo(n) converge d'une part dans Lp (puisqu'on a une
mesure), d'autre part P-p.s. vers Yt/\o »donc cette suite converge P-p.s. et
dans Lp vers YU0 c. q. f. d. Notons que, & l'indistinguabilité prés, Yt est
le seul processus continu & droite tel que Y0 = )g et ¢(Yt) ) = ¢(Xt) (Aﬂ]o,o])

pour tout élément A de k .

C - DEFINITION DE L‘INTEGRALE STOCHASTIQUE n

C - 1 : DEFINITION.

(,1 Soient (Xt)teT et (Yt)teT
() )

e On suppose que (X e est un processus de répartition en moyenne

d'ordre p et on désigne par x la mesure stochastique associée. On dira que

deux processus adaptés 4 la famille

le processus (Y 2,:) ter ©5t stochastiquement intégrable en moyenne d'ordre p
par rapport au processus X si la fonction réelle (w, t~ Yt(m), congidérée
comme fonction définie sur Q' = Q x T'', est intégrable (pour la topologie

de Lp) (cf.,par exemple, [1]) par rapport & la mesure x définie sur (', $h ).

Dans ce cas, si A est un ensemble prévisible, on posera
J' Y.dx = J Y. JA.dX s la fonetion m définie par m(A) = J Y.dX est alors une
A A

mesure stochastique (vérification immédiate) : d'aprés le théoréme B-3 on
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peut done lui assocter un processus cadlag (Z,) deer unique 4 1'indistinguabi-
1ité prés : par abus de langage, ce processus sera encore appelé 1'intégrale
stochastique de Y par rapport 4 X.

C_-_2 : REMARQUES.

On suppose que (Y ) est stochastiquement intégrable en moyenne

teT

d'ordre p par rapport & (X ) et que (zt)te'r est le processus défini

teT

par Zt = J Yu.dX(u), pour tout élément t de T : on a alors :
o, t

a) Z£ appartient i L «, Sf , P) pour tout &lément t de T

t
b) si (X ) est une martingale, il en est de méme de (Z ) ; en effet, si

¢((x Ypeq) (respe z = ¢((Z) g

< lQ , x(A) >=o0=E Ex(Ai] ; mais ceci implique

)), on a, pour tout élément A de 94'

<1, 4, 2z(A) > = Y d<X , 1 >=o0 (puisqu'une intégrale forte est &
Q A U u Q

fortiori une intégrale faible) ce qui implique que (Zt) est une martingale.

téT

c) de méme, si (Xt)te T
(z)

est une surmartingale.
t'teT g

est unesurmartingale et si Yt(w) est 2 0, (Vt et w)

C - 3 : LEMME.

1

Sotent p, q et r trois réels positifs tels que é + a-: %-é 1.
Sotit (Xt)t 7 une modification cadlag d'un processus de réparti-
tion en moyenne d'ordre p. Soient (o, o') un couple de temps d'arrét avec
g <o,
1°) Soit Y, un élément de L (Q, ﬂﬂ > P) ; alors le processus Y défini par

1 q g
Y= YZ . 1]0 o'] est stochastiquement intégrable en moyenne d'ordre r
3

tJY.dX:Y.(X,-X).
1 o o
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2°) Plus généralement, soit (c(k))k>o une sutite de temps d'arrét croissant

vers o' avec o = o(1). Soit (Yk)k o Wne sutte de variables aléatoires
>

telle que, pour tout Kk, 7 appartient 4 Lq(Q, é;fc(k) s P) et telle que
la série de terme général U, = Y . (Xo(k+1) - Xg(k)) 8oit convergente
dans Lr(Q’ 9:: P), (condition qui est satisfaite pour p 2z r st
Sup ||.Yk|[°° <+ ®),
k>o

Alors le processus Y défini par Y = kfo Y - l]o(k), o(k+1)] est sto-
chastiquement intégrable en moyenne d'ordre r et

)

x Esrr) ™ Xow)

f Ydx= ¢ Y, . (
Qr k>o

Preuve :

1°) Notons d'abord que la propriété indiquée a un sens puisque

la mesure associée & (Xt) est une mesure stochastique en moyenne d'ordre r.

. = - . . d _
iy, nfo a . IA(n) o (A(m)) . est une partition J -

mesurable de Q, le processus Y est intégrable d'aprés le théoréme 9 de D]

p. 347.

Si Y, est elconque, Y
1 quelconque, 1 nrfiAns c—-éta
(c'est-a-dire prenant un ensemble dénombrable de valeurs) : il en résulte
une propriété analogue pour Y qui donne le résultat escompté (toujours

d'aprés le théoréme 9 de [1]).

est limite uniforme de fonctions G-étagg

e
e

S
)

2°) Se déduit facilement de ce qui précéde et du théoréme 9 de [1].

Notons que ce lemme montre que l'intégrale construite en C-1
ci-dessus coincide avec celle de Ito-Watanabe (cf. [13]) pour les processus

étagés.

C_-_4 : EXTENSION DE_LA DEFINITION PRECEDENTE (LEMME ET DEFINITION).

Notons d'abord que l'extension ci-dessous a été étudiée plus en
détail dans [16].
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Soient X et Y deux processus, le processus X étant continu 4
droite. On dira que Y est localement stochastiquement intégrable s'il
existe une suite croissante (o(n))n>o de temps d'arrét telle que

1im. Proba [o(n) < 1] = o et telle que, pour tout n, le processus Y est
N> .

stochastiquement intégrable en moyenne d'ordre 1 par rapport au processus
Xino(n)
tition en moyenne d'ordre 1). Dans ce cas, l'égalité

(ce qui suppose, notamment, que X g (n) est un processus de répar-—

Y. dx

z tao(n)

tns(n) = J ) définit 4 l'indistinguabilité prés un processus

(Z t) te T qui sera appelé intégrale stochastique locale de Y par rapport d X.

I1 suffit de prouver que le processus (Zt)te T est bien défini et

ne dépend pas (3 1'indistinguabilité prés) de la suite (cr(n))n>°

. n . R .
1°) Pour tout n, soit (2 (t))te”r le processus continu d droite

défini par Zttl = I] Y . dX

0, £ tAo(n))'

Soit z" = ¢((Z:) ).

teT

D'aprés le lemme B-5, pour tout ensemble prévisible,

n -
2 () = JAn]o, c(n)f] T d(xt/\c(nﬂ))
n

+ ] N e e s cq sz - - .
donc z:Ao(n) = Zt 34 1'indistinguabilité prés (cf. remarque i la fin de B-5)
ce qui montre que (Zt)te T est bien défini sur l-_g, o(n)] (pour tout n) et

donc sur £ x T.

90 . o . . .
) Soient (c:(n))n>o et ( (n))n>0 deux suites satisfaisant aux

conditions de 1l'énoncé et (Z et (Z2' 1 iés.
( t)te T ( t)teT es processus associés

Soit ¢"(n) = o(n) A ¢'(n). La suite (c!"(n))n>0 satisfait aussi aux condi-

tions de 1'@énoncé. Si (Z"t)te T est le processus associé, d'aprés le 1°)
(z

on a (Z" ) 3 1'indistinguabilité prés d'od 1'unmi-

tAO"(n))téT = te T
té de (Zt)teT'

tac" (n)
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D - EXEMPLES SIMPLES DE MESURES STOCHASTIQUESJ

D - 1 : PROPOSITION.

Soit Q' un espace et c/@' un anneau de parties de Q'. Soit V un
espace de Banach, m une mesure positive définie sur et v une fonction
simplement additive définie sur et d valeurs dans V. On suppose que v
satisfait d la condition suivante :

() st (An)n>o est une suite d'éléments de cSé‘/ telle que

lim m(An) = 0, alors lim v(An) =0

N> N>
Alors, v se prolonge, de fagon unique, en une fonction & vabeurs
dans V, définie et fortement g-additive sur le §-anneau engendré par .
Preuve :

La preuve directe de ce résultat est assez facile ; toutefois

nous ne démontrerons pas ce résultat qui est un cas particulier de [1 2_] ou

[27].

Soit m.une fonction positive définie et simplement additive
sur é@' . Alors m est o —additive sur gb/si et seulement si m satisfait

aux deux conditions suitvantes :

(i) pour tout élément t de T, lim. m(Q x Jo, &]) = m(Qx]o, £])
syt

(22) pour toute suite (An)n>o d'éléments de ¢/ déeroissant vers 4,

1im. { Sup m(B) } =0

n->oo
Be i, BC.(An xT')
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Les conditions (i) et (ii) sont évidemment nécessaires.

Supposons ces conditions satisfaites. On veut prouver que si
(B) est une partition de B, les ensembles B et B_ (pour tout n) appar-
n’ n>o n
tenant a Jb/, alors m(B) = I m(Bn). D'aprés le lemme A-3, il suffit de

-

n>o
prouver cette égalité pour B € 52) s quitte & changer de notation, on peut

aussi supposer que chaque Bn appartient a . On a évidemment m(B) > I m(Bn).
n>o

Soit € > o. On se propose de prouver que m(B) + 3e « I m(Bn).
n>o

Soit B = H x]s, t] et, pour tout n, Bn = Hn x:_]sn N trﬂ. La
condition (i) permet de construire s' tel que s < s' < t et m(H x ]s, s']) <
de méme, pour tout n, on peut trouver t'n tel que tn < t'n et
m(Hn x_]tn , t';]) <e.2 ™

Pour tout élément w de H, soit a(w) 1l'ensemble des entiers
positifs k tels que we Hk. Ensuite, pour tout n > o, soit Cn 1'ensemble

des Eléments w de Q tels que

Bhdcd U Js el
I1gk<n
ke a(w)

D'une part, Cn appartient 3 J* . D'autre part, si on fixe w, on a 3
ol ac) U Jq.dfc] U e
k>o k>0
kea(w) ka(w )

(Puisque (B ) est une partition de B)
n'n>o

3 3 3 . . 1 1] [~
Ceci signifie que la famille d'ouverts {]sk , t k[}k>o, ke a(w)

recouvre le compact [}', ﬁ] donc on peut en extraire un recouvrement fini

ce qui signifie qu'il existe un n > o tel que @ appartient & Cn 3 autrement
dit, si on pose An = Q\Cn , la suite (An)n>o (qui est &videmment décroissante)
tend vers 4. On peut alors lui appliquer la condition (ii) ; il existe donc

un entier n tel que :

I-21



INTEGRALE STOCHASTIQUE

Sup. m(B) < €.

BE Q’,BC(Anx T')

Or, si on pose Dn = ]<\kj'$n (H.k x:]sk , t'k]) et B' = (H x:ls' , t]),
on a (B'\Dn)C (An x T') donc m(B'\ Dn) < € donc

m(B) ¢ e+ m(B) < 2 +w@ ) sz + I mlEy xTs . t"])

k>0
-k
< 2+ ¥ g .2 +Zm(Bk)c.q.f.d.
k>o k>o
D - 3 : PROPOSITION.
Soit (X,) un processus défini d une modification prés et

t'tel
satisfaisant aux conditions suivantes :

¢

(Z) pour tout élément t de T, X, appartient 4 L, (Q, £ pP)
(i) (Xt)teT est une sous-martingale positive
(211) pour tout élément s de T, Llim. E(Xt - X)) =0.
tis
Alors la fonction @((Xt)t .m) (cf. A-9) est positive et og-additive
eT

our & .

Preuve :

a "aeri =
Pour alléger 1'écriture, posons x = Q((Xt)te T)'

La fonction x est positive puisque (Xt) est une sous-martin-

gale. Il suffit donc de vérifier que x satisfait altn:: zonditions (1) et (ii)
du lemme D-2. Or, la condition D-2-(i) est satisfaite d'aprés la condition
(iii) de 1'énoncé. Prouvons la condition D-2-(ii) ; soit (A(n))n>o une suite
d'éléments de S telle que A(n) ¥+ ¢ ; si B est un é€lément de & contenu
dans A(n) x T', il existe un temps d'arrét étagé o tel que

B C (]o, 1]) C (A(n) x T'") (il suffit de prendre pour ¢ le 'début" de B

soit o(w) = inf. {t : (w, t) € B}) ; on a donc
m(8) < n(Jo; 1]) = E [X, - X ] (cf. A-8-3°) et A-9)

<k [x -x ) T< & [Ix] . Ta ()

or lim. E [|X ] | ] = o ce qui prouve D-2-(ii).
oo 1 A(n)
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D - 4 : PROPOSITION (CAS D'UN PROCESSUS CROISSANT).

Soit (A t) te W Processus défini & une modification prés et

satisfaisant aux conditions suivantes :
(2) pour tout élément t de T, A, appartient d L, (Q g{‘t » P)
(22) pour tout couple (s, t) d'éléments de T avec s < t, AS < At P-p.s.

(227) (At)teT est continu 4 droite en moyenne, c'est-d-dire que, pour tout

élément t de T,

1im. E'(As - At) =0
s¥t

Alors (At)teT est un processus de répartition en moyenne d'ordre 1.

Remarquons d'abord que les conditions données sur (At)teT sont
o . '
T admet une modification (A t)t(zT

croissante, continue 3 droite (par trajectoires) et qui satisfait & la

satisfaites si et seulement si (At)te

condition (i).

Soit a (resp. d) la fonction simplement additive définie sur (ﬂ
par a = ¢((Aé)te T) (resp. 3 = @((At)teT)) (cf. A-8 et A-9). La fonction
3 est positive (condition (ii)). De plus, pour tout &lément B de , Oon a
IIa(B)H] = 3a(B) donc, pour tout &lément B de c@', IIa(B)H1 < 3a(B) (on a
méme 1'égalité). Compte tenu de la proposition D-1, il suffit donc de prouver
que 3 est o-additive. Or, ceci résulte immédiatement de la proposition D-3

(on peut supposer A0 = o0 et donc At 2 0).

D - 5 : REMARQUES.

a) Dans la démonstration qui précéde, il n'est pas nécessaire

d'utiliser la proposition D-3 ; on peut en effet remarquer que, si B
appartient 3 ,)@' , a(B) = f J ]B . d At(w) . P(dw) ce qui prouve que 3
QT

est o-additive (Fubini).
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((At)te.T) est encore une sous-martingale par rapport 3 cette famille de

tribus !) : la tribu des prévisibles devient alors la tribu ¥ (:) g%) (T")

b) La proposition D-4 reste exacte si on pose Vt,

et la proposition D-4 n'est autre que le théor&me de Fubini (cf., par exemple,

IIT-2-1 p. 69 de [23]).

) Si (A, ¢

tout élément w de Q on peut considérer 1'intégrale de Stieljes ordinaire

est un processus croissant (par trajectoires), pour

est intégrable en moyenne d'ordre 1, on

JT Yt(“’) . d At(w) 3 si (Yt)teT

vérifie que, P-p.s., cette intégrale de Stieljes est définie et égale &

1'intégrale stochastique J Yt . d At (on le vérifie immédiatement pour
QV

les processus vty -étagés, puis pour les processus positifs en appliquant

le théoréme de Lebesgue).

D - 6 : PROPOSITION.

St (Xt)t€1768t une martingale de carré intégrable continue 4
droite en moyenne d'ordre 2, (Xt)tézT est un processus de répartition en
’ = =
moyenne d'ordre 2. De plus, si my = ¢((X,) teT (ef. A-8) et ay @((Xi)te_T

(cf. A-9), pour tout élément A de P4 ' on a s (] |m (A)I[ )2 = aXCA), autrement
dit, 1! plzcatzon qui, a1, élément de L° (', ij' R aX), associe mX(A)
élément de ? (Q, 4, P) est wne isométrie (ce résultat sera généralisé en
D-9-c).

Preuve :

est continue 3

JA t)téT
est continue 3 droite en moyenne d'ordre 2.

Notons d'abord que, si la famille (

droite, la martingale (X )te:T

La fonction ay (qui est positive puisque (Xi)te;T est une sous-—
martingale) est o-additive (proposition D-3).
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- 2
Par ailleurs, pour tout &lément A de aéVi aX(A) = (IImX(A)||2) H

en effet, soit (Ai) une partitionm de A constituée d'éléments de ¢

iel
(cf. A-3) ; d'une part, pour tout &lément Ai = (H x ]s, f]) de 5@ ,

2 2
ag(A,) = E [1H (XD - xs>] = E [1H C X - XS)ZJ (car HE ﬁ"Js et (x,;)teT

est une martingale) = (llmX(Ai)||2)2 ; d'autre part, si i#j, les vecteurs
mX(Ai) et mX(Ai) sont orthogonaux (ceci se vérifie immédiatement en notant
que (H x]s, thn ' xs', t']) =¢=HNH = ¢ ou:]s, t]ﬂ]s', t'] = 4).
2 2
On a donc aX(A) =z aX(Ai) = I (||mX(Ai)!|2) = (IlmX(A)IIZ) .
1€l iel
La proposition se déduit alors de D-1.

D_-_7 : REMARQUE.

Dans les deux cas envisagés précédemment (D-4 et D-6) on a
prouvé directement qu'on était dans le cas (%) de [i] (cf. p. 346) sans

utiliser le corollaire 2-4 p. 294 de [2].

D - 8 : REMARQUE.

Soit (X.) une martingale locale (cf., par exemple, Bﬂ),

t'teT
c'est-3-dire un processus continu 3 droite tel qu'il existe une suite
croissante (cr(n))n>0 de temps d'arrét, suite telle que, pour tout n,

(XtAU(n))te T
uniformément intégrables puisqu'on a pris T = E),U).

soit une martingale (ici les martingales sont nécessairement

D'aprés la proposition 4 p. 94 de Bﬂ et les propositions
D-4 et D-6 ci-dessus, il existe une suite croissante (0'(n))n>o de temps
d'arrét telle que lim. P EJ'(n) < i] = o et telle que, pour tout n,

(XtAO' (n))te T
permet de définir 1'intégrale stochastique par rapport i une martingale

soit un processus de répartition en moyenne d'ordre 1 : ceci

locale (cf. C-4 ci-dessus).
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D - 9 : PROPOSITION.

Sotit (Xt)teT une martingale de carré intégrable. Soit

ay = @((xi)teT). Soit (Y,), ¢ p

assoctée (w, t)v> Y t( w) (considérée comme fonction définie sur Q' = Q@ x T')
‘, ax). Alors :

un processus tel que la fonction réelle

appartient d L2 e,
a) (Y 7,;) teT est stochastiquement intégrable en moyenne d'ordre 2 par rapport

au processus (Xt)tG_T'

, " R
b) Soit (Zt)teT 1 'intégrale stochastique de (Y

. _ 2
soit a, = @((Zt)teT

q par rapport & (x,)

dte t'ter ?

) s soit m, la mesure stochastique définie par

m,(4) = J Y, . dXt pour tout élément A de % ". on a alors (pour tout
A

élément A de SPJ') : J Y§ . day = (||mZ(A)||2)2 = a,(4).
A

J‘-‘)‘ ls ={c: c=BN]o, s, BeJ",}, l'application qui, 4

] considérée comme élément de L° (% x Jo, 8], P 's > ay)s

e) Si on pose
Y te los

associe Z_ = . dXt considéré comme élément de LZ(Q, JH" 6 ? P)

on, gt

est une isométrie linéaire.

Preuve @

Le c) est évidemment un cas particulier du b) : il suffit de

poser A = ]o, s]. De plus la deuxiéme égalité du b) a été prouvée en D-6.

Soit g (ﬁ’) 1'espace vectoriel des processus (Yt)t T tels
que la fonction réelle associée (w, t)“> Yt(w) soit étagée et -mesurable :
autrement dit, on suppose qu'il existe une famille finie (ai)iGI de réels

et une partition finie associée (B de Q', partition constituée d'élé-

i)i€I
ments de % , telles que Xt(w) = I bi . ]B (wy t). Soit A un élément

i1€1 i %
de $é/ . Soit (Aj)jeJ une partition de A constitue d'éléments de et
plus fine que la partition (Bi)ie [ 3 on peut écrire

X (w) « 1, (wy £) = = A, .1 (w, t) et on a :
t A jeJJ Aj

mZ(A) = jéJ )\j . mZ(Aj)
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mais, de méme qu'en D-6, les vecteurs Aj . mZ(Aj) sont deux 3 deux ortho-
gonaux donc

2 2 2 2
( W)= = 2. (m @A) = & A
@117 = 1 g% lmgpllp?® = 2,

J . ax(Aj)

soit (HmZ(A)HZ)2 = IA Y2 . daX (:)
G

, ax), il existe une suite

On en déduit la m@me égalité pour tous les Eléments A de
'

Par ailleurs, pour tout &lément f de LZ(Q', 4
1218 1 -

(fn)n>° d'éléments de ( ) qui converge vers f ay"p.s. et dans

LZ(Q', ! , ax) 3 le théoréme 9 de [{] et 1'égalité o ci-dessus montrent

que le processus associé 3 f est stochastiquement intégrable en moyenne

d'ordre 2 et qu'il satisfait i l'égalité(:>(par passage 3 la limite).

ORMULE DE IToO ﬂ

E = 1 : INTRODUCTION.

Nous allons maintenant prouver la formule de Ito pour des processus
3 trajectoires continues. La méthode proposée est assez différente des
méthodes classiques : elle montre que la construction vectorielle de 1l'in-
tégrale stochastique permet de simplifier les démonstrations antérieures,

notamment parce qu'on dispose d'un théoréme de convergence dominée.

Nous commencerons par obtenir, en E-4, la décomposition de
Doob-Meyer du processus (Mtz), si (Mt) est une martingale, par une méthode

analogue 3 celle qui sert 3 prouver la formule de Ito.

E - 2 : PROPOSITION. (cf. Métivier [l16])

Sott (mn)n)o une suite de mesures stochastiques qui comverge
vers la mesure stochastique m pour la semi-norme de la semi-variation.
Sott Xt (resp. XZ) le processus cadlag, unique d l'indistinguabilité

prés, associé d la mesure m (resp. m') et tel que XO = o (resp. XZ =o0).
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Alors on peut trowver une application croissantef de N dans [N telle

que, sauf sur un ensemble de mesure nulle, les trajectoires de X{(n)
convergent uniformément vers celles de X £

Preuve :

On construit la fonction f en sorte que la semi-variation de
f(n e s e ., n . a P
(m-m ( )) soit inférieure 3 4 . Soit o(n) le temps d'arrét défini

par o(n) = inf. {t : lXt—Xfén)[ > 2%} . Sur le domaine

_ _ Jf(n) -n
A = {o(m <1}, [x -x| 22 donc

Xf(n)

-n -n

p(a) < 2" . ||(x - )o(n)||152n-4 =2

Si on pose A = lim.sup.An =N [ U Ak ] , ona P(A)=0 et, en dehors
n n>o k2n

£(n)

t

de A, les trajectoires de X convergent uniformément vers celles

de Xt .

E_-_3 : PROPOSITION. (cf. Métivier [16])

Sott (Xt)tei’ une modification cadlag d'un processus de

répartition. Soit (Yt) un processus prévisible intégrable par

teT

rapport d (Xt)' Sott (Zt)te,T le processus cadlag défini par

Z, = z, . d X, .5 (Xt) est continu (resp. prevmszblé),,(zt)
0,t]

est continu (resp. prévisible).

Preuve :

On vérifie immédiatement que la proposition est exacte si

Yt =1 H X]u,v] avec H e‘})n ; on en déduit le méme résultat si Yt est
une combinaison linéaire finie de tels processus. Le théoréme de con-
vergence dominée et la proposition E-2 permettent d'étendre ce résultat,
d'abord aux processus prévisibles (Yt) uniformément bornés (raisonne-
ment classique de prolongement par mesurabilité), et, ensuite,aux

processus (Yt) intégrables par rapport au processus (Xt)'
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E - 4 : PROPOSITION.

Soitt (X t) ter une modification cadlag d'un processus loca-

lement de répartition en moyenne d'ordre 2. Soit (Y t) terT le processus

cadlag défini a 1'indistinguabilité prés par, pour tout t :

v, =22 -x - X .dx

t t o I]o,t] u- u

ol (Xﬂ-)ztei’ désigne une modification continue d gauche du processus
(x,)

t'ter

Le processus (Yt)izel’ est alors un processus croissant.

Preuve :

X

Notons d'abord que, si (Xt) est une martingale, 1 ]Xu_.d u
o,t

est aussi une martingale ; cette proposition donne donc
. P - 2
1l'existence d'une décomposition de Doob-Meyer de (Xt) sous la forme

de la somme d'une martingale Xu_.d Xu et d'un processus croissant
o,t
(Yt) (continu ou prévisible si (Xt) l'est : cf. E-3).

Prouvons donc la proposition. Par localisation, on peut se ramener au
cas ol le processus (Xt) est uniformément borné ce que nous supposerons
désormais. On va d'abord prouver que YI—Yo est positif.

Pour tout n>o , soit Zn le processus défini sur ]o,l] par :

271
z = ¢ S .
k=a k.2 T2, (ke 1) 27
On a
n
2"y
qox= o (0 -x )
j=1 (j+1) .2 j.2
2n-1 n
2 201
= 3 (x - X )
. . - P z X - X X
=1 +1),2° " 2" *2 . - - -
1 G0 ] j=1 ( G+#n.2™ 5.2 o) j.2®

.dX

X : J]o,q z
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Or la suite de processus (Zn)n> converge vers le processus (Xt—)

o teT

il résulte alors du théoréme de convergence dominée que J] ] Zn d X
o,l

f X .dX . La somme S_converge donc, elle aussi,
]o,l] u= v n

vers une variable aléatoire qui est positive (P-p.s.) comme limite de

converge vers

variables aléatoires positives.

On prouverait de méme que, pour s<t , Yt - Ys > 0 P-p.s. Le pro-

cessus continu 3 droite (Yt) est donc croissant 3 1'indistinguabilité

teT
pPrés.

E - 5 : FORMULE DE ITO. (pour des processus réels continus)

Soit (Xt)teT

lement de répartition em moyemne d'ordre 2. Soit (Yt)te 7 le processus

une modification continue d'un processus loca-

eroissant continu défini par :
2 2
Y =X, -xX - f X .dX
t t o ]0,ﬂ u u
(ef. E-4).

Soilt f une fonction réelle de variable réelle deux fois con—

tindment dérivable. On a alors, pour tout élément t de T :

- 1
f(Xt) = f(XO) + J]o . f'(Xu).d X, t3 I]O . f”(Xu).d 7,

Preuve :

Par localisation, on peut se ramener au cas ou le processus

(Xt) est uniformément borné, ce que nous supposerons désormais.

teT
I1 suffit de prouver la formule annoncée pour t = 1. Pour tout n>o ,
on a :
n—
f£(X,) - £(X) = ¢ f (X _ -f(x _
! ° kea [((k+l).2n) k.2n)1

Mais d'aprés la formule de Taylor, pour tout n et k, il existe une

fonction réelle Rk n définie sur @ et telle que

(w) € X (w) , X (w)
T [ 2" ¢ (k+1) .27 " W]
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et :

£(X ) -fX _) =X =X ) L' )
(k+1).2° 1 k.2 " (k+1).27% k.2™™ k.2 "
1 2 "

+t g X - X -n )¢ . f (Rk,n)

(k+1).27% k.2

Soient (Z:) et (V:) les processus définis pour t €lément de

[k.2—n . (k+l).2_n[ par :

A

1]
>
=

=]
~
lad
~
]

M =

v (t)

On a :

= e 1 nopl n
f(x]) - f(xo) = J f.(zu). d X *t3 J o f (Ru). d v,

1]

0,1

. n .
La suite de processus (Zt)n o converge simplement vers le
2

processus (Zt)t donc (convergence dominée)

eT

J £1(zM. d X converge vers J f'(X).d X
u u u u
o ]] o,l

tl
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De plus, la démonstration de la proposition E-4 montre que,
pour presque toute trajectoire w , la suite de mesures positives mn(w)
. . . n .
associées aux fonctions croissantes Vt(m) converge, sur les dyadiques,
vers la mesure positive m(w) associée 3 la fonction croissante Yt(w)

par conséquent(résultat classique), la suite (mﬂ(w))n>o converge

faiblement vers la mesure m(w) ; on en déduit facilement que

J f"(Rn).d v converge P-p.s. vers J f"(X).dyY
0,1 v v Jo,1] u u

quand n tend vers l'infini.

FORMALISME ASSOCIE A DES PROCESSUS
CONTINUS A GAUCHE

F_-_1 : INTRODUCTION.

Dans les paragraphes antérieurs, on a utilisé un formalisme qui
est surtout intéressant si on considére des processus continus a4 droite. On a
effectué le choix de ce formalisme pour retrouver exactement les résultats
classiques. Toutefois, il semble important de noter qu'il est tout aussi facile

~

de considérer des processus continus 3 gauche : ceci a notamment 1'avantage

de ne faire intervenir que des processus prévisibles 3 tous les niveaux.
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Le but de ce paragraphe est donc seulement d'indiquer les modi-

~

fications 3 apporter aux paragraphes antérieurs si on est amené 3 considérer
des processus continus & gauche. Pour plus de clarté, méme si celd donne
lieu 2 des répétitions par rapport & ce qui précéde, on donnera les &noncés

complets de tous les résultats importants.

F - 2 : DONNEES ET_NOTATIONS.

On garde les mémes données qu'en A-2 donc @, é , P, T, (gﬁt)

ont les mémes propriétés que précédemment.

te T

Par contre, on introduit les nouvelles notations suivantes :

7' =T\{1} et & =Qx T'
g e g X

- pour tout élément t de T \{0}, 'Sé/t— = U 54 st 59/0__ = {Q, 7}

s<t

- g%) = famille des rectangles de la forme (H x [s, t[) ol (s, t) est un

couple d'éléments de T avec s < t et H est un élément de .

% -

g
5
g

algébre de parties de Q'g engendrée par %g'
- = tribu de parties def 'g engendrée par (@g'
On définit LO(Q, J(’:, P), [o, c'[ , etc... comme en A-2.

On a alors les résultats suivants :

Si A appartient a ‘Sb/g’ il existe une famille finie (Ai)ie I

d'éléments de 2 qui constitue une partition de A. (cf. A-3).

F - 4 : DEFINITION.

On dira qu'un temps d'arrét étagé ¢ est surprévisible si on a :
n

o= I t(k)
k=1

oi (t(k)) est une famille finie d'éléments de T et

) 1<k<n
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(H(k))1<k<n est une famille finie associée d'éléments de M telle que, pour
NAR

tout k, H(k) appartienne d ‘d}i(k)—‘

L'algébre Jé) est identique 3 1'algébre engendrée par les
intervalles ‘stochastiques I:o, c[ quand 0 parcourt 1'ensemb1ecjles temps
d'arrét étagés surprévisibles (cf. A-4). De plus, la tribu M’ est 1a
tribu des prévisibles (ce dernier résultat se déduit immédiatement de A-5

et de ce que, en restriction a (Q x ]o, ]D, ﬂ:}' Ig contient JO ).

F - 6 : NOTATION (cf. A-6).

~

On désignera par Dﬂ 1'ensemble des fonctions & valeurs dans

3

conditions suivantes :

LO(Q, , P), définies et simplement additives sur'.Sb/et satisfaisant aux

(i) pour tout élément (H x [s, tD de %g ,
m x [s, t) =1, . m@x[s, tD

(ii) pour tout élément t de T, m(Q x I:o, tD appartient & LO(Q, JAt , P).

F - 7 : LEMME ET NOTATION (cf. A-8).

Soit (Xt)te T

. aﬁ .
(unique) de g’ que 1'on notera ¢g((xt)teT

(s, t) d'éléments de T avec s < t, on ait :

un processus réel adapté. Il existe un &lément
), tel que, pour tout couple
(9y (X))

ce) @ x [s, tD=x -x

s
Notons que A-7, A-8-2°), 3°) et 4°) restent exacts sous réserves

d'effectuer les modifications convenables.
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F_-_8 : NOTATION (cf. A-9).

-~

Soit (X)) un processus défini 3 une modification prés et tel

t'teT
que, pour tout élément t de T, Xt appartient 3 LI(Q, M

<I>g((X )

P). On notera

)) (A) =

t ’
) la fonction définie sur g par (Qg((xt)te:T

)) (A)} si A appartient 3 g’

t'teT

E= (0 (%), q

F -_9 : DEFINITIONS (cf. B-1).

Soit p > 1. On dira que m est une mesure stochastique 3 gauche
en moyenne d'ordre p si m est un élément de qui se prolonge (de fagon
unique) en une mesure définie sur g?l , a valeuis dans L (R, J#, P) et
o-additive pour la topologie forte de Lp(Q,,j‘, P). On diEa que (Xt)te T
est un processus de répartition 3 gauche en moyenne d'ordre p si ¢g(xt)té T

est une mesure stochastique & gauche en moyenne d'ordre p.

F - 10 : THEOREME.

Soit x une mesure vectorielle forte, définie sur la tribu des
prévisibles contenus dane (9 x T), 4 valeurs dans LZ(Q, ¢4, P) et telle
que z([0]) = x([1]) = o. Alors x induit une mesure stochastique & gauche

st et seulement si elle induit une mesure stochastique "d droite" (c'est-

a-dire au sens indiqué en B-1) relativement d la famille ( J4t+)té-T' De
plus, il existe un processus cadlag (X)) e p » unique 4 L'indistinguabilité
prés, tel que X , =X =o, X; =X, etx= ¢((Xt)te = ¢g((Xt—)té:T)'

Preuve :

Pour la premiére partie du théoréme on vérifie facilement les
conditions (i) et (ii) de A-6 ou F-6 en utilisant la g—additivité de x.

La deuxiéme partie se déduit immédiatement de B-3 et B-4.
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F - 11 : INTEGRALE STOCHASTIQUE.

Dans la définition donnée en C-1 de 1'intégrale stochastique

J Y . dX, le processus X n'intervient que par 1l'intermédiaire de la mesure

~

stochastique associée ; si X est un processus de répartition 3 gauche, on
peut donc définir I Y . dX comme en C-1. Evidemment, dans ce cas, il est

plus logique de prendre comme 'processus—intégrale stochastique' une modi-

fication continue 3 gauche (et non 3 droite) du processus (Vt)te'r défini

par Vt = J T . dX. Notons que le processus ainsi obtenu est prévisible.

o, e[

On a évidemment 1'analogue "

a gauche" de l'extension C-4.

Soit m une fonetion positive définie et simplement additive sur
J%f . Alors m est o-additive sur g st et seulement si m satisfait aux
deux conditions suivantes :
(i) pour tout élément t de T, lim. m(2 x [0, s[) = m(2x[o, t[)
s¥t

(22) pour toute suite (An)n>0 d'éléments de Qﬁ décroissant vers 4,

lim. Sup. m(B) = o.

>0

Be v@lg B Cla,xT)

Preuve @

La preuve est absolument analogue 3 celle indiquée en D-2 ; la
seule modification provient de ce que, si (H x:]s, é]) appartient 3 g’
(H x]u,t]) n'appartient & %g que pour u > s — € (ol € > o dépend de H

et s).

F - 13 : RESULTATS DIVERS.

Compte-tenu de ce qui précéde, notamment de F-12, on prouve faci-

lement 1'analogue des propositions D-3, D-4, D-6, et D-9.
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F - 14 : FORMULE DE_ITO.

La formule indiquée en E-2 peut €tre considérée comme associée

3 des processus continus 3 gauche. Plus précisément :

On se donne les hypothéses indiquées en E-2 ; de plus, au lieu

' Loy
de s'interesser au processus (Vt)tei” on considére un processus (Wi)teaT

différence de deux processus croissants continus d gauche. On a alors, pour
tout élément t de T :

0
FW, , M) = F(W,M)»«f 0w, M) . aw
t t 1) [2) Qx@,t[ Uu u u
P-p.s.
+f Pl M) . au +%J % M) . A
axlo, ¢[ w? T

Qx[a’ tl: u u u

+ o [P, , M) -F( , M) = (W, -W).Fi , M)]

0g8<t

En effet, compte-tenu de F-10, ceci é&quivaut a E-2.
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2 DecomMmposIiTIoON DE DooB-MEYER
D’UNE QUASI-MARTINGALE

A - GENERALITES ﬂ

A -_1 : INTRODUCTION.

Le but de ce chapitre est de donner une démonstration de 1'exis-—
tence et de l'unicité d'une décomposition de Doob-Meyer pour une quasi-
martingale, démonstration qui nous semble nettement plus simple que les

démonstrations antérieures.

Dans [22], Rao prouve 1l'existence d'une telle décomposition en
utilisant le théoré&me d'unicité pour la décomposition d'une surmartingale

donné par Meyer dans [lf].(cf., aussi, OREY : [23'] ).

La méthode proposée ici utilise essentiellement la fonction x
associée d un processus (Xt), simplement additive et définie sur une sous—
algébre de la tribu des prévisibles par x(A x ]s, é]) = EI:]A . (Xt - Xsi].
Cette fonction a &té introduite par C. Doleans-Dade dans [7} mais son rdle
y était beaucoup moins fondamental. L'étape cruciale de cette méthode est
la caractérisation simple du processus croissant naturel associé i cette

fonction quand x est une mesure positive (théoréme B-2).

Une simplification par rapport aux méthodes antérieures réside,
entre autres, dans le fait que la caractérisation du théoréme B-2 donne

immédiatement 1l'unicité du processus croissant naturel.

Bien entendu, cette &tude donne lieu & 1'é&noncé de divers résul-

tats intermédiaires intéressants en eux—-mémes.
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Au paragraphe A, on donne les notations et hypothéses générales.

Au paragraphe B, on obtient la décomposition de Meyer-Doob de

(Xt) quand la fonction x associée comme indiqué ci-dessus est o —additive.

Au paragraphe C, on définit de fagon nouvelle et on &étudie les

processus "croissants naturels" de [19].

Au paragraphe D, on prouve d'une part qu'une quasi-martingale
arrétée i un temps d'arrét ¢ est encore une quasi-martingale, d'autre part,
qu'une quasi-martingale uniformément bornée et continue & droite est asso-
ciée 3 une fonction x o -additive (ce qui permet d'utiliser le paragraphe B).

On en déduit la décomposition générale d'une quasi-martingale.

Au paragraphe E, on précise la liaison entre les résultats des

paragraphes antérieurs et ceux de Meyer et Rao.

Au paragraphe F, on donne un contre—exemple qui montre que la
mesure stochastique définie dans le premier chapitre peut ne pas &tre ¢ —addi-

tive méme si la fonction x évoquée ci-dessus l'est.

Au paragraphe G, on redémontre, 3 1'aide, exclusivement, des
résultats antérieurs et d'un lemme de Rao (G-1), 1'équivalence entre proces-
sus naturel et processus prévisible ainsi que divers résultats associés
(conditions pour qu'un processus naturel soit 3 trajectoires continues et
décomposition d'un processus naturel notamment). Evidemment, certaines par-
ties de ce paragraphe peuvent €tre simplifiées si on utilise les théorémes

généraux de section ou projection (cf. [5] ) ou si on utilise les résultats
du chapitre 1.
Enfin, on a choisi une rédaction qui

- d'une part, permet dans une large mesure une lecture des divers paragraphes
indépendamment les uns des autres et indépendamment du chapitre ! ; ceci

donne lieu 3 quelques répétitions dans les détails des démonstrations.

- d'autre part, s'étend ais@ment au cas ol 1'on considére des processus i

valeurs vectorielles.
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A - 2 : NOTATIONS ET DONNEES GENERALES.

Pour toute cette étude on se donne :

- un espace probabilisé (2, ﬁ-'{ s P). On not ﬂ{ 0 la tribu engendrée
par les ensembles de mesure P-nulle de Y4 .

- g; famille croissante ( % t te de sous-tribus de JH“ contenant toutes
A

(notons qu'on ne suppose pas la famille ( J“ ) continue § droite).

- un intervalle T de R : pour alléger la présentation et retrouver le for-—

malisme traditionnel, on suppose T = [o, w[.
On pose Q' = (@ x (T\{0})) et T' = T\{0}.

)
On désigne par 4@' l'anneau des parties de Q' engendré par les
"pectangles" (H x |s, t]) on :,-sj t) est un couple d'éléments de T avec

s < t et H est un élément de J“s.

Par convention, si A est la partie vide de T, on pose :
nf {t : t€ld} =

Quand on parlera de processus, ce sera toujours par rapport d

la base (9, Y4, P, cJ)t)t 7

St f est un élément de L_(Q, ﬂj P), on considérera souvent le
processus E(f | G4 t—) (martingale par rapport aux tribus Y- t— : 11 sera
toujours entendu que E(f | ¢4 t-) désigne une modification continue & gauche
de la "martingale" E(f | G4 t—)'

A - 3 : DEFINITION. (cf. 1-A-9)

Sotit (Xt)te un processus tel que, pour tout élément t de T,
X, appartient 4 L (Q, gf, P). On pose : Q((Xt)) = x = fonetion réelle
surrplement addztwe définie sur vb’ par :

o((x,)) (Hx]s, ¢]) = «(8 xJs, £]) = E[z (x, - xs)]

pour tout couple (s, t) d'éléments de T avec s < t et tout élément H de

.

E
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On vérifie immédiatement que ceci définit bien une fonction sim-
l . 3
plement additive sur et que @((Xt)) = 0 si et seulement si (Xt) est une

martingale (cf. 1-A-9).

Si ®((X,)) est o-additive, par abus de langage, on désignera
t

encore par &((X 1;)) son prolongement au &anneau engendré par .

,,/ J u@,' . ..
Leo ~anneau & engendré par est la tribu des prévisibles.

Ce lemme se vérifie comme en 1-A.

A - 5 : DEFINITION.

Soit ¢ un temps d'arrét. On désigne par J/“ la tribu engendrée
p g P o g

par %" o et par les ensembles de la forme (Ef\[o > t]) pour teT et E& Jdt

ECOMPOSITION DE (X)) sI x=0¢X)J)) EST
-ADDITIVE

Soit t un élément de T. Soit (fn)n>o une suite d'éléments de
L, (Q, % ¢ P) qui converge vers O en moyenne. Pour tout n, soit g,, une
modification continue Q4 gauche de la "martingale" E( T | ‘% u—)' Alors, 7l
existe une sous—suite (g'n) extraite de (gn) telle que, pour P-p.s. toute

trajectoire, la suite de processus (g 'n)n>o converge simplement vers O.

Preuve :

-

Le pro?ssus (gn) continu & gauche &tant une martingale par rap-
port aux tribus _ » on peut appliquer l'inégalité fondamentale des mar-
tingales, soit :
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vk > 0 P [A(n, W] \<% . B[] []
si A(n, k) = {w : Sup |g_(u, w) | z—]-}
n k
ust
Soit (f'n) une sous-suite extraite de (fn) telle que E[lf’n[]sZ-n 5
soient (g'n) et A'(n, k) les sous—suites de (gn) et A(n, k) associées.
Soit B(n, k) = \J A'(q, k) et C = \J {() B(n, k)}
qsn k>0 n>0
on a P[B(n, )] €= . 2" d'od P(C) = 0

Si w’fc, vk > 0, dn tel que wel:ﬂ \\B(n, k):| ce qui signifie que
la suite de fonctions de t définie par hn(t) = g'n(t, w) converge unifor-
mément vers O donc, & fortiori, g'n(t, w) converge simplement vers O en

dehors de (C x T).

B - 2 : THEOREME.

Soit a une mesure positive définie sur la tribu des prévisibles
qut ne charge pas les processus évanescents (c'est-d-dire les processus
indistinguables de 0).

Alors 1l existe un processus (A t) s unique d l'indistinguabilité

prés, croissant continu 4 droite intégrable tel que A, = O et tel que, pour

o
tout élément t de T et pour tout élément H de L2 on att :

() El1, . 4] = J E(1, Iﬁu_) . da

Jo, ]
cette derniére intégrale étant une intégrale de Lebesgue ordinaire d'une
modi fication continue d gauche (et done prévisible) de la "martingale"

E( 1y | J"u_) (martingale par rapport aux tribus J* u_).

Preuve @

1°) Indiquons d'abord que le processus <At) est le processus

-

naturel au sens de [19] associé 3 a (cf. E-5 ci-aprés).
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2°) L'unicité de (At) 3 une modification prés se déduit immédia-
tement de la formule (i). On en d&duit l'unicité & 1'indistinguabilité prés

puisque (At) est continu & droite.

3°) Pour tout élément t de T et tout élément H de (}4’ soit

_ ) .
vt(H) I E(IH | J u_) . da. La fonction vt(.) est définie et
0, t]
g-additive sur e (théoréme de convergence dominée et lemme B-1). On peut
dv
donc poser Vt =35 et ceci définit, 3 une modification prés, un processus

croissant continu 3 droite en moyenne. Soit (At) une modification continue
G
’

3 droite de (Vt).

4°) Si Y appartient a L _(Q, P), on a :

t

J E(Y | gd ) . da-= J Y . vt(dw)
1o, t] ¢ a

En effet, cette égalité est satisfaite pour Y fonction indicatrice (par
définition de Vt) et se conserve par linéarité@ et convergence dominée

(lemme B-1).

5°) (At) est adapté puisque :

vt(H) u-

JJo, g 5 say| o | P - aa

JQ E(l, | gdt) - v, (dw) (d'aprés le 4°).

E(ll_l | 95 ) . da = J]

6°) (At) satisfait & la condition (i) puisque

E(1H|¢ ) . da

u-

E[1, - A] =v,(® = J]o g

B_-_3 : THEOREME.

Soit (Xt) un processus.
Soit x = ¢((Xt)) (ef. A-3).
On suppose que x est o-additive. Alors il existe un processus (At)

unique qui soit différence de deu?dprocessus croissants, tel que Ao =0 et
H

tel que, pour tout élément H de £
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E[zH.(At-As)jzj E(1 |% ) . dx

]S, t] A u
Le processus (Xt -4 = Mt) est alors une martingale.

Preuve ¢

X ne charge pas les processus &vanescents puisque P(C) = O gj
implique (C x T') € ' et x[Aﬂ(C X T')] = 0 pour tout &lément A de J".

La fonction x étant o-additive, on peut poser x = b - ¢ ol
b et ¢ sont des mesures positives. Soient B et C les processus croissants
associés 3 b et ¢ comme indiqués au théoréme B-2. Si on pose At = Bt - Ct s
on vérifie immédiatement que At satisfait aux conditions du théoréme B-3.
Notons que (At) est unique mais (Bt) et (Ct) ne le sont évidemment pas.
Toutefois, on peut choisir (Bt) et (Ct) de fagon unique si on impose
E[Bt + Ct] minimum pour tout t (ce qui correspond & la décomposition

"canonique'" de x en deux mesures positives '"minimales" b et c).

PROCESSUS APPARTENANT A &
("I NTEGRABLES NATURELS")

Sott m une fonetion positive définie et simplement additive sur

!
ob’ et satisfaisant aux deux conditions suivantes :

() quel que soit t élément de T, lim. m(Q x t, &]) = 0
syt

(22) pour toute suite (An)n>0 d'éléments de % déeroissant vers (@,

lim. m(A_ x T') = 0 i m(B) = Sup m(c)
n-roo n
Ce k', cch

e '3
Alors m est o-additive sur .
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Preuve :

Soit (A t) un processus, défini d une modification prés, croissant
et continu 4 droite en moyenne et tel que Sup. E[At] <+ o,

te T
Soitt a = <I>((At)).

]
Alors, a est oc—additive et bornée sur ué’ done a se prolonge

!
(de fagon unique) en une mesure sur 7 .

Preuve :

Le lemme se déduit facilement de 1-D-4 mais il est plus simple
de le prouver directement.

D'une part a est bornée puisque Sup. EEAt] <+ o,
téT
D'autre part, il suffit de vérifier les conditions (i) et (ii)

du lemme C-1. La condition (i) est la continuité & droite en moyenne. On

peut poser A_ = Sup. At (borne supérieure dans LI(Q, 4, P)) d'aprés la

te T
condition Sup. E[At] <+ = et A appartient & Ll(ﬂ, J/" s P).
te T
N
Si on pose a(B) = Sup. a(C), on vérifie immédiatement

" Ce ', CCB
que a(H x T') < EDH . A;] d'ol on déduit la condition (ii).

C_—-_3 : NOTATION.

Pour alléger les notations on désignera par g l'ensemble des
processus (A 7,/_) eroissants, continus 4 droite et satisfaisant aux conditions

sutvantes :
(i) Ay =0 et Sup. E[A] < + =

te’T
(22) S a = @((At)), pour tout élément t de T et tout élément H de %

E’I:JH .4l = J]o, 4 E(1y | ﬂju_) . da

t £
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C - 4 : REMARQUE.

On verra en E-5 que les éléments de 6 sont les processus
"eroissants intégrables naturels" au sens de [19]. Notons également que le
processus (A t) obtenu au théoréme B-3 est la différence de deux éléments
de e .

C_-_5 : THEOREME (UNICITE).

Sotent (At) et (Bt) deux éléments de € . 57 (At - Bt) est une
martingale, (At) et (Bt) sont indistinguables.

Preuve :

Soient a = @((At)) et b = <I>((Bt)). On a a = b puisque Mt est une
martingale. La condition C-3-(ii) implique alors EI:IH . At] = E]:IH . Bt]°
Donc (At) et (Bt) sont égaux d une modification prés ; ils sont donc indis-

tinguables puisque continus & droite.

Soit (At) un processus appartenant 4 g . Soit o un temps d'arrét.

Soit (Bt) le processus défini par B, = A, et soit b = <I>(Bt). On a alors,

pour tout ensemble prévisible K, b(K) = a(k N [0,0]) et (Bt) appartient d g .

Preuve :

1°) Considérons d'abord le cas oli 0 est un temps d'arrét &tagé.
Soit H un élément de JJS et s < t. On a :

(s, th N [o,a] = J(ons), (oat)] done
a((d x Js, t)DN[o,0]) =E[(A . -A

oat " Aoas) ¢ gl = b x Is, D).

{
On en déduit que, pour tout &lément K de & s, b(K) = a(K(\[o, o])

ce qui montre que b admet un prolongement fortement o—additif & la tribu des
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prévisibles et que ce prolongement b est tel que, pour tout ensemble pré-

visible K, b(K) = a(K N [0,0]).

On en déduit que, si on pose a = J E(lH | %u_) . db,
(J ]0, ;]
. o = 4 i =
on a: a J E(IH | & u_) . da ce qui donne @ E(lH . At/\c)
Jo, eI N [o, d]
(vérification directe facile) ce qui montre que (Bt) appartient i € .
2°) Si o est un temps d'arrét quelconque, on sait qu'il existe
une suite (O(n))n>o de temps d'arrét étagés qui décroit vers o. Soit
n n n o PP . .
Bt = At/\o(n) et b = <I>(Bt). Le 1°) et la o-additivité de a impliquent que,
pour tout ensemble H appartenant a A s * si K=H x]s,,t] ,
a(k N [0,9]) = lim. a(®N [o,0(m)]) = lim. b™(K)
n->e n-o
i ::: E[(At/\c(n) - ASAG(n)) ) ]H--I - E[(At/\o T A lHj|
(théoréme de convergence dominée) = b(K).
On en déduit que, si on pose
o = J E(lH I Gﬁu_) . db, on a
Jo, t]
o = E(1, | 94}u_) . da = limJ E(l, | c%_).da
Jo, t] N [o, o:] me /]o, t] N[o,0(n)] u
= 1lim E[l1_ . A (d'aprés le 1°))
o [H tAo(n)]
= e[, - A, c. q. f. d.
D - DECOMPOSITION D‘UNE QUASI-MARTINGALE ”

D - 1 : LEMME ET DEFINITION.

Sotit (Xt) un processus tel que, pour tout élément t de T, X,
appartient d le, £ P). Soit x = @((Xt)). Soit v la variation

totale de x.
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On pose :

iy,

= E(Xy ey | F £(k)

n
H=Sup. I E(|X
21 t(k)

cette borne supérieure étant prise pour l'ensemble des familles finies

(t(k)) eroissantes d'éléments de T.

I<ksn

On a alors H = v(Q')

Si H est finie, on dit que (Xt) est une quasi-martingale

(cf. [22]).

Preuve :
1°) Soit t(k)1<k<n une famille finie croissante d'éléments de T.
. . - N .
Pour tout k, soit A, le domaine ol X, W > E[Xt(kﬂ)l t(k)]' Soit
A= U@ x]e, t0enD]) et B= U ((@\A) x e, een]).
1<k<n 1<k<n

: 7
On a : k=zl ECIX, g ~ E(Xt(k+])| H t:(k))l)

n

" e g P o] DN
n

= ¥ E[x - X Y . (1, -1,)] = x(a) - x(B)
k=1 [ t (k) t(k+1) Ak Bk

On en déduit H < v(Q')

)
2°) Réciproquement, soit A un &lément de ﬁ . 0n a

A= ]<\kj<n (Ak x]t(k), t(k+])J) ol (t(k))lsksn est une famille finie
~N
croissante d'éléments de T et, pour tout k, Ak appartient a J\(t(k)' Le

calcul effectué au 1°) montre que :

n
kil E([Xt(k) - E(Xt(k+l)| gft(k))p; |x(a) - x(B)| avec B = @\ A. On en

déduit v(Q') < H.
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g !
Soit Q' un ensemble et éé' un anneau de parties de Q'. Soit x
)
une fonection réelle définie bornée et simplement additive sur o@' . Pour tout

élément B de (b/, on pose y(B) = U.Zup [_x(A):]+. Sotit (An)n>0 une
A€E LB, ACB

suite décroissante d'éléments de S 'telle que, pour tout élément A fixé de

D', tim z(4NA ) = 0. Alors, lim y(A ) = O.
nroo n N0 n
Preuve @

On pose, évidemment, E{(A):|+ = Sup. {0, x(A)}.

Le lemme énoncé est un lemme &lémentaire de théorie de la mesure

que nous allons redémontrer.

On raisonne par 1l'absurde ; on suppose donc qu'il existe ¢ > O et
’
une suite (An)n>0 décroissante d'éléments de 59' telle que, pour tout &lément
’

A de ﬁ , lim x(A f\An) = 0 et telle que, pour tout n, y(An) 2> €.
nro
On va construire une application strictement croissante f de N

’
dans IN et une suite (Bn) d'éléments deux & deux disjoints de cé telle que,
pour tout n, x(Bn) > e/2 et BnC (Af(n)\ Af(n+l))' Raisonnons par récurrence ;

on suppose donc connus f(n+1) et Bn' Puisque y(Af(n+1)) > €, il existe un

)
élément C de gé contenu dans A tel que x(C) ;-Z— e ; soit f(n+2) un

f(n+1)
. 1 . _
entier tel que |x(C f\Af(n+2)), $ 7 € et soit Bn+1 = C\Af(n+2)’ On a
3 1 € . -
Bn+] C (Af(nﬂ)\ Af(n+2)) et X(BnH) P (-4- Z) €= 3. Ceci achéve la

construction par récurrence ; or, cette construction implique :
5

n
x( VU Bk) >n . €/2 ce qui contredit le fait que x est bornée.
k=1

D_=-_3 : PROPOSITION.

Soit (X t) £ e une quasi-martingale continue d droite en

probabilité telle que, pour tout élément t de T, la famille (Xo) est
équi-intégrable quand o parcourt l'ensemble des temps d'arrét étagés

plus petit que t.

Soit & = of (Xt)teT

appliquer le théoréme B-3).

). Alors x est o - additive (done on peut
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)
Soit v la variation totale de x sur %J . Puisque (Xt) est une quasi-

martingale, v(Q') < + © ., On en déduit que lim v(]t,s]) =0 (sinon on
§>® , tHo
construirait une suite croissante (tn)n>0 d'éléments de T et une suite

’
.. Y212
associée (An)n> d'éléments de fz telles que, pour tout n, An C(QX] tn,th])

0
et [x(An)l > €).

I1 suffit donc de prouver que v est o-additive en restriction au
domaine Qx]O,t] ol t est un élément fixé de T. Pour cela, il suffit de
vérifier que v satisfait aux conditions (i) et (ii) du lemme C-1. Or la condi-

tion (i) découle des hypothéses compte tenu du lemme D-2.

Soit €>0 et t un élément fixé de T. Soit (Ck) une partition
n

de (Q]O,t]), partition constituée d'éléments debt' et tellc::s:fl: I g S¢
si v(Ck)—lx(Ck)| =g 3 quitte & considérer une partition plus fine, on peut
supposer que, pour tout k, Ck= Ak X]tk,t'k] avec Ak é€lément de S’tk . Soit n>0
tel que P(H)<n implique, pour tout temps d'arrét &tagé o,

E(|X0- 1H|) STE . Soit H un élément de (Ftel que P(H)<n . On va prouver que,
si R est un &élément de &' contenu dans (H x]O,t]), v(R)< 2¢ ce qui impliquera
que v satisfait & la condition C-1-(ii). Pour cela, on se propose de prouver

€
que, pour tout k, v(Rn Ck)s et ot

On fixe donc k et on pose B = Ran . Soit ¢ un temps d'arrét

étagé compris entre tk et t'k et tel que B c,(]o,t'kl) (on peut prendre, par
exemple, o = t:'k A (inf. {t : (t,w) € B} )). Soit D = ]o,t'k] . Puisque

BCD(_Ck,ona:

v(B) + |x(Ck‘\ D)| s v(c) s e + |x(Ck)|

soit v(B) £ * |xc | - |x(Ck) - x(D) |
Se |x(D) |
<e ¥ E(|Xt(k) - xol)
Se _::_l_ c.q.f.d.
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Si (xt)t €T est une surmartingale positive (ce qui est notam-
ment le cas si (Xt) est une martingale locale positive) (Xt) est nécessai-
rement une quasi-martingale ce qui permet, éventuellement, d'appliquer la

proposition D-3 ; dans ce cas la fonction x = &( (Xt)teT) est négative.

D - 5 : NOTATION.

Soit O un temps d'arrét étagé. Si o =

M3

t , on désigne

k=1 ' )
par Cﬁ o la tribu enc%}ndrée par les éléments B de ‘:7% tels que B = C M A(k)
72

avec C éléments de pour Igksn .

k

D-6: LEMME. (cf. 1-A-8 et 9)

Soit (Xt) un processus tel que, pour tout élément t de T, Xt
appartient d LZ(Q’ J“t s
avee o < o', Soit x = <I>((Xt)). On a alors :

J‘o) - X(;l = E'[}'(c, - X(;J =z (Jo, 0])

P). Sotent cet o' deux temps d'arrét étagés

=

E[EX, |

Preuve :

La premiére égalité est immédiate.

Soit y la fonction i ‘valeurs dans L, définie et simplement addi-

tive sur Jb'et telle que y]o, c'] = Xo' - Xo pc])ur tout couple (o, o') de
temps d'arrét Etagés avec 0 < ¢' : on vérifie immédiatement que ceci définit
bien une fonction simplement additive sur '. (Notons que y est la "mesure
stochastique" définie dans le premier chapitre). On a

%(Jo,07]) = E[y(Jo, ¢"]) siJo, 0] = A xJt, t'] (par définition de x) ;

on en déduit la méme égalité pour tout couple (o, o') de temps d'arrét étagés

avec 0 < ¢'.
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D -7 : LEMME. (cf. OREY : [23'] )

Soit (Xt) une quasi-martingale continue 4 droite. Soit (o(n))n>0
une suite de temps d'arrét étagés décroissant vers o. Alors la suite de

variables aléatoires (Xc(n))n>0 converge vers X dans L, (et par trajec-

toires).

La suite (Xo (n)) converge P-p.s. vers X0 d'aprés la continuité

3 droite de (Xt) ; 11 suffit donc de prouver qu'elle est équi-intégrable.

Soit € > 0. Puisque (Xt) est une quasi-martingale, il existe q

> i . a . .
te]-. que n > q 1mp11que.E[|Xc(n) E(Xo(q)l cr(n))l:l < € (sinon, on pour
rait construire une suite (0'(n)) décroissante de temps d'arrét telle que
nfo ||XU,(n) - E(xc'(n—l)l o'(n))lll = + o, ce qui contredirait le fait

que (Xt) est une quasi-martingale d'aprés le lemme D-1.

i - i o e
Soit M_ E(Xo(q) | Jc(n)) pour n > q : ceci définit une

"martingale renversée" par rapport 3 la suite décroissante de tribus

( o (n))naq
existe donc n tel que A€ ¢¥ et P(A) < n implique

, la suite (M )n>q est donc uniformément intégrable ; il
EDA . IMnD < e (vn 3 q).

Ce qui implique :

E (1, - 1% (| ] s 2

i i est équi-intégrable.
Or, ceci montre que la suite (Xo(n))n>o q g
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D_-_8 : LEMME.
Soit (Xt) une quasi-martingale continue 4 droite. Soit o un temps

d'arrét. Alors (tho) est une quasi-martingale.

Preuve :

Soit (G(n))n>0 une suite de temps d'arrét étagés décroissants vers

i = n = .
0. Soient Yt XtAo et Yt YtAo(n)

. - n _ 1. ' F -
Soient y «(Yt)) et y Q((Yt)). D'aprés le lemme D G’XtAp(n)

converge dans Ll vers XtA(Idonc on a y(B) = 1lim yn(B) pour tout élément
)
B de JEy . we

n
Or, vn, Su ly (B)l < Sup lx(B)I = K donc Sup. ly(B)] < K
Be B BE 4 BE &
donc (Yt) est une quasi-martingale.

D - 9 : THEOREME.

57 (X%) est une quasi-martingale continue 4 droite, il existe deux
éléments de &g » (At) et (Bt) et une martingale locale (Mt) tels que

X, =A, - B, +M. De plus (Mt) est unique 4 l'indistinguabilité prés.

Preuve @

Soit (c(n))n>o la suite de temps d'arrét défini par o(n) =
nainf {t : |Xt[ > n}. La suite o(n) croit vers 1l'infini, sinon x = @((Xt))

ne serait pas bornée (cf. 1-B-4). Soit (X:) la quasi-martingale (cf. D-7)

définie par X: =X D'aprés D-3, B-3 et 1-D-4, on a X: = M: + CE ol M:

tac(n)*
. n ceex P, . .
est une martingale et Ct la différence de deux éléments de 67 . Mais ceci

. . n n n+ 1 n+1 n+1
implique @ M+ C, = Mt/\o(lg * Cero(n) tao(n)
rence de deux éléments de » (cf. C-6), est une martingale ce qui implique
M = n+1

t tao(n)
un processus (Mt) par M

donc C: -C » qui est la différ

d 1'indistinguabilité pré&s (théoréme C-5). On peut donc définir

= M" et ce processus est ne marti le locale
tAc(n) " P us est u ingale locale.
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n

N . n
De méme, si C: = At - B: , les processus (A:) et (Bt) appartenant

a if et étant tels que EEAZ] soit minimum, on définit deux éléments de (g .

(At) et (Bt)’ en posant A: = A et B: =B . ((At) est intégrable

tAao(n) tao(n)
parce que, Vt et Vn, E[An]< Sup. lx(B)I <+ °,),
“Be u&'
Enfin, 1'unicité de (Mt) se prouve facilement a 1'aide du théoréme

C-5.

IAISON AVEC RAO [22] ET MEYER [19] ﬂ

E - 1 : REMARQUE.

I1 semble que RAO utilise implicitement le fait qu'une quasi-
martingale continue 3 droite est continue 3 droite en moyenne. Ce résultat

se déduit immédiatement du lemme D-6.

E - 2 : PROPOSITION.

Une quasi-martingale continue 4 droite en moyenne admet une

modification cadlag.

Preuve @

Dans [?2] p. 86, ce résultat est prouvé 3 1'aide d'une inégalité
analogue 3 celle des martingales. On peut aussi prouver ce résultat en re-

prenant la démonstration indiquée en 1-B-3 (avec des modifications évidentes).

E - 3 : REMARQUE.

Au paragraphe D, la décomposition d'une quasi-martingale a &té
obtenue par une méthode directe. On peut évidemment utiliser une méthode

plus proche de celle de RAO, c'est-d-dire commencer par montrer qu'une quasi-
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martingale est la somme d'une martingale et de la différence de deux poten-
tiels, tout en utilisant les techniques proposées ci-dessus. Pour celd, si
(xt) est une quasi-martingale et si x = @((Xt)), on pose

+ -—
y(B) = Sup. [x(C):] et z(B) = Sup. [x(C):] pour toute

ced’,cCs cedr’,ccs
partie B de @ x T. Pour tout Elément t de T et tout €lément A de dAt , on

pose ?t(A) = y(A x:]t, ©)) et on vérifie que ceci définit ung fonction
O-additive sur t dominée par P. On peut donc poser Yt = ?t 3 on vérifie
que (Yt) est un potentiel. On construit (Zt) de fagon analogue et on vérifie
que (Xt + Yt - Zt) est une martingale. Enfin, on décompose (Yt) et (Zt) en
utilisant 1-D-3 et 2-B-2.

Cette méthode ne donne pas la proposition D-3, mais permet d'ob-
tenir exactement la dé&composition obtenue par RAO en [22]-2—3 p. 89. Notons
que, dans cette décomposition, seul B(t) est unique contrairement a ce qui

semble €tre énoncé par RAO.

Notons également que les résultats indiqués par RAO supposent
implicitement que toutes les martingales locales considérées sont intégrables

(au sens, Vt, E[IMtl] <+ @),

E - 4 : PROPOSITION.

Soit (At) un processus croissant intégrable. Soit a = ¢((At)).
Alors, st (Yt) est un processus prévisible uniformément borné, pour tout

couple (s, t) d'éléments de T avec s < t on a :

aa ] =

E J]s’ t]Yu . I]s, #]Yu . da

Preuve @

L'égalité indiquée est vérifiée pour Y = | défini-

g q P H xjs, t] par fini
tion de a ; elle est donc satisfaite pour tout processus prévisible unifor-
mément borné puisque les deux membres de cette €galité sont linéaires en Y
et que, dans ces deux membres, on peut appliquer le théoréme de convergence

dominée.
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E_-_5 : COROLLAIRE.

Les éléments de e (ef. C-3 ci-dessus) sont les processus
"eroissants naturels intégrables" au sens de MEYER [19]

Ceci résulte immédiatement de [19] chapitre VII, D-18 et T-16

d'une part, et C-3 et E-4 ci-dessus d'autre part.

Notons que la preuve de T-16 de I:I9:[ utilise divers résultats

intermédiaires. I1 est donc intéressant d'en donner une preuve directe :

E - 6 : PROPOSITION.

Soit (M t) une martingale uniformément bornée continue & droite
et (A t) un processus croissant intégrable adapté continu 4 droite. On a,
pour tout élément t de T,

E[Jjo, t]Ms . da, = E[Zut . (4, - 4]

Preuve @

soit TF = (TN Jo, £]).

Soit (Tn)n>0 une suite croissante de parties finies de ™ tel que

|V, Tn soit dense dans T® et t€ Tl et 0E€ Tl. Si n est fixé, soit

n>0

(t(k))]<k\<q la famille ordonnée des é€léments de Tn et soit M" 1le processus
~N

défini par

q-1

- k-fl Mt(k-l*l) : l:It:(k), t(k+1)]

Mn

La suite de processus (Mxt:)n>0 converge vers le processus (Mt)

(parce que (Mt) est continue 3 droite) ; si Sup IMt(w)| =K< + o, les
t,w
processus (M) et (Mn) sont dominés par le processus constamment &gal 3 K :
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d'aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, il suffit donc de

P n
prouver la formule annoncée pour les processus M). Or :

q
n = -
E[jjo q Wl .l - kﬁl EM, agy + Gy ety At(k))]

q
t E[M .
k=1

EQM, . 4, - Ay)]

Begerty ™ Aeqo)d

E = 7 : REMARQUE.

On a indiqué en A-2 que les tribus ( JAt) n'étaient pas supposées
continues 3 droite. Il faut toutefois préciser que la décomposition, obtenue
en D-8, d'une quasi-martingale (X ) sous la forme X = - B + M est la
méme si on remplace les tribus ( J‘ ) par les trlbus ( 95 ). En effet, soit
A't - B't + M't la décomposition obtenue quand on considére les tribus
( t+)' Puisque A't et B't sont "naturels", on vérifie immédiatement que

4 =
t t
B't sont J‘t—mesurables. Le processus continu 3 droite (Mt)’ martingale

. . _ . S PR
A ¢ et B' sont - mesurables si 4 donc, a fortiori, A e et
locale par rapport aux tribus ( J‘t), est encore une martingale locale par
rapport aux tribus ( t+) donc (Mt) = (M't) 34 1'indistinguabilité prés

(théoréme d'unicité C-5).

CONTRE-EXEMPLE (EN LIAISON AVEC LE
PREMIER CHAPITRE)

F - 1 : INTRODUCTION.

Dans le premier chapitre, on a défini la notion de "mesure

-

stochastique'" x associée 3 un processus. Si (Xt) est un processus admet-
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tant x comme "mesure stochastique'" on a, par définition, @((Xt)) =< 1Q , X >
en désignant < 1Q , » > 1'application de LI(Q’ , P) dans R définie par

<1 f > = E[f]. Si x est une mesure stochastique, @((Xt)) est donc

Q
o-additive (et on peut appliquer le théoréme B-3). Le but du contre-exemple
qui suit est de montrer que la réciproque n'est pas exacte, c'est-a-dire

que 1'on peut avoir ¢((Xt)) o-additive sans que X soit une mesure stochas-
tique. Pour cel3d, on construit une martingale (¢((Xt)) = 0 est évidemment
o-additive) qui n'est pas associée 3 une mesure stochastique. Plus précisém—

ment

On va donmer un exemple de martingale (fh), d valeurs dans L,

et uniformément intégrable, telle que || (fén+1 - fén)||1 -+
n>0

F - 2 : CONSTRUCTION DU CONTRE-EXEMPLE.

Soit (9, ﬂj, m) un espace probabilisé. Soit a un réel strictement

. 'z _
o Une suite d'éléments de ¢/ avec AO = Q et

Sy () . .
telle que, pour tout n, m(A ) = a " et A4 ,,C 4. Soit J4n la tribu engen-

supérieur d 1. Soit (An)n

drée par les ensembles (Ak)Osksn'

Soit (bn)n>0 une série convergente d termes réels positifs telle
que, st on pose 8, = I bk’ ona I g, =+ (On peut prendre, par
1.2 k2n n>0
exemple, bn = 659 ).
On pose f = L bn . d. 1A s cette fonction appartient Q

cj n>0 n
jl(s}, M, m). Si on pose £, = E(f] f]“ln), la martingale (fn) répond d

la question.

Preuve :

n- n’
2n-1
k 2n
£, = I b .a .1 + a s .1
2n -1 k Ak 2n A2n
2n-1
k 2n-1

f, .= L b .a.l + a . s, (1 + 1 )
2n~1 k=1 k Ak 2n A2n an
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Donc :
2n-1 2n-1
f2n f2n—l = a . SZn(a l)_lA a - Sy 1B
2n 2n
[N : =
D'old, si on pose g T (f2n f2n l)’ on a
nz1
2n-1 2j-1
g = a . s . (a- 1) z 1 - S,. . a 1
nz1 2n kp2n¢l Kk g1 A Bos
g= I z a2l Son (a=-1) . R Y a7l 1
k>3 k-1 k21 I B..
lsns—; 23
Soit, en décomposant en deux sommes suivant que k est pair ou
impair :
j -
g= I ]B (Z (a-=1). aZn 1 . SZn) -a.s, 1B
j21  72j+1 n=1 2
i=1 - e
+ I ]B [(Z (a—]).aznl.szﬂ)-sz..a2Jl
jz2 ®25 L n=1 ]
On a donc :
2j-1
lell, > = mB,.,. ). @-1 .5, .a
1 j21 2j+1 23
> I a2 (a - 1)2 STy
jz1 J

[
+
8
0
Fal
Hh
.
(=9

NATUREL EQUIVAUT A PREVISIBLE ”

Soit (B,) un processus croissant intégrable et continu 4 droite.

t"teT
Pour tout n > o, soit (B:)teff le processus défini par :
B: =E (B L) stk 2T st < (k1) 2
(k+1).2
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Soit € > o ; pour tout n, soit o(n) le temps d'arrét défini
par ofn) = inf. {t : Bn(t) - B(t) 2z €}.
Soit ¢! = Sup. o(n). Pour tout €' > o, il existe alors un p(e')

n>0
tel que, pour n > p(e'), EB_, = B . 1 > ¢ . Plo(n) <+ ] - ¢’

Ce lemme est prouvé (modulo une modification évidente) au haut
de la page 75 de [_21:] Notons que RAO énonce un résultat légérement plus fort
qu'il ne semble pas démontrer : il y a en effet une ambiguité dans sa démons-—

tration ol n est 4 la fois fixe et variable.

G - 2 : LEMME ET DEFINITION.

Si o est un temps d'arrét, les deux propriétés suivantes sont

équivalentes :
(i) pour tout temps d'arrét prévisible o'y, P[o = '] =0
(72) pour toute suite (c'(n))n>0 de temps d'arrét croissant vers o',

P{lo=0l]N(N[o'm) <o) =0
n>0

Si ces conditions sont satisfaites, on dit que o est totalement

inaccessible.

On a évidemment (ii) = (i). Réciproquement, supposons (i) satis-

fait et soit (o'(n))n>0 une suite de temps d'arrét croissant vers o'.

Pour tout n, soit ¢"(n) le temps d'arrét défini par ¢"(n) = ¢'(n)
si 0'(n) < o' et 0"(n) = ©» si ¢'"(n) = ¢' ; la suite (c"(n))n>o croit vers

un temps d'arrét prévisible ¢" tel que

{fo=07NN ['® <P [o= 0" d'od (ii).
n>
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G - 3 : PROPOSITION.

St (A 1,;) appartient Q4 t:o, pour tout temps d'arrét totalement

inaccessible o on a Ay, = Ay Pp.s.

Preuve :

1°) Soient o un temps d'arrét totalement inaccessible et (At) un

élément de 6 . Soit a = @((At)teT).

. -n .
Pour tout n et pour tout nombre dyadique k . 2 (avec k entier

> 0), posons : D(n ,k) = [1( <0< k+lj.

Soit o(n) = I (k+1) . 2 % .1 et
k20 D(n, k)
_ -n
u(n) = & k. 2 ]D(n, X

k0

Soit (Bt) le processus défini par Bt = ‘[o, ) et, pour tout n,
-n

| &
(k+1) . 2

On a u(n) < 0 € o(n) P-p.s. et u(n) + o, o(n) ¥+ o donc

n PO
Bt le processus défini par :

B = E(B n

. -n
N ))51k.2 St < (k+tl) . 2

(t

E(A, - A ) = r1r1+:| E A['(n) - Au(n)]

= 1lim. { Z (E[I . (@A - A i
e k20 ED(“' k) (kt1) . 270 k. z'r‘jI

soit, d'aprés la définition de g ,

lim. I [J E(1 | % ) . da]}
- - D( ’ k) -
e k20 T k1) L 27 ! ¢

. n
lim. I(B (t=) - ]Jo(n), eu)) . da

n->o

D'une part and n > 1 + 1 .
une part, quand n = % Moy, «) ' o, =]
D'autre part, si (c'(n))n>0 est une suite de temps d'arrét qui

croit vers o', on a :
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lim. EESU, - Bc‘(n)] = P(EJ = 0'] ﬂ[ﬂ (cy'n < c')j)

n n>0
donc cette quantité est nulle (cf. G-2). D'aprés G-1, ceci implique que (B:)
converge P-p.s. uniformément par trajectoires vers (Bt) donc B:_ converge

& B _= .
de meéme vers - l]o, )

On en déduit que (Bttl_ - ljo(n), w)) converge simplement vers O
donc E(A0 - Ao-) =0, c. q. £. d.

Sotent o un temps d'arrét prévisible et (At) un élément de

g s soit a = ¢((A ). On qalors a([g])= E(A -

teT
t)teT’ U).

Pour tout temps d'arrét o', on a a(]o, c']) = E(Ao') (ceci se
vérifie immédiatement pour les temps d'arrét étagés, d'ol l'on déduit le
méme résultat pour les temps d'arrét quelconques puisque ceux—ci sont limites
de suites décroissantes de temps d'arrét étagés). Si o est prévisible, il

existe une suite (cr(n))n>0 de temps d'arré@t qui annonce ¢ ; on a :
alo]= lim a(Jo(n),0]) = lim. E[A_ - A =EMA_ -A)
<o ] e o c(n)] o o=

G - 5 : PROPOSITION.

Soit (At)te p Un processus appartenant a 6 et soit a = <I>((At)t€T).

Alors (At)teT est P-p.s. 4 trajectoires continues si et seulement si, pour

tout temps d'arvét prévisible o, aldg]= O.

La condition a([c])= 0 est nécessaire d'aprés G-4. Réciproquement,
supposons cette condition satisfaite. Soit € > O. Soit o' le temps d'arrét

défini par o' = inf. {t : A, - At-) > ¢} (il est facile de vérifier que o'

II - 62



DECOMPOSITION DE DOOB- HMEYER

est un temps d'arrét : cf., par exemple, [jﬁ] p. 98). Il suffit de prouver

que P[}' < 4+ %ﬂ = 0. Pour celd, notons d'abord que, si o est un temps d'ar-
rét prévisible, P[§ = of] = 0 (d'aprés G-4 et la définition de ¢') donc o'

est totalement inaccessible ; or ceci implique Ac' = Ac'- (cf. G-3) donc

P(o' < + =) = 0.

G - 6 : PROPOSITION.

Soit a une mesure positive définie sur la tribu des prévisibles.
Alors 1l existe une suite (an)n>0 de mesures positives définies sur la tribu

des prévisibles telle que :

1°) Pour tout n, il existe un temps d'arrét prévisible o(n) avec
an(Q') = an(ol__(n):l)

2°) (a - I a(n)) = a' est une mesure positive telle que, pour
tout temps d'arrét pz;gisible g, a'([g]) = 0.

Preuve :

Soit ¢ la borne supérieure des nombres b tels que il existe une

suite (0(n))n> de temps d'arrét prévisibles et une suite (bn)n>0 de mesures

0
positives définies sur la tribu des prévisibles avec b = I bn(Q') .

b bn(.) < a et, pour tout n, bn(Q') = bn([o(n)]). n>0

On vérifie immédiatement que cette borne supérieure est atteinte
pour une suite (an)n>o de mesures qui satisfait aux conditions de la pro-

position.

7

Soit gun temps d'arrét prévisible et H un élément de
L'ensemble (H x T) N\]o, =) est alors prévisible.

o-
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Preuve @

Soit (cr(n))n>0 une suite de temps d'arrét qui annonce o.

Soitw = VU ﬁ,
g n>0

o (cf., par exemple, [21] lemme 2-1 p. 73) : il suffit d(opc de prouver

le lemme pour H E€lément de . Supposons donc H é€lément de ‘/Mo(n) ¢ pour

(n) ; on vérifie facilement que %ngeudre

tout k > o(n), soit o'(k) le temps d'arrét défini par o'(k) = o(k) si
we€Het 0'(k) =« si wgEH. Ona (Hx T) ﬂ[o , ®©) = N ]c'(k), =), c'est

donc un ensemble prévisible. k3n

Soit (At)te.T un élément de g et a :c_q}((At)teT)' On a alors,
H

pour tout temps d'arrét o et tout élément H de :

19) E[zH . ch: J]o ] E(1, | %‘u_) . da

e

2°) (Ao) est une variable aléatoire _-mesurable.

(o}

Preuve @

1°) L'égalité indiquée se vérifie immédiatement pour tout temps
d'arrét étagé (par définition de ) et donc reste valable pour un temps

d'arrét quelconque.

2°) Il suffit de prouver que, si H & %

. @
E(ly - A) = E[(lH | % ) . a]

o- o
' . ° . .
D'aprés le 1°), il suffit donc de prouver que (Bt)tGT et (Ct)ta‘T
sont deux processus indistinguables si

() = ECly | q'7*Ju—) * Mo, o) ¢ Cleer = F [EC1yl ?o—)l ¢u-] *No, g

Puisque (Bt) et (Ct) sont continus 3 gauche, il suffit de prouver

que, Vt, Bt = Ct P-p.s.. Or,
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B =I5 ¢] - E(ng| J‘t_)H
R P Byl C & oo N T
d'oll 1'égalité P-p.s. puisque, en restriction i [¢ » t], J‘t_ est contenue

dans .
o=

Soit 0 un temps d'arrét prévisible. Soit (At)tE.T un élément de
g . Soit a = @((At)teT). On suppose que a([g]) = a(Q'). On a alors
(At)teT A, . 1[0’ w) done (At)teT est prévisible.

Preuve

Si o' est un temps d'arrét tel que P[c’ < cﬂ =1, ona

0= a(]O, c':]) = E[Ao'] (cf. début de la preuve de G-4). Soit (or(n))n>0 une
. ' a 3 : = 1i =
suite de temps d'arréet qui annonce ¢ : on a E(Ao-) ]‘:#},1o E[Ag(n)] 0 donc
- — 2 = ] - = I -

Ao— = 0 P-p.s. Par ailleurs, E(Am) = a(Q') = a([o]) = L(Ao) donc Acr = A
P-p.s.

Pour prouver que Aw . II:C” ) = A(J . ][c, ) est un processus
prévisible, il suffit de le prouver si A_ est une variable aldatoire ¢ -
étagée (par passage 3 la limite et d'aprés G-8) ce qui se déduit immédiate-

ment de G-7.

Sotent (At)t(-:T et (Bt)teT deux processus croissants prévisibles
intégrables continus 4 droite et tels que &( (At)te 7= @((Bt)te T) et
A, = B, = 0. Les processus (At)teT et (Bt)teT sont indistinguables.
Preuve
Pour tout n, soit g(n) = inf {t : (At + Bt) > n}. Les processus
. - ‘s '2 ~
(At/\c(n)) et (BtAo(n)) satisfont 3 toutes les conditions de 1'énoncé du

lemme. Il suffit donc de prouver ce lemme pour des processus uniformément

bornés. Or (At - Bt) = Mt est une martingale donc
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B, . (4, - a)] = E []O’ t]Mu . da ] (cf. E-6)

M . da (cf. E-4)
o, ¢ "

27 - -
o c]M“ . db donc E[M] = E[M_. (4, Bt):] =0

de méme, E[fdt - (B, - BO):] =

—_—

donc Mt = 0 P-p.s. ce qui montre que At et Bt sont indistinguables (puisque

continus 3 droite).

G - 11 : THEOREME.

Soit (A t) ter Un processus croissant intégrable continu d droite

o= 0 Alors (At)tG.T appartient d z;ost et seulement st (At)téT

est prévisible.

tel que A

Preuve :

° . P . _ .
1°) Soit (At)te’r un élément de \g. Soit a = <I>((At)te T)' Soit

'+ I a_ la décomposition de a comme indiquée en G-6 ; soit (A't)

a=a
By €
(resp. (AE)) le processus appartenant 3 associé 3 a' (resp. 3 an).

D'une part (A't) est prévisible (puisque 3 trajectoires continues).

D'autre part, pour tout n, (A:) est prévisible (G-9). Or

1 3 P .
A' o+ kill At converge simplement vers (At)teT donc (At)teT est prévisible.
2°) Réciproquement, supposons (A ) prévisible. Soit

t'teT 190
a= <I>((At)t€T) et (Bt)te_T le processus appartenant 3 et associé 3 a :

d'aprés le 1°), (B,)

deeT est prévisible donc (At) et <Bt) sont indistingua-
bles (G-10).
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CONDITIONS SUFFISANTES
POUR QU’UN PROCESSUS SOIT
DE REPARTITION

A - INTRODUCTION ﬂ

Dans ce chapitre, on se propose de donner des conditions suffi-
santes pour qu'un processus (Xt) soit un processus de répartition, puis

~

d'étendre les résultats obtenus a un cadre formel plus général.

Au paragraphe B, on rappelle quelques résultats sur les mesures
vectorielles : les démonstrations proposées semblent originales et montrent

que 1'outil fondamental est le théoréme d'Orlicz-Banach.

Au paragraphe C, on montre qu'une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un processus continu i droite Xt soit un processus de répar-
tition est que l'ensemble des valeurs de la fonction x associée 2 Xt soit

équi-intégrable. On en déduit qu'une martingale & valeurs dans Lp s P> 1,

est un processus de répartition.

Au paragraphe D, on introduit un formalisme plus général et on
étudie des conditions nécessaires et suffisantes pour que l'ensemble des

valeurs de x soit borné.

Au paragraphe E, on étend les résultats du paragraphe C dans le
cas du formalisme introduit au paragraphe D : pour ce paragraphe, on s'est

contenté d'énoncer les résultats sans démonstration.

Monsieur le Professeur Tortrat a bien voulu me signaler quelques
inexactitudes relatives & la rédaction de ce chapitre de ma thése : qu'il

trouve ici 1'assurance de mes meilleurs remerciements.
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SUR LES MESURES VECTORIELLES n

Soit V un espace vectoriel topologique localement convexe ; soit

V! son dual. Soit (un)n une suite d'éléments de V. On pose :

>0

A={x :xz= ¢ u, s I partie finie de N}
keI
On suppose que A est contenu dans une partie H telle que toute

sutte de Cauchy dans H pour la topologie o(V, V') soit convergente dans H
pour cette méme topologie o(V, V'). Alors, les trois conditions suivantes

sont équivalentes :
a) A est une partie bornée de V.

b) Toute sous-série de la série de terme général u, est faible-

ment bornée.

c) Toute sous—série de la série de terme général u, est de

Cauchy pour la topologie initiale sur V.

Preuve :

1°) Notons, d'abord, que dans le a) il est inutile de préciser
pour quelle topologie A est borné puisque les parties bornées sont les

méme pour la topologie initiale et la topologie o(V, V') (cf. [3]).
On va montrer les deux implications suivantes :

2°) b == a) ; 3°) b) == ¢)

Ceci démontrera le lemme puisqu'on a évidemment c) =—=> b) et

a) =—=»b).
2°) Non a) ——=ynon b).

Supposons A non faiblement borné. Celd signifie qu'il existe

x' élément de V' tel que < x' , A > ne soit pas borné. On va construire, par
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récurrence, une suite (In)n>0 de parties finies de N satisfaisant aux
deux conditions suivantes :

. . o <
(1) Vn,kelnetJeIW”.__>k j
(i) wva, | <x', I wu >|>1
kel
n
(l'existence d'une telle suite In donnera le résultat cherché puisque la

sous-série < x' , uk> pour k€ \U I_n'est pas de Cauchy et donc admet une

n>0
sous—-série non bornée).
Supposons I_ construit. Soit h = Sup k et
n
kETI
n
a = Sup l <x', I u > I cette borne supérieure &tant prise pour toutes
keI
les parties I de {1, ... h}. D'aprés non a), il existe I partie finie de N
telle que
| <x', = u > | » a+ 1 mais ceci implique
kel
<x', I u >|21silI = I\ {1, ... h} ce qui achéve la cons-
k n+l
keI
n+l
truction par récurrence.
3°) b)) ==> ).

Soit (vn) une sous-série de la série (un). D'aprés b), toute
sous—série de la série (vn) est faiblement de Cauchy donc faiblement conver-
gente vers un €lément de V (puisque H est une partie faiblement séquentiel-
lement compléte). Mais ceci signifie que la série (vn) est fortement de
Cauchy d'aprés le théoréme d'Orlicz-Banach : dans [26], ce théoréme a &été
prouvé si V est un espace de Banach mais il reste exact si V est un espace
topologique localement convexe puisque, dans ce cas, la topologie de V peut

étre définie par une famille de semi-normes (cf. [?8] )

Le lemme qui précéde sera essentiellement utilisé au paragraphe E.

Notons toutefois qu'il permet de prouver directement le résultat suivant
(cf, par exemple, [14] P.292) :

Sott V un espace vectoriel topologique localement convexe, soit V' som dual.
Soit H une partie bornée de V compléte pour la topologie initiale sur
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V et telle que toute suite de Cauchy dans H pour la topologie o(V, V')

soit convergente dans H pour cette méme topologie o(V, V'). Soit une
algébre de parties d'un ensemble Q' et ¢ la tribu engendrée par 5éy'

Soit x une fonetion & valeurs dans H définie et simplement additive sur .
Alors x se prolonge en une fonetion (unique) définie sur » d valeurs
dans H et o-additive pour la topologie initiale si et seulement si x est

o-additive sur Jé'pour la topologie o(V, V').

Preuve :

La topologie initiale sur V sera appelée topologie forte.

a) Soit (An)n>0 une suite d'é&léments deux A deux disjoints

de . Soit u, = X(An)°

D'aprés le lemme B-1, cette série est fortement de
Cauchy ce qui implique, 3 fortiori, que la suite de terme général u conver-

ge fortement vers O.

b) Soit (Bn)n>0 une suite d'éléments de éé/telle que Bn v Q.
Si on pose An = (Bn\ Bn+l) et u = x(A), le raisonnement effectué au a)
qui précéde montre que la suite de terme général x(Bn) est fortement de
Cauchy, donc elle converge fortement vers O (puisqu'elle converge faible-

ment vers 0).

c) Compte-tenu des a) et b), la proposition se déduit alors

immédiatement de []2] ou [27:].

UNE MARTINGALE DANS Lp (®>1) EST UN
PROCESSUS DE REPARTITION

Pour tout ce paragraphe, on adopte les hypothéses et les nota-

tions du chapitre 1 (cf. 1-A-2).
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Soit m une fonction réelle bornée définie et simplement additive

sur ‘g et satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(Z)  pour tout élément t de T et tout élément A de Cf ¢

lim. m(A x ]t, §]) =0
syt
(27) pour toute suite (An)rp 0 d'éléments de J4 déeroissant vers ¢,

tim mia, x]0, 1) = 0 82

7>

mB) = Sup. |m(H) |
T N cam—
He M, HCB

Alors m est o-additive sur 66’

Soit r la variation totale de m sur g; on se propose de prouver
que r satisfait aux conditions (i) et (ii) du lemme 1-D-2. La condition
1-D-2-(i) se déduit immédiatement du lemme 2-D-2 et de la condition (i) de
1'énoncé (r = y + z si y et z sont définis comme en 2-D-3-1°)). La condition
1-C-2-(ii) se déduit immédiatement de la condition (ii) de 1'@noncé et de ce

N
que r < 2m.

C - 2 : PROPOSITION

Sott (X,) un processus continu 4 droite d valeurs dans
Lp(ﬂ,ﬂ{,P) avec p>1 (resp. p=1). Soit x = ¢(Xt)' Alors x se prolonge
(de fagon unique) en une mesure vectorielle forte définie sur la tribu
des prévisibles si et seulement si x (5@/ est une partie bornée de L_, (resp.
bornée et équi-intégrable de Ly i

Preuve :

La condition "x(&) partie bornée de Lp" est évidemment néces-
saire. De plus, la condition "x (&) partie &qui-intégrable de LI" est

nécessaire d'aprés le théoréme 2-9 de [2] .
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Prouvons la réciproque. D'aprés la proposition B-2, si

x(f#,) est une partie &qui-intégrable de Lp » pour prouver que x admet un
prolongement fortement c-additif il suffit de prouver que x est faiblement
o-additive sur J{/, puisque 1'adhérence faible de x(éxr) est faiblement
séquentiellement compléte.

Soit x' un élément du dual Lq de L_; il suffit de prouver que
la fonction réelle <x' , x (.)> définie sur (F satisfait aux conditions (i)
et (ii) du lemme C-1. La condition (i) se déduit immédiatement de la conti-
nuité 3 droite de (Xt) et de ce que la famille (Xt - xo)téﬂfeSt bornée
(resp. bornée et équi-intégrable). Prouvons la condition (ii) : soit donc
(An)n>0 une suite d'éléments de‘}r décroissant vers @ ; supposons d'abord

p >1¢ si £ est la fonction associée 3 x', soit x'n 1'élément du dual Lq de

L_associé 3 f.1, . Soit
P A

n

Sup [[x@)[] <+«

A€k P

on a lim ||x'_|| _ =0 donc lim < x'_ , x(A) > = 0 uniformément en n
o n'' q e n

a

ce qui implique la condition c-1-(ii) (car H(:An X ] 0,1 ] implique
<x', x(H) > = < x'n s X(H) > ) ; le cas p = 1 se vérifie immédiatement

a partir de la définition de 1'équi-intégrabilité.

C - 3 : THEOREME.

Soit (Xt) une martingale continue 4 droite d valeurs dans
Lp(Q, ﬂd, P) avee 1 < p < + =.S0it x = ¢((Xt))’ Alors x se prolonge (de
fagon unique) en une mesure vectorielle forte définie sur la tribu des

prévisibles.

Preuve :

D'aprés la proposition C-2, il suffit de prouver que x(J%r) est

une partie bornée de Lp . Soit Mp la constante indiquée dans [4] théoréme 9.

Pour tout &lément A de séy , on a E(|x(a)|P) < LS E(]Xt(])|p) :
en effet, si A appartient & 59’, il existe une suite finie croissante de

temps d'arr@t prévisibles étagés (o(k)) telle que o(1) = 0,

1sks<2n
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EXTENSION DU CADRE GENERAL ET
ETUDE DE L’HYPOTHESE " x(Jff) BORNE"

D_-_1 : NOTATION.

Soit Q un ensemble et T un ensemble totalement ordonné. Etant
donnés o et o' deux applications de Q2 dans T, on désignera pari]o, cﬂ
l'ensemble des couples (w, t) tels que o(w) < t € o'(w) (c'est donc une

partie de Q@ x T).

D - 2 : LEMME ENSEMBLISTE

Soit Q@ un ensemble et T un ensemble totalement ordonné.
Soit T une famille de fonctions définies sur Q et d waleurs dans T telle
que, st o et o' appartiennent & I, ovo' et ovo' appartiemnent aussi Q4 I.
Soit (c(n))n>0 une suite d'éléments de x. Alors il existe un ensemble
(0'(n))n10 d'élément de T totalement ordonné (c'est-d-dire que, quels que
sotent © et g, ona o'(i)s o'(j) ou o'(Z) 3 o'(j)) et tel que, pour tout n,

11l existe j1 avee

.Jk
k-1
lom), o(m+1)] = i&;]o'(gi), o' (G, ]

St la famille o(n) est finie, on peut choisir la famille

o' (n) finie.
Preuve :

On construit la famille (o'(n)) par récurrence. On suppose

n>0

donc que 1l'on a construit (o'(n)) famille totalement ordonnée et sa-

. lsngk’

tisfaisant 3 la condition indiquée relativement 3 la famille (o(n))
. " . (]

Soit (o (n))1<n‘k' la famille (o (n))l<n€

Soit t(n) défini pour 1 < n< k'+l par

Lengk’
K mise dans 1l'ordre croissant.

T(n) = [o"(n) A c(k+l)] v d"(n-1) si 2 < n < k'+}
T(1) = og(k+1) A c"(1) et T(k'+1) = ao(k+1) v ¢"(k")
On vérifie facilement que la famille

{(0'(n))l<n<k'} \J{(T(n))lsn‘k,+l} est totalement ordonnée et satisfait

4 la condition de 1'énoncé relativement 3 la famille (o(n)) ce qui

I€ngk+1
achéve la construction par récurrence.
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o(2n) = 1 et A

n
V] ](I(Zk -1, 0(2ki] 3 soit (fk) la martingale définie
k=1 n

par fk = xo(k) ;s on a x(A) = ki] (f2k - f2k-l)’ donc x(A) est une
"transformée" de f(k) au sens de Burkholder : 1'inégalité annoncée est

alors un cas particulier de celle indiquée dans la preuve du théoréme 9
de [4] (derniére ligne de la page 1502).

C_ - 4 : REMARQUES.

a) La démonstration précédente se simplifie considérablement

quand p = 2. (Cf. 1-D-6).

b) Le théoréme C-3, ne vaut plus pour p = 1 comme le montre le

contre—exemple indiqué en 2-F.

c) Le théoréme C-3 montre notamment que si Y est un processus
prévisible uniformément borné et si X est une martingale de puissance p-i&me

intégrable, alors deX est défini et le processus (Zt)te T défini par

Zt = jQx 10,t] Y.dX, est une martingale de puissance p-iéme intégrable.

d) La proposition C-2 montre notamment que, si (Xt)t €T est un

processus de répartition en moyenne d'ordre p, (X ) est également un

t'teT
processus de répartition en moyenne d'ordre q pour 1 < q < p.

C_~-_5 : CONTRE-EXEMPLE.

Le but du contre-exemple qui suit est de montrer que la méthode utilisée
quand on a une martingale de carré intégrable (cf. 1-D-6 et 1-D-9 par exemple)
ne "marche plus'" pour une martingale de puissance p-iéme intégrable avec 1<p<2 ;

en effet, si (X ) est une martingale de puissance p-iéme intégrable, la

t'teT

fonction @[(]thp) ne majore pas de fagon simple la fonction

cerl

E{locx), ¢ 17

Plus précisément, on va donner un exemple de martingale (Xt)t:g[o,lj

de puissance p-iéme intégrable telle que I E(| X ; Xy IP) = + = .
n=1 1- P 1- ”
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Soit p tel que 1<p<2 . Soit (e:n)n> une suite de réels positifs

o
telle que T en2 <+ gt I enp = + » (on peut prendre, par exemple,
n=1 n=1
1, 1/P . F . ,
€, = (-7;) ) . Sotent Q = [0,1[ , O = la tribu des boréliens de Q et P la

mesure de Lebesgue. Pour n>0 et 0sk<2" , soit An %= [k.2_n » (k+1).2*n[ N

3

sotlt gn la tribu de parties de § engendrée par les An P sotent
>

2n—1 271-1
- u =
cn) v A, ogy €6 D(n) k\:)l Ay o1

Sotit (Yn)n> 0 la suite de variables aléatoires définie par récurrence

par Xo =1, et

Q
Youg = %, l(1#e ). 1,0+ (1 ). 1]
Sott (Xt)t ¢ [0,1[ le processus défini par
. 1 1 .
X, =Y site[l-=,1-==[ et X = lim ¥
t n n n+l 1 o P

Alors ce processus répond d la question.

oma EC|Y, -Y[P)=¢€P . K [Y_[P) et

Py _ P 1 p, 1 2
ECIY Py =eC |y ") . [ Qre )P + 5 (1-e D" ]
~ P . (p-1) 2
=EC Y|Py [ 1+ B2 e O]
. > 2 . 2 p(p-1) 2
Puisque z En < + o , le produit m [l + 2 - € ] converge vers
n=1 n=1

une valeur strictement positive. On en déduit que la suite (Yn)n>0 converge

dans Lp (Q, @, P) (propriété des martingales) et que
o ©

v Py = Py . -
i E( IYn+l Yn| ) ¢z €n o=+

n=1 n=1

III - 75


file:///2k-2
file:///2k-l

INTEGRALE STOCHASTIQUE

Y

Soitt (X,) un processus mesurable d valeurs dans un groupe

topologique abéZieE ?E'f ). Soit une famille d'éléments de 0( s sP,T)
telle que, 8T o et o' appartiennent d I, oAc' et ovo' appartiennent aussi
a L. On désigne par W l'anneau de parties de Q x T engendré par

((+, d])ce g Pour tout élément o de I, on désigne par ;(c 1'é1lément de
L,(9, $, P, E) dont un représentant dans oD, (2, M, P, E) est défint
par Xo(w) = Xo(m) (w) et on pose m(<, g]) = X, ¢ alors m se prolonge en
une fonction (unique) définie et simplement additive sur $/ et d valeurs
dans LO(Q, s Py E).

En utilisant le lemme D-2, on vérifie facilement que West la
famille des parties A de @ x T telles que il existe une famille finie

croissante (ci) d'éléments de I avec

lsig2n

=@ ou (+, cl] . On pose alors

n-1
A = A]\J{iﬂ;)1 Joyy » 0p;, 00} ol A

-1
m'(A) =X + I (X - X ). Le fait que m" ne dépend que de A et
9 i=1 9241 %24

soit simplement additive si on la considére comme fonction 3 valeurs dans

n

o Se vérifie en considérant chaque valeur w de Q@ (on est dans la situa-

tion classique de la construction d'une mesure sur

m(A) = m'(A).

IR)' Enfin, on pose

Sott S un ensemble dénombrable muni d'une relation d'ordre
total (que l'on notera <). Soit f une fonetion définie sur S et 4 valeurs
dans un espace de Banach E. Pour tout intervalle I de S non vide, on pose

n-1
v(I) = Sup = If(sk) - f(sk+1)| cette borme supérieure étant prise pour

k=1

toutes les familles finies ordonnées (sk) d'éléments de I.

I<k<n
1°) Pour tout intervalle I de S et pour toute suite monotone

13 —_ -
(8,50 d'é1éments de S telle que T = U I, avec I = [:sn s 8,4 Ona

v(I) s & (L) n>0
n>0
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2°) les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(Z) v(I) < + =

(i1) pour toute suite ( Sn)n 50 strictement monotone d'éléments de I,
Lo f(s,,) - fls)] <+ =
n>0

3°) ST E = R, les conditions (i) et (ii) sont équivalentes

ad la condition sutvante :

(21%2) pour toute suite (sn)n>0 strictement monotone d'éléments de I, 71
existe a > 0 tel que,
k
vk, In.E.J [Fley, o) - flsyJ]] < a.

Preuve :

La preuve du 1°) est immédiate. De plus, on a évidemment (i)
implique (ii). Prouvons que '"non (i) et (ii)" est absurde. Soit donc I

intervalle de S tel que v(I) = + o,

Puisque S est dénombrable, on peut construire une suite crois-

sante (s'n) et une suite décroissante (Sn)n>0 d'éléments de I telles que

n>0
1=U [sn , S'n—-" Supposons d'abord que, Vn,
>0

Al ' Py o . . .
v [-sn+l , sn] + v[s n’ S n+l:| < + o, Le 1°) et non (i) impliquent
= (-] ' ' = M ' i
z v[sm_1 ’ sn] + ou I v[:s n? s n+l] + © ; supposons qu on soit

n>0 n>0
dans le premier cas j; pour tout n, soit Tn = {tk}l<k,sh(n) une famille

finie croissante d'éléments de Esnﬂ . s‘;] telle que

h(n)-1
1 . .
kzl If(tk) f(tk+l)| > 3 v[sm_l , sn] s la suite croissante (un)n>0
telle que {un}n>0 = U Tn est telle que I ]f(uk) - f(uk+])| =+ » ce
n>0 k>0

qui contredit (ii). On a donc un couple (s, t) d'éléments de I tels que
v[s, t] = + =. Soit :
U={u:uefs, t], v[s, u] <+ =} et U' = [s, t]\U. Les ensembles U et U'

ne sont pas vides. Puisque S est dénombrable il existe une suite croissante

(sn)n>0
'
que:]sn s S n[+ @.

d'éléments de U et une décroissante (s'n)n>0 d'éléments de U' telles
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On a soit v(U) = + », soit v(U') = + », Dans le ler cas,

' = o = .

d'aprés le 1°), nEo vfsn , sn_”] + ®© et, Vn, vEsn s S <t e
on montre alors,comme plus haut,que ceci contredit la condition (ii).

Dans le deuxiéme cas, on construit par récurrence sur n, une

suite décroissante (t,) d'éléments de U' telle que

g (n)-1 k” 1sksg(n)
b |f(t ) - f(tk)l > 1 en utilisant le fait que, vn, il existe
k=g(n-1) :
A v (] = ® » . . .e
$'h(n) < tg(n) et que v(U' N (+, s h(n)]) + 3 or ceci contredit (ii).

k+1

Enfin, on a évidemment (ii) implique (iii). On vérifie facile-
ment que non (ii) implique non (iii) en comstruisant une sous-suite (s'k)

de la suite (sk) telle que, Vk, les termes f(s' ) - f(52k) soient

2k-1
tous de méme signe.

D - 5 : PROPOSITION.

Soit (Q, %, P) un espace probabilisé et T un intervalle de R.
Soit sz] g(n, » P) l'ensemble des variables aléatoires définies sur
(2, ') et a valewrs dans T. Soit T une famille d'éléments de g(n,ffz, P)
telle que, si o et o' appartiennent d £, oAc' et ovo' appartiennent ausst
qa . Soitp »1 et soi? (Xt) un processus tel que, pour tout élément o de I,
X, appartient a I_(9, S, P). soit l'algébre de parties de (2 x T)
engendrée par les "intervalles" Jo, o] pour o et o' éléments de T et x

la fonection simplement additive définie sur par z(]o, o7]) = Xor = X

1°) Sz x' est un élément du dual de Lp s la fonetion < x(.), ' >
est bornée sur Wsi et seulement si, pour toute suite (cn)n>0 strictement
monotone d'éléments de T, |< = (Xo -X )y x> <+,
w0  onr1 on

2°) La fonction x est fortement bornée sur ﬂ st et seulement

g7 la condition du 1°) ci-dessus est satisfaite pour tout élément x' du
dual de L_.
p
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Preuve :

1°) I1 suffit &videmment de prouver que < x', x(.) > est bornée
quand on se restreint 3 une famille dénombrable d'éléments de . D'aprés
le lemme D-2, il suffit donc de prouver cette condition quand I ne comprend
qu'une famille dénombrable totalement ordonnée d'éléments. Le résultat se

déduit alors immédiatement du lemme D-4.

2°) Résulte immédiatement de ce que, dans un espace de Banach,

les parties faiblement bornées et fortement bornées sont les mémes.

- GENERALISATIONS DIVERSES ”

E = 1 : INTRODUCTION.

Pour l'essentiel, les démonstrations précédentes n'utilisent
qu'un petit nombre de propriétés : le but du présent paragraphe est de
mettre en évidence ces propriétés en énongant divers résultats qui géné-
ralisent ceux donnés précédemment. Les démonstrations, fastidieuses, s'ef-
fectuent de fagon tout 3 fait analogue 3 celles du paragraphe précédent :

elles ont donc été omises.

Soit V un espace vectoriel réel localement convexe. Soit V'
le dual de V. Soit K une partie de V compléte pour la topologie initiale
et séquentiellement compléte pour la topologie o(V, V'). Soit S un ensem—
ble dénombrable muni d'une relation d'ordre total (que 1'on notera s). Soit
H l'ensemble des couples (s, s') d'éléments de S avec s # s'. Soit f une
application de S dans K. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
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() pour tout élément x' de V', il existe a > O tel que, pour toute famille
n-1

finie croissante (s;) ;. d'éléments de S, kﬁ] |< fley) = fleg,)s ' >| < a

(27) pour toute suite monotonne ( s,) d'éléments de S, et pour tout

n>0

élément x' de V', il existe b > O tel que, Vk,
k

| < jiz [f(szj_l) - f(sgj):], z'>| < b
De plus, soit T l'ensemble des bornes supérieures de parties de
S : on munit T de la topologie induite par celle de S et on considére S
comme plongé dans T. On suppose que les conditions indiquées ci-dessus sont
satisfiates. Alors, pour toute suite ( sn)n>0 d'éléments de S croissant vers
t élément de T, f( Sn) converge, pour la topologie initiale sur V, vers un

élément de X qui ne dépend que de t et que l'on désignera par f(t-).
Enfin, on suppose que, pour toute famille finie croissante

(Sk)1\<k\<2 d'éléments de S, [ Z f(sgk) - f(sgk 1)] appartient d K.

Alors, st (}é/ des1,gne L'algébre des parties de T engendrée par
les intervalles («, t[ et si on pose m(<, t[ = f(t-), m se prolonge en
une fonetion définie sur la tribu engendrée par s d valeurs dans K et

o-additive pour la topologie initiale sur V.

On aurait évidemment des résultats analogues si on considérait

des suites décroissantes au lieu de suites croissantes.

E - 3 : THEOREME.

Soit (X 2,:) tep Wn processus d valeurs dans un espace de Banach E.

Soit q > 1 tel que, pour tout élément t de T, X, € Lq(n, M, P, E) =

.

(le processus est done considéré a une modification prés). On désignera

par V' le dual de V. On désigne par o l'ensemble des variables aléatoires

f telles qu'il existe une suite finie ordomnée (tk) d'éléments de T
n
avee f = I (X -X ). On suppose que ¢

k=1 tox  tak-1

Iskson

p est contenue dans une partie
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K de V compléte pour la topologie forte et séquentiellement compléte pour

la topologie o(V, V') (condition qui est nécessairement satisfaite si p > 1).
On suppose, de plus, que pour toute suite monotone ( tn)n>0 d'éléments de

T et pour tout élément x' de V', il existe a > O tel que, quel que soit k,

| < ¢ (X, =X, ),z >| < a. Alors, pour tout élément t de T, il
J=1 2k+1 2k
existe X, ¢élément de V tel que lim X,, = X, cette limite étant
t- , et t-
tIre, t'<t

au sens de la topologie forte sur V. Si on pose, pour tout élément t de T,
o( (<, t[) =X, la fonction & se prolonge en une fonction définie sur la
tribu % (T) des boréliens de T, d valeurs dans K et o-additive pour la
topologie forte sur V. Si un élément A de (%(T) est contenu dans (<, t],
®(A) appartient a L (Q, ﬂ: -2 Ps E). On aurait évidemment un résultat
analogue en considérant des limites 4 droite au lieu de limites 4 gauche

et en remplagant partout t- par t+.

GJ

Soit (R, g‘, P) un espace probabilisé. Soit j(ﬂ, N, P len-
gsemble des variables aléatoires réelles définies sur (Q, 4 ). Soit I une
famille d'éléments de 0
I, oac'! et ovo' appartiennent 4 I. Soit I l'ensemble des éléments de

(Q, s P) telle que, st o et o' appartiennent Q

O(Q, P, P) tels qu'il existe une suite (on)n>0 d'éléments de T crois-
sant strictement vers ¢ (c'est—d-dire que, pour tout élément w de Q, cn(w)
eroit strictement vers o(w)). Soit l'algébre de parties de (Q x T) engen—
drée par les "intervalles" ((<«, 0[)052. Soit f une fonetion positive finie,

définie et croissante sur I (c'est-d-dire que o > o' implique f(o) 2 f(c')).
1°) On suppose que f satisfait & la condition suivante :

() pour tout e > O et pour toute suite (An)n>0 d'éléments de ¢ déeroissant
vers ¢, il existe n(e) tel que, st o et o' sont deux éléments de : tels que

<g'. s alors f(o) < f(c') +¢€.

o. 1 1
AT QN4
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Alors, pour toute suite ( o(n))n>0 d'éléments de T croissant
strictement vers o (élément de I), la suite (f( o(n)))n>0 converge vers
un réel qui ne dépend que de o et que l'on notera f(o-).

2°) On suppose que f satisfait 4 la condition suivante :

(27) pour toute suite (An)n>0 d'éléments de %telle que A, ¥ 7 et pour
tout € > 0, il existe n(e) tel que st (ok) est une famille finte
ok—1 élément de T et
or élément de I, si C est le "eylindre" dans @ x R de base Q\An(e) dans

Q, 87

_ Isksén
ordonnée d'éléments de © U I, avec, pour tout k, o

n
(c N [01 B OZnD C k\:jl [&27(:1 5 °2k[:‘ alors,

n
f(czn-) - f(ol) S e+ kiz flog=) - f(ozk_l)

S% on pose, pour tout élément o de T, m((«, o) = f(o-), et
st m est simplement additive, m se prolonge en une mesure positive (unique)
définie sur la tribu engendrée par .

On aurait, évidemment, des résultats analogues en considérant

des suites décroissantes au lieu de suites croissantes.

E - 5 : THEOREME.

Soit E un espace de Banach et q un réel supérieur ou égal 4 1.

Soit (Xt)teT un processus mesurable. Soit une famille T de temps d'arrét

o telle que, s o et o’ appartiennent d I, oAc' et ovo' appartiennent d L.
On dira qu'un temps d'arrét o est T-prévisible —et on notera i 1'ensemble

PS . . . 29 2 n .
de ces temps d'arrét- s'il existe une suite (cn)n> d'éléments de t crois-

0
sant strictement vers o'.On suppose que, quel que soit ¢ élément de %, X

appartient a4 Lq(Q, s Py E) =V ; on notera V' le dual fort de V.

Pour toute partie Zy de I, on désignera par %( z 0) L'ensemble
n o o -
des éléments x de V tels que x = k_E.l Xooon) = Xs(on=1) % (O(k))1<k<2n est
une famille finie ordonnée d'éléments de ZO.
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1°) Soit x' un élément fixé de V'. On considére les conditions

sutvantes :

, , _ , , ,
(1) pour toute suite L, = (o ) _, monotone d'éléments de I, 7l existe

a > 0 tel que, quel que soit x élément de (Zo), |< z', x >| < a.

(12) (resp. (iii)) quel que soit ¢ > 0, <l existe e¢' > O tel que P(A) < ¢'
implique, pour tout élément o de I, |< z' . 1,5 X, >| < ¢ (resp., pour

tout élément x de (z), |<a'. Iys x >| s €.

Soilt (c(n))n>0 une suite d'éléments de T \JI croissant stricte-
ment vers o (élément de I). Si on suppose que les conditions (1) et (it)
sont satisfaites, < x', X (n) > converge vers un réel qui ne dépend que de
o et que l'on notera X‘g_’ . S1 on suppose les conditions (i) et ,(’L’L’L) satis-
faites, et si on pose, pour tout élément o de T, m((<, o) = Xz_ s la
fonetion m se prolonge en une mesure réelle définie sur la tribu des par-

ties de (2 x T) engendrée par les intervalles ((«, o) _ .
cE L

2°) On considére les conditions suivantes :

() ' pour tout élément x' de V' et pour toute suite Iy = ( Un) n>( Monotone
d'éléments de 1, il existe a > O tel que, quel que soit x élément de

(z)s < z', z >| < a.

(22) ! (resp. (i2Z)') la famille ()?) (resp. }ﬁg (£)) est équi-intégrable.

0EL
Soit (c(n))n>0 une suite d'éléments de T \J T croissant stric-
tement vers o (élément de ). Si on suppose que les conditions (i)' et (i)'
sont satisfaites, Xo (n) comverge, pour la topologie forfe sur V, vers un
élément de V qui ne dépend que de o et que l'on notera X Si on suppose
que les conditions (i)' et (iii)' sont satisfaites, et si on pose, pour
tout élément o de T, m( (<, o[) = }?0_ s la fonetion m se prolonge en une
fonetion définie sur la tribu des parties de (Q x T) engendrée par les
intervalles ((«, oD -~ » fonetion q valeurs dans V et o-additive pour
la topologie forte sur V. it contient 1'ensemble des temps d'arrét étagés,
st (X'y)y p teT
mesure associée d X' et construite comme ci-dessus, on am = m'.

est une modification du processus (X t) et st m' est la
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St I est l'ensemble des temps d'arrét étagés et si E est de dimension
finte, pour tout élément o de I, Xc = Xo— st les trajectoires du processus X +

sont continues 4 gauche.

F-CONTRE-EXEMPLE”

F - 1 : BUT_DU_CONTRE-EXEMPLE.

Le but du contre—exemple qui suit est de montrer qu'un processus
(Q, @, p, (?t)te T (Yt)teT) peut induire une mesure vectorielle forte
y définie sur 31, par y(]a,b]) = Yb - Ya (mesure d valeurs dans

L2 (Q, 8:', P) par exemple) sans, pour autant, étre un processus de répartition

en moyenne d'ordre 2.

F - 2 : CONSTRUCTION DU CONTRE-EXEMPLE.

On pose : e=Jo0,1] , 7 =70,1] , g-,: tribu des boréliens de ]0,1]
pour tout t € ]0,1] , (\rf}t = SF s P = mesure de Lebesgue sur ]0,1]
pour tout n z 0 et k avec 0 s k< 2", 4, =Jke", (k+1).27]
£l

+> st 1k, WEA
X = fonetion définie sur Q par Xn(w) = ?

-1 st }k, weAn,2k+1

(fonctions de Rademacher).

Notons que XO = 1Q

" 1 1
Xk pour 1—n+15t<1—n72

n
™
b N

b4 , = processus défint par Y

avee n 2 o0

X (Yl € L2 (Q, {S:', p))

x|

et Y = I

k=0 k

Pour tout intervalle ]a,b] contenu dans T, soit

y(la,b]) =Y, - ¥ (élément de L, (Q,q‘) , P))
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la fonetion y admet un prolongement (unique) défini et o-additif sur :EB
pour la topologie forte de L (Q, Qr pP).

Par contre, soit A = \J (A ok ® x[1 - n+1’ 1 - 215[ ) ;
nzo
o0s2k<2"
(y,) n'est pas un processus de répartition en moyenne d'ordre 2 car, si

t'tel
z était la mesure stochastique associée, on aurait ||z(A)]|2 =+ w

Preuve :

On notera L2 = L2 Q, EFJ, P)

1°) I1 faut d'abord prouver que y admet un prolongement c-additif

pour la topologie de L,. Puisque L, est réflexif et que t - Y est continue

2° 2

a droite, il suffit de prouver que y(&t) est une partie bornee de L2 si dt'

€ L

est l'algébre engendrée par les intervalles [a,b[ . D'une part, Y

1 2

0

puisque f Yf dP= I f Xi d P (les fonctions de Rademacher étant deux
k=0

©

3 deux orthogonales) = I —%- < + o , D'autre part, soit ¢ wune application
k=0 k

strictement croissante de & dans N ; pour tout n, on a J I X ¢(k))2 d P g

o 1

k=0  ($(k))°

A
™

; en effet, ceci se déduit comme précédemment, de 1'orthogona-

1ité deux a deux des fonctions de Rademacher. On en déduit que, pour tout élément

rae d, |lywll, < 2.1 5

k=0 k2

2°) 11 faut, ensuite, prouver que (Yt) n'est pas un processus de ré-

partition en moyenne d'ordre 2. Soit 2z = ¢(Yt)

Soit B_ = v (A
o<J<n
o<2k<2

|
sl -wre oz D)
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n
11 suffit de vérifier, par récurrence, que (| [z(Bn)llz)2 > I -l](-

k=1

2 n+l (2 o2 nooLy L
or ey llp" = [ (2 5) ex = (2 6) awee [(2 )l

2 2 o z a
% (] Iz(Bn)Hz) =T d'ol le résultat escompté

par récurrence.

F - 3 : REMARQUE.

Pour tout no , soit g'n la tribu engendrée par les (An,k)osk<2n

Pour tout t € ]0,]] , soit gt la tribu définie par gt = @n si

1 gt<1- - s le processus (Q,g—’, P, gt . Yt) est alors une

1
n+l ° n+2 teT

martingale de carré intégrable continue & droite. Il définit donc un processus

de répartition en moyenne d'ordre 2.

Cect montre qu'on peut avoir un processus de répartition en moyenne
d'ordre 2 qui n'induit pas une mesure vectorielle forte sur la tribu des biens

mesurables, ni, 4 fortiori, sur la tribu 8"@ (BT .
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4_ PROCESSUS A VALEURS
DANS UN ESPACE DE BANACH

A - GENERALITES n

A - 1 : INTRODUCTION.

Pour alléger la présentation, on a considéré, dans les chapitres
précédents, des processus réels. Tous les résultats obtenus restent valables
si on considére des processus d valeurs dans un espace vectoriel de dimen-
sion finie sous réserve d'effectuer les modifications convenables évidentes.
Le but du présent chapitre est d'amorcer 1'étude d'une généralisation des
résultats antérieurs quand on considére des processus d valeurs dans un
espace de Banach F : en fait, on sera souvent amené a supposer que F est

réflexif ou que F est un dual séparable V' d'espace de Banach V.

Le formalisme adopté dans tout le chapitre est indiqué au para-
graphe A.

Au paragraphe B, on définit les notations de mesure stocliastique

ns

et de processus de répartition et on étudie le cas des processus "a varia-

tion bornée".

Au paragraphe C, on étudie l'existence de processus de réparti-

tion cadlag associés 3 une mesure stochastique.

Le paragraphe D généralise le chapitre 2. En effet, on prouve
1'existence d'une décomposition de Doob-Meyer d'une 'quasi-martingale forte'".
Ceci permet notamment de donner des conditions suffisantes d'existence d'une

modification cadlag (théoréme D-7) ce qui compléte le paragraphe C.

v - 87



INTEGRALE STOCHASTIQUE

Au paragraphe E, on définit une notion d'intégrale stochastique
[ Y dX dans le cas oi Y et X sont 3 valeurs dans un espace de Banach. Mal-
heureusement, dans le cas général, cette intégrale ne satisfait pas au

"théoréme de convergence dominée de Lebesgue".

Le paragraphe F généralise le début du chapitre 3 ; plus préci-
sément, on y donne des conditions nécessaires et suffisantes simples pour

avoir une mesure stochastique.

Enfin, il faut indiquer que, dans D8] , M. METIVIER &tudie
la construction de 1'intégrale stochastique, la décomposition d'une martin-
gale de carré intégrable et la formule de Ito au cas ol 1l'on considére un
processus 3 valeurs dans un espace de Hilbert H (divers résultats sont
valables en supposant seulement H espace de Banach réflexif). Les méthodes

utilisées généralisent celles des chapitres précédents.

A - 2 : DONNEES GENERALES.

De méme qu'aux chapitres 1 et 2, on utilise un formalisme adapté
34 1'étude de processus continus & droite. Toutefois, une grande partie des
résultats du chapitre restent valables, sous réserve d'effectuer les modi-

~

fications convenables, pour des processus continus 3 gauche.

Pour tout ce chapitre IV, on garde donc les données et notations

indiquées en 2-4A-2.

De plus, on suppose la famille ( QF{ continue d droite et

t) teT
on se donne un espace de Banach F : on désigne par F' son dual fort et par

| |lu|| la norme de u dans F.

Soit (X t) te Wn processus défint d une modification prés et

tel que, pour tout élément t de T, X, appartient d L[;(Q, £ P). Soit
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e > 0 et soit o un temps d'arrét. On pose :
’ = 7 o ’ -
o'(w) = inf. {t : t > o(w), t€Q', ||Xt xc(w)ll > €}
Alors o' défini P-p.s. un temps d'arrét. De plus, si (Xt)téiT
est continu 4 droite en moyenne, pour tout t,
-
H(Xc Xt)' 1[:0,>tJ|I$€P—p.s.
Enfin, 8i, pour une suite décroissante (o(k))k>0 de temps
d'arrét a valeurs dans Q' décroissant vers un temps d'arrét o(0) < o',

la suite Xo(k) converge en moyenne vers Xo(O) » alors on a IlXo(O) - X0|| < e

P-p.s.

Preuve :

1°) Notons d'abord que ¢' est bien défini P-p.s. (c'est-d-dire
ne dépend pas de la modification de (Xt) considérée).

Soit a€&T.

Soit A= U WosalDilx

ueqQ'
u<a+l/k

o x0[| > 3)

Soit A = M A . On vérifie facilement que A ={c' < a} et que

k>0
ae ¢a+ (cf. 1-E-1), ce qui montre que ¢' est un temps d'arrét.

2°) Supposons (Xt) continu 3 droite en moyenne. Soit t&€T

teT
. Va2 v oas . . .
et (t(k))k>O une suite d'éléments de Q' décroissant vers t ; puisque (Xt(k))
converge vers Xt en moyenne, et quitte d considérer une sous-suite, on peut
supposer que xt:(k) converge P-p.s. Soit donc B tel que P(B) = O et tel que

w € 2\ B==>X (w) converge vers Xt(w) 5 si 0'(w) > t, pour k assez

t (k)
grand, on a t(k) < ¢"(w) ce qui implique |lxt(k) - Xol| < € et donc, 3 la

-XO||< €.

limite, ||X - x0|| = lli;m ||xt(k)

3°) La fin du lemme se prouve de fagon absolument analogue

au 2°).
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PROCESSUS A VARIATION BORNEE EN
MOYENNE ET MESURE STOCHASTIQUE

B - 1 : DEFINITION.

Soit (At)té:T un processus tel que, pour tout élément t de T,
. s F . N . .
At appartient d L1 (Q, %, P). On dira que (At)teT est d variation forte
bornée en moyenne s'il existe une constante K telle que, pour toute famille

finte croissante (tk) d'éléments de T,

Isksn

{"'Z [ ||}
F T A -4 < K
k=1 Trke1 Tk

B - 2 : PROPOSITION.

Y

Soit (At) un processus d valeurs dans F et 4 variation forte

bornée en moyenme. Soit Q' 1'ensemble des rationnels de T. Soit (Zt)teQ'
le processus défini par Zt = At pour t élément de Q'. Alors, d l'indistin-

guabilité prés,(Zt)teQ, est un processus laglad. S% (At) est continu d

droite (resp. d gauche) en moyenne, le processus défini par Bt = Zt+ (resp.
Zt-) est une modification cadlag (resp. caglad) de At' Enfin st (Bt) et (Ct)
sont deux modifications laglad de (At) s (Bt+) et (Ct+) d'une part, (Bt—)

et (C t—) d'autre part sont indistinguables.

Preuve @

7]
(o}
e
ct
~
"

Sup. E I ”At - At|| (borne supérieure pour
k>0 k+1 k

toutes les familles finies croissantes d'éléments de T). On a aussi

k>0
(o(k))k>0 de temps d'arrét étagés.

E { z ”Ao(k+l) - Ac(k)” } < K pour toute famille finie croissante
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. . c o . ' : -
Soit (tn)n>0 une suite qui épuise Q'. Soit Tn {tk}ksn .

Fixons n et j. Soit o (k) la suite (finie) de temps d'arrét étagés définis

k>0
par
o(1) = 0 et o(k+l) = inf {t, tET ,t > o(k),HXU(k) - xtll > 1/}
(avec la convention o(k+1) = 1 si 1'ensemble ci-dessus est vide). Soit

BE’J = {o(k+1) < 1 } = domaine ol il y a au moins k '"variations'" d'ampli-

tude supérieure a 1/j.

On a :

k n,j
K2E{ I ||a ., -A .|} =r@Eh
>0 o(i+l) o(1) ] k
soitc=U {N (YU BE’J)}. On a P(C) = O.
j>0 k>0 n>0

Or, si weQ\ C, le processus (Zt) . n'admet pas de discon-

teqQ

tinuités oscillatoires sur la trajectoire w donc (Zt) , est laglad.

teQ
On peut donc poser Bt = Zt+ (vt) etc... La fin de la proposition
est immédiate.

B - 3 : DEFINITIONS.

[

On définit les notions de mesure stochastique 4 valeurs dans
Lg et de processus de répartition d valeurs dans F de fagon formellement

identique a celle indiquée en 1-B-1 et 1-B-2.

B_-_4 : PROPOSITION.

Soit (At) un processus, d valeurs dars F, continu 4 droite.et

a variation forte bornée en moyenne : alors, (At) est un processus de

répartition.
Preuve :
Soit (Bt)te’r le processus positif défini par :
n-1
B.=Sup I ||A - A ||
¢ k=1  Ck+1 fk
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cette borne supérieure étant prise dans LI(Q, f}z, P) pour toutes les

familles finies croissantes (tk) d'éléments de E), tI:.

I<k<n

On vérifie immédiatement que le processus (Bt)teT est crois-
sant et continu 3 droite en moyenne. Soit b la fonction positive simple-
ment additive définie par : b(H x Es, tD = EEH . (Bt - Bs)-——l si H appar-

~

tient a .

On vérifie facilement que b est o-additive. (On peut, par
exemple, utiliser 1-D-2 en prenant = pour tout t). Or, pour tout
€lément H de N ||a(H X [s, tDH < b(H x I:s, t[). On en déduit la
proposition (cf. 1-C-1).

Notons qu'on a prouvé un peu plus que la propositio;}misqu'on

a prouvé que (At) est un processus de répartition pour =

t quel que

soit t.

EXISTENCE DE MODIFICATIONS CADLAG n

C_-_1 : PROPOSITION.

.

Sott (X t) une martingale forte d valeurs dans un espace de
Banach F et continue d droite en moyenne. Alors, (X t) admet une modifi-
cation cadlag (fortement par trajectoires) P-p.s.

Preuve :

Soit g la classe des éléments f de LE]‘(Q,g“J', P) tels que
la martingale E(f] t:+) = Mt (définie 3 une modification prés) admette
une modification cadlag. Si f est une fonction étagée, f appartient &

(d'aprés le résultat classique dans le cas d'une martingale qui

s'étend au cas d'une martingale 3 valeurs dans un espace vectoriel de

dimension finie). Dans le cas général, il existe une suite (fn)n>0 de
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fonctions étagées appartenant & Lf(Q, ﬁF{, P) telle que,
vn, E{||fn - £||} < 27™. si on pose M: = modification continue i droite
de 1la martingale E(fnl J‘t+), on prouve comme en 2-B-1 (I]M:I] est une
sous-martingale) que la suite (M:)te.Q' converge P-p.s. uniformément

par trajectoire vers le processus (Mt)teif donc (M:)te.T converge P-p.s.
uniformément par trajectoire vers le processus (Mt)teQ' donc (M:)te.T
converge P-p.s. uniformément par trajectoire vers un processus (Mt)

teT
P-p.s. fortement cadlag. On en déduit immédiatement que (Mt)teJ?eSt une
modification de E(fl 9dt) = M't : en effet, si t appartient 3 T, il existe
une suite (t(n))n>0 d'éléments de Q' décroissant vers T et telle que

' - _ ' . ' . N .
M t(n) Mt(n) converge P-p.s. vers M . (puisque M t continue a droite
en moyenne) ce qui prouve que M't = Mt P-p.s.

C - 2 : THEOREME.

Soient F et G deux espaces de Banach en dualité.

Sott (Xt)te:T une quasi-martingale faible pour la dualité
considérée a valeurs dans F (c'est-d-dire que pour tout élément y' de G,
(<X, y' > est une quasi-martingale réelle), P-p.s. bornée par trajec-

toires et faiblement continue 4 droite en moyenne.

1°) On suppose que G est séparable et est le dual de F. Alors
11l existe une modification (Yt) de (Xt) P-p.s. bornée par trajectoires et
telle que, pour tout élément t de T, Xé converge P-p.s. vers X, quand s
déerolt vers t pour la topologie o(F, G).

2°) On suppose que F est le dual de G et que F ou G sont sépa-
rables. Alors il existe une modification (Zt) de (Xi), unique 4 1l'indis-
tinguabilité prés, et telle que, pour tout élément y' de G, le processus
réel < Zy s y' > soit cadlag.

a) Soit (wn)n>o une suite d'éléments de la boule unité de G

telle que, pour tout &lément y de F, on ait ||y|| = Sup. |< LA >|.
n>0
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b) en reprenant la démonstration du théoréme 1-B-3, on prouve
qu'il existe une partie A de Q telle que P(A) = 0 et telle que, si m%A,

n, <wW o, Xt(w) > n'admet pas de discontinuité oscillatoires pour t €Q"'.

c) Par ailleurs, soit t un élément fixé de T et soit (t(k))k>0
une suite d'éléments de Q' décroissant strictement vers t. Pour tout n, il
existe Bn tel que P(Bn) = 0 et une sous—suite extraite de t(k) telle que

< Xt(k) » W > converge vers < Xt(m) s W > si w ¢ Bn (d'aprés la conti-

nuité faible en moyenne et le théoréme classique sur les suites de varia-
bles aléatoires réelles). En utilisant le procédé diagonal, on peut cons-
extraite de (t(k))

truire une sous-suite (s(k)) et une partie Bt de

kO kO
Q telles que P(Bt) = 0 et telles que, n, si N¢Bt , < Xs(k) (w) , v >

converge vers < Xt(w) s W >,
d) Plagons-nous dans le cas du 1°).
Les b) et c¢) impliquent que, si w ¢ (AUBt)’ vn,

lim < Xs(w) s W > =< Xt(w) > W >

sVt

s€Q'
Mais la construction des (wn)n>0 et le fait que (Xt) soit uniformément
borné impliquent que

lim X (w) = X_(w) faiblement

stt s t

s€eqQ’
ce qui montre que, si on pose, Vt, et w,

lim faible Xs(w) si cette limite existe dans F
s¥t
Y (0) = seqQ'

0 si cette limite n'existe pas

alors le processus (Yt) est une modification de (Xt) qui satisfait

teT
au 1°) de 1'énoncé.

e) Par ailleurs, si F est le dual de G, et si w¢ A, d'aprés
le b), quand s décroit vers t, s€qQ’', Xs(w) admet une valeur d'adhérence

et donc converge vers une valeur Xt+(m) pour la topologie o(F, G). En
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effet, cette valeur d'adhérence est unique, car, s'il en existait deux, 2
savoir a et b, on aurait v tel que |< v a-b >| > 0, ce qui contredirait

le b).

s Pes . . .
D'aprés le c), (Xt+)te_T est une modification de (Xt) qui satis

fait au 2°) de 1'énoncé.

Soit V un espace de Banach.ﬁoit (, 9"1 s P) un espace proba-
bilisé et g une tribu contenue dans . Soit f un élément de LTZ/(Q, H, p)

et g un élément de L?(Q, g, P). Ona :

gl < Ilg - E7] §)|1 +E(||f||| g) Pp.s.

Preuve :
I1 faut prouver que, si A appartient 3 , on a :
[ lel] - 4P < f ||g—E(f|§)H . dP+J THIE
A A A
Supposons g étagée, soit g = I a; . ’B(i) et soit A(i) = ANB(i). (On

iel
suppose que (A(i))iel est une partition de A). On a :

lell . ap = 5 |la|| . P@AG)) = T |[ g . ap||
JA ier * iel IA(i) @

Or, si C appartient i , on a:

H[Cg . ap|] ||jc [e - ECt| tj»] car ||+ ch v

<J |||g-E(f|§)||| .dP+J [1€]] . ap
c c

Si on reporte cette inégalité dans @ il vient :

llel] - P = J g - EE| () .dP+J £]| . ap
| o Lo MBI e [l

\<j ||g-E<f|l;>|| .dp+f el . ap
A A
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Cette inégalité &tant vraie pour toutes les fonctions Etagées

reste vraie pour les fonctions g fortement intégrables, c. q. f. d.

C - 4 : LEMME ET DEFINITION.

Soit (Xt) un processus d valeurs dans F et tel que, pour tout
élément t de T, X, appartient a L?(Q,cf‘t , PJ.

Soit x = o((X,)). On a alors :
n-1 ‘J
variation totale de x = Sup. I E(llxt(k) - E(Xt(k+1)| °r‘t(k))l|)
k=1

cette bormne supérieure étant prise pour L'ensemble des familles finies

, 1272
(t(k))1<ksn ceroissantes d'éléments de T.

91 cette quantité est finie, on dira que (Xt) est une quasi-—

martingale forte.

Analogue 3 celle indiquée en 2-D-1.

C =~ 5 : PROPOSITION.

Soit V un espace de Banach et (Xt)te.T une quasi-martingale forte

a valeurs dans V. Soit u un élément de V. On pose ¥, = [|X, - ul].

Alors (Yt%:eﬂ’eSt une quasi-martingale forte.

Preuve @

Soit y la fonction définie par y = @(Yt) et soit

n-1 (/
a = Sup. E kzl %y = B geny | H e !
cette borne supérieure étant prise pour toutes les suites croissantes
(t(k)) d'éléments de T.

IKk<n
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Soit (Ai)iG.I une partition finie de Q' constituée d'éléments

de% . D'aprés le lemme C-3, on a :

o _ - -
E( X ey = 8 & e = H¥eqoy = ull < TER gy 54:;(10) Xeqoy !

On en déduit :

z D(Ai)]_ < a
i€l
Mais :
1 paplt s lv@nl+ o DGl < ly@n] v a
161 i€1
Soit, finalement :

2 Gl < Iy@)] + 2a = 2 + [ [ryqpy = sl I |17 (q = ulD]
iel

C - 6 : THEOREME.

Soit (X 7(:) tem Wt processus qui soit d la fois une quasi-martin-—
gale forte d valeurs dans V et un processus de répartition d valeurs dans
Ll(ﬂ, H, p). Alors (Xt) admet une modification (Zt)teT

tout temps d'arrét o, on a, sauf sur un ensemble de mesure nulle (qui

telle que, pour

dépend de o) Z (w) = im Z (w). Il en résulte que, st m, est la
' X
s&q', stolw)
mesure stohcastique associée 4 X, pour tout temps d'arrét o,

m,(J¢(0),0]) =z - Z, 00)
Preuve :
. . o v oases s -
a) Soit (Yt)teQ' le processus indexé par Q' défini par Yt Xt

si te€Q'. Pour tout €lément t de Q', Yt est une variable aléatoire forte-

ment intégrable donc le processus (Yt) prend ses valeurs dans un

teq'

sous-espace séparable de V. Soit (u,) une suite

espace de Banach V K k>0

1
dense dans Vl'

b) D'aprés la proposition C-4, quel que soit k, le processus

k

')

P k . . .
deeq’ défini par Yt = HYt - ukH est une quasi-martingale. Il existe
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k.
donc un ensemble de mesure nulle Ak tel que, en dehors de Ak . (Yt)teQ'
admet en tout point de T une limite 3 droite et une limite & gauche sui-
vant Q'. SoitA = \J Ak
k>0
c) Pour tout élément (w, t) de (2 x T) on pose :
lim, Y (w) si cette limite existe fortement dans VI
t 0 si cette limite n'existe pas dans V..

1
d) Soit o un temps d'arrét. Soit (cr(n))n>0 une suite de temps
d'arrét étagés 3 valeurs dans Q' telle que, pour tout w, o (n) (w) décroisse

strictement vers o(w). Puisque (Xt) est un processus de répartition,

té T
. V . -~ . -

la suite (xo(n))mo converge dans LI(Q’ , P). Quitte 3 considérer une

sous-suite, on peut donc supposer qu'il existe un ensemble de mesure nulle

B tel que, si w#B , Yo(n) (w) = Xc(n) {w) converge fortement vers une va-

riable aléatoire H(w).

e) Soit w ¢ AUB et soit € > 0. Soit k tel que ||H(w) - u.kH < €.
D'apras le d), pour n assez grand, on a ||Y0(n) - ukll < 2e. Or, d'aprés
le b), la famille (||Y (w) - “k”)sw(w)
n > 0 tel que o(w) < s < o(w) + n implique ||Ys(w) - ukll < 3e soit
||Ys(w) - H(w)|| < 4e. Autrement dit, si w%AUB, (Ys(w))s+o(w) converge

est convergente donc, il existe

fortement vers H(w).

f) On en déduit que Zo(w) = H(w) P-p.s. En particulier, si 0 =t
(temps d'arrét constant), H(w) = Xt(w) P-p.s. donc Zt(w) = Xt(w) P-p.s.
ket est bien une modification de (Xt)teT' La suite
du théoréme se vérifie alors immédiatement compte-tenu de ce qui précéde.

c'est-a-dire que (Zt)

DECOMPOSITION DE DOOB-MEYER
D’UNE QUASI-MARTINGALE

D - 1 : THEOREME.

On suppose que F est un dual séparable W' d'espace de Banach W

ou un espace réflexif.

IV - 98



PROCESSUS A VALEURS DANS UN BANACH

Soit a une fonction définie sur la tribu des prévisibles, d
valeurs dans F, fortement o-additive, admettant une variation totale finie
notée |a| et qui ne charge pas les processus indistinguables de 0. Alors,
11 existe un processus (At)’ d valeurs dans F, unique & 1'indistinguabilité

prés, continu 4 droite, d variation forte bornée en moyenne et tel que, pour

tout élément t de T et tout élément H de s Oon att :

(1) E[1, . 4] = J]o 3 E(1 E]‘fju_) . da

cette derniére intégrale étant une intégrale forte d'une modification
continue 4 gauche (et donc prévisible) de la "martingale" E’(IHI J'u_)
(martingale par rapport aux tribus u-)'

Preuve : (cf. 2-B-2 et 2-B-3).

1°) L'unicité de At se vérifie immédiatement comme en 2-B-2.

2°) Pour tout élément t de T et tout &lément H de ?, soit

Vt(H) = J] ]E(]H| %u_) . da. La fonction vt(.) est définie et o-additive
0, t

sur 9‘ (théoréme de convergence dominée et lemme B-1). De plus, la varia-
tion totale de Ve est bornée par celle de a (puisque

dv
]vt(H)| < E E(1H| % ) . d|a]. On peut donc poser Vt == (théoréme
0, t

u- d P
de Radon-Nikodym vectoriel -théoréme 9 de[]s_] si F est un dual séparable
W' d'espace de Banach W ou théoréme 11 de [:ISJ si F est réflexif).
Le processus Vt est continu 3 droite pour la topologie de

LT(Q, %, P). De plus, il est & variation forte bornée puisque

v -V |l s suwp. I v, -v, ®E)[] =a
k>0 k+1 k k,j k+1 k
cette borné supérieure Etant prise pour toutes les partitions finies (Hj)jGI
-mesurables de @, mais

¥ fT, 201y | P> dlal < la] @ %0
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D'aprés la proposition B-3, (Vt) admet une modification cohtinue
droite (At)'

[

3°) On prouve comme en 2-B-2 que

si Y appartient a L_(9, 91‘, P), E(Y| f}{ _) da = J Y . vt(dm)
0, t:l u Q

- (At) est adapté et satisfait d& la condition (i) de 1'énoncé.

D_=_2 : NOTATION.

On désignera par \g F 1 rensemble des processus (A t) a valeurs

dans F, continus 4 droite et satisfaisant aux conditions suivantes :
(Z) AO =0 et (At) est & variation forte bornée en moyenne.

(i1) Si a = ®(A,), pour tout élément t de T, et tout &lément H de %

B[, . 4] =

t,

E(1,l $P,) . da

ho. 9

D_-_3 : REMARQUES.

a) On a prouvé en B-5 que le lemme 2-C-2 restait exact si on
considére un processus (At) 3 valeurs dans F.

-~

b) Si (A ) appartient & gF, pour tout élément x' de F', le
processus réel < A , X' > est la différence de deux éléments de \6
(cf. 2-C-3).

par g F.

c) Le théoréme d'unicité 2-C-5 reste exact si on remplace \e

d)eF est un espace vectoriel.

e) Le lemme 2-C-6 reste exact si on remplace g par QF ¢ il
suffit de reprendre la démonstration indiquée en 2-C-6 en notant que si (A )
appartient 3 8 et si (U(n)) est une suite de temps d'arrét étagés

décroissant vers O, A converge en moyenne vers AtAc (vérification

tao(n)
facile).
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D - 4 : PROPOSITION.

Sott (X t) une quasi-martingale & valeurs dans F, continue d
droite en probabilité et telle que, pour tout élément t de T, la famille
(Xo) est équi-intégrable quand o parcourt l'ensemble des temps d'arrét

étagés plus petits que t.

Soit x = & (Xt)tqu. Alors x est o—-additive.

Preuve @

La méme que celle indiquée en 2-D-3.

D - 5 : THEOREME.

Soit (Xt) une quasi-martingale continue d droite ou conti-—
nue 4 droite en moyenne, 4 valeurs dans un espace de Banach réflexif ou un
dual séparable d'espace de Banach. Alors il existe un élément (At) de é?ﬁl
unique a l'indistinguabilité prés, et une martingale locale (M%) tels que

Xi = At + Mt.

Preuve :

1°) Supposons (Xt) continue 3 droite.

A des modifications de détail prés, la preuve s'effectue comme

en 2-D-8 compte—tenu de ce que les lemmes 2-D-6 et 2-D-7 restent exacts

~

quand (Xt) est une quasi-martingale forte 3 valeurs dans F.
2°) Supposons (Xt) continue 3 droite en moyenne. On pose alors :
o(n) = nA inf. {teQ' : HXtH > n}.

D'aprés le lemme A-4, o(n) est un temps d'arrét (vn). On peut

alors reprendre la démonstration effectuée en 2-D-8 comme ci-dessus.
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D_-_6 : THEOREME.

On suppose que F est un espace de Banach réflexif ou dual

séparable d'un espace de Banach G. Soit (X 7,,_) ter We quasi-martingale forte
a valeurs dans F continue d droite en moyemne. Alors (X t) te ddmet une

modifieation fortement cadlag.

Preuve :

Ce théoréme se déduit immédiatement de D-5 et C-1.

D - 7 : REMARQUE.

Excepté G-10 (et donc G-=11), tous les résultats du paragraphe
2-G restent valables dans le cas vectoriel sous réserves d'effeétuer les
modifications convenables, par exemple de remplacer 6 par EF , & mesure
positive finie par a mesure qui admet une variation totale finie (G-6),
a(]:o]) = a(Q') (dans G-9) par a (Q\ I:o]) = 0 si 3 est la variation totale

de a, etc...

D_-_8 : PROPOSITION.

On suppose F réflexif ou dual séparable d'espace de Banach. Soit
(A 7:) terT Wt processus a4 valeurs dans F, 4 variation forte bormée, continu
a droite et tel que Ay = 0. Les conditions suivantes sont alors équivalentes :

1°) (At)teT

o
2°) (A, p

tout élément u de F', (’<At s u>)

est fortement prévisible.

est faiblement prévisible, c'est-d-dire que, pour

ter est prévisible.

3°) (A)) appartient 4 €F

t'ter

On a 1°) =—=> 2°). De plus, soit (At)teT faiblement prévisible,

= 1314 305 R '
a <I>((At)) et (Bt)teT 1'élément de associé 2 a : VUE F',
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< At - Bt , u> est nul 3 1'indistinguabilité pré&s (d'aprés 2-G-11) donc
(At) et (Bt) sont indistinguables, ce qui .montre que 2°) ——3>3°). Enfin

3°)=——=>1°) se prouve comme en 2-G compte-tenu de la remarque qui précéde.

CONSTRUCTION DE
L'INTEGRALE STOCHASTIQUE

E_-_1 : DONNEES.

Pour tout ce paragraphe on se domne trois espaces de Banach
E, F, G et une application bilinéaire continue de E x F dans G qui & (y, x)
€ E x F assoctie (y . x) € G.

On sait alors qu'il existe une constante K telle que,
vy, x) € ExF), ||y . x|| s X . ||y]] . [[x]]

On se propose de donner un sens d l'expression J Y.dXouyY

(resp. X) est un processus & valeurs dans E (resp. F).

L'application de (E x 55 (@, ﬁ P)) dans Lg(n, ? ., P) qui a
y€Eetf GLS(Q, ﬂi, P) associe g = (y . f‘)éLg(Q, 04', P) est une appli-

cation bilinéaire continue.

Notons d'abord que la fonction g (définie par g(w) =y . f(w),
v(w) appartient bien 3 Lg(Q, » P) : en effet, il existe une suite (fn)n>0

de fonctions étagées telles que J £ - fnl |p dP —> 0 ce qui implique
n>o

- P
[ e - g 1P e —> o.

oo
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. F
De plus, ceci montre que, Vy €E et er.Lp(Q., GJ{ s P),

lly - gl <& Hyll - 1l eeoa £ q.
P

E - 3 : DEFINITION DE L'INTEGRALE_ STOCHASTIQUE.

Soit (X t) terp Wn processus de répartition dans LF, c'est-d-dire

un processus d valeurs dans F qui induit une mesure stochastique my a

valeurs dans L. ( Q, 41, P), (resp. une mesure stochastique My a valeurs
dans 1] (2, F, ).

Soit (Yt)tsT un processus prévisible d valeurs dans E. On dira
que Y est Lp—stochastiquement intégrable par rapport d X (resp. mX) st le
processus Y, considéré comme fonction définie sur ' et d valeurs dans E,

est intégrable au sens de Bartle, cf. [1], par rapport d la mesure My ST

A est un ensemble prévisible, on notera donec I

_Y.dX(r'esp.J Y. dnm
A A X)

la valeur sur A de cette intégrale.

E - 4 : PROCESSUS ASSOCIE.

Sous les hypothéses de la définition précédente, la fonction

v(A) définie sur f' par v(A) = J Y . dX (resp. J Y . dmx) est une
A

A

. e e e N G, U
mesure stochastique (vérification immédiate) 3 valeurs dans LI(Q’ cf", P)
donc il sera parfois possible de lui associer un processus de répartition
(cf. paragraphe C et théoréme D-6). Notons que, méme si ce processus

n'existe pas, l'intégrale définie en E-3 ci-dessus peut &tre intéressante.

E_-_5 : REMARQUES.

La différence essentielle avec le cas E = R (ou E de dimension
finie) est que 1'on n'est pas nécessairement dans le cas ¥ de Bartle DJ

et que la semi-variation (au sens de Bartle) n'est pas nécessairement finie.
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L'extension de 1'intégrale stochastique indiquée en 1-D-5 reste
évidemment valable ici : on a alors une mesure définie sur un §-anneau et non

sur une tribu.

E - 6 : CAS PARTICULIERS.

Dans [18] M. METIVIER a &tudié la construction de 1'intégrale sto-
chastique par rapport 3 une martingale de carré intégrable 3 valeurs hilber-
tiennes. Une des idées directrices de [18] étant d'arriver 3 la formule de
I to, METIVIER y définit 1'intégrale stochastique | Y dX quand X et Y sont
3 valeurs dans un méme espace de Hilbert. Ce qui suit montre que, pour la
construction de 1l'intégrale stochastique, il importe seulement que 1l'espace

"d'arrivée" soit un espace de Hilbert.

En plus des données indiquées en E-1, on suppose qu'il existe une
constante K telle que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

(Z) si f appartient 4 LZG

appartient d ﬁf et st f.dP =0 , alors :
A

» 81 a appartient 4 E, si b appartient @ F, si A

J(Hm%+f“ﬁdPs & (|lal D2 (| |p]1)2.Pa) + j(uﬂp?@
A A

(22) 87 f appartient 4 L F s 81 a appartient d G, si b appartient d E, si A

2
appartient d 3( et st J f.dP =0 , alors :
A

[ (la.1, + b.7|])%.ap sx.nmﬁ.J(Hﬂp?@+(ndp?wm
A

(conditions qui sont satisfaites si G est un espace de Hilbert).

Sott (Xt)t e une martingale continue 4 droite telle que, pour tout
, N F , _ 2
élément t de T , X, appartient a L, (Q,G#, P). Soit a= @((letll) tei’)'
Soit (Yt)te.T un processus tel que la fonction (||Yt||)2 , congidérée comme

Y

onction définie sur Q' , appartienne d LZ(Q’, 'y a) . Alors :
pp
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a) (Y t) teT est stochastiquement intégrable en moyenne d'ordre deux par rapport
au processus (X 15) teT
b) Soit (Zt)teT le processus défini par Zt = I Y.dx

Qx]O,tﬂ

Soit m = ¢(Zt) On a alors, pour tout ensemble prévisible A :

teT *

(g @ID% < x| (llxlD?.a

e) L'intégrale stochastique I Y.dX satisfait d la condition * de Bartle

(ef. [1] ) et donc au théoréme de convergence dominée.

Preuve :

Analogue a celle indiquée en 1-D-9. Si on dispose de la condition (i),
on raisonne par récurrence de la 'gauche vers la droite'" ; si on dispose de la

condition (ii), on raisonne par récurrence de la '"droite vers la gauche".

CONDITIONS POUR AVOIR UNE MESURE
STOCHASTIQUE

F - 1 : THEOREME (généralise 3-C-2).

=1 st p>1 ou q=» st p=1

Q |~

Soit p > 1 . Sott q tel que é—+
On suppose que F' est séparable ou que F est réflexif. Soit (Xt)teT un
processus tel que, pour tout élément t de T, Xt appartient d [’Z (Q, @ s P) s
on suppose également que (X t) teT est faiblement continu d droite ou que, pour
tout élément f de ng;'(Q, @’, P), le processus (Xt f)te.T est continu a droite

en moyenne. Soit x = ¢((X ) . Alors x se prolonge (de fagon unique) en une

t)te,T
s N F

mesure stochastique (mesure vectorielle forte) d valeurs dans LP(Q,GI‘ » P) et

définie sur le §-anneau engendré par Z’ st et seulement si x( f-#) est une partie

relativement faiblement compacte de Lg (Q, G"‘, P).
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Preuve :

"

La condition nécessaire " x ($) partie relativement faiblement

compacte " est classique (cf. [2] ). Prouvons la réciproque.

On sait que le dual de Li (Q, g, P) peut @tre identifié 3 L?(Q,@, P)
(cf. [6] si F' est séparable ou [10] si F est réflexif). Compte tenu de []4]
page 292, il suffit de prouver que, pour tout élément f de LF'(Q,Q’, P), 1la
fonction réelle E(<x(.),f>) est o-additive sur . Pour ceclla, il suffit de
prouver qu'elle satisfait aux conditions 3-C-1 - (i) et (ii). Or, la famille

L@, %, p)

puisque x((z) est une partie relativement faiblement compacte de Lg(Q,g, P).

<x( ),£> est une partie relativement faiblement compacte de L

La condition 3-C-1 - (ii) se déduit alors de 1'@qui-intégrabilité de
la famille <x(£),f> et la condition 3-C-1 - (i) se déduit de 1'équi-intégra-
bilité de la famille (Xt - XO)teT et de sa continuité 3 droite ou de sa
continuité 3 droite en moyenne.

F_-_2 : REMARQUE.

Si p>1 et si F est réflexif, Lg (9,9‘, P) est réflexif (CF. [101) H
dans ce cas, la condition "x(c’t') partie faiblement relativement compacte' est

équivalente 3 la condition "x(tﬁ,) partie (faiblement) bornée'".
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5 ” PSEUDO-PROCESSUS

GENERALITES ”

A - 1 : INTRODUCTION.

Le but de ce chapitre est de définir et d'étudier une notion
de processus plus générale que la notion usuelle. Cette notion de pseudo-
processus est définie au paragraphe A : en simplifiant, elle consiste &
se donner la fonctionnelle définie sur les ensembles cylindriques par les

valeurs moyennes du processus.

Au paragraphe B, on donne, pour de tels processus, des notations

analogues aux notations fondamentales des chapitres 1 et 2.

Au paragraphe C, on montre qu'on peut définir 1'intégrale

stochastique d'un processus prévisible par rapport 3 un pseudo-processus.

Au paragraphe D, on montre 1l'existence d'une décomposition de

Doob pour les pseudo—-processus.

Dans tout le chapitre, pour faciliter la présentation, on ne
considére que des processus réels. De plus, on utilise un formalisme

adapté a 1'étude de processus 'continus 3 droite" (en un certain sens).

Bien entendu, on pourrait, tout aussi bien, considérer un for-
malisme adapté 3 1'étude de processus continus 3 gauche et 3 valeurs dans
un espace vectoriel de dimension finie, ou méme, avec les modifications

convenables, dans un espace de Banach.
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A - 2 : DONNEES_GENERALES.

Pour tout ce chapitre (sauf mention expresse du contraire), on

se donne :
- un ensemble Q.

- un intervalle T de R : pour alléger la présentation, on supposera T = [0, 1:]
(T représente le temps). On notera la famiZZe des parties finies de T.

- pour toute partie finie I de T, une tribu J’ ;e parties de 9, la famille

Pre g étant telle que I CI' implique J‘” C J‘I' ( ,f“ représente
la famille des événements observables aux ‘Lnstantsyfssoczés a I). Pour

tout élément t de T, on posera = tribu

t
IcC|lo, t
engendrée par «96/ Pour alléger Z'écmtureE on posera SBI (? U g C/I

et = tribu engendrée par

- une fonction P définie et positive (simplement additive) sur ﬁ dont la

~

restriction d chaque tribu est une probabilité.

I

A - 3 : NOTATIONS (ﬁp(n, tﬁb’t , P) et E(.).

Soit t un élément de T et p 3 1. On désignera par 21 (2, ‘ﬂ . P)
L'ensemble des fonctions X définies (simplement additives) sur ﬁ et telles
que, pour toute partie finite I, la restriction XI de X a ¢I est une

b
mesure réelle dominée par P dont la dérivée de Radon-Nikodym ZP par rapport

a P est 9:"

-mesurable et de puissance p-iéme intégrable. Notons qu'une

t
telle fonction X est caractérisée par sa restriction a ¢ et que, sl s
est inférieur 4 t, 4 (Q s P) est contenu dans 2p($2, £ . Enfin,

8
st X est un élément de Ep (Q, ﬁ s P) et A un élément de «?on posera

E(1 1, . X) = X(A) (de fagon & retrowver la notation usuelle).

A - 4 : LEMME ET NOTATION : E(X| ys).

Sotent p > 1 et (s, t) un couple d'éléments de T avec s < t. Soit

X un élément de Ep(ﬂ, ¢ » P). Soit A un élément de . Soit I une partie
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finite de T telle que A appartienne a4 (‘#I' Soit Y la restriction de X a

( éI N %s ) et % la dérivée de Radon-Nikodym de Y par rapport d P. Alors

on peut poser Z(A) = I % . dP c'est-d-dire que Z(A) ne dépend que de A
A

(et non de I). De plus, la fonetion Z(.) ainsi définie est un élément de

av _ . dx
Ionaﬁ—E(ﬁ—l s)'

N

%p(gz, e’ P) qui sera noté E(X | "9’3)' Enfin, pour toute partie finie I
de T, si U est la restriction de E(X I%) a g’f

1°) Z(A) ne dépend que de A : en effet, soient I et J parties

finies de T telles que A appartienne 3 et ; soit Y(resp. Y', Y")
la restriction de X & 9:" N g'J‘ (resp. %)-4/ N gg" N ) ;

I s J s’ I J s’ ?
on a :

dy = dy? - | & - | 4
JAE'dP-JAE(dP l(gi'lm?js))'dP'IAdP .dP-JAdP . dp

2°) La derniére propriété indiquée dans le lemme se vérifie

alors immédiatement d'ol on déduit 1'avant-derniére.

A - 5 : PSEUDO-PROCESSUS.

On appellera pseudo—processus adapté d la base de processus
(Q, ( ¢I) Iég s T, P) et de puissance p-iéme intégrable, une application
de T dans Z’p(n, .}é’, P) telle que, pour tout élément t de T, 1'image X, de t
par cette application soit un élément de ZP(Q, "é/t s P).

Dans la suite, quand on parlera de processus, sauf mention
expresse du contraire, il s'agira toujours d'un processus adapté i la
base de processus (Q, ( I)Iég , T, P). Notons que la définition précé-
dente généralise la notion de "processus défini 3 une modification prés".
Notons également le caractére naturel de cette définition : se donner un
pseudo—-processus (réel), c'est faire correspondre i tout instant t et 3 tout
3 tout élément de ¢ (c'est-3-dire i tout &vénement observable avant t)
un réel m(A) qui, dans le cas traditionnel, n'est autre que E DA . XJ quan-
tité qui ne dépend que de P(A) et de 1l'espérance de Xt sachant que 1'éve-

nement A s'est produit.
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a) Compte-tenu de A-4, on définit les notions-de pseudo-martin-
gales, pseudo-surmartingales et pseudo-sousmartingales comme pour les pro-

cessus classiques. Par exemple (Xt) sera une pseudo-martingale si, pour

teT
tout couple (s, t) d'éléments de T avec s < t et pour tout &lément A de

@ -
& N Mo, x ) = x B).

b) Soit (X)) un pseudo-processus de puissance p-iéme
t'teT axl
intégrable ; pour toute partie finie I de T, si on pose Xt =T (ot X:
est la restriction de X_ 3 94 ), ceci définit un processus (Q, ¢ s P,

t I I
( 9'71 N %) (il) ) (processus au sens traditionnel défini 3 une
I t’teT’ t'teT
modification prés et de puissance p—iéme intégrable). De plus cette famille
o1 o .
((Xt)teT)Ie.g caractérise le processus (xt)teT' Enfin, le processus
(x)

t'teT

est une pseudo-martingale si et seulement si, pour toute partie I
finie de T, le processus (Q, ﬂ'J'I , P, ( ?"I N t)

&b

terT ? " te’l‘) est une

martingale (au sens usuel).

EFINITIONS DE alépwb ET ¢ ”

B_—-_1 : NOTATIONS (cf. 1-A-2).

On pose :

T':T\{O} et Q' =qQx T’

- ' = famille des '"rectangles" de la forme H ;g_]s, t] ou 8 et t sont deux
éléments de T avec s < t et H est un élément de o

- y' = algébre de parties de Q' engendrée par % ',
- gﬁ ! = tribu de parties de Q' engendrée par ﬁ ',

V- 111



INTEGRALE STOCHASTIQUE

Notons que %' est la tribu des prévisibles associée a la

base de processus (R, ( ) ) (cf. 1-A-5).

t'teT

St A appartient d cﬁ', 1l existe une famille finie (Ai)i

d'éléments de ! qui constitue une partition de A.

er

La preuve s'effectue comme en 1-A-3.

B = 3 : NOTATIONS (y%p) (cf. 1-A-6).

Soit p » 1. On désignera par (J’ép) l'ensemble des fonetions m
a valeurs dans Ep(ﬂ, s P), définies et simplement additives sur ' et

satisfaisant aux conditions suivantes :
(i) pour tout élément (H x ]s, t]) de% ' et tout élément A de (%l,
(e xJs, 7] 4) = [ma xJs, €] a0m
(2%) pour tout élément t de T, m(Q x]O, t:]) appartient Q Ep(n, £ P).
Notons que la condition (i) équivaut & la condition suivante :

(i)' pour tout &lément (H x_]s, t:]) de t% ', tout Eélément B de ﬁ' et

tout élément A de ,
@[ xJs, tHNBED @A) = @@ x]s, t]HNB]) ANH)

(en effet, par linéarité, il suffit de vérifier ceci pour tout &lément B

de ', ce qui est immédiat).

B - 4 : DEFINITIONS ET LEMME.

On dira que o est un temps d'arrét ‘é—étagé 8t o est une
n
application de Q dans T telle que o = & lA(k) . t(k) on (t(k))lékﬁn est

k=1
une famille finie d'éléments de T et (A (k))1<k<n est une partition finie
NAS
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de 9 constituée d'éléments de :é' telle que, pour tout k, A(k) appartient
2 A,

Dans ce cas, st (X t) ter est un pseudo-procegsus de puissance
p-iéme mtégrable, on posera, pour tout élément A de >
X _(4) = Z (ANA(K)) et cectl définit un élément de 2 (2, .ﬂ P).
o k=1 Xetx)

On vérifie immédiatement que X(I ne dépend que de o (et non de
Y
1'écriture de o) et que X, appartient a LP(Q, , P).

' est

De plus, on prouve, comme en 1-A-4, que 1'algébre ﬁ
identique 3 1l'algébre engendrée par les intervalles stochastiques :10, q]

oli 0 parcourt l'ensemble des temps d'arrét -8tagés.

B_-_5 : LEMME ET_NOTATIONS.

Sott p 21 et (Xt)teT

p—iéme intégrable (cf. A-5). On peut alors définir la fonction ¢ (resp. @)

un pseudo—processus (réel) de puissance

de fagon formellement rigoureusement identique d celle indiquée en 1-A-8
(resp. 1-A-9). L'application ¢ est encore une bijection de 1'ensemble des

pseudo-processus de puissance p-iéme intégrable tels que X 0= 0 dans .

De plus, pour tout couple (o, o') de temps d'arrét étagés (ef. B-4) avec
g<ag! onaB((tteT)] (o, cﬂ)=Xc,-Xc.
Enfin, ®((X,) ) est nulle (resp. positive, négative) si et

t'tefl

seulement si (X t) ter €5t une pseudo-martingale (resp. une pseudo-surmar—

tingale, une pseudo—-sousmartingale).

Preuve :

La vérification directe de ce lemme est facile quoique fasti-
dieuse : elle peut &tre simplifiée en notant que, si I est une partie

finie de T, on peut appliquer 1-A-8 au processus (Y )
I
1 dX

Yt dP (cf. A-6-b).

teT défini par
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B_-_6 : REMARQUE.

Soit (Xt)tGT

Soient A un élément de et B= (H x_]s, ﬂ) un élément de% ' tel que

I
H appartienne i . S1ix = ¢((X) ), si (X )

I tteT

P e s o .
défini comme en A-6-b) et si x ¢((xt)t6T , On a :

Ex® . 1]=8[x®.1].

Par contre, cette &galité ne subsiste plus pour un élément quel-

un pseudo-processus. Soit I une partie finie de T.

teT est le processus

conque B de ',

MESURE ET INTEGRALE STOCHASTIQUES
CYLINDRIQUES

C = 1 : DEFINITION.

Soit p » 1. Soit X un élément de Z (Q, ;? P). Pour tout élément

Ide g, on pose | X|| = ||dXI

triction de X a I) s cect définit une semi-norme. On appellera topologie

Hp (on x* dészgne, comme toujours, la res-

cylzndm,que d'ordre p la topologie définie sur Z (Q, N, P) par cette famille

|[ ) g de semi-normes.

Cette topologie est 1ocaIEment convexe et séparée (cf. [3]).

On vérifie immédiatement que L (9, P) est complet pour cette topologie

et que, pour tout Elément t de T, L «, » P) est fermé pour cette topo-

t
logie.

C - 2 : DEFINITION.

Soit p » 1. On dira que m est une mesure stochastique cylindrique
en moyenne d'ordre p si m est un élément de (/%p qui se prolonge (de fagon
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unique)en une mesure définie sur 9{' 's 4 valeurs dans z (Q, ﬁ > P) et
o-additive pour la topologie cylindrique d'ordre p (par abus de notation,

ce prolongement sera noté comme la fonction initiale).

C - 3 : REMARQUE.

Soit p > 1 et soit m un élément de ‘%p

. . . . I . s
Pour toute partie finie I de T, soit m la fonction a valeurs

dans LP(Q, I P) et définie sur ' par (VAE DM
I
mI(A) =4 ';I(’A) ol l:m(A):]I désigne la restriction 3 ﬁl de

m(A). On vérifie facilement que m est une mesure stochastique cylindrique
en moyenne d'ordre p si et seulement si, pour toute partie finie I de T, mI

se prolonge en une fonction définie sur , 4 valeurs dans Lp(ﬂ, T P)

et o-additive pour la topologie forte de Lp'

C_=_4 : DEFINITION.

On peut alors définir la notion de pseudo-processus de réparti-

tion en moyenne d'ordre p de fagon absolument analogue a celle indiquée

en 1-B-2.

C - 5 : LEMME ET DEFINITIONS.

Soit (X t) ter W pseudo-processus de répartition en moyenne
d'ordre p. Soit (Yt)teT un processus prévisible (au sens usuel). On dira
que (Y t) ter est stochastiquement cylindriquement intégrable en moyenne
d'ordre p par rapport d (X t) ter st, pour toute partie finie I de T, le
processus (Yt ter! considéré comme fonction réelle définie sur Q' = Q x T'
est wtégrable (pour la topologie forte de L (Q, T P) par rapport 4 la

mesure x ( ) & valeurs dans L (Q, s P) et définie sur ' par (st A
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agartients a %'} el = Z—P [x(A)]I ou Eac(A)]I désigne la restriction d
L de x(4) = B((Xt)teT
B appartient d 'y on peut poser :

)] (4). Dans ce cas, si A appartient a ret st

Gl = e[, - JB Y . da’ ()]

(c'est—-g-dire que cette quantité ne dépend que de A et non de 9‘{1_) De
plus, la fonetion z(.) ainsi définie est une mesure stochastique cylindri-
que en moyenne d'ordre p. Enfin, si t appartient & T et si A appartient

~

a s On peut poser

I
z,(4) = E[1 J Y . odr(u)]
t A ]0, ﬂ u
et on a ?((Zt)teT) = 2z done (Zt)teT est un pseudo-processus de répar-

tition en moyenne d'ordre p. Ce processus sera appelé intégrale stochas—

tique (cylindrique en moyenne d'ordre p) de (Y t) + e bar rapport a4 (X t) t6 T°

Preuve ¢

Notons d'abord que, en général, xI(.) n'est pas une mesure sto-

chastique (cf. B-6).

1°) Soit x = ¢((Xt) ).

teT
Soit A & ( N ¢). On veut prouver que :
I I

I- I
©) EEIA.qu.de=E[1A.JYu.dx:l
B B
Si B et C sont deux éléments de tﬁ', on a :

efi, . x'@Ne] = k@eNc]w =kl . x (8 N cy]

Donc la formule @ est vérifiée pour Y = ]C' Par linéarité,

cette formule reste vérifiée si Y est un processus ﬁ '-8tagé. Mais '

engendre la tribu des prévisibles donc la formule @ reste vérifiée pour
PP . s oI !

tout processus (Yt) prévisible intégrable par rapport a X et XI et pour

tout ensemble prévisible B par passage 3 la limite.
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2°) On a donc zI(B) = I Yu . de(u) ce qui montre que zI(.)
B

~

est une mesure définie sur % ' et 4 valeurs dans Lp(Q, ,‘7*/ , P). Pour
prouver que z est une mesure stochastique cylindrique, il suffit donc de

prouver (cf. C-3) que la restriction de z & ' appartient & (cf B-3).

D'une part, si DC_]O t_:] s X (D%jst un élément de L «, g‘{ﬂ ,P)
(puisque x appartient i Jfgp et que Lp(ﬂ, .f" 1” t P) est ferme pour 1a
topologie forte) ; on en déduit, par linéarité et passage & la limite, que
ng

£ P) donc la condition

Y . de(u) appartient & LP(Q, .%

J]O, g

B-3-(11) est satisfaite.

I

« On a :

I1 reste 3 prouver, d'autre part, la condition B—B%i) : soit
I

I une partie finie de T, telle que H et A appartiennenent i

@= @ s, PJ@ =e[1, . 2'@x]s, &) =

I
E|l J Y . dx (u)
L—A Hx]s,ﬂ u U:[

Or cette derniére quantité est égale a

I

el . I Y . odx (u)]
ANH Q X]S, g u

pour Y = l avec BE ' (puisque xe./fg ¢ cf. B-3-(1i)'") donc aussi pour

Y ﬁ '-étagé et donc pour Y prévisible par passage 3 la limite. On a alors :

®= EDA"\H .z (Q xjs, t_-_|):| = [z(n x]s, tﬂ) (ANH) ce qui prouve B-3-(i).

3°) La fin est alors immédiate.

C - 6 : REMARQUE.

D'aprés la définition précédente, l'intégrale stochastique cylin-
drique en moyenne d'ordre p satisfait au théoréme de convergence dominée
de Lebesgue. Il en résulte notamment que tout processus prévisible (Yt)teT
uniformément borné est stochastiquement cylindriquement intégrable en moyenne

d'ordre p par rapport 3 toute mesure cylindrique stochastique en moyenne

d'ordre p.
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D - pDeEcomposITION DE DooB ”

D - 1 : PROPOSITION.

Exceptionnellement, pour cette proposition et la suivante, on
reprend les hypothéses et notations du chapitre 2. De pZus, soit ne
so%s-tm,bu de . Pour tout élément t de T soit % 9“{ N Jr'i Soit

J*‘ "(resp. ) la tribu des prévisibles (resp. la famille des processus
Cy croissants naturels tels que c, = 0 comme défini en 2-C-3) relativement

0

a la base de processus (9, % P, (”ﬁt teT) Sott (A,), op un élément

- -7
de 8 et a = z(At)téT Soit 4 la restriction de a Q Jd . Soit (At)teT
1'élément de a [comme indiqué err 2-B-2 (relativement 4 la base

de processus (Q, ? P, ( g{t)teT)) On a alors :

Y

associé

A
1°) pour tout élément t de T, At = E'(Atl 575' )

2°) (At)teT appartient d €

Preuve @

1°) Puisque A, est -mesurable, il suffit de prouver que, pour
A ~
tout élément H de ? . E(IH . At) = E(]H . At)' Or :

b
~
]

@ R .
n A J]o, 3 E(]H] o) ¢ 48 (ef. C-3-(ii))

A A
Eo, t] E(1H| gju_) . da (puisque E(IHI g"Ju_) est

A
gﬁ -mesurable)

A
E(1 | _) . da (puisque H&JH")
o, g 204l %

E(l . A ) (cf. C-3-(ii)).

2°) Pulsque (A ) est croissant et continu 3 droite, il suff1t
de noter que (A ) est prev151ble c'est-a-dire -mesurable (puisque -

mesurable).

vV -118



PSEUDO - PROCESSUS

D - 2 : PROPOSITION.

Rappelons qu'on reprend les hypothéses et notations du chapitre 2.

Soit (9, %, P, ( “’T!'t)t&T s (Xt)tST) une quasi-martingale de la
classe D(cf. [19]) et continue d droite en moyenne. Soit X, =V, +M sa
décomposition de Doob-Meyer ou ( v, ) est la d%fférence de deum processus
croissants naturels et (M ) une martmgale. Soit % une sous-tribu de H
pour tout élément t de T, sment %t = tﬂ » X = E(X | J")

= E(V | g/‘) et M = E(M | g‘) On a alors, 4 une mod’bfzcamon prés :

1°) (X ) est une quasi-martingale de la classe D.

2°) ( V ) est la différence de deux processus eroissants naturels
(par rapport a (Q s Py ( gﬂt)teT) et a (Q, g: P, ( ﬁ)teT))

3°) (M ) est une martingale. Autrement dit Xt = Vt + Mt est,

d une modzf'bcamon prés, la décomposition de Doob-Meyer de la quasi-martin-—

gale (Xt)'

Preuve @

PN

On a évidemment Xt: = Vt + Mt s de plus, on vérifie immédiatement

le début du 3°) ; le 2°) se déduit de D-1 d'oii on déduit le 1°).

D - 3 : THEOREME.

On reprend les hypothéses et notatioms indiquées en A-2 et B-1.

Soit (X t) ter ¥ rseudo-processus (cf. A-5). On suppose que, pour toute
g s o
partie finie I de T, (9, fI , P, (gﬁ N t)te.T’ ‘Xt)teT) (ou x; est

défini comme en A-6-b)) est une quasz—martmgale continue d droite de la

classe D (ef. [Z.EI' et [2@) s soit Xi = VI + MI la décomposition de Doob

de cette quasi-martingale ou V-g est une martmgale s on peut alors poser,

pour tout élément A de Mo, V,(4) = E(1, . VI) et M (4) = E(1, . M)
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(c'est-g~dire que ces quantités ne dépendent que de A et non de ﬂﬁ;) s de
plus (Mt)ts p est une pseudo-martingale et (Vt)teT un "pseudo-processus
naturel d variation bornée" (c'est-d-dire que, pour toute partie. I finie
de T, ﬁi est la différence de deux processus croissants naturels) ; enfing

cette décomposition est unique.

La seule difficulté est de montrer que, si A & ( 9{, ﬁgi),
E(1, . VI) = E(1, . VI) ; on peut supposer I'C I ; cette &galité résulte
A t A t HI' 1
alors facilement de D-2 (on prend ¢= Poet g'\:-' 94 ).
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ABSTRACT

The purpose of this paper is to show that the stochastic
integhal of a previsible process YV, with values in V, with respect to a
process X can be defined as the integral of Y, considered as a function
with values 4in V, with nespect to a vectorn measure (stochastic measure)
rnelated to X and defined on the o-algebra of previsible sets.

That construction underlines a few gundamental properties
0§ the stochastic Ainteghal ; besides, it enables us to apply to the sto-
chastic Ainteghal the classical nesults on the vectorn integration.

In ch. 1, we define such a stochastic integral and we prove
Zthe fundamental results related to it ; in onder to simpLify the presen-
tation, we shall consider rneal processes only.

In ch. 11, we give a A{mplify prood of the existence of the
Doob-Meyer's decomposition forn a real quasi-martingale : this prood 4is
essentially based on the use of a real measure defined on the o-algebra
0f previsible sets (cf. [7]) ; that measure L8 none othen than the ex-
pectation of the stochastic measure considered 4in ch. 1.

In ch. 111, we give a necessary and sufficient condition to
obtain a stochastic measure. 1t enables us to prove that a martingale

(Mt)teT continuous on the right such that M/té Lp(n, @\—, P) with p > 1

Anduces a stochastic measure. Besides, we show that the results obtained
nemain valid in a more general case.

In ch. 1V, we show that the methods used in ch. 1 and 11 seem
quite adequate forn the study of processes with values in Banach spaces.

In ch. V, we define a more general notion of a process than
the usual one ; An this definition, the finite systems of joint probabi-
Lities play a gfundamental part. We than show that the above-mentioned
nesults (construction of the stochastic integral and Doob's decomposi-
tion) remain valid in this case.
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