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GEOMETRIE TRANSCENDANTE.
De la courbure des courbes planes ;

Par M. GERGONNXE.
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C.EST principalement dans les recherches relatives a la courbure
soit des courbes planes, soit des surfaces courbes, soit des cour=
bes a double courbure , que se montre dans tout son jour l'uti-
lité des notations différenticlles, et il suffirait , pour s’en convain-
cre , de comparer ce que nous allons dire ici sur ce sujet avec
ce que nousen avons dit a la pag. 127 de notre 1X."° volume ,
ou nous nous étions imposés la loi de ne faire usage que des no-
tations de l'analyse élémentaire. Nous n'aurions donc pas hésité
Tom. XXI, n.° 1, 1.° juillet 1830. I
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a débuter par ce genre d'application, si nous n'eussions pensé
qu'en mous en occupant , nous pourrions avoir quelquefois besoin
de nous appuyer sur la théorie des marima et minima , et si nous
n’avions désiré de n'avoir alors qu'a renvoyer & des principes d¢ja
élablis.

Nous devons rappeler ici ce que nous avons d¢ja dit ailleurs ,
sayoir , que nous ne saurions avoir le dessein d'écrire un traité
complet sur la matiére , mais seulement de montrer a quel point
I'emploi des notations diflérentielles facilite les recherches de haute
géoméirie et en généralise les résultals. Il ne sera question , au
surplus , dans le présent article, que des courbes planes ; d'autres
articles seront consacrés aux surfaces courbes et aux courbes a
double courbure.

1. Soit
f(x ,y)=8=o , (1)

une équation en x et y exprimant une courbe plane quelcon-
que , rapportée a deux axes de direciion arbitraire; et soit (&',')

un quelconque des points du périmétre de cette courbe; de telle
sorle quon ait

f(a;" ,_7‘/):5/20 . (.z)

Pour transporter en ce point l'origine des coordonnées , sans chan-
ger la direction des axes, il faudra faire, comme l'on sait,

r=x'+t , y=y'4u ; 3)

t et u étant les symboles des nouvelles coordonnées. Or , cela
revient évidemment 4 supposer que , dans (2), 2/ et y/ se chan-
gent respectivement en a/4-¢ et y/-u, ce qui donnera ( tom.

XX, pag. 258 ), en ayant égard i celte méme équalion (2),
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.3_5:_(‘ +z%lu -[-3-(—1%/3;:71"11 ...
+ ;’J‘ s +3%m’ 4o b (4)
j_j‘;'_ E +...

deee

et telle sera conséquemment 1'équation de la courbe (1), rappor-
tée aux nouveaux axes ; équation dans laquelle 2’ et y’ sont deux
constantes indéterminées , équivalentes a une seule, attendu qu’elles
sont liées par la relation (2). On repassera, dailleurs, au sys-
téme primitif au moyen des équations (3) qui donnent

e u=y—y' . ®)

L’'équation (4) peut étre regardée comme fondamentale dans toute

la théorie qui va nous occuper.

1I. Si'on ne veut considérer qu'un trés-petit arc de la courbe,
s'étendant fort peu de part et d'autre de l'origine des £ et « ; pour
tous les points de cet arc, ¢ et u seront de fort petiles quantités ;
de sorte qu'on pourra, sans erreur sensible , négliger , dans 1'é-
quation (4) , les termes de plus d'une dimension , par rapport &
ces variables ; la suppression de ces termes aura , au surplus, d'au-
tant moins d'influence que l'arc considéré sera plus pelit. Ainsi ,
plus il sera petit et plus il tendra a avoir pour équation

¥ t4- ¥ u=0o ; (6)

da/ dy’
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cette équation représentera donc rigoureusernent 1'arc dont il s'agit,
lorsque cet arc se réduira & Vorigine des £ et u. On peut donc dive
que l'équation (6) est celle "de la droite qui. & l'origine des ¢ et
©, a1 exactement la méme direction que la courbe en ce point.
Une telle droite est dite une langente a la courbe (1) au point
(x/,y") , qut est dit son point de contact avece elle.

La dr‘oi:e (1) tant qu’elle ne se confond pas avec l'un des axes
passe ndcessairement dans deux des quaire angles des coordon-
nées opposés par le sommet ; puis donc qu'elle tend d'autant plus
a se confondre avec un arc de la courbe , que cer arc s'étend moins
de part et d'auire de Vorigine des 7 et u, il en faut conclure
que , quand aucun des dcut axes n'est tangent i la courbe, on
peut toujours concevoir un arc s'étendant assez peu, de part et
d'autre , de l'origine des # et «#, pour que les deux parties de cet
arc , déterminées par ce point, soieut siluées dans deux angles des
coordonnées opposés par le sommet, et conséquemment pour que

{ et u changent de signes , & la fois , en passsant dun coté a
l'autre de lorigine.

IIT. Pour mieux connailre la nature de cette droite que nous
avons nommée langenie , conduisons , par lorigine des ¢ et u,
une droite arbitraire ayant pour équation

u=7alt , (7)

ou M estune indéterminée. Pour avoir les intersections de cette
droite avec la courbe, il faudra , dans les équations (4) et (7),
considérer £ et u comme les deux inconnues d'un méme probléme
déierininé. Or, la substitution de la valeur (7) de u, dans 1'é-
quation (4) , donne '

(£ as a8 N\ i ERY 4= a5
o=t S S A T N
NP T 4t/ *_\ da’t t2 dw/dy? d)’l > +- § (



DES COURBES PLANES. 5
telle est donc 1'équation qui donnera les valeurs de 7 qui répon-
- dent aux intersections de la droite (7) avec la courbe (4); va-
leurs qui, substituées dans I'équation (7) , feront connaiire les va-
leurs correspondantes de u.

Or , l'équation (8) est d'abord satisfaite en posant /=0, d'ou
résulte aussi u=0; et c'est la ce qu'on pouvait fort bien prévoir
a l'avance , puisque lorigine des ¢ et u esi, par construction, un
point commun ala droite et & la courbe. L'équation (8), délivrée
de cette racine , devient

as &y s
O—( dy >+( da/2 +2 da/dy’ [+ ‘TJ_;F'[:>[+”“’(9)
et doit donner les valeurs de ¢ qui répondent aux intersections ,
autres que l'origine des 7 et u, de la droite (7) avec la courbe
(4) ; intersections qui pourront étre plus ou moins nombreuses ,
et dout la situation , sur cette courbe, variera avec M , c'est-a-dire ,
avec la direction de la droite (7).

Si l'on veut profiter de l'indétermination de M , pour faire
en sorte quun nouveau point d'intersection vienne se confon-
dre avec le premier , & l'origine des ¢ et u , il faudra faire en
sorte que l'équation (g) soit, comme 1'équation (8) , satisfaite en
posani /=0 ; ce qui exigera qu'on ait

asr . as

i —E)—/.';{:o ; (10)

éauation qui déterminera la valear de 3 qui satisfait & celle con-
dition. Or , cette valeur , subsiituée dans P'équation (7). fait re-
tomber de nouvean sur l'éguaiion (8) de la tangenie a Torigine
des zet w; donc la tangente & une courbe, en l'un de ses points,
n'est autre chose gue ce gue cevicuwirait une corde qui , passant
par ce point, tournerait sur lui, jusqu'a ce (iae sa longueur se-
rait devenue tout & fait nulle; d'od il suit qu'une tangente a une
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courbe peut étre considérée comme ayant, avec cette courbe , deux
poiuts communs qui se confondent en un seul.

Puisque la tangente a une courbe a, en son point de contact,
méme direction que la courbe en ce point, il s’ensuit que, par
le point de contact d'une tangente , il est impossible de mener
une droite qui, a partir de ce point, passe enire elle et la courbe ;
car la direction d'une telle droite s'approchant plus alors de celle
de la courbe que ne le ferait la direction de la tangente , il ne
serait plus vrai de dire que cette deruiére direction est, au point

de contact, celle de la courbe mdéme.

IV. Si, continuant & représenter par Z et u les deux coordon-
nées d'un méme point quelconque de la courbe , on représente
par «, la coordonnée de la tangente qui répond & 7, on aura (6)

NG a8

En retranchant cette équation de 1'équation (4), il viendra

_as B oy, Y &S
(u—-u )-— —_ < de da,’d]' lu-4- o u )-{- (12)

Or , on peut toujours supposer ¢ et wu assez petits, sans étre nuls,
pour ne faire dépendre le signe du second membre que du signe
de I'ensemble de ses termes de deux dimensions, lequel reste in-
variablement le méme siZ et ©# changent de signes a la fois ,
comme il arrive en passant d'un c6té i l'autre de l'origine , d'a-
prés la remarque qui a été faite ci-dessus; donc aussi on peut tou-
jours concevoir un arc s'éiendant assez peu de part et d'auire de
l'origine des ¢ et u, pour que, dans toule son éiendue, u—u,
conserve invariablement le méme signe ; ce qui revient a dire
qu'on peut toujours concevoir un arc de courbe s'étendant assez
pea de part et d'autre de son point de contact avec une tangente,
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pour que cet arc soit entiérement situé d'un méme cbté de cetle
tangente. La tangente a4 une courbe , en un quelconque de ses
points , touche donc la courbe sans la ccuper en ce point.

Nous disons en un quelconque de ses points, car, si lorigine

des ¢t et u, ou le point (27,)"), était tellement choisi sur la courbe,
guon eut, a la fois ,

1

agr EXY iR

—_— =0 —_—— 0 — =0 13

da/s T daldy’ gy ! (13)
ce qui ne saurait, au surplus, avoir généralement lieu, puisque
ces trois équations sont déja géuéralement incompatibles, et qu'il
faut y joindre encore I'équation (2) §=o0; l'équation (12) deve-
nant alors

ERY fiENY iERY LERY
(h—t)) = — —- 33 2 — —_—13 ..
\ ‘) 1.2.3 \ da3 > da/*dy! Put3 da/dy’z tu dy” w )+

comme on pourrait toujours prendre £ et w assez pelits, sans éire
nuls, pour ne faire dépendre le signe de tout le second membre
que du signe de 'ensemble de ses termes de trois dimensions, le-
quel change, en passant d'un c6té & 'autre de l'origine des ¢ et
u , il s'ensuit qu’alors on pourrait toujours prendre un arc de la
courbe s'étendant assez peu de part et d’auire du point de contact
de la tangente , pour qu'en passant d'un c6té a T'autre de ce point,
u—u, changeit de signe ; ce qui revient & dire que les deux par-
ties de cet arc , détermindes par le point de contact, se trouveraient
alors situées de différens cdtés de la tangente qui, de la sorte,
toucherait et couperait la courbe en ce point. Un tel point d'une
courbe est ce quon appelle un psint dinflexion.

Dans la méme hypothése , en posant l'équation (i0), I'équa-
tion (g) deviendrait divisible par ¢ ; il y aurait donc alors, ou-
tre l'origine des ¢ et v, deux auires points communs i la droite
(6) et a la courbe (4) qui viendraient se confondre avec celui-la;
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ce qui revient & dire que la tangenle & un point d'inflexion d'une
courbe peut &tre considérée comme ayaut , avec celte courbe , trois
poinis communs qui se coufondent en un seul.

Veai-cn savoir si une courbe proposée a des points d'infiexion
et en assigner la situation, sur la courbe? Il ne s'zgira, pour
cela, que d'éliminer 2’ et 3’ eatre les équations (13) et 1'équa-
tion (2); on obiiendra ainsi deux ¢éjuations entre quantiiés con-
nues , lesquelles ne pourront éire quiidentiques ou absurdes ; si
elles sont toutes deux ideniiques , la courbe aura un ou plusieurs
poiuts d'inflexion , dout la situation scera fixée par les systémes de
valeurs de /et y/ lirées de deux quelconques de ces quatre équa-
tions ; mais si une seule des équations enire quantités counues
est absurde, et , & plus forte raison , si elles le sont toutes deux,
on devra en couclure que la courbe n’a aucun point d'inflexion.

On se comporterait exactement de la méme maniére si, 1'équa-
tion d'une courbe contenant des coefficiens indéterminés , au nom-
bre de deux au moins, on voulait profiter de leur indétermina-
tion pour faire acquérir a la courbe un ou plusieurs points d'in-
flexion. Seculement les deux équations auxquelles on parviendrait
ne seraient proprement ni identiques ni absurdes ; ce serait des
équations de condition , exprimant les relations que devraient avoir
entre eux les coefficiens indéterminés pour que de tels poiuts exis-
tassent. Ces relations ainsi admises , la situation des points d'in-
flexicn se déterminerait comme il vient d'éire dit ci-dessus.

En raisonnantd’une manic¢re analogue, on parviendra facilement
a démontrer que si, pour l'un (2/,»’) des points d'une courbe,
oulre les équations (13), on a encore

liERY dss iERY LEAY 5
_— = —_—— _ = — =0 1
aa’s O da2dy’ 0 dasdyra O d;n3 ’ ( )

la courbe scra toute située d'un méme cbié de sa tangenie en
ce point , laquelle conséquemment la touchera en ce méme
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point , sans la couper , et pourra éire considérée comme ayant,
avec la courbe , quatre points communs se confondant en un seul ;
que si l'on a, en outre, pour ce point,

a+s dss d+s’ XY, dss

—_—=0 —_—0 —_— =0 _—= = s
G =0 Trdy =0 Twarn 00 Toas S0 g =03 (16)

la tangente touchera et coupera alors la courbe , et son point de
contact pourra éire considéré comme cinq points communs a l'une
et a l'avtre, se confondant en un seul, et ainsi de suite. La re-
cherche de ces points s'exécutera d’ailleurs comme celle des sim-
ples points d’inflexion ; mais la chance d’en obtenir ira sans cesse
en diminuant , A raison du nombre toujours croissant des équations
de conditions auxquelles on aura a satisfaire.

V. En retournant aux coordonnées primitives, au moyen des
formules (5) , 'équation (6) , de la tangente au point (z/,9"), de-
viendra

iRy 48
T @—) T =0 (D)

équation dans laquelle les deux constantes 2/ et ' sont lides en-
tre elles par I'équation (2), et ne doivent ainsi compter que pour
une seule. Rien ne sera donc plus facile que d’obtenir 1'équation
de la tangente i une courbe , par un point donné sur cette courbe.

Si le point (x/,»’) n’est pas donné, cette équation, en y met-
tant, pour x/, »/, tousles systtmes de valeurs compaiibles avec
la relation (2) , pourra indistinctement exprimer toutes les tan-
gentes a la courbe. On pourra donc ainsi profiter de l'indétermi-
nation de 2/ et »/ pour assujettir une tangente demandée a une
condition donnée.

Si, par exemple , on veut assujeltir la tangente A passer par
un point donné (@, bd), il faudra exprimer que les coordonnées de
ce point satisfont a 1'équation (17) , ce qui donnera

Zomn., XXI. 2
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4 a1 (=) =0 ; (18)

équation qui. combinée avec I'équation (2), fera connaitre les points
de contact de toutes les tangeuntes qui peuvent étre menées & la
courbe par le point («, b).

Au lieu de résoudre les équations (2) et (18) , par rapport a
x/ et y’ , on peut chercher les intersections des deux courbes
qu’elles expriment, oa , ce qui revient au méme, chercher les
intersections de la courbe (1) avec la courbe exprimée par l'équa-
tion '

— (z—a)+ (f—b)—o ; (19)

cette dernitre est donc celle d'une courbe qui coupe la proposée aux
points de conlact de toutes les tangentes qui peuvent lui élre me-
nées du point (@, b).

Si 'on demandait de mener a la courbe (1) une langente pa-
ralléle 3 une droite donnde par I'équation

a8

¥
'b— N (20)

la condition de paraliélisme de cette droite avec la droite (17) se-
rait exprimée par 1'équation

est celle d'une courbe qui coupe la proposée aux points de con-
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tact de toutes les tangentes qui peuvent lui étre menées paralle-
lement a la droite (20).

On peut encore sc demander de mener une tangente commune
a deux courbes données, ou a deux branches d'une méme courbe.
Supposouns d'abord qu'il soit question de deux courbes données par
les équations

S, =0, S,==0 ; (23)

soient (x ¥, (27, y”) les points de contact respectifs, sur les
deux courbes, ce qui donnera d'abord

S§’\—=o , S”,=o ; (o)

cette tangente commune pouvant &tre (17) indistinctement expri-
mée par lune ou lautre éjuation

dS; dqx g” 1% 77\ — .
o =) F s O—o)=0s g (= ’«')+*]"7,'()"")’)—0’

lesquelles reviennent a

dugll N dS’[ dq( (]S[

T —_ ! — /
dua/ + dy’ — da +
asr, asw, s,

—_ x!! —_— gl
da’ * dy” r= da/ + dy” _)f ’

il faudra écrire que ces deux équations n'expriment qu'une seule
et méme droite , ce qu'on fera en pcsant la double équation

as, as,. 48, 4+ ‘iﬂ'y/

da’/ dy! do/ dy’ . -
—_—— = T T 5 (23)
as”, asr, o as o, A4S

dat d]” E ' dy”

telles seront donc les deux équations qu'il faudra combiner avec



12 DE LA COURBURE
les équations (24) . pour obtenir. les divers systtmes de valeurs des
coordonnées des deux points de contact (a7/,y7), (z,y").

S'il s’agissait des tangentes communes a deux branches d’une
méme courbe , il faudrait remplacer S, et §, par S ; de sorte qu'en
désignant simplement par (z,y), (2/,y’) les deux points de con-
tact, les quatre équations & résoudre seraient

as  as 48 _ 4. 8
S—o , S=o, % _ & _ d_x____ff_ . (26)

[ A2
da’ dy’ da' dy’

VI. Si Ton suppose les coordonnées rectangulaires, I'équation
de la perpendiculaire menée a la tangente (17) , par son point
de contact, c'est-d-dire , de la normale & la courbe en ce point,
sera

d’S
5 == - 17 > (r=r)=o0 ; (27)

équation dans laquelle , comme dans celle de la tangente , les deux
constantes x/, y' sont liées entre elles par la relation (2); et qui
conséquemment pourra indistinctement exprimer toutes les norma-
les & la courbe, sices deux constantes ne sont liées 'une a l'au-
tre par aucune auire condition.

Si donc on veut particulariser une de ces normales, il faudra
élablir une second relation entre les constantes 2/, /. On pourra
donc, en particulier, assujetiir la normale a toutes les conditions
auxquelles nous venons tout a l'heure d'assujettir la tangente.
Comme cela ne saurait offrir de difficultés , d’aprés ce qui précede,
nous nous borneruns ici a donner les résultats.

L 'équation

s (v—a)— o (y—b)=o0, (28)
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est celle d'une courbe qui coupe la courbe (1) aux pieds de tou-
tes les normales qui peuvent lui étre mendes du point (a, b).

L’ équation

s s :
a T —b g;- =0 , (29)
est celle d'une courbe qui coupe la proposée aux pieds de tou-
tes_les normales qui peuvent lui étre menées parallélement a la
droiie (20).

Si 'on veut mener, aux deux courbes (23) , une normale com-
mune , les points (2/,»”) , (x/,y”), ou se terminera la mnor-
male sur les deux courbes, seront donnés par les équations (24),
combinées avec la double équation

ds, 4-1;5/_‘ as’, e dS/,f/

da/ 4y dy da/ ; (30)
P Sl R L

dat dy dy” da’’

mais s'il s'agit d’une normale commune a deux branches de la
courbe (1), les coordonnées des deux extrémités (r,y), (2/,y)
de cette normale devront éire déterminées par les qualre équations

s s s 4
dz dy dy dw 3
—— "/ —— — — = - = —— * I
S—O ] S—— 1 dL87 dtS/ dS, , (Lgl , ( )
_— —_— —— p — —
d'x dy’ dy’ da/ 4

VII. Dans tout ce qui précéde nous avons tacitement supposé
que le point (2/,y’) éiait quelconque sur la courbe (1) ; mais ce
point pourrait étre choisi de telle sorte , sur cette courbe , que
as’ s
—— et -
da’ dy!

rait avoir lieu généralement , puisque S est déja nulle, et que

fussent tous deux nuls ; ce qui, au surplus , ne sau-
L3

les trois équations
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ase as’ y o~

S§S=0, — =0, a—)—/—:o , (32)
sont , en général , incompatibles.
Alcrs 'équation (4) se rédait &

o= IS, L 2, I
T da't 1.2 dass 1.2.3 )
ENY , 43§
—{'u
T dady! tu +O da/*da’ -+
' 33
as 3 REAYS " ( )
-+ a7 u —+ T u ~-....
oy
_d—f; U +....

Or, si l'on veut ne considérer qu'un fort petit arc s’élendant irés-
peu de part et d'autre de l'origine des ¢ et «, pour tous les points
de cet arc, ¢ et u seront de fort petites quantités ; de sorte gqu'on
) 1
pourra, sans erreur sensible , faire absiraction des termes de plus
de devx dimensions en # et «, dans le second membre de 1'équa-
- l—)l‘ k .“ L] " . Q. . ‘s
tion (33). On peut donc dire que, pour l'arc dont il sagit, 1'é-
quation sera scnsiblement

d:5 hENY 425 R
— ey ——— — U= 3
da/s +2 da’dy? ut dya 0 ( 4)

et représentera d'autant plus approximalivement l'arc de courbe ,
que cet arc sera plus petit , puisqu'alors les termes négligés en
auront des valeurs d'autant moindres ; elle exprimera donc rigou-
rcusement Uarc dont il s’agit, lorsqu’il se réduira a l'origine des ¢
et u, c'est-a-dire au point (z’, »).

Or, I'équation (34) exprime deux droites qui se coupent, deux
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droites qui se confondent , ou un simple point, suivant que la fone-
tion

‘/ b ERY )a d:SI 428

n~
\ dudy’ dua F (33)

est positive, nulle ou négative ; donc, dans les mémes circonstan~
ces, la coarbe, i l'origine des ¢ et wu, sc réduira rigourcusement
a deux droites qui se couperont , & deux droites qui se confondrout
ou & un simple point; c'est-a-dire quzlors le point (27, »’) scra
un point d'interseciion ou dec contact de deux branches de la
courbe (1), ou un point isolé , li¢ analytiquement avec clle et
compris dans son équation. Dans les deux premiers cas , léqua-
tion (34), ou bicn, en repassant au systéme primitif , au moyen

des formules (5) , I'équation

a=s’ Na dasr s ‘
o (B2 s (=) (=) i o) =0, (36)

sera l'équation commune aux tangentes aux deux branches dela
courbe au point (&f,y/).

On peut remarquer que, dans le cas ou les équations (32) sout
satisfattes , I'équation (8) est immédiatement divisible par £ et,
qu’en Otant ce diviseur et supposant cnsuite £ nul, on a, pour

déterminer M , 1'équation

d=y NG a8 ., o
da'z +2 da’dy’ ];[+ :l)_'; M=o ; (')7)

de laquelle éliminant A7, au moyen de U'équation (7), on retomhe
exactement sur 'équation (34). En conséquence les poinis dane
courbe pour lesquels les équations (32) sont saiisfaites, sont appe-
1és des points doubles de cetie courbe.

L'équation S=0 d'unc courbe étant donnée; si l'on veut sa-
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voir si cette courbe a des poinis doubles, et en déterminer la
situation , on éliminera x et ) enire les trois équations

a5 ds
S=o0 . —;: » —d7=0 H (38)

I'équation résultante , enire quantités connues , ne pourra &tre
qu'absurde ou identique. Dans le premier cas, la courbe n’aura
aucun point double; dans le second, elle en aura un oa plusieurs
dont les coordonnées seront données par deux quelconques des
équations (38). Ces coordonnées étant mises ensuite tour & tour
i la place de x! et »/, dans 1'équation (36), on connaitra ainsi
les directions des deux tangentes en chacun de ces points.

On se comporterait exactement de la méme maniére si, 'équa-
tion S=o0 renfermant un ou plusicurs coefliciens arbitraires, on
voulait profiter de leur indéiermination pour lui faire exprimer une
courbe ayant un ou plusicurs points doubles; il arriverait seule-
ment qu'en éliminant & et y entre les trois équations (38) , 1'é-
quation a laquelle on serait conduil ne serait ni identique ni ab-
surde ; elle exprimerait la condition a laquelle les constantes ar-
bitraires devraient satisfaire pour que de tels points existassent ;
et , en supposant cette condition satisfaite , le calcul s’acheverait
comme dans le premier cas.

VIIL. Des considérations analogues prouvent que, si le point
(v/,y’) était choisi sur la courbe (1) de telle sorte que , oulre les
¢quations (32) , on eut encore celles-ci :

a8 _ as &y 5
P a0 oo (39)

ce qui peut encore moins avoir lieu généralement ; 1'équation
de la courbe , réduite au point (z',y), serait
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dl:dr

équation qui exprime trois droites qui se coupent, ou bien deux
droites qui se confondent et une troisi¢éme droite qui les coupe ,
ou enfin une droite unique et un point situé sur sa direction ,
suivant que la fonction

iEAYS

o Gyn

daf3  daldy’? da'dyts dyr3

hERY dssr )a 4&( dis’ >s ds d3sr ég( dis ): s

dadyt datdy’?

\ e

est négative , nulle ou positive ; et qui, en particulier , exprimera
trois droites qui se confondent, si l'on a, & la fois,

d3s’ \2 assr a8 a3sr 2 s ass
()= dr (5 V=trstg ¢ @

.’X;"d‘}”’ da/3 datdy’a dasdy’s d}”3 dx"’dj"

Ia courbe aura donc, dans les mémes circonstanees, en son point
(2’.,y") , ou trois branches qui se- couperont , ou deux branches
qui se toucheront et une troisiéme qui les eoupera toutes deux a
leur point de contact, ou trois branches qui se toucheront, ou
enfin une branche unique et un point sur sa direction, lié ana-
lytiquement avec elle ; et, comme alors I'équation (8) devientim-
médiatement divisible par #3, on dit que le point (27, »’) est un
point triple. Les tangentes aux diverses branches de la courbe qui
passent par ce point sont d'ailleurs données par 1'équation (40).

Veut-on savoir si une courbe donnée par I'équation S=o0 a des
points triples, et en déterminer la situation? Ou bien, cette équa-
tion contenant des coefficiens arbitraires , veut-on profiter de leur
indétermination pour faire acquérir des points triples a la courbe
quelle exprime ? Dans l'un comme dans l'autre cas il faudra
d’abord éliminer x et y entre les six équations

Tom. XXI, 3

dat2dy’

@y (=43 o (a—2) =Y+ T =Y =05 (o)

, G)
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S=o0 .
as as
o0 I oo (43)
L) d2§ d:$s

—
— s

dza dady =0 dya
il en résultera quatre équations, soit entre quantités connues, soit
entre les coefficiens arbitraires. Dans le premier cas, il n'y aura
des points triples qu'autant que ces équalions seront toutes qua-
tre identiques ; dans le second, si les coefficiens arbitraires ne
sont pas en moindre nombre que celles de ces équations qui ne
seront pas identiques d’elles-mémes , ces équations exprimeront les
relations cherchées. Dans tous les cas , deux quelconques des équa-
tions (43) feront connaitre les coordonnées des points triples; et
la substitution des valeurs de ces coordonnées, 2 la place de 2/
et y/, dans I'équation (40), fera connaitre les tangentes aux diver-
ses branches de la courbe qui se couperont en ces différens points.

On voit aisément par la ce qu'il y aurait i dire sur la recher-
¢he des points quadruples , et en général, sur la recherche des points
multiples , d'un ordre de multiplicité quelconque. "

IX. Pour qu'une courbe §,==0 passe par le point (27,»’), il faut
quon ait §,==o0. Si l'on veut en outre que cette courbe ait, en
ce point (x,»’), la méme tangente que la courbe (1) en ce point;
pn voit (6) qu'il suffira pour cela qu'on ait

P as. . as
— =} ;o Ub

Friallr il o= o

4 étant une constante quelconque.
Donc , en particalier , 1'équation
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o= 7 4 o uHCEH) (43)
est , quelle que soit la constante C , 1’équation d'un cercle qui,
non seulement passe, comme la courbe (1), par l'origine des ¢
et 4, c'est-a-dire, par le point (z/, »/), mais qui a, en outre,
en ce point , méme tangente que cette courbe ; et qui a consé-
quemment son centre sur la normale a cette méme courbe, en
ce point. Un tel cercle est dit fangent a la courbe (1) au point
(2',5"); d'oil'on voit, a cause de l'indétermination de C, qu'une
courbe a, en chacun de ses points, une infinité de cercles qui
lui sont tangens, et qui ont tous leurs centres sur la normale en
ce point. Il est d'ailleurs manifeste qu'un cercle tangent a une
courbe, en un quelconqgue de ses points, peut étre considéré comme
ayant avec cette courbe deux points communs qui se confondent
_en un seul. Il peut avoir d’ailleurs avec la courbe un plus ou
uvn moins grand nombre d’autres points communs..

Ces derniers seront évidemment donnés par le sysi¢me des équa—
tions (4) et (45) dans lesquelles il faudra considérer Z et © comme
les deux inconnues d’'un méme probléme déterminé. On pourra , au
surplus , danscette recherche , remplacer 1'équation (4) par quelle:
combinaison on voudra de l'une et de I'autre , par leur différence ,
par exemple, qui est

t dz2s

— — — S— 2 ——
0= 2 da/a C ¢ + ( d}/z ) + ’d]

ass d3s
£ ] —_ + Py 3 cone
"}'6 ( da’3 + a/»d A t dw’dy’“ u )+

Cherchons i déterminer la constante C de telle sorte qu'un troi-
siéme point , commun aux deux courbes , vienne se confondre ayec
les deux premiers , & 'origine des # et u, c’est~a-dire, en (', y).
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Pour cela remarquons d’abord qu'on peut toujours profiter de l'in-
détermination de C pour amener ce troisiéme point a é&ire aussi
voisin de l'origine des £ et ¥ quon le voudra, et qu'alors on
pourra sensiblement , dans 1la recherche de ce méme point, né-
gliger les termes de dimensions plus élevées en £ et u, vis-a-vis
des termes de dimensions moindres , €'est-a-dire, remplacer les
Zquations (45) et (46) par les deux suivantes:

as’ as’
O— -‘;,"t—*—-a——]/ u ,

= C C)lu s tu
o= (——-—-2 >t+(-~———2 )u—]—z m, 3

or, en éliminant de la seconde, au moyen de la premiére , une
quelconque des cocrdonnées £ et u , I'awire disparait d’elle-méme,
et il vient

dS' s / as’ <a=s' ) an & as —o
dy’ dar \ Qv ) dya -2 do/ dy dwdy! 2

d’ol on tire

I N A28 2 as 48 a=S (‘ as’ \’ a8
d}'/ d:"’ da’ dy' da/dy! :1_;7) dy’a

REA @

donc, plus C apprechera de cette valear et plus aussi le troisiéme

Point commun approchera de se confondre avec les deux aulres;
il se confondra donc rigoureusement avec cux , lorsque C aura exac-
tement cette valeur.

Remarquons présentement que l'équation (43) peunt €tre écrite
comme il suit :

(+ : Taw +(‘+ 2C d_; /Ca(< >+(3f: 22’ 9)
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de sorte que le gercle qu'elle exprime a, respectivement , pour les
ceordonnées de son cenire et pour son rayon,

I 4 — ¥ as IS
2C dv ° 2C a7 ( ) )

en mettant donc pour C sa valeur, et repassant au systéme pri-
mitif , au moyen des formules (5) , le cercle dont trois points se
<onfondent avec trois points de la courbe en (a2/,yp’), aura,
pour les coordonnées de son centre,

as s\ )
da’ ; dy' J < d)’ E

a8 48 a=s FRRIC AR
( Qn S dw a4y dwvdy (EF a7

:‘E—I§<:i: >+<dy>z

(50)

Y= =iy @y L4y a5 &S a5
(Iﬁ das daf dy! dxfdyf Py dya

et pour son rayon

j( Y+ () oo

Y T IO T T KU Y a7 N\ &S
—_— 2
(dj" da/3 do/ dy' da'dy’ (da/ dj”

Ce cercle est ce qu'on appelle le cercle osculateur de la courbe au
point (2/,y’); son centre et son rayon sont dits le centre et le
rayon de courbure de cette méme courbe, en ce méme point.
Nous allons voir tout & I'heurela raison de ces démominations.

X. Pour abréger , désignons par Q le second membre de 1'é-
quation (4), et par £}/ ce que devient ce second membre, lors-
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de la normale menée, par ce méme point,

sera (27)

DE LA COURBURE
qu'on y change respectivement Zet u en ¢ et w;si (#,u’) est
un point de la courbe (4) , de sorte qu'on ait ¥ =0 , 1'équation

du/

a la courbe Q=0

o (=)= 5 (e—w)=0;

(52)

les deux constantes ¢ et u’ étant liées entre elles par l'équation
QY =o0, c'est-a-dire , par 'équation

ds

o— — t”—!—-

da/

+ o

+

ce qui donne

iRy fiEAY

—_— t"
da/?
’d)’

ERY
d)f“

4=y

+(

¢ as

aw

/

da/2 + da'dy’

[ ENY

d]’ +

\ dy

da/dy’

X assr X
—— _— ',3 —— see \
1.2 da/«"t 1.2.3 tee
iERY
1t 2
—— U +3 FwrEw " +....
/a2 a3y /002 « (B
3 o b3 (53)
. asy
—_— 3
-+ 5 w ~+....
*‘"C.Al
a8 iENS
2 tu /a o
)+ a3 pridne da’2dy’ w da'dy’a b )+ ,
I . v }
>+ djlj ’+") ——/d]/l u+ d /’d)” >+ono000 ’

au moyen de quoi l'équation (51) de la normale au point (¢, u")

deviendra
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49 [/ 428 L ENY > 1 ERY ass!
— 4 w4 ) — — u’§o Yu! —
{ dy \ @y da/dy? < dy’3 2 dx'dy’a + d_zl:d) >+ )(t t’)
=o. (54)
Ry d!S’ ) o a3s azs
et Y ’a l ’
g da’ + daJ‘ da/dj’ +5 1.2 \ daﬁ 2 da/2dy” ru' da’dy’a “ ) .-...E(u—u)

Si T'on veut avoir l'intersection de cette normale avec celle qui
passe par l'origine des 7 et u, c'est-i-dire, par le point (a/,5/),
il faudra considérer ¢ et u comme les deux inconnues d un méme
probléme déterminé, tant dans 1’équation (54) que dans 1'équa-
tjon de la mormale a l'origine des ¢ et w, qui est (27)

48 as/

-‘Ty—t—-—a:; u=—qQ ; (53)

mais, si le point (#,u’) est supposé trés-voisin de l'origine des
t et u, on pourra, sans erreur sensible , remplacer , dans ceite
recherche , 1'équation (54) par 1'équation plus simple

gﬂﬁ +( o vt dj’jﬂ )g(t—")"'g = + i '+ e ’);(u;u/); (56)

d}/}
et méme remplacer cette dernidre par telle combinaison qu'on en

voudra faire avec l'autre, de maniére 3 n'en pas élever le degré;
par leur différence, par exemple, qui est
/ B ERY

> {— ( V4 &y u’) u
\ dy2 dm’dy dafa dx’d]’

+ / il 14 ( + / 4y ul 1 u’
( d_;’ d]Ia dw’d_y’ S da/ dx" dafdy’ ‘

Si l'on résout les deux équations (55) et (57), par rapporta f et
@, et que, dans les numérateurs des valeurs de ces deux incon-

w'+
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nues , on néglige les termes de deux dimensions en # et u/, vis-
a-vis de ceux qui n'en ont quune seule,.il viendra

— !

ﬂ( a8 , iRy )
dat \ d’}, da/

= ( oS Ay Ay d > (dy FEX XS T ) )

—

dy/ da’s da/  dafdy’ dy dy'a —-(T_)—; datdy!

NG
Y d)’\ dy/ dat .
A @y ey dw N Ay dy Ay ay Y ’
—_— —— ——— —_— — —— _—— ———
( d3’  datz dsot da’dy’ / dx/ dyn dy' durdy’ J

telles seront donc ,” approximativement , les coordonnées de l'in-
tersection des deux normales , et d’autant plus approximativement
que le point (#, ') sera plus voisin de l'origine des ¢ et u; c'est-
a-dire , d’autant plus approximativemert que # et u/ seront plus
pelits.

Mais , dans cette hypothese , I'équation (53) se réduit sensible-
ment a

daf /+E;U/_ 3 (59)

en employant donc cette derniére équation a chasser des formwn-
les (57) l'une quelconque des coordonnées # et v/, l'antre dis-
paraitra d'elle-méme , et l'on obtiendra ainsi des formules qui cen-
viendront rigoureusement au cas ou le pont ( #, ') se confond
avec lorigine des ¢ et u, puisque les coordonnées de ce point
(¢, w) n'y figureront plus. Or , on retombe ainsi de nouveau sur
les formules (50) qui donnent les coordonnées du centre de eour-
bure; d'ou résulte ce théoréme :

Si une normale mobile marche vers une normale fixe , leur poznt
d'intersection marchera sur cctle derniere , de maniére @ s arréler aun

(38)
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cenlre de courbure qui lui répond , lorsque la seconde normale aura

iteint la premiere.,

XI. Ce th‘oréme nous met en mesure de donner une idée beau-
coup plus claire de ce que nous avons nommé cercle osculateur,
cenlre et rayon de courbure d'une courbe, en chacun de ses points.

Soit d’abord un polygone plan rectiligne ouvert quelconque
ABCD......, sur la convexité duquel soit appliqué un fil , fixé
par une extrémité a son dernier sommet, el veuant se terminer
en A par son autre extrémité. Concevons qu'on développe ce fil,
sans lai faire quitter le plan du polygone; son extrémité mobile
décrira d'abord, dans le supplément de I'angle B, un arc de cer-
cle ayant le point B pour centre et le c6té BA pour rayon ;
mais , du moment que ce fil aura pris la direction du prolon-
gement de CB, toute sa portion d'abord couchée le long de ce
c3té s'en détachera a la fois; de sorte que le premier arc déerit
se prolongera , dans le supplément de l'angle C, suivant un se-
cond arc ayant le sommet C pour centre et CB4+BA pour rayon.
On voit qu'en continuant ainsi le développement , dans le méme
sens, Dl'extrémité mobile du fil décrira, sur le plan du polygone,
une courbe composée d'une suite d’arcs de cercles, ayant succes-
sivement pour centres les différens sommets du polygone , et des
rayons croissant subilement d'un arc a 'autre d'une quantité égale
a la longueur d'un ¢6té du polygone ; et ces arcs seront consé-
cutivement tangens les uns aux autres, puisque le point commun
a deux arcs consécutifs quelconque sera constamment sur le pro-
longement d'un c¢6té du polygone ; c'est-d-dire, sur la dreite qui
joindra leurs centres. Un tel systtme d'arcs forme ce quon ap-
pelle une anse de panier.

Les rayons de ces arcs étant ainsi continuellement croissans, du
premier au dernier, si on prolonge I'un d'eux, de part et dau-
tre de ses poinis de contact avec les deux qui le comprennent ,
il enveloppera celui des deux dont le rayon sera plus petit que

Tom. XXI. 4
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le sien . etsera, au contraire, enveloppé par celui dont le rayon
sera plus grand.

Ceci suppose , au surplus , que le polygone générateur de l'anse
de panier est convese , dans toute sa longueur; car, dans le cas
coniraire , suivant la maniére dont s'exéculerait le développement
du fil , le rayon de certains arcs pourrait étre, i la fois , tantdt
plus grand et tantét plas petit que les rayons des arcs qui les
comprendaient ; de sorte que de tels arcs, prolongés de part et d’au-
tre , tantdt envelopperaient a la fois ces deux-la et tanldt en seraient
ala fois enveloppés.

Si 'on congoit présentement que les c6tés du polynome devien-
nent de plus en plus petits , de plus en plus nombreux et de
moins en mwoins inclinés les uns aux autres , les arcs de cercles ,
dont se composera l'anse de panier, deviendront eux-mémes de
plus en plus petits et plus nombreux et de rayons de moins en
moins différens.

Si, enfin , on remplace le polygone par une courbe continue, la-
quelle peut étre considérée comme un polygone d'une infinité de
cOtés infiniment petits el infiniment peu inclinés les uns aux au-
ires, l'anse de panier deviendra également une courbe continue ,
composée d'une infinité d'arcs de cercles infiniment petits , dont
les rayons croitront ou décroitront par degré insensibles, et dont
les centres seront les différens points de la courbe d'abord envelop-
pée par le fil ; les tangentes a cette derniére courbe seront lou-
tes normales & lautre ; le point de contact de 'une quelconque
sera le centre de l'arc infiniment peiit de I'auire qui répondra au
pied de la normale, et la distance entre ces deux points sera le
rayon de cet arc.

Réciproquemment , une courbe continue étant tracée sur un
plan , si on mdne les normales de tous ses poinis, loules res
normales seront langentes 4 une seconde courbe qui sera évidem-
ment celle qu'il foudrait prendre pour base de développement d'un
fil dont l'exirémité mobile devrait décrire la premicre. Chacun des
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points de la seconde courbe sera le centre de 'un des arcs de cercles
infiniment petits dont la premitre pourra étre répulée I'assemblage;
cet arc se trouvant situé a l'intersection de la premicre courbe
avec la tangente menée a la seconde par ce méme poin't; et la
longueur de cette tangente , terminée a ces deux points, sera le
rayon de cet arc.

Ainsi, en résumé, toute courbe donnée peut étre considérée
comme composée d'arcs de cercles infiniment petits , de ravons
contnuellement croissans ou ddcroissans , se touchant consécuti-
vemnent ; le cercle dont un guelconque de ces arcs fait partic. et
qui a ¢éyvidemment méme courbure que cet arc lui-méme, est ce

que nous avons appeié le cercle osculateur de la courbe en ce
point ; et l'on voit gu'en général il doit toucher et couper i la
courbe , c'est-a-dire quil doit 'envelopper d'une part et en étre,
au contraire , enveloppé de lautre. Le cenire de ce cercle qui
est , en méme temps, le centre de courbure de la courbe en ce
méme point , n'est autre que le point de contact de la normale
en ce point avec la courbe a laquelle toutes les ncrmales sont
tangentes ; courbe qui est dite la developpee de la proposée , et
qui est évidemment le lieu géoméirique des centres de courbure
de tous ses points ; enfin son rayon de courbure, en un point
quelconque , n'est autre que la normale qui répond a ce point,
terminée A son point de contact avec la développée.

Dans les points ou la courbure de la courbe aprés avoir cru,
commence a décroitre, c’est-a-dire , dans les points ou cette cour-
bure est maximum, et, par suite , le rayon de courbure minimum
le cercle osculateur est évidemment enveloppé par la courbe , de
part et d’autre du point de coutact; mais dans les points ou, au
contraire, cette courbure est minimum , et , par suite, le rayon de
courbure maximum , c’est au contraire le cercle osculateur qui
enveloppe la courbe de part et d’autre du point de contact; de
sorte que, dans I'un comme dans l'autre cas, le cercle osculateur
touche la courbe sans la couper.
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On peut encore envisager la chose sous un aulre point de vue
qui couduit exactement aux mémes conséquences.

Soit M l'un quelconque des points d'une courbe plane , parlequel
soit menée 4 cetic courbe une normale indéfinie. De l'un quel-
conque G des points de cette normale pris pour centre , et avec
la distance CM pour rayon, soit décrit un cercle ; ce cercle aura
évidlemment, au point M, méme tangente que la courbe; et, pour
cette raison, on dira qu’il lui est tangent en ce point; dou l'on
voit, a cause de I'indétermination du point C sur la normale, qu'une
courbe peut avoir, en chacun de ses points , une infinité de cer-
cles qui lui soient tangens en ce point , lesquels , comme l'on voit,
ont tous leur centre sur la normale a la courbe au méme point.

Dc tous les cerles qui touchent la proposée en M, ne consi-
dérons que la série de ceux qui ont leur centre du c6té de la con-
cavité de cette courbe, et qui ont conséquemment leur courbure
dans le méme sens que la sicnne. On pourra toujours , peur I'un
d’eux , prendre le point G assez voisin du point M pour que ce
cercle , du moins dans le voisinage du point de contact, soit,
de part et d'autre de ce point , enveloppé par la courbe. On
pourra toujours, au confraire , pour un autre cercle, éloigner as-
sez le point C du point M pour que , de part et d'autre du point
de contact, ce soit le cercle qui enveloppe la courbe.

Si I'on congoit ensuite que l'on fasse marcher le point C, sar
la normale , entre ces deux positions, on devra rencontrer une
position interinédiaire pour laquelle le cercle tangent aura , i la
fois , une courbure plus grande que celle de la courbe d'un ¢
du point M, mais moindre que la courbure de cette courbe de
Vautre ¢5té de ce point. Un tel cercle tangent sera donc enveloppé
par la courbe, d'un c¢d1é du point de contact, tandis qu'au con-
traire ce sern lui qui 'enveloppera de l'autre c6té de ce point ; il
sera donc, & lafois, tangent et sécant a la courbure au point M ,
et sera conséjuemment le cercle osculateur de cette courbe en ce
peint. Son centre et son rayon en seront donc, pour le mélme
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point M, le centre etle rayon de courbure de la courbe en ce
point. Son centre sera donc le point de la développée correspon-
dant au point M ; et 'on voit méme que ceci offrirait , au besoin,
un moyen graphique de déterminer, & peu prés, tant de points
qu'on voudrait de la développéz d'une courbe proposée.

Mais les choses ne se passeraieat plus de la sorte si le point M
était choisi sur la courbe , de manitre qu'en ce point sa courbure
fit maximum ou minimum. Alors, dans la série des cercles dont
il vient d'étre question , on passerait, sans intermédiaire , d'un cercle
enveloppé par la courbe des deux cOtés du point de contact 3 un autre
cercle qui l'envelopperait, au contraire , de part et d'autre de ce
point ; et la position du point C sur la normale ol la transition
aurait lieu secrait alors le centre de courbure du point correspon-
dant de la courbe propcsde.

Dans le cas particulier ol le point M serait un point d'inflexion,
il est visible que le centre de courbure devrait étre porté sur la
normale 3 une distance infinie, de part ou d’autre de ce point;
de sorte que la normale & un poict d'inflexion d'une courbe est
une asymptote de sa développée qui a ainsi au moins deux fois
autant de branches infinies que cette courbe a de points d'inflexion.

XII. On voit, d'aprés ce qui précéde, que, si 'on veut dé-
terminer quels sont les points de la courbe (1) pour lesquels le
rayon de courbure a unc longucur donnée r, il ne s'agira que
de considérer 2/ et ;7 dans les équations (4) et (51), comme
les deux inconnues d'un méme probléme déterminé, On peut dire,
en conséquence , que l'équalion

dS \* d:S iR de ds \? d:8§ iRy *)3
_.....> __...-1_______ +< \ } ( \ ——O, GC)
dy du? de dy dady dv / dy= dv / y

est celle d'une courbe qui coupe la proposée (1) aux peints pour

lesquels son rayon de courbure est égal a r.
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La formule (51) prouve dailleurs que , aux points d'inflexion de la
courbe (1), pour lesquels les équations (13) sont toutes trois satisfai-
tes, le rayon de courbure devient infini ; de sorte qu'alors le cercle
osculateur se confond avec la tangente. On voit aussi que la for-
mule (31) est en défaut pour tous les poinis ou les deux coeffi-

~

) e .y A8 d : .
ciens différentiels — et b sont nuls ; et on ne doit pas en étre
X Ly ‘

surpris , puisqu’alérs il peut passer par le point ( 2/, ¥ ) 2u moins
deux branches de la courbe, dont chacune doit avoir son rayon
de courbure. Ce rayon r doit donc alors étre donné par une équa-
tion d'un degré supérieur au premier, équation que l'on obtien-
drait facilement par l'application des principes qui nous ont cons-
tamment dirigés dans tout ce qui précéde, mais i ia poursuite de
laquelle nous ne nous arréterons pas.

En éliminant 2/ et y/ entre l'équation (2) et les équations (50)
du centre de courbure du point (2/,»' ), 'équation résultante
en x et y sera celle du lieu des centres de courbure de tous les
points de la courbe (1), c’est-a-dire, 1'équation de la dévcloppée
de cette courbe. Au surplus , il revient au méme et il est plus
simple de dire que l'équation de la développée de la courbe (1)
est le résultat de l'élimination de ' et »’ entre 1'équation (2) et
la double équation

iRy [iNY ( Ny ERY P KV R EN Y a8 EAY
-_ — _— o —
4w dy’ dﬂ/’ EY dw’ dx’dw (dw' 4y . (61)

T—a! ry— _y' < a8
da’ d)’

Veut-on savoir enfin quels sont les points de courbe (1) pour
lesquels la courbure de cette courbe est maximum ou minimum ?
La question se réduira i rendre l'un ou l'autre la fonclion r des
deux variables 2/ et )7, liées entre elles par la relation (2) ;
faudra donc , suivant ce qui a été expliqué (tom. XX, pag. 337 )
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égaler d'abord 4 zéro la variation de la valeur (31) de r, prise

\

la fois par rapport a ces deux variables, ce qui donnera, en

supprimant les accens qui, dauns cette rencontre , ne sont dau-
cune utilité ,

\TdSs o as ds as + a5 \* a8 ) & 3 s 4
) da* dw dy dady (EI/ dy? si +(_— x+ dw f) dady
(rds ] d*S N &S a5 )y as as
—, —_— et - R D
\ = ) ( dy J 8\ dxdy ) dar dy N\ dw x—{-’d}‘ 3-7)
{/ as ( \) ( d3S dS( as as ) ass
< — —_—| — QY =——=2 —— Q. —_—
i\ >+ 2; St oG Y m ) o
ass el
il )
+ dy = )dxdyz d)3 i ’
mais 1'équation (1) donne
as as
-5; 3-Z‘+ —_ O]-O H

ce qui fait d’abord disparaiire la seconde partie du premier mem-

bre de la précédente ;

substituant dans I'équation restante la va-

leur de dx ou de dy tlirée de cette derniére, 'autre variation en

disparaitra aussi , et 'on obtiendra, pour soluiion du probléme

SdS/(]S 48
(dy\d

as a=8 > ds ¢ d$§ dﬁs ds
v odaz dy dady do ( dy dy dl» dady )
(( @S as as 47y dsg
i\ T Cdr Ay dxdy \dv / @e
ds N3 a3s dS' dz8 d3s ds \* dS a8 I ds \?
dy ) du db d_yz da’dy + ( d] dady= _k (-1_;_)
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c'est-a-dire que cette équation est celle d'une courbe qui coupe
la proposée (1) aux points ou sa courbure est maximum ou mini-
mum., Ayant délerminé , par la combinaison de cetie équation avec
I'équation (1), les coordonnéces des points pour lesquels cette cir-
constance a lieu, la substitution des valeurs de ces coordonnées,
pour &/ et y , dans la formule (51), fera connaitre la grandeur
du rayon de courbure en ces points.

XIil. En négligeant , dans l'équation (4), les termes de plus
d'une dimension en ¢ et ©, nous sommes parvenus a l'éguation
(6) de la tangente & la courbe (1), au point (&', y”) de cette
courbe. On pourrait, pour plus de précision , e rejeter, dans cetie
équation (4) , que les termes de plus de deux dimensions en ¢
et u, ce qui conduirait a 'équation

_ay e s, s »s R
o= gyt greti( g e tud - u ) . (63)

dasz ~ dwdy’ 4

qui appartient conséquemment a celle de toutes les lignes du se-
cond ordre qui passent par l'origine des ¢ et # qui se moule le
plus exactement sur la courbe (1), en ce point. A cause de cctle
propriéié ,. une telle courbe est dite Vosculairice du second ordre
de la proposée au point ot elle la touche. En raisonnant comme
nous l'avons fait pour la tangente que , par analogie , on pourrait
appeler osculatrice du premier ordre, on s’assurera facilement qu’en
général l'osculatrice du second ordre d'une courbe , en l'un de
s2s points , touche et coupe a la fois cetle courbe en ce point.

En repassant au systtme rectangalaire , au moyen des formu-
les (3), on pourra dire que I'équation de l'esculairice du second
ordre de la courbe (1), en un quelconque (z',»’ ) de ses points,
est
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a8’

On voit, au surplus, que, sile poml (x’, 5" ) était un point dou-
ble , cette c:culatrice se réduirait a deux droites ou & un point ;
et que, si ce méme point (x/,»’ ) élait un point dinflexion ,
Vosculatrice ne serait autre que la tangente en ce point.

On pourrait aussi ne supprimer , dans l'éqaation (4), que les ter-
mes de plus de irois dimensions en ¢ et z, et 'on obtiendrait
ainsi ce qu'on appelle Vosculatrice du troisieme ordre de la propo-
sée , en un quelconque de ses points, cest-a-dire, celle de tou-
tes les courbes du troisiéme ordre qui, en ce point, se moule le
plus exactement sur celte courbe en ce point, et de laquelie on
prouverait que , dans le voisinage du point de contact , elle
est toute située d'un méme cd1é de la proposée , qu'elle touche
ainsi sans la couper. On voit aisément par li ce que seraient les
osculatrices des ordres superieurs , lesquelles couperaient et touche-
raient, a la fois , la proposée , ou bien seraient entiérement situées
d'un méme c6té de cette courbe, suivant qu'elles seraient d'un

ordre pair ou d'un ordre impair.

XIV. Les formules auxquelles nous sommes parvenus dans tout
ce qui précéde sont un peu plus compliquées que celles qu'on emploie
communément a la résolution des diverses questions que nous ayons
traitées ; mais , outre qu'elles en sont aussi plus symétriques, leur
apparente complication en rend I'application plus facile. En ne sup-
posant pas, en effet, que l'équation proposée soit résolue par rap-
port &2 une des deux coordonnés x et y, il sera loujours permis
de supposer que S est une fonction rationuelle et entitre de ces
deux coordonnées; ce qui rendra les divers coefficiens différen-
tiels trés-faciles & obtenir. Au surplus, rien ne sera plus aisé que
de revenir de nos formules aux formules ordinaires ; il ne s’agira

g

Tom. XXI. 5
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: ’ . as daz=s
our cela que d'y changer d'abord respectivement — , —
pou q ¥ ) P y e o o
a3s dr dzy asy & ’
dws T en =4’ Fe R e R , d’y poser ensuite
das . . i . .
PP et d'y faire enfin tous les autres coefficiens différentiels
Y .

nuls.

XV. Terminons en appliquant ces généralités a la ligne du se-
cond ordre dounée par l'équation

Ax*+4 By’ +2Czxy~+t2Dr4-2Ey4+F<o . (a)
On aura d'abord, pour le point (a7, /),

Ax/* 4By 2Cxly'42Dx'+2Ey/-F=o0 , (b)

et de la
a8 , ds
I =2(4x'4-Cy'+D) 5 2B +Cr+-E)
i EAY az8 dz=87
T =24 ) m =20 ) a;;; =591 ) > (C)
a3y LERY LERY EN
da/s 0 da/2dy =0, da/dy's =0, dys

Cela posé, la formule (17) donnera, pour 'équation de la tan-

gente en (&', "),
(At G- D) (v By Cor - E) (ymp?)=0
ou bien
Ax'x 4 Byly 4 C(a'y 4y’ 2)+Da+-Ly=Aa'*~+ By -2 Caly'+ D'+ Ey’

ou, en ajoutant l'équation (b) et réduisant,
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(42’4 Cy+-D)x+(By'+ Cx'! 4-E)y+ (D2’/+Ey'+F)=0 . (d)
La formule (19) donne pour 1'équation de la corde de contact

de 'angle circonserit a la courbe (a) , ayant son sommeten (a,d),
en ayant égard 4 l'équation (a),

(da+4-Cb+D)x+(Bb+Cat-E)y+(DatEbLFy=—o0 . (e)

La formule (22) montre que si, a la courbe (a) , on méne deux
tangentes paralléles 3 une droite ayant pour équation

x Y
a b '

la droite qui joindra les deux tangentes aura pour équation

(a4+5C)x+(bB+aC)y+ (aD+bE) =0 . (f)

Si I'on veut mener une tangente commune a deux branches de
la courbe (a), on aura (26) , pour déterminer les deux points
de contact, outre les équations (a) et (b), la double équation

Ax4Cy+D  By+Cox4E _ Ax*+4By’+2Czxy+4-Dx+-Ey
AV 4Cy'4D ~ By 4Cua/+E T dal-By/2-2Caly!4Dal4-Ey!

laquelle devient simplement, au moyon des équations (a) et (b),

Ax4-Cy+D _ By+Ca+tE — Da+-Ey+F
Ax'4+Cy'+D ~ By'+-Ca’+E = Dal4-Ey'4F '’

tirant de cette double équation les valeurs de z/ et »* pour les
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subsiituer dans 1'équation (b) , et ayaut égard & l'équation (a) ,
oun trouvera pour la courbe qui coupe la proposée aux points ou
elle est touchée par des tangentes communes a deux de ses branches,

B(Aw4Cy+D) =2C(Az+ Cy+D)(By+ Ca E)y+ ABy +Cat-Ey=o ; (g)

équation qui appartient aux deux asymptoles si la courbe est une
hyperbole , et qui n'exprime rien dans le cas contraire. Les asymp-
totes d'une hyperbole sont , en effet, des tangentes communes a
ses deux branches.

La formule (27) donne , pour l'équation de la normale a la
courbe (a), par le Point (&’,y’), pris sur cette courbe,

(By'4-Cax'+ E)Y(w—a2")—(Ax'+ Cy'+D)(y—y)=0 ; (h)

les deux constantes z/, »* éiant lides entre clles par la relation (b).
D'aprés la formule (28) , I'équation

(By+-Cao E)(w—a)—(da-+ Cy+D)(y—B)=0 , ()

est celle d'une courbe coupant la courbe (a) aux pieds de toutes
les normales qui peuvent lui étre menées par le point (a, b) de
son plan ; et comme cette équation du second degré n’est point,
en géncral , susceptible d’abaissement , il s’ensuit que , de l'un
quelconque des points du plan d'une ligne du second ordre, on
peut , géndralement parlant, abaisser jusqu'a quatre normales a
celte courbe.

La formule (2g) donne 1'équation
(bA—aCyx—(aB—bC)y+(bD—aE)=0 , (k)

pour celle d'une droite qui coupe la courbe (a) aux pieds de tou-
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tes les normales qui peuvent lui étre menées parallé¢lement a ure
droite donnée par l'équation

x vy
PR
ces normales sont donc au nombre de deux seulement.

D’aprés la formule (31), si I'on veut mener une normale com-
mune & deux branches de la courbe (a), on aura, pour détermi-
ner les deux points (&, ), (2/.y’) de cetie courbe ou elle

se termine , outre les équations (a) et (b), la double équation

Ax+Cy+D . By+Cax+E (By 4 Cx+E)—y( {x+Cy+D)
Aa'4Cy'4D T By'H-Ca'4E T a/(By!4-Cal-Ey—y/( A/ Cy'4-D) ’

entre laquelle et 'équation (b), éliminant 2/ et 7, et ayant égard
a l'équation (a) , on obtiendra pour solution du probléme 1'équa-
tion *

(By + Cx4-E){A(4x +Cy+D)+C(By+ Co+E))
=0; ()
— (A4 Gy 4-D) (B(By-+Ca+E) + C(Aw—Cr+D)) ,

équation que l'on reconnaltra facilement pour celle des deux dia-
metres principaux de la courbe (a); lesquels sont, en effet, les
deux seules normales commuunes 4 deux branches de cette courbe.

Les formules (32) et (33) montrent que, pour que la courbe (a)
ait des points doubles , il faut qu'on ait a la fois

Ar4Cy4-D=o , By+Ca+-E=o0 ; (m)
muis 1'équation (a) pouvant étre écrite ainsi,
2(Ar+Cy4-D)+y(By4+Ca++E)+ (De4-Ey+4F)=o0 .

les deux autres la réduisent simplement &
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Dx+Ey4-F=o ;

éliminant donc x et y entre ces trois équalions, on trouvera,
pour la condition qui fait acquérir des points doubles a la courbe (a),

D(BD—CE)+E(AE—CD)+F(C*—AB)=0 ; (n)

cette équation étant supposée satisfaite , les points doubles seront
donnés par les équations (m); d'ou l'on voit qu'il n'y en auvra
jamais plus d'un. Il y aura d'ailleurs, en ce point , deux bran-
ches de courbe qui se couperont ou se toucheront, ou bien ce
point sera lout a fait isolé (35) suivant que la quantité

C'—A4B ,

sera positive , nulle ou négative. On reconnait, en eflet, que les
équations (m) sont celles du centre de la courbe (a) et que la
condition (n) est cclle qui exprime que cette courbe se réduit a
son centre ou & deux droites qui se coupent en ce point. Quant
aux points triples , il est visible qu'une ligne du second ordre
n'en saurait offrir.

Les formules (50) donnent pour les équations du centre de cour-
bure de la courbe (a), en un quelconque { 27/, »' ) de ses points ,

(A2/4-Cy'4D){ (A2/+ C_)"-{-D)?-_{-_(By’-{- Cx'+E)}~
A(By'4-Ca/ +E)2=2 C(Ax' 4-Cy'4+-D){ By'4- Ca/+ E)+B(Aa'4Cy'+D)3 -

o (By'+Cx'+E){ (Ax/+ Cy'+D)+(By'+ Ca/+E) } _
Y =) T T By'4-Cal - E)y—2 C(Aa/+Cy - DY(By '+ Car4-E) - B(Az'+ Cy - Dys

A

et pour son rayon de courbure en (z,y),
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= O DByt P .
T A(By'+Ca'+Ey—2((Ax'+Cy'+4D)(By'+C/+E)+ B(Aa/+ Cy'4 Dy’

sur quoi on peut remarquer que le dénominateur commun a ces
formules revient a

B(BD —CE)+E(AE—CD)+F(C'—A4B)
~—(C*—=A4B)(Azx"4-By"*+2Cx’y’'+4-2Dx'42Ey+ F) ,

.dont la derniére ligne s'évanouit en vertu de l'équation (b); de
sorte que les coordonnées du centre de courbure de la courbe (a)
au point ( 2/, ') sont simplement

(A2/4 Cy'4-DY{ (Aa/+Cy'+4 DY - By'+Ca/+E)}

— ] ey
r= D(BD=CE)+E(AE—~CD) 4 F(C*=—_1B) !

i (B4 C¥+E){(Aa'+Cy'4- D)+ (By'+ Co/+E) }
D(BD—CE)+4E(AE—CD) F(C:—AB) ’

Y=

et son rayou de courbure au méme point,

. {(_/!a/-—*— C}"-I—D)ﬁ-{—(ﬂ'y'-{- CmI+E)3 } z ( )
= D(BD—CE)4E(AE—CD)4-¥(C—AB) P

Nous ne nous occuperons pas de la recherche de la développée
de la courbe (a) dont l'équation serait probablement fort com-
pliquée. Nous remarquerons seulement que , pour la courbe (a) ,
I'équation (62) de la courbe qui en coupe une autre proposée aux
points ou la courbure de cette courbe est maximum ou minimum ,
a son seconu membre nul; et, comme son premier membre est
le produit de deux facteurs , on peut y satisfuire en égolant 'un

ou l'autre de ces facteurs & zéro. On trouve alers, par les subs-
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titutions, ou l'équation (1) commune aux deux axes de la courbe
ou l'équation (g) commune a ses deux asymploles, si loutefois
cette courbe est une hyperbole.

Quant & Posculatrice du second ordre de la courbe (a), il est
manifeste qu'en chacun de ses points cectte osculatrice n'est auire
que la courbe elle-méme.

QUESTIONS PROPOSELS.
Probléeme de Géométrie.

LES deux dérivées relatives & a4 et y de l'équation d'une courbe
quelconque, égalées a la fois & zéro, déterminent, sur son plan,
un certain nombre de points; lesquels , lorsque la courbe est une
ligne du second ordre , se réduisent & un point unique qui en
est le centre.

Quelles sont, dans les autres cas , les propriétés les plus remar-
quables de ces sortes de points? '
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ANALYSE ALGERDIQUE.

De lélimination entre un nombre quelconque
d'éguations de degrés quelconques ;

Par M. GERGONNE.

ALV

O:{ sait que , pour transformer des tables de logarithmes , cal-
culées pour une certaine base, en tables de logarithmes relatives
a une anire base , il suffit de diviser tous les logarithmes des tables
données par le logarithme de la nouvelle base, pris dans ces m¢-
mes tables. Mais celui - 1a serait bien maladroit qui, ayant & exé-
cuter une pareille transformation , ferait effectivement autant de
divisions que les tables données contiendraient de logarithmes ; il
est incomparablement plus court et plus commode de diviser I'unité
une fois pour tout, par le logarithme de Ia nouvelle base, pris
dans les tables données , et de maultiplier ensuite tous les loga-
rithmes de ces mémes tables par le quotient obtenu. On pourrait
méme en formant, a 'avance, une table des produits de ce quo-
" tient, par les neuf premiers ncmbres naturels , réduire toutle tra-
vail & de simples additions.

C’est & peu prds de cette mani¢re qu'en agissent les habiles calcula-
teurs , dans tous les cas analogues; ils évitent avec grand soin les
divisions et extractions de racines qu’ils remplacent , autant qu'ils
le peuvent, par des multiplications ¢t des formations de puissan-
ces; et tel est , en particulier , un des principaux avantages quon
retire , dans la pratique , du dévcloppement das fonctions en sé-
ries. Ils poussent méme l'attention jusqu'a éyiter les soustractions

Tom, XXI, 1. aoiit 1830. 6
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que , au moyen de ce qu'on appelle compleémens arithmeliques , ils
parviennent & remplacer par des additions.

Parmi les recherches dans lesquelles la division est employée ,
une des plus ingrates , & raison des diverses préparations que le
plus souvent elle nécessite , est sans doute celle du plus grand
commun diviseur entre deux polynomes proposés. Or , comme I'ob-
serve M. Bérard, géomeéire distingué de Briangon, dans une note
qu’il nous a transmise il y a quelque temps, ici , comme en beau-
coup d'aulres rencontres , la multiplication peut suppléer a la di-
vision. Chercher , en eifet , le plus grand commun diviseur, en-
tre deux polynomes P et P/, fonctions rationnelles et entiéres de
x , c'est, en d'aulres termes, chercher I'équation du degré le plus
élevé en x qui puisse vérifier 3 la fois les deux équations P—o,
P'—og. Pour la découvrir , M. Bérard combine celles-13 entre elles
par multiplication et addition , de maniére a rabaisser le degré de
I'une et de 1'autre successivement d'une , de deux, de trois, ....
unités, jusqu'd ce qu'il soit parvenu i deux équations identique-
ment les mémes, ou ne différent au plus 'une de l'autre que par
un facteur indépendant de x. En supposant que, privées de ce
facteur , elle se réduisent toutes deux a D=0 , cette derniére
sera évidemment I'équation du degré le plus élevé qui puisse vé-
rifier a la fois les deux premiéres , d'ou il suit que le polynome

D sera le plus grand commun diviseur entre les deux polynomes
P et P,

Pour faire de ce procédé une application dont V'utilité puisse
étre facilement comprise , M. Bérard suppose qu'ayant a résou-
dre 1'équation

25284625 —62t—1523—32°4-8x+4 =0 , (1)

on veuille , avant tout, mettre en évidence ses racines égales, si
toutefois elle en a de telles., On sait que , s'il en est ainsi, la
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dérivée de son premier membre doit étre nulle, et que le plus
grand commun diviseur, en!re ce premicr membre et sa fonction
dérivée , doit contenir tous les facteurs égaux de la proposée, ex-
cepté un de chaque sorte ; égalant donc cette dérivée a zéro, ce

qui donnera

72%4-3ox’ 4 3oxbm242?—, 52" — 624+ 8=0 ; (2)

il s'agira , en premier liecu , de lrouver l'équation du degré le
plus élevé qui vérific & la fois les équations (1) et (2).

Pour cela, soit prise la somme de leurs produits respectifs par
~}7 et —x, il en résultera cette nouvelle équation du sixitine
degré qui pourra remplacer celle du septicme dans la recherche

de leurs racines communes

Suttr1225—18x¢—6023 —152"4-48x+28=0 ; (3)

de sorte que nous n’aurons plus a considérer que deux équations

du sixiéme degré seculement.

Prenant, tour a tour , la somme des produits respectifs des équa-
tions (2) et (3), d’abord par 45 et —7 , puis par —7 et +-2;
en divisant la premicre des équations résultantes par 6 et la se-

conde par 3z, il viendra

112°4 46244500 —200°—612—26—0 , )

1325462248223 —=162"—g52—46—0 ; )

équations qui ne sont plus que du cinqui¢me degré seulement,
et qui peuvent , comme les équations (2) et (3) , remplacer les
deux proposées dans la recherche de leurs racines communes.

Prenant enfin, tour a tour, la somme des produils respectifs
de ces deux derniéres , d'abord par —13 et 411, puis par —-23
et —13, en divisant la premiére des équations résultantes par 84
et la seconde par 842, il viendra également
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230342 -3 —2=0 ; (6)

cctte derniére équation vérifie donc , 3 elle seule, les proposées
(1) et (2); son premier membre est donc le plus grand commun
diviseur des leurs.

Veut-on savoir si cette derniére équation (6) n'a pas elle-méme
des racines égales? Il faudra pareillement égaler & zérc la dérivée
de son premier membre, ce qui donnera

4x3+9x‘—|—2x:-3=0 N {(7)
et chercher quelle est 'équation du degré le plus élevé qui vé-
rifie & la fois les équations (6) et (7).

Soit prise d’abord la somme de leurs produits respectifs par -4
et —x; on obtiendra cette seconde équation du troisi¢me degré

323422 —qr—8—=0 . ©))]

Prenant, tour i tour , la somme des produits respectifs des équa-
tions (7) et (8), d'abord par 43 et —4 , puis par 48 et —3,

il viendra, en divisant par x , la derniére des équations résultantes,

19u'hrtad=o | 9)
232°466x+43=0 ; (10)

équations qui ne sont plus que du second degré seulement.

Prenant enfin , tour a tour, la somme des produits respectifs
de ces derniéres, d’abord par —23 et 419, puis par -43 et
—23, et divisant la premitre des deux équations résultanies par
288 et la seconde par 288x , il viendra également

z41=0 ; (11)

cette équation vérifie donc , 3 elle seule , les proposées (6) et (7);

son premier membre est donc le plus grand commun diviseur des
leurs.



DE L'ELIMINATION, 45

Donc , suivant la théorie connue des racines égales, le pre-

mier membre de l'équation (6) est divisible par (z4-1)°; et, en

effet , en exécutant la division , on trouve que cette équation re-
_vient a

(»*+r=—2)(x41)=0 ; (12)

donc aussi , suivant la méme théorie , il y a, dans le premier
membre de la proposée (1), deux facteurs égaux & a*-lr—2 et
{irois facteurs'égaux d x41, et, comme elle n'est que du septidme
degré seulement , elle doit revenir a

(@ a—2)(a+1)=0 ; (13)

tomme on s'en assure, en effet , par le développement.

Voili done que , par des multiplications et additions extrémement
simples et faciles , nous sommes parvenus 4 metire en évidence
les racines égales d'une équation proposée du septieme degré, et
Yon reconnait ici le procédé d'élimination donné par Euler, dans
le deuxitme volume de son Iniroduction au calcul differentiel ( chap.
XIX ), procédé fort élégant et fort commode et qui nous parait
bien préférable & la méthode d'élimination por le plus grand com-
mun diviseur, ol , par une inconcevable antinomie , on remplace
a dessein , par des divisions, ce qui se peut faire si simplement par
des multiplications ; méthode dont nous ne pensons pas que ja-
mais aucun calculateur tant soit peu exercé se soit jamais avisé de
se servir pour son propre usage , et qui n'est, de la sorte , qu'une
méthode de pure spéculation , une méthode d’apparat, uniquement
réservées pour les examens publics (¥).

(¥) Jai vu un temps od cette méthode d’élimination était tellement en
faveur que les examens des aspirans aux écoles des services publicsne rou-
laient , pour ainsi dire, que sur elle ; on €tait admis ou rejeté suivant
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Avant d'examiner plus en détail, et de chercher i réduire a sa
juste valeur la critique plus ou moins vive qu'on a faite , dans
divers ouvrages élémentaire, de la méthode d'élimination d'Euler,
et les motifs de la préférence accordée a celle qui se fonde sur
la recherche du plus grand commun diviseur , remarquons d'abord
que le procédé de M. Bérard pourrait étre facilement étendu i la
recherche du plus grand commun diviseur entre trois ou un plus
grand nombre de polynomes.

Pour en donner un seul exemple, supposons qu'on ait unique-
ment intérét a savoir si l'équation (1) n’a pas quelques racines
triples ; il est connu que, si elle a de telles racines, elles doi-
vent se trouver , non seulement dans l'équation (2), mais encore
dans 1l'équation qu'on obtient en égalant 3 zéro la dérivée du pre-
iier membre de cette derniére ; ce qui donnera , en divisant par 6 ,

g2t 25xid200t—120"—150—1=0 ; (14)

de sorte que la question se trouvera amende & assigner le plus
grand commun diviseur entre les premiers membres des équations
(1), (2), (14), ou, ce qui revient au méme , 1'équation du de-
gré le plus élevé qui les vérifient toutes trois.

D’abord , en opérant sur les équations (1) et (2), comme nous
I'avons fait ci-dessus , on en conclura I'équation (3) qui, dans la
recherche qui nous occupe, pourra ainsi remplacer la premiére ;
de sorte que la question se trouvera réduile a assigner 1'équation
du degré le plus élevé qui vérifie 4 la fois les équations (2),

G, (14 :

qu’on la possédait bien ou mal. Un peu avant , ¢'avait éié le tour de la dis-
cussion des lignes du second ordre, par la résolution effective de leur équa-
tion, c’est-a-dire, par la méthode de Chézy ; méthode qui refuse le service
dés le troisiéme degré, et que néammoins on persiste encore aujourd’hui a
offric comme modéle.
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D’abord , en retranchant de 1'équation (2) le produit de 1'équa-
tion (14) , par x , il vient )

5r34-100t—1227 =302 —5248=0 ; (15)

en prenant ensuite la somme des produits respectifs des équations
(3) et (14) par —7 et 435, il vient

fra’4226x44-3602 +302"—3410—~196=0 ;  (16)

de sorte que nous n’avons plus a considérer que les trois équations
du cinquiéme degré (14), (15), (16).

_Prenant, tour i tour, la somme des produits respectifs de ces
trois derniéres, d’abord par 720, —537 et —55, ensuite par
41308 , —1331 et —61, puis enfin par 43708 , —2599 et
~125 (*), en divisant la prerhiére des équations résultantes par
12, la seconde par 12z et la troisitme par 122?, il viendra

1072345352 +8q52x+467=0 , (17)
467234168124 186704653=0 , (18)
65323432052 4 5029r4-2477=0 ;  (19)

€quations qui ne sont plus que du troisiéme degré, et qui, dans
la recherche qui nous occupe , peuvent remplacer les équations
(1) @), (). \

Prenant enfin, tour a tour, la somme des produits respectifs
de ces trois derniéres, d'abord par 466507 , 4-1070 et —11663 ,
ensuite par ~-121725, 46652 et —24703 , puis enfin par
4223437 , 421938 et —47909 , en divisant la premiére des
€quations résultantes par 2868228 , la seconde par 2868228z et

(*) On verra plus loin' comment se forment ces multiplicateurs.
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la troisiéme par 28682282 , il viendra également x-41=0; d'oit
on conclura que x+1 est le seul facteur iriple du premier mem-
bre de l'équation (1), comme nous l'avions déja trouvé.

Revenons préscniement & I'élimination , et remarquons, en pre-
mier lieu , que , quelles que soient deux équations algébriques
en x , entre lesquelles on se propose d'éliminer cette lettre , et
que nous supposens d'ailleurs ne renfermer ni radicaux ni déno-
minateurs , il est toujours permis de les supposer du méme degré ,
par rapport a cetie méme lettre ; puisque , dans le cas ou elles se-
raient de degrés inégaux , on pourrait toujours les amener a étre
du mime degré , en multipliant la moins élevée des deux par
une puissance convenable de . C’est donc fort inutilement, &
ce qu'il nous parait, que Euler, dans V'endroit cité , a cru de-
voir considérer , lour & tour, des équations du méme degré et
des équations de degrés différens.

Soient donc les deux équations d'un méme degré quelconque

IR o0 il S B SR S A L B S 2 T Y
Byx"+4B,a™* 4B, 2" +......4B, _2*4-B, . x+B, =0 ;

le probléme de 1'élimination consiste & déduire de ces équations =
1.° une équation de relation entre les coeffictens de leurs différens
termes ; 2.° une valeur rationnelle de x fonction de ces coeffi-
ciens.

Remarquons bien que le mécanisme du calcul étant tout a fait
indépendant de ce que représentent les symboles sur lesquels on
Yexécute , le probléme se résoudra toujours de la méme maniére
quels que soient les coefficiens des deux proposées. Si ces coeffi-
ciens sont des quantités déterminées , I'équation de relation entre
eux exprimera la condition nécessaire pour que ces deux équa-
tions puissent éire salisfaites par une méme valeur de & qui sera
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précisément la valeur qu'on obtiendra pour cette inconnue. Sices
coefficiens sont des fonctions quelconques d'une autre inconnue
>, l'équation de relation entre eux sera ce qu'on appelle, dans
la théorie de I'élimination , /'équation finale en y, et alors la va-
leur de x sera exprimée en fonction de cette derniére inconnue.
On pourrait d'ailleurs supposer que ces coefficiens sont fonctions
d'un plus grand nombre de variables.

Ces choses ainsi entendues, soit prise , tour & tour, la somme
des produits respectifs de ces deux équations, d'abord par —B, et
A, , puis par 4B, et —A, (¥), ct divisant la derniére des
deux équations résultantes par x, et posant, pour abréger ,

AOBI—A1B0=CI ’ Am-me—AmBm—xzcam-x ’
A,B,—4,B~—C, , A,.,B—A40B,,—=C,,, ,

AOBi——ASB“Zci ? “4m-3Bm~/ijm 3—:~Czng-3 ?

.AOB,,,;———.A',I,_,BO_"—‘C,,M , AB,—4,B,—=C. 4, ,
A,B,—4,B,=C, ,

on aura

Cam-C,a™+C 2™ 4.....+ C, ,v*}-C, .v4+C,=o0 ,

Cm VA C‘nw!‘x':rm-2 —*- Cm—}-ﬂ'rm"}_[_' (A "+ Cam- 3x2+cnm-2x+ Czr--u =0

(*) Si les coefficiens 4o et B, ou les coefficiens A et B, , ou les uns et
les auntres avaient un divisear commun, il suffirait de multiplier parles quo-
tiens obtenus en les divisant par ce diviseur ; le calcul s’en trouverait d’au-
tant simplifié.

Tom. XXI. 7
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équations qui ne sont plus que du (m—r1)*" degré sculement par
rapport & x. Par I'application réitérée du méme procédé on par-
viendra successivement a des couples d'équations de degrés de
moins en moins é€levés ; de sorte qu'on arrivera finalement a deux
équations du premier degré en x , desquelles on déduira d'abord
la valeur de a , sous deux formes différentes, égalant ensuite en-
tre elles les deux valeurs ainsi obtenues, I'équation résuliante sera
I'équation de relation demandée, et conséquemment 1'équation fi-
nale en y, si les coefficiens sont des fonctions de cette aulre in-
connue.

Si, par l'effet de I'abaissement successif des équations , par rap-
port & x, on parvenait & deux é€quations d'un certain degré qui
fussent exactement les m&émes , on en conclurait que leur premier
membre est facteur des premiers membres des proposées. Ce fac-
teur, égalé i zéro , donnerait donc des solutions indéterminées du
probléme, et , pour en avoir les solutions déterminées, il fau-
drait délivrer les premiers membres des proposées de leur fac-
teur commun , et opérer sur les équations résultantes comme il
a été dit ci-dessus.

Si, pour quelqu'une des valeurs de y, déduites de 1'équation
finale , les valeurs de a devenaient toutes deux indéterminées , il
serait facile d’'en conclure que les deux équations du premier de-
gré en x ont l'une et 'autre un facteur commun , fonction dey,
que cette valeur rend nul , et qui satisfait ainsi aux deux propo-
sées, quel que soit x. Si enfin en cherchant a rabaisser le degré
des proposées par rapport 3 2, on tombait sur quelque équation
absurde, on en conclurait que ces proposées sont incompalibles ,
et qu'ainsi le probléme qui y a conduit est impossible.

Tel est, au fond, le procédé d’élimination exposé par Euler,
dans 1'endroit cité ; on a dit de ce procédé : 1.° qu'il ne faisait
pas voir comment deux équations avaient lieu en méme temps,
tandis que rien ne semble plus propre 3 exprimer analytiquement
cetle circonstance que de combiner ces équations entre elles,
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comme équations d'un méme probléme; 2.° qu'il ne donnait au-
cune lumitre sur les relations entre les valeurs de l'inconnue res-
tée dans l'équation finale et les valeurs correspondantes de l'in-
connue éliminée ; et l'on voit qu'au contraire , il donne l'expres-
sion de ceite dernitre en fonction de l'autre sous deux formes dif-
férentes; 3.° enfin qu'il conduisait 4 une équation finale d'un de-
gré trop élevé, ct nous conviendroas qu'a défaut -de certaines
précaulio‘ns\, il en serait réellement ainsi ; mais,. outre Gu'on en
_peut dire autant de la méthode d'élimination par le plus grand
commun diviseur , nous allons faire voir qu'il est trés-aisé ici d’évi-
ter cet inconvénient , et qu'en outre , en rattachant la recherche
pour chaque degré aux résultats obtenus pour le degré immddia-
tement inférieur , le calcul s’exécute sans qu'on ait , pour ainsi
dive , d’autre peine que celle d'écrire (¥).

Venons présentement aux cas particuliers dans lesquels nous
supposerons constamnment que les coefficiens sont des fouctions ra-
tionuelles et entiéres de y , des degrés marqués par leurs indices
respectifs.

Premier Degreé.

Soient les deux proposées du premier degré ,

AOKK‘—{—-AI:_—_O )

(1)
BO,L’ -{-Bl::O ;

(*) En gitant un pen le procédé &'élimination d'Ealer , c’est-a-dire, n'at-
taquant constamment les équations que par la gauche, ce qui détruirait
toute la syméirie des caleuls, on le ferait exactement revenir . pour le fond,
2 celui du plus grand commun divisear , sur lequel pourtant il conserverait
encore l'avantage d'une forme plus commode. On pourrait aussi n’aliaguer
constamment les équations que par la droite; on obiiendrait ainsi nne nou-
velle équation finale dont le plas grand commun divisear , avec I'dquation

déduite de Vautre procédé, serait la véritable €quation finale delivrée da
tout facteur étranger.
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elles donnent immédiatement

4, =B ° (2)
d’ot résulte 1'équation en y, du premigr degré,

AB,—~A4,B,=o0 .

3
Si les praposées étaient
Cix+4C,=0 , du 2.7 degré ,
4)
C,z4C,=0 , du 3.™° degré ,
on aurait, pour la double valeur de z,
C: C! .
F=— o-=— (%)
et l'équation en y serait
C,’—C.C,=o0 ; (6)

équation qui ne s'éléve qu'au quatriéme degré seulement.
Deuxiéme Degré.
Soieat les deux proposées du deuxiéme degré ,

A A, x+4-4,—o ,
6))

Byx*4-B,x+4B,=o0 ;

si I'on prend , tour i tour, la somme de leurs produits respec-

tifs , d'abord par —B, ¢t ~-A,, puis par 4B, et —A, ; en di-

visant par & la derniére des équations résultantes, et posant, pour
abréger ,
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4.B,—4.B,=C,, A°‘Bz—‘4:BO=Cz s ;‘4131—1331:‘0; ’ (8)

on retombera précisément sur les équations (4) ; d'ou il suit quon
obtiendra la double valeur de = de l'équation en y, en substi-
tuant les valeurs (8) dans les formules (5) et (6); on aura donc
ainsi, pour la double valeur de z,

AoB,==A, B, AB,~—A1,B,
T == ama T o 3 (9)
AoB==ABo AoB, =4, B,

et pour l'équation en y
(AOBz—/lzBo)z__(Aon—-A,Bo)(A,B,—A;Bi)co; (IO)

équation du quatriéme degré, et qui s’abaisserait au deuxiéme si
B, était nul, c'est-d-dire, si la derniére des équations (7) n'é-
tait que du premier degré , puisqu’alors tous les termes reslans
de 'équation (10) seraient divisibles par 4,.
S8i les proposées €laient

Cx'+4C,x24C,=0 , du 3.™ degré, )
T II
C,2*4+C,x2}C,=0 , du 5.™ degré ,

1a double valeur de x deviendrait

_ Co—Cr _ CC=—CC, ez
T=TtCc,—c.c, T TGc=C: )

et I'équation en y serait
(C,’-—CICS)’-—(Cqu—CzC;)(CZCS—C;C‘)::O 3
ou _bien » en développant et ordonnant par rapport a C,

C,+—(C.C +2C.C))C, *H(C:C24C,2C,)C,4C,.C,(C:C,—~C.C)=0 ; (13)
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. . LRSI . PO ’
€quation qui ne s'éiéve quzu douzitme degré sculement , et en-

core voit-on que si- C,C;—C,C, éuil divisible par C,, que si
Yon avait, par exemple,
cc¢,—-Cc,c,=—C,D, , (14)

tous ses termes étém alors divisibles par C, , elle deviendrait
€ —(C,C+2C,C)H)C,4+C.C1+CC,—C,C,D,=—0 ; (15)
de maniére qu'elle ne s’éleverait plus kiu’au neavitme degré.
Troisiéme ILegreé.
Soicnt les deux proposées, du troisicme degré,
A3 A4, 2+ 4,—o0 6
B,x’4+B,x’+DB x+B;=o0 ; (6

si 'on prend , tour i tour, la somme de leurs produits respee-
tifs , d’abord par —B, et 44, , puis par +B; et —A, ; en divi-
sant par x la derniére des équations résultantes , et posant, pour
abréger ,

MOBI—‘41B0=Cj ] AIB;—A3B3=CS )
'AOB;—AZBO:-C' 3 AlB;——AIB‘=C4 »

(17)
A,B,—A4,B,=C

3 9
A.B,—A4,B,=D, ,
d'ou
€1Co—C.C.=(AoBimrA, BY(A, B,~4, B.)y=(A,B,— A, BoYA: B, =4, B:) ;

ou, en déyveloppant, réduisant et décomposant,
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C.C,—C,C,=—(A4,B;—A4,B)(4,B,—A4,B)=—C,D, ;

elles deviendront précisément les équations (11) , avec la condi-
tion (14); d'ou il suit qu'on obtiendra la double valeur de x et
I'équation en y, en substituant les valeurs (17) dans les formu-
les (12) et (15); on aura ainsi, pour la double valeur de z,

(AoB,— A, Bo)(/i‘ B,—A4, B-)—( A, B, =4, Bo)’
(A, By=A,Bo)(A,B,—A, B\)—(AocBy=—A, Bo}(AoB,=A4,RB) ’

XS ———

(18)

___ (4B.=4,B)(4,B,—4, B,)~(4,B,— 4, B)(4:B,—4,B))
= (AoBi—4:B,)(4, B,—A; B,)=(4B,—4* Bo)r g

et pour l'équation en y
(4.B,—=4, B3

— {(;’foB‘ —_4‘ Bo)(-"fl B,—_‘I’ Bl)+2(.4on‘—-4lBo)(A. B; —/4' B.)}(-4OB;—.45 Bo)
(19;
+(A°B'_"4‘ Bo)(A:B,—A, Biy+(A,B,—4, B, XA.B,—A,B,)

= (A Bi=A\B (A B, =A, B:Y(A, B,— A4, B,)=0 ,

qui ne s'éleve qu'au neuviéme degré, comme cela doit étre.

Si I'on suppose B, nul, c'est-i-dire, si 'on suppose que la der-
niére des équations (16) n'est que du second degré, tous les ter-
mes restans, dans I'équation (1g9), se trouvant divisibles par 4,
cctte équation ne s'élevera plus qu'au sixi¢me degré seulement.
Si, ensuite, on suppose que B, est nul aussi, c'est-a-dire, st
T'on suppose que la dernic¢re des équations (16) n'est que du pre-
mier degré, tous les termes restans dans la nouvelle équation se-
ront encore divisibles par A, , de sorte qu'clle ne s'élévera plus
alors qu'au trojsi¢me degré, '

Si les proposées étaient
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C4Crx*+ Cix+4C, =0 , du 4.m degré ,
) (20)
C,o+C 24+ Cx+C,=0, du 7.m¢ degré ,

la double valeur de x deviendrait

— (C‘C;_’Cxca)(cs C7—C‘CG)—(C,C,—C")
(L., =C C )¢, C,—-C‘CS)-—(ClC(,—C‘C‘)(Clci—C")

=

(C'Cl»—(:! 04)(01 C7-CACG)_(CIC1—C«;=)(C: C,—C‘C,)
(€.C,—C,C)C,C,=C,Co=(C:C,—C2)

et 'équation en y serait
(€.C,—C )

—{(€,C¢—C,C )(C,C,—C ,C)+2(C,C;—C ,C)C,C,—C,C}(C.C,—C 7
(6,0, =C € )(C,C,—C,C,Y+(C,C,—C,C)(C.Co—C,C)
—(C.C,—=C,C)(C,C~C,CH(C,C,—C,CH=0 ;

ou bien, en développant et ordonnant par rapport a C,,

C.5—(C,C,4C,C +3C,C,)C 4+4(C,C,243C,C,C 43C,C,C,4C 2C,)C,3
+{36:2C,2=2(C,C,C,4-C,2C,C,)=(C.C 34€,3C,)4(C, C,4C,C,)C,C,—C,C,) 1c,
+{Cy(€=2C,C,)(CiCs—C,C;)=(C.C,C4-C.C, C,)(C.C,=C, C,)+C,(C,2—2C.C,)(C.C,—C, C,) ) C, )

—C.C,{(C:C,—C,Cyp—(C,C,—C,C,)(C,C,—C,C,)}=0 ;

équation qui ne s'éléve qu'au vingt-quatriéme degré seulement ,
et encore voit-on que, si chacun des trois binomes ,
C.Cs—C,C, c.c,—C,C, Cc.Cs—C,C, ,

était divisible par C,, que si l'on avait, par exemple ,
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¢.c,—c,c=-CD,, C€.C,~C,C,==C,D,, C, C,=C,Ce==C,Dy, (23)

tous ses termes étant alors divisibles par €,*, clle deviendrait
simplement
C—=(",C,4+2C,C,+3C.C)C (€, C,»+3C.C,C,+3C,C,C 4-C,2C,)C,
+{3CI:C',_2(C|C,(;‘=+C‘zC’67)-—(C,C,3+Ciﬁc7)+(6‘Co-{-ClC,)(C.CG—C,C,)} L
(24)
—{C(Cy=2C,C,)D,—(C:C,C,+C,C,C,)D +C,(C,»~2(,C,)D, }

—C.C,(D,*=D,D,)=o ;
de manitre qu'elle ne s'éleverait plus qu'au seiziéme degré.
Quatriéme Degreé.
Soient encore les deux proposées du quatri¢me degré
Azt A, 20344, v A4 2 4+4,=0 ,
B,x*+ B.x*+4-B,x’'+B, v B, —o0 ;

st 'on prend , tour A tour, la somme de leurs produits respectifs,
d’abord par —B, et -+4,, puis par +B, et —B

visant par z la derniére des équations résultantes

.5 en di-

, cb posant,
pour abréger

A,B,—A,B,—=C, , A, BQ_—-AQBx:C, y i
A,B,—4 B,=C, , A,B,—~4,B,—=C,
'.ADB;-—-A;BO::C; , _'4\134—/143‘:35 . (26)

A.B,—A4,B,=C, ,

Ale_A'BlzD;Y HIB}_ASBL‘:DQ? AzB;"‘4;Bz=B5; /

d'ott résulte

Tom. XXI, 8
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C,C,—C,C,=(4,Bi—4Bo)(A,B,—A,B,)~(A4,B,=14,B)(4,B,—~4.B)) ;
C,C,—C,C,=(4,Bi—1,Bo)(A, B4—_,44B;)—(_,403‘-_,4‘ B.,)(4:B,—4.B)) ,

C,C,—C,C,=(AB,—A4,B,)(A,B,—~A B,)—(A4,B,—4,B)(4,B,—A4,B,) ;
ou, en développant, reduisant et décomposant ,
cC,—C,C,=~—(A4,B,—A4,B,)(4,B,—A,B)=—C,D, 7
C,C,——C;Cs:-——(Ao13‘4---14480)(14,3,—AIB,):—C‘,}D4 H
C.C,—C,Ca=—(A,B,—~4,B)(A,B,—4,B,)=—C,D,;

elles deviendront précisément les équations (20) , avec les condi-
tions (23); on obtiendra donc la double valear de z et I'équa-
tion en ¥ en mettant les valeurs (26) dans les formules (21) et
(24) ; et Ton voit que l'équation en y ne sera que du seizieme
degré seulement.

A Texemple d’Euler , nous ne pousserons pas plus loin ces
recherches qui n'exigent, comme on le voit, que la peine d'écrire.
En comparant notre marche a la sienne, on verra aisément
combien il aurait pu s'épargner de calculs.

Comme l'éjquation en y se complique de plus en plus, & mesure
que le degré des proposées devient plus élevé , il en devient d’autant
plus facile aussi qu'il s’y glisse des erreurs; et ¢’est un motif pour
désiver  d'obtenir, sur les diverses conditions auxquelles cette
équation doit satisfaire , quelques lumidres qui puissent aider &
découvrir les méprises qu'on aurait pu commetire en 1'écrivant.
C'est un sujet sur lequel nous nous arréterons d’autant plus ve-
lontiers que les auteurs d'élémens ne s'en sont guére occupés ,
bien qu'il soit d'une assez haute importance pour qui aspire %
exécuter sdrement des calculs tant soit peu compliqués.
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Reprenons donc les deux équations géuérales:

A4,z ‘+/11.’L‘"‘"’+...'...—]—Am,,xz-}-Am_lx-l—Am:o y
B,xz"4B,x™ 4B, 2" +.......+B,_ 2*+B, . x+B,=0;

la premiére remarque qui se présente est qu'en y changeant

en B et B en A4, on a toujours le méme probléme i résoudre;

d’ou il suit évidemment que l'équation en y doit étre de telle forme

qu'on y puisse impunément opérer une semblable permutation.
Ces deux équations peuvent étre écrites comme il suit :

4, (i)’+/1n,-,(;f>”"’+,4m., ( 5)"'"-;-....4-4,( ; >’+A, (= >+Ao=o ,

B, (-;-)m +B,, ( -;-j,"”_g.B,,,_, ( ;_)”"+....+B,< ;—>2+B, <%>+Bo=o ; }

or, il revient évidemment au méme d'éliminer x entre les équa-

(2

. e e I , . p

tions («) , ou d'éliminer — entre les équations () ; donc le ré-
€Xx

>

saltat de la premiére des deux éliminations doit éire tel que les
coefficiens également distants des extrémes , dans les équations (z) ,
y jouent exactement le méme réle, de maniére i pouvoiry éire
permutés enire eux sans qu'il en résulte aucun changement ; ce
qui revient i dire, en d'autres termes , que l'équation cn y doit
éire telle qu'on y puisse impunément remplacer simulianément les
indices de 4 et B par leurs complémens a m.

Si , dans les équations (x) on suppose que 2 représente un
nombre purement abstrait, cela ne devra rien changer a Ja forme
de l'équation finale , out cette lettre n'entre plus ; mais alors tous
les coefficiens , sous peiane d'absurdité, devront éire homogénes ;
de telle sorte que si, par exemple, A, représente une longueur
et B, un intervalle de temps, tous les coefficiens de la premitre
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¢quation exprimeront des longueurs, et tous ceux de la seconde
des intervalles de temps ; donc aussi, sous peine d’absurdité , il
faudra que tous les termnes de 'équation en y soient de mémes dimen-
sions , soit en A soit en B ; a plus forte raison cette équation
sera-t-elle homogéne par rapport aux lettres qui la composeront (¥).

Supposons présentemont que , dans les déquations () , x soit
le symbole d'une longueur , et que .4, et B, soient des symboles
de nombres abstraits ; il faudra alors, sous peine d’absurdité ,
que chacun des autres coefficiens exprime un produit d'autant
¢e longueurs qu'il y a d'unités dans son indice ; d'ot il suit que
I'équation en y devra, sous peine d'une pareille absurdité, étre
homogéne , non seulement par rapport a ses lettres , comme
nous venons tout a l'heure de le remarquer , mais aussi par
rapport aux indices de ces mémes letires dont la somme deyra
ainsi étre la méme dans chacun de leurs termes,

Quant aux dcux valeurs de x , fonctions des coefficiens ;
les mémes considérations prouvent qu’elles devront étre telles,
1. qu'elles restent les mémes en y changeant les 4 en B et
les B en A4, sans toucher aux indices; 2.° qu'en y remplagant
chaque indice par son complément & m, leur numérateur se
change en leur dénominateur, et vice versd; 3.° que ce numé-
rateur et ce dénominateur soient des polynomes homogenes, tant
par rapport aux letires que par rapport aux indices de ces let-

tres ; 4.° qu'enfin les numérateurs soient , par rapport aux lettres ,

@) Cest dans celte vue que mnous avons donné aux premiers termes de
nos ¢quations des coefficiens , qu’autrement nous aarions bien pu, sans
leur rien faire perdre de leur généralité, supposer égaux a l'unité. Nous
en usons constamment de méme, dans toas les cas analogues, et notam-
ment lorsqu'il s’agit d'exprimer une courbe ct une surface par une équation
entre ses coerdonndes,
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de mémes dimensions que les dénominateurs, et , par rapport aux
indices, d'une dimension supérieure d'une unité (*).

Telles sont donc les conditions générales les plus remar-
quables auxquelles doivent satisfaire , dane tous les cas, tant
I'équation qui résultera de 1'élimination de x entre les deux
proposées, que les valeurs de cette inconnue, fonclions des coef-
ficiens de ces équations, Ce sont 1i tout autant de points de
reconnaissance a l'aide desquels il sera bien difficile qu'une
erreur de calcul puisse passer sans éire apercue. A la vérité ,
des résultats pourrajent bien, en toute rigueur, salisfaire i ces
diverses conditions sans éfre exacts; mais, a coup sir, ceux qui
manqueraient de satisfaire 3 yne seule d'entre elles ne le seraicut

pas.

Nous terminerons par monirer britvement comment le procédé
d’élimination d'Euler pourrait ¢étre facilement éiendu 3 un nom-
bre quelconque d'équations entre un pareil nombre d'inconnues;
soient les trois équalions d'un méme degré quelconque en x

A" A am A, A A, A, =0

(*) Beaucoup de gens , parmi ceux-la méme qui passent pour habiles,
pourront trouver toui ceci inintelligible si, méme , ils ne le trouvent pas
inepte; cela prouvera seulement que, s'ils ont poussé l'art assez loin, ils .
ne possédent pas encere la science. Ils invoqueront peut-éire contre la loi des
homegénes , sur laquelle nous nous appuyons ici, l'autorité de M. Legendre
qui a remarqué, dans ses Elémens de géométrie , qa’au moyen d'unités ar-
bitraires, toute quantité concréte était réductible & un nombre abstrait, ce
qui est trés-vrai; mais, ouire qu’en ces maliéres, I'autorité ne saurait étre
d’aucun poids , M. Legendre sait mieux que personne a quoi se rédui-
raient 'ses élégantes démonstrations par l'algorithme fonctionnel , si la lo
des homogénes n'dtait point admise.
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Ba"4-Ba" 4 B 2" . 4B, 2+ B, v+ B.=0 ;
Coxm__l_clxm"+czxm'2.+—...‘.'+ Cm-zx2+cm_!x+ C,,,:O ;

dans lesquelles ont peut supposer, si l'on veut, que les coef-
ficiens sont des fonctions rationnelles et entiéres de deux autres
inconnues y et z des degrés marqués par leurs indices respectifs.
Le probleme de l'élimination consiste ici a déduire de ces trois
équalions , en les combinant entre elles , d'une maniére conve-
nable, 1.° une valeur rationnelle de z, fonction de leurs coef-
ficiens , c'est-d-dire, fonctions des deux autres inconnues y et z;
2.° deux équations de relation entre ces mémes coefficiens, c’est-
a-dire, entre x et y seulement ; car, dés lors, le probléme se trouve
ramené au cas de deux équations entre deux inconnues, c'est-a-
dire , au cas qui nous a occupé jusqu'ici.

On prescrit ordinairement, pour cela, de combiner, tour a tour,
une quelconque des équations proposées avec chacune des deux
autres , comme nous l'avons fait dans tout ce qui précéde ; et Von
a soin d'observer aussitét que le double emploi que l'on fait ar-
bitrairement de 1'une des trois équations , et le défaut de syméirie
qui en résulte ,a pour effet inévitable d'élever le degré des équa-
tions résultantes plus que ne le comporte la nature du probléme.

Mais c'est bien gratuitement que 1'on fait un double emploi de
I'une des équalions proposées ; on peut irés-aisément parvenir au
but en les traitant toutes trois de la méme maniére ; et on a méme
alors I'avantage de rabaisser leur degré de deux unités & chaque
opération nouvelle. Si, en effet, on prend, tour a tour, la somme

de leurs produits respectifs

1.° par .BOC,—.B,C’O 3 COA;—C,AO ’ AoBz—AxBo ’
2,° par .BOC,,,-—.B,,,CO 3 CO'AM-CMAO ’ AoBm_AmBO L
3.0 par .B C —B,,,C,,,_,, Cm-xAm‘—cmAm-x s Am«me_-AmBm-l )

m-3x~'m
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en divisant la seconde des équations résultantes par z etla troi-
sitme par z°, elles prendront aussitdt la forme

D,z™* 4D, x"*4..........4-D, 24D, 4, =0 ;
D’"""'xm"+Dm+axm-3+ toee '+‘Dlm-3x+‘Dzm- l=0 ;

D,, a™*4D,, . x"*4......+D;, . x+D,, —o ;

en opérant de la méme maniére sur celles-ci, on en déduira trois
autres du (m—4)*™ degré en x , et ainsi de suite ; de sorte
que, si les proposées sont de degré impair, on tombera finalement
sur trois équations du premier degré , desquelles on déduira la
valeur de x sous trois formes différentes qui, égalées entre elles,
donneront en outre la double équation demandée en y et z.

Si les proposées sont de degrés pairs , le méme calcul conduira
4 trois équations ol x n’entrera plus quau second degré seu-
lement. Soient ces trois équations

Pr*4-Qx+R=o0 ;
P4 Q'x4R'—=0

i

P/’x’+Q"x+R"=O

“e

d’abord , en prenant la somme de leurs produits respectifs par
PP/, PIQ—PQ', PQ—PQ,
on obtiendra cette premiére équation , en » et z seulement,
PQ/R/’"—PR'Q"4 RP'Q""—QP'R/"4+ QR P''—RQ'P//=0 .

Prenant ensuite , tour & tour, la somme de leurs produits respectifs
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1.° par PP’ |, pi_p  p_p,
2.° par R—-R", R'—K, R-—R,
et divisant par ¥ lo derniére des équaticns résuitantes, il viendra

{ Q( Dl p//)+ o pi— P)-,— Q”( P F’) } o { R( [lomm p/) N ﬂ/( T p)+ Ii"( p—I7) }= o 5

{ (R'—=FE") 4 PR/ om R} P(R— 1) } & 4 { Q(A'—L")+ G/(R/—R)+ G"(R—R’) ) =0 ;

équations qui donneront de z deux expressions différentes qui,
égales entre elles, formeront la seconde équation en y et z.

Si les équations étaient au nombre de quatre , entre quatre
inconnues , les multiplicateurs devraient éire de six termes chacun ;
mais aussi, 3 chaque opération , le degré de ces équations se
trouverait abaissé de trois unités. Les muliiplicateurs devraient
étre de vingt-quatre termes chacun , s'il s’agissait de cinq équa-
tions enlre cing inconnues; et, & chaque opération , le degré
de ces équations se trouverait abaissé de quatre uniiés, et ainsi
de suite. Tout cela ressort manifestement de la théorie dévelop-
pée a la pag. 148 du IV.™® volume du présent recueil , théorie
qu'on n'avait point encore songé & étendre i lélimination damns
les degrés supérieurs. A la vérité , malgré cette maniére de pro-
céder , les résultals se trouveront encore compliqués de facteurs
étrangers ; mais ici , comme dans le cas de deux inconnues,
ces facteurs se reconnaitront trés-aisément,

L]

Cramer est le premier qui ait reconnu la loi de construction des
valeurs des inconnues, dans les équations du premier degré , et
Yon a pu veir, i 'endroit que nous venons de citer, combien
la géuéralité de cette loi est facile & démonirer. Peut-éire un jour
parviendra-t-on aussi & découvrir la loi qui préside a la formation
des valeurs des inconnues dans les équations des dearés supérieurs.

8
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Nous nous esiimerions heureux si les considérations qui préce-
dent pouvaient tendre d rendre un peu moius lointaine 1'époque
de cette importante découverte.

QUESTIONS RESOLUES.

Solution de quatre des probléemes de géométrie
énoncés @ la pag. 315 du précédent volume ;

Par M. VaLLEs, ingénieur des ponts et chaussées, ancien
éleve de I'Ecole polytechnique,

ATTIVVVITWVATVIT WA VWY

P ROBLEME I. Etant données les longueurs des drottes qui joignent
les trois sommels d'un iriangle au centre du cercle inscrit ; construire
le triangle ? -

Solution. Soient a, b, ¢ les trois longueurs données, r le rayon
du cercle inscrit au triangle , et 2a, 23,2y les angles que forment
autour da centre de ce cercle les droites qui joignent ce cenire
aux trois points de contact. En observant que ces angles sont
partagés en deux parties égales par les droites données «, b,

¢, on aura

r r r
Cos.o=— , Cos.p=— , Cos.y=— ;
a b c

d'ou

Sin.oc:m
a

Sinp= Y U= gip g, Vo=
(4

k)

or , puisque 2x4-23-4-2y vaut quatre angles droils, a43-47 doit
Tom, XXI. 9
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en valoir deux; ce qui revient a dire que y est supplémert de
a5, et donne

Cos.y=—Cos.(24f)=Sin.aSin.p —~Cos.xCos.3 ,
ou, en (ransposant,
Cos.y4-Cos.aCos.f=Sin.aSin.5 ;
on aura donc, en substituant,

r

—+ .Ii — ‘/(a?_,].zl(bz._].z)

€ ab ab

d'ol en quarrant, chassant les dénominateurs, transposant, re-
duisant et ordounnant,

2a0bcr’ (b’ tca’F-a* b )r'—a’b’cr =0 .

Si présentement on représente par X , ¥, Z les trois angles du
triangle demandé , en remarquant que ces angles sont divisés en
deux parties égales par les droites données a, b, ¢, et que leurs
moiiiés sont les complémens respectifs des angles o« , 3, 7, on aura

a2

. r . X r . r
Sin. %.Y:Cos.a:;— , Sin.L¥=Cos.f= T Sin.;Z= Cos.yz—c— ,
d'ou
272 ar2 or?
1~Cos. X= — , 1—Cos.J— Tr— R 1—Cos. Z=— 3
2 ¢

et , par suile ,

52_2,-2 ZJ"—'ZI‘: C2=—np3

y Cos. V= — R Cos.Z= R

a? 0> ¢t

COS.}{:

il ¢n résuliera



RESOLUES. 67

. - ary/ gf—i . or 2___r2 . a2 2 2
Sin.’ :___V — Sm.Y:Lb[’_‘ , Sin.Z= Vie=
a 2 c?

Si l'on représente par a4,y , z les trois cbtés de ce méme
triangle , on aura

x=104Sin.B4Sin.y ,
y=cSin.y +aSin.a ,

z=aSin.a+44Sin.f ;

c’est-a-dire ,

:r::v’ 02-—/"—*‘"/02—'1'2 s
.y__._ ‘/C:___l.:+ ‘/;:;: )

=y ety

-

mais des valeurs des sinus des angles , donndes ci-dessus , on
tire

a2Sin. X —_— 4:Sin. Y CQSI1LZ
‘/az—j.zz —l—— , ‘/bz"“JJZ:—- N ‘/Cz_xz= _—

2r 2ar ar

ce qui donnera, en substiluant ,

b2:Sin. Y<4-c2Sin.Z
r—= 2

ar

c2Sin. Z422Sin. X

2ar

a2Sin. X<$-2:Sin. ¥

ar

Toutes ces valeurs étant fonction de r , qui est donné per
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une équation du troisitme degré , il s'ensuit que le probléme
sera toujours possible , quels que soient les trois longueurs don-
nées a, b, c. En mettant 1'équation en r sous cetie forme

(H-(F+2+2)(D)—==o.

elle sera sans second terme, et on en déduira que le probléme
doit avoir une, deux ou trois solutions, suivant que la fonctlion

3
b2 c_: 4

“ar
est positive , nulle ou négative.

PROBLEME II. Etant données les longueurs des perpendiculaires
abaissees sur les directions des trois c6tes d'un iriangle du centre du
cercle circonscrit ; construire le triangle ?

Solution. Soient @ , b, ¢ les trois longueurs données , R le rayon
du cercle circonscrit , et 2x, 28, 2y les angles formés autour
de son centre par les droites qui joignent ce centre & ses trois som-
mels. En considérant que ces angles sont divisés en deux parties
¢gales par les droites données @, b, ¢, on aura

b

a b c
Cosx:}T , Cos.p= T Cos.y:;{— ;

t. par suite ,

Sin.cx.—.ﬁ%’___‘_’i ,  Sin.p—= \/R;)-—bz . Sipy= VI \/11?—( ?
T

on aura d'ailleurs , comme ci-dessus ,
Cos.y+4Cos.aCos.3=Sin.aSin.5 ;

ce qui donnera. en substituant,
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LS ab _ /(Ri=a2)(R*—=1?)
R R R

d'ot en quarrant , chassant les dénominateurs, réduisant, trans-
posant et ordonnant ,

B —(a+-b*4-c)R—2abc=0 *

Si présentement on représente par x,y,z les trois c6tés du
triangle demandé , en remarquant que ces cOtés sont divisés en
deux parties égales par les droites données @, b, ¢, on aura

;17:2‘/_}{:_.2: , f:gi/]{z_j,z , z:g‘/R:_bz .

Si X, Y, Z sont les trois angles du triangle , en remarquant
que ces angles sont les moitiés respectives des angles 2a, 28, 2y,
on aura

a b c .
Cos.X_Cos.oc_E , Cos.Y._Cos.ﬁ_ﬁ R Cos.Z—Cos.y_-E J

Toules ces valeurs étant des fonctions de R, qui est dooné
par une équation du troisitme degré, il s'ensuit que le probléme
est toujours possible quelles que soient les trois longueurs don-
nées a, b, c; et, comme cette équation est sans second terme,
on voit, sur-le-champ , que le probléme aura une, deux ou trois
solutions , suivant que la fonction

27azbzcz_(aq+bz+62)3 ,
sera positive , nulle ou négative.

PROBLEME III. Etant données les longueurs des arcs de grands
cercles qui joignent les trois sommets d'un triangle sphérigue au pole
du cercle inscrit ; conlruire le triangle ?
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Solution. Soient @, b, ¢ les trois arcs donnés, rle rayon sphé-
rique du cercle inscrit , et 2x, 23, 27 les angles que forment, au-
tour de son pdle, les arcs de grands cercles qui joignent ce pdle
aux trois points de contact. Eu observant que ces angles sont par-

tagés en deux parties é€gales par les arcs @, b, ¢, on aura
Cot.a Cot.b Cot.c

Cos.B=— Cos.y= - ;
’ : Cot.r "= TCorr

Cos.a= —
Cot.r

d’ou

- - PO o B

Toto—Torn . oL, 2, —ot.2b . — V/Cot.2r—=Cot.7¢ ,

Vi Lol Sin f= ¥/ Cot.2 , Sin.y= ] :
Cot.r

Cot.r Cdt.l'

Sin.a=

or, on a ici, comme dans le Probléme I,
Cos.y34-Cos.aCos.p=Sin.aSin.j3 ;

il viendra donc, en subsiituant,
<

Cot.c Cot.aCot.b __ {/(Cot.2r—Cot.?a){Cot.2—Cot.2b
Cot.r Cot.er Cot.2r

1

cc qui donnera

.

Cot.*’r—(Cot.?a4-Cot.?b-}-Cot.’c)Cot.r—2Cot.aCot.bCot.c=0 .

Si présentement on représente par X , ¥, Z les trois angles du
triangle demandé ; en remarquant que ces angles sont divisés en
deux parties égales par les arcs donnés @, b, ¢, on aura

Sin.r . Sin.r Sin.r
Sin.L V= in.LZ—
’ 03 " Sin.p ] Sin 2Z Sin.c

Sin.LX=

Nin.a

et une fois les trois angles du triangle connus, il sera facile d'en

conclure les trois cOtés.
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Ces angles et ces cbiés éiant des fonctions de r, dont la cotan-

gente est donnée par une équation du troisitme degré , on peut

en conclure que le probléme est towjours possible. Il admetira
d'ailleurs une, deux ou trois solutions, suivant que la fonction

27Cot.’aCot.*bCot.?c—(Cot.?a+-Cot.?5+4-Cot.*c)?
sera posilive , nulle ou négative.

PROBLEME IV. Etant données les longueurs des arcs perpendi-
culaires abaissés sur les directions des trois cétes d'un triangle sphe-
rigue du péle du cercle circonscril ; construire le triangle ?

Solution. Soient @, b, ¢ les trois longueurs données, R le rayon
sphérique du cercle circonscrit, et 2a, 23, 29 les angles formés
autour de son podle par les arcs de grands cercles qui joignent ce
pdle aux trois sommets. En considérant que ces angles sont divi-
sés en deux partics égales par les arcs donnés @, b, ¢, on aura

Tang.a Taﬂ b Tang.c

= — Cos.f= 22— =

Cos.a= Tang &’ 0s.3= prey Cos.y Tang 2
d’ou

2 ¥

Sin.o= \/ Tang.2R—Tang.%a , Cos. ‘3_ \/Jang 2R—Tang.2) : Cos. y= \/ Tang.2R—"Taung.2c .

Tang.R Tang. R Tang. R

mais on aura encove ici, comme dans le Probleme 11,
Cos.y4Cos.a +Cos.f=Sin.aSin.f} ;

ce qui donnera, en substituant,

Tang.c Tang.aTang .b__ V/(Tang :fi—Tang.2a)(1ang.2ki—1ang.?0) .
Tang. 8 Tang.*R Tang.20d ’

‘ \ .
c'est-a-dire
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Tang.3E—(Tang.2a+Tang.?6+Tan 2c)Tang. Rm=» Tang.aTang.bTang.c=o .

Si ensuite on représente par &, y, z les trois cbtés du triangle ;
en remarquant que ces cOiés sont divisés en deux pariies égales

par les arcs a, b, ¢, on aura

Cos.R Cos.It Cos.R
Cos. ;2= —— , Cos.iy= -~ Cos, Lz— —
Cos.a 2 Cos.5 : Cos.¢

et , une fois les trois c¢Otés du triangle connus, il sera facile d'en
conclure les trois angles.

Ces cbtés et ces angles étant ainsi des fonctions de R, dont la
tangente est donnée par une équaiion du troisitme degré , il en
résulte que le probléme est toujours possible. Il admettra dailleurs
une , deux ou firois solulions , suivant que la fonction

27Tang.’aTang.”bTang.”c—(Tang.’¢+Tang.’b4 Tang.’c)?

sera positive , nulle on négative.

Si , dans les deux derniers problémes , on suppose le rayon de
la sphére infini, ils deviendront respectivement les deux premiers,
que nous aurions pu ainsi nous dispenser de traiter en particulier,

QUESTIONS PROPOSEES.
Problémes de Géométrie.

1. MENER, dans lintérieur d'un iriangle, deux droites telles
que chacune d'elles conticnne les centres de gravité des aires des
deux segmens du triangle, déterminés par l'autre?

II. Conduire, dausl'intérieur d'un téiraédre, trois plans tels
que lintersection de deux quelconques contienne les centres de
gravité des volumes des deux segmens du tétraédre, déterminés
par le troisiéme ?
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ANALYSE TRANSCENDANTE.

Essat sur une méthode générale d'intégration ;

Par M. L BarrIER.

At

BO‘CS avons présenté , a la pag. 117 du précédent volume , lessai
d’une méthode générale d'intégration qui, appliquée aux fonctions qui
sont le produit de deux facteurs , nous a couduit a des séries ré-
gulitres , desquelles nous avons déduit , pour le cas de m=1, les
fouctions finies dont elles sont le développement. On peut en in-
férer, & ce qu'il nous parait, que cctte méithode ne peut sem-
bler illusoire , dans certains cas, que parce qu'on ne sait pas gé-
néralement remonter d'une série a sa fonction génératrice , ou bien
parce que la séric a laquelle on parvient n’est pas convergente;
mais ces inconvéniens ne sont pas particuliers 2 cette méihode ,
puisqu’en général les intégrales qui sont du genre des transcen-
dantes ne peuvent s'obtenir que par des séries.

Pour faire mieux apprécier ce qu'on peut se prometire de ceite
méthode , nous allons en présenier encore ici quelques nouvelles
applications.

Reprenons la formule du bas de la page 122 du précédent vo-
lume ; savoir :

a» . PQ aQ m 4P 4" m ne~—g &P &m0

dam =P o - E;'Thmj—"}—'-— - »—-——-}-...;({)

1 2 ax? da™?

en y changeant le signe de m. elle deviendra

Tom. XXI, n.° 3, 1. seplernbre 1830. 10
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..‘.
fmedxm:j’" Qdxm— _:,"_ ;,? ern-!-x_,_ m m:l;: g:l:/m'!dexm"."l—”'-”' (2)

Si I'on pose

P=(x+ay ;  Q=(x+b) ;
on aura

cHlxdb
L, =7 gty

si, dans cette derni¢re formule, on change le signe de ¢, en se
rappelant que

"_[-5,_1 X

(r e )uel-r 7

il viendra

ety L0

(rtpeyil=

on a dailleurs

2 =r(apay ;
=r(r—1) () *=r (o day 3

j371;:““‘‘)<’—“’J><ﬂ«‘+a)’“:r”*’(era)"’ ;

11 viendra donc, en remplacant successivement @ par m, m-f-1 3
m--2, ..... et substituant dans (2),
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~1
(24

(w4ay @40y

o[{@+@@+mwf—(+)m

m r

T (rm-2)mtu-s

(x+a)"'(x +b)r+m+x

= nZ+I r,l-r r-2 relem 2
T (rgmAayols (x+a)y(x4by+r+
m m4$1 mda F3pr , s
T2 3 (rdm4-3ym 312 (x4a)y-(x4-0)

--------------------------

ou bien encore

.f " (et a) (o by dan = GOy F K (m)

(r4-m)m™ ? rpm—4-1 a4-a
ri_ m4-1 rai-s 45 \? m m4-1 md2 3t a4-b \3 z ,
+ 2 (r4-m—2)1® ( a,+a) 1 2 3 (rtmn43)5 ( a4da ) Freen S ) (f)

Posant m=1, il vient

T e 1 G 20l W B I W i s <
f {(zta)(z+b))dv= e 3‘ e\ e )T G\ e )

ril—1 a6 \3 74 x4d r‘
- (r+4)3l—l < ata ) + (+ J)*l—" x+a> + .... % O)

Dans le cas particulier de r—=—2%, on trouve

Sveimr = S () (fﬁ)qf<ﬁ:§)+ """

ou bien encore
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+2) N\ atb NS 2

a~pb \ a-+é

Or cn a, dans le systéme Népérien,

Lo -(L+i>—-:( et )

I—i

a

posant donc

on aura

se—1 ze—1 \3 . z—1 .
LOg =2 <Z+l z_-i——;)+_"<z+l >+ \ +1 +%,

donc, si l'on pose

x+a 2L Zemel
( a~d ) _—— 241 ! (7)

= —Log.z :
f\/(m e

mais on tire de la formule (7)

on aura

o Viviga
Virl—V ata

donc finalement

i \/%+L+ V2
—_—— '::L . +a . 8
f\/(x-wxw) S ri—yoie O

YR \%_J[_,/ a+ta )z_%m_;<ﬁ~_i>§{+%/ x-¥-a> e,
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La formule (3) peut encore &ire écrite ainsi
-aY x Nrg. 2} —1 7, \12
((x BV dp— {(z4-a) +b,} (z+D) 5 T x40 > r ( a4 >
L g e
o x+b> + réfx <a~+b >4 ;
(,,+4);l.1 m+a (,+5)4i 1 x+a —eese .

Si Fon change , dans cette derniére formule , d'abord 244 en
—(x+0) , puis ensuite b en —5 , et quon pose en outre r=-— .,

elle deviendra

St (S s () () = ()]

or, on a géncralement

r=Tang.x— } Tang. 3x+ + Tang. 5x—--Tann‘ x4,

donc

o o — b-x .
j v (a-{-,u)(l,—-x) —2Arc (Tan V‘H‘Jb (9)

On voit que cetic méthode d'intégration s'applique immédiatement

anx deux différenticlles

dw = dw -
V/ A4Ba4-Car '’ V A4-Bai—Car '

par un simple changement de signe , tandis que les méthodes or-
dinaires exigent un procédé propre pour chacune d'elles.

On peut remarquer en ouire que les formules (4) et (5) ren-
ferment une infinité de cas particuliers qu'il ne serait pas facile
de traiter sans le sccours de la formule (2); car r est une gran-
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deur quelconque, et m un nombre enticer positif quelconque. De
plus, la formule (%) finit toujours par devenir convergentie. En
efiet, ses termes des (1) et (x42)"™ rangs sont respeclive-
ment

me't 1kt ( x+b >,“ .
M ?

el T (r+m+‘u),u;.. a+4a
mae ret—t adb et
1l .(r+m+‘u+1)i"‘+l\*1 ata ) !

de sorte que le quotient de la division da second par le premier est

ket 1#| ket~ (l'—{—m-}-‘u\f‘s—-l x-4-b \ .
méle s T =T (r4m 1)t ata J?
or, on irouve aisément

met -
nlt =m—+p

14T 1
TE‘IT T ’
pet+i]—1
1#|—1 =T
(rd ma w1 _ T .
(r+m+ﬁ+1)l"+l\—' - re=m=p !

au moyen de quoi ce quotient se réduit simplement i

met=pe r—p x==b
14px rd-m—tp4=1 z4a

?

or , on peut toujours prendre p assez grand pour qu'on ait

() e pb 1) > (b ) (—p)
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car , en développant et réduisant, cetie inégalité revient a

z‘u’-}—z(rh-{- g+ (m4r—mr)>o0 ;

a laquelle on peut toujours satisfaire par une détermination con-
venable de g, quels que soient m et r.

La série (4) est celle qa'il conviendra d'employer de préférence
x4b
x4~
traire a licu, il faudra substituer a cetie série celle qu'on en dé-
duit en y mettant @ pour b et b pour a.

M. Wronski , dans son Introduction & la philosophic des ma-
thematigues , publiée en 1811, a présenté les formules (1) et (2)
comme renfermant la loi fondamentale , 1'une du calcul différen-
tiel et l'autre du calcul intégral ; nous ignorons si une branche
de calcul , quelle qu’elle soit , peut avoir d'autre loi fondamentale
que sa définition ; mais du moins est-il vrai de dire que si, sous
le rapport des applications , un usage trop exclusif de ces formu-
les semble devoir entrainer souvent dans des calculs beaucoup plus
longs que ceux qu'exigent les autres procédés connus, ces mémes
formules n’en résolvent pas moins une infinité de cas qu'il serait
trés-difficile , pour ne pas dire impossible , de traiter par les pro-

<1 ; mais , si le con-

si I'on a @>b; car alors on aura

cédés connus.
Pour montrer micux encore l'usage de ces formules, nous en

ferons deux autres applicaliOns. Nous prendrons pour la premiére

1a différentielle

dw N
= ou e dr ;
Ve
traitée par M, VWronski , dans son dernier ouvrage publié en

1816 , ayant pour objet le Développement des lois des seéries. Po-

1 . ,
sons == — , il en résultera
J



80 METHODE

et par conséquent

1
e wdr—— {- e~ dy=—y=.edy.

Posant alors
P=y—* , Q=¢7,

nous aurons d'une part

|
~
N
&

12
X
&Q’
2
t

(10)

¢ 5 o ¢ ¢ o 92 o

a~Q
e =0e s (11)
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en changeant le signe de x et observant que

—|x . X
T ()

»

on trouvera

AR = R N AR A S L N

la formule (2) donnerala

Au moyen des formules (10) et (13),
série suivante

m(nz-i-l) _ g T D)t 2) +§ :

m 8 ~y
m ‘7‘
J S =re it o
d'olt, en faisant m=1
- 2 3 5
T . S NN MR ROV OF
2 ?},2 y3 g4 55 46

ou enfin , en remettant pour » sa valeur — ,
X

d.
J' = "11‘—‘(%‘—-1 oxd41.2.324—1.2.3
Ve Vie

déja été traitée par Euler, i la

4ad41.2.3, 4 Saxb—.) s (14)

cette derniére intégrale avait
page 282 de son Calcul integral.
Nous prendrons , pour second exemple, la différentielle

dz 12
— ou e d¢,

e[!

traitée par Laplace , dans ses réfractions astronomiques ( Mecani-

que celeste, tom. IV , pag. 255 ).

Posons £=—x , il en résuliera

Zom, XXI.

1
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i:v/,l— , 2ll=dr, d= "= %

el par suile

posant alors

— —
P=x , - Q=e .
on trouvera
dp v —é‘
—_— —me——T X R
da
d:P 1.3 -3
- X )
ez 2.2
ap 1.3.5 —1
& .
dad 2.2.2
v e e e e s e e ey
2pmf=1
w pla
d P':.:(-—-I)‘u ! x = *
dat® 2t 2

on aura d'ailleurs

SHQdat = (—1)¥e

substituant donc dans la formule (2) , on aura

fr g l'i.f—r-:-i- momr 13 x_;‘—...g
# Yy ow e I 2 1 2 2.2

d’ou, en posant m==1 et en remetlant pour x sa valeur £,
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-
e di=—e ——L R

—f 1 S 1.3 1 1.35 1,
t 2 73 2.2 15 2.2.2 {1

Nous pourrons revenir , dans une aulre occasion , sur ces sortes

d’applications.

ARITHMETIQUE.
Note sur un théoréme darithmétique ;

Par M. GERGONNE.

AAVVTITTIA TV VWA

EN considérant que , dans un demi-cercle , la perpendiculaire
abaissée de l'un quelconque des points de la demi-circonférence
sur le diaméire est moyenne par quotient entre les deux segmens
qu'clle détermine sur ce diamétre , tandis que le rayon du cercle
est moyen par différence entre ces deux mémes segmens , on
voit , sur-le-champ , que la moyenne par quotiens, enire deux
grandeurs inégales, est constamment moindre que la moyenune par
différences entre les mémes grandeurs, et d’autant moindre, par
rapport a l'aatre , qu'elles sont plus inégales. On apergoit aussi ,
fort aisément, & l'aide des mémes considérations géométriques,
qu'il suffit que ces deux grandeurs ne soient pas tres - indgules
pour ¢ue la moyenne par quolient entre elles soient irés-sen-—
siblemeat ézale & la moyenne par difiérence. ,
Il est consu , en cffet , et on démontre méme facilement
(tom. XVII, pag.150), que, lorsque la différence entre deux
nombres entiers a moins de la moitié des chiiives du plus peiit,

la moyenne nar différences entre eux n'excede pas la moyenne
P )
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par quotient d'une demi-unité. Mais il ne parait pas qu'il ait
¢i¢ remarqué jusquiici que cet excés n'est pas méme d'un hui-
tieme d'unile ; et voici a pea preés comment M. Lenthéric démon-
tie cetle proposition.

Soient @ et b les deux nombres dont il s'agit , et soit a>b.
Par hypothise, le nombre des chiffres de a—& ecst moindre que
la moiii¢ da nombre des chiffresde 4 : or , comme le quarré d'un
nombre a au plus le douhle du nombre de ses chiffres , il s'en-
suit que (¢—0)* n'aura pas autant de chiffres que &; de sorte
qu'on aura

(a—b)'<b . (1)

Cela posé , d cause de b<a, onay o< a . douy/at V> 25

d’ol, en quarrant, divisant par 4 et renversaut
Va+\/5 \?
b< C—*) 5 (=)

donc, en comparant (1) a (2),

by <! Va+VEY
(a=by < Y22,

et par suile
a—p g YEVE
ou encore
Vaty Dy a—vn< Y
ce qui donne , en simplifiant,
Va—yoe< 1, (3)

puis cn quarrant
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a—2/ ap+-b< 5

inégalité qui, en divisant par 2, peut é&ire ensuite écrite comme
4l suit :

a+b

2

—‘/ZJI<% ;
ce qui démontre le théoréme aunoncé.

Ce théoréme s'applique évidemment a2 deux nombres décimaux
dans lesquels le nombre des chiffres décimaux serait le méme,
et qui , abstraction faite de la virgule , tomberaient dans le cas
des deux nombres entiers dont il vient d'éire question ; l'exces
de leur demi-somme sur la racine quarrée de leur produit serait
moindre que /e huitiéme d'une unité décimale du dernier ordre.

L'inégalité (3) prouve, en passant, que lorsqu'on a & extraire
la racine quarrée d'un nombre, on peut modifier des chiffressur
la droite de ce nombre , sans altérer la racine d'unc demi-unité
du dernier ordre, pourvu que le mombre des chiffres modifiés
soit moindre que la moitié du nombre total des chiffres du nom-
bre dont il s'agit.

Il résulte encore de tout ceci que si l'on a a extraire la racine
quarrée d'un nombre exprimé par l'unité , plus une fraction déci-
male, dans laquelle le premier chiffre décimal significatif est pré-
cédé d'autant de zéros au moins qu'il a de chiffres décimaux
significatifs , on aura cette racine avec le méme degré d’approxi-
mation qu'offre le nombre proposé , en remplacant simplement
la partie décimale par sa moitié. En effet, exiraire, par exemple ,
“la racine quarrée de 1,000312, c'est extraire la racine quarrée
du prodait 1,000512>1,000000 , laguelle , par ce qui précéde,
sera, 3 moins d'un Auitiéme de millioniéme prés , la méme chose
que la moitié de 2,000512 , c’est-3-dire, 1,000256,

Donc, plus généralement , pour extraire la racine (2°) d'un
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tel nombre, il suffira de diviser sa partie décimale par 2". Cette
remarqae peut recevoir une utile application dans la construc-
tion des tables de logarithmes.

PR SRC

QUESTIONS RESOLUES.

Solution des troi's problémes de maxima pro-
posés @ la pag. 246 du précédent volume

Par M. P. S.

(L %5 U N, UL, Vio Vi Via Ve Y Y e S S Y

P ROBLEME I. Quel est le plus grand de tous les quadrilatéres
plans qu'il scit possible de former , avec les lrois mémes célés con-.
sceutlfs , en variant la grandeur des deux angles compris (*) ?

Solutior. Soient ¢ le ¢6ié intermédiaire du quadrilatére, @, &
les deux c¢otés exirémes, a, B les angles variables qu'ils forment
respectivement avec celui-la,

Pour fixer les idées , sﬁpposons les angles a, 3 obtus. Prolon-
geons les ¢diés a, b jusqu'd leur point de concours , et soient
a’, b les longuecurs respectives de leurs prolongemens jusqu'a
ce point. Il est visible que ces prolongemens comprendront entre
enx un angle (x43%)—= dont les sinus et cosinus seront lessi~

nus et cosinus de x4, pris négativement.

(*) Nous avons aussi recu de M. Marc Secretan , licencié en droit , %
Lausanne , une solution de ce probleme sar laquelle celle que nous pu-
blions n’a d’aztre avautage qu’un pea plus de symétrie dans les caleuls,

J. D. G.
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Cet angle sera commun 3 deux triangles dans lesquels les ctés

adjacens seront a+-a’, b+5' pour le plus grand , et a’, &/

pour le plus petit. En vertu d'une proposition connue, les aires
de ce triangle seront respectivement

—3 (a+a)(b+4-b)Sin.(a4P) 5 — 1 a'b’'Sin.(a4p) .

L’aire du quadrilatére étant la différence des aires de ces deux
triangles , en représentant cette aire par Q, on aura

==+ (o) (b +b) —a¥)Sin.(a+) ;

c'est-a-dire, en développant et réduisant,

Q=—1 {(ab/4-ba’)4-ab}Sin.(24-p) (1)
D'un auftre cdté, le plus petit des deux triangles donne

Sin.8 ) Sin.e

P S : o
a=— Sin.(e4-8) ’ b ‘ Sin,(« + 8) (”)

aSin.x =+ 1Sin A

’ f J
ab'tba'=—c Sin.(z - 8)

]

substitnant donc dans la formule (1) , elle deviendra

Q=1 {c(aSin.a}-bSin.B)—abSin.(24-H)} . 3)

Le probléeme consisie donc a profiter de la variabilité des deux
angles «, f pour rendre cetle fonction maximum.
On tire de la

A:——?:—l;a{CCOS.z—I)Cos,(a—’—ﬁ)} ) %g =1b{cCos.p—aCos.(x4p5)},
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&0 _ta(pSin.(a+B)—cSin.a} , L1 praSin. (x-B)—cSin B},

de? daz

T talSin.(at)

S

ce qui donne

< t.ud/-"

En conséquence les conditions communes au maximum et

()

s

=1 abc{(aSin.«4=3Sin.£)Sin.(x=p=p)=—cSin.2Sin.8} . (4)

au muninum seront
cCos.a=bCos.(x+p) , ¢Cos.p=aCos.(a+p£) ; (5)
on en conclut, sur-le-champ,

aCos.a="58Cos.p3 ; (6)

ce qui veut dire qu'i faut que les projections des deux coles
exirémes , sur la direction du cote intermediaire , soient de méme
longueur , mais tournees en sens inverse ; cela exige que les angles
a, B soient tous deux obtus ou tous deux aigus.

Posons a+S=x, il en résultera

Cos.aCos.3—Sin.aSin.p=Cos.x ;
ou bien
Cos.xCos.p—Cos.x=Sin.aSin.f ;

d'ou , en quarrant et en remplacant ensuite les sinus par des
fonctions équivalentes des cosinus ,

2Cos.«Cos.5Cos.2—Cos.’r—Cos.’a—Cos.?B41==0 ;

mais, dans le cas actuel , les équations (5) deyiennent simplement
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¢Cos.a=54Cos.x , cCos.p=aCos.x ; )

éléminant donc Cos.x et Cos.B de la précédente, i I'aide de celle-
ci , il deviendra

2abCos.>r—(a*4-b"4c*)Cos. 24 c*==0 ; (9)
ou bien encore
¢Séc.lr—(a’+b°F-c")Séc.at-20b=0 ; (10)

équation du troisiéme degré, sans second terme, que l'on résou-
dra par les fonctions circulaires. Lorsqu'on aura déterminé x,on
en conclura « et 3, au moyen des équations (7). Il est d’ailleurs
aisé¢ de voir que le probléme , toujours possible , admetira une,
deux oy trois solutions, suivant que la fonction

2@’ b’ — (a4 bF-c*)?

sera positive , nulle ou négative. On reconnaitra ensuite , au moyen
de la formule (4), si chacune de ces solutions appartient a4 un
maeximum ou a un minimum.

Si l'on désigne respectivement par o et 3’ les angles du qua-
drilaiére respectivement opposés & « et (3 , on aura, en faisant
usage des formules (2)

Sin.«/ a4« __ aSin.(a4-8)=cSin.3
Sin.& T b4¥ ~ bSin.(a4B)—cSin.x

d'ot , en mettant pour @ et b leurs valeurs données par les
formules (5)

Sin. e’ __ Sin.(4£)Cos.g—Cos.(«4-£)Sin.8 __ Sin«
Sin.# 7 Sin.(«+8)Cos.«—Cos.(«+4£)Sin.« ~ Sin.8 ’
Tom., XX1, 12
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d’cll on conclura facilement que, si le quadrilatire est convexe;
les angles o et (3’ devront €ire les supplémens respectifs des
angles o et f3; et que conséquemment ce quadrilatére doit &ire
iuscriptible au cercle ; proposition qui n’'est, au surplus , qu'un
as particulier de celle autre proposition bien connue: De lous
les polygones formes avec les mémes cdies , tous donnés , excepté un

seul , le plus grand est le polygone inscriptible au cercle.

Sortons préscntement de ces généralités , et posons b=a ; en
vertu de la relation (6) il en résultera B=o; de sorte qu'alors
le quadrilatére deyra &tre un trapéze isoctle. Dans cette hypo-
thése , on aura simplement

Q=a(c—aCos.a)Sin.a ; (r1)
%(—)—za(a—f-c(}os.oc—za(]os.za) y (12)
=0 A
da? =a(4aCos.a—c)Sin.a ; . (13)

la condition commune au maximurm et au minimum scra donc

2aC0s.’x—cCos.a—a=0 ; (14)
ce qui donnera
COS.O(: w:—-——:——%—————-
4a eV +8a?

d'ou résulte
4aCos.o—c=71"/c:48a" ;

. , . - . d
et, comme Sin.x est nécessairement posmf , On voit que —
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aura méme signe que le radical , de sorte que son signe infericur
répondra A un maximum , et son signe superieur i un mizimum ,
lequel méme mne sera possible qu'autant que ¢ ne sera pas >a;
puisqu’auirement on aurait Cos.x> 1.

Dans le cas du maximum , ou du signe négaiif , on voit 1.° que,
2
si 'ona c=a, il viendra Cos.a=—2%, d'od a=120°; 3.° qu'en-

fin, si I'on 2 ¢=o0, il viendra Cos.a=—21y/7, dou a=135°.

si I'on a ¢ infint , il viendra Cos.z=o0, dou a=¢q0°; 2.° que

Ainst, dans le cas de ¢ infini, les deux cdtés extrémes du tra-
péze devront étre paralitles ; ils devront ensuite diverger de plus
en plus, & mesure que ¢ deviendra plus peiit, par rapport a a;
de telle sorte que, lorsque ¢ sera égal & a, ces deux cOtés ex-
trémes devront déja faire 1'un avec l'auire un angle de 60°; en-

b
fin cet angle deyra étre droit, lorsque ¢ sera deyenu tout i fait
nul (¥).

(*) Le bois de chauffage, qui se peése dans le midi de la France, se me-
sure , au contraire , dans le nord , en le disposant dans des cadres ou
chassis, formés d'une piéce de bois horizontale, des deux extrémités de la-
quelle s’élévent deux montans veriicaux. On voit qae, de la sorte, la sur-
face reclangulaire du chassis détermine la surface transversale de la masse
de bois qu'on achéte ; et, comme les Liches ont une longucur invariable,
on peut faire absiraction de cette longueur el payer le bois i raison
de la surface de la section transversale , qui est la méme que celle du
chassis ; tout comme on mesure les étoffes, a cause de leur largear cons-
tante , avec l'unité lindaire.

Ordinairement les montans verticaux de ce chassis sont mainienus en
situation, au moyen d’arcs-boutans extériears , placés a leur partic inférieare.
Mais quelquefois aussi ces arcs - boutans sortent de place, par vctusié, et
alors , par l'effet du poids des biches placées dans le cadre , les montans
cédent et s'inclinent plas ou moins en dehers.

Or, on voit , par T'analyse qui précéde, que , pourvu que 'inclinaison ne
soit pas irés-considérable , elle procurera toujours un plus ou moins grand
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PRODLEME II. En portant successivement une certaine tave &
a, a’, a”, a’ , ....... ses produils sont devenus respectivement A ,
A A, A @ combien faul-il porter celle taxe , pour
en obtenir un produit maximum ?

Solution. Soient posés

avantage a l'acheteur ; et que conséquemment ce n’est point lui mais bien
le vendeur qui est intéressé au rétablissement des arcs - bouatans.

C’est encore dans la méme analyse que rentre la question de savoir quelle
est la disposition des pieds de I'homme debout , lIa plus favorable a la sta-
bilité de son corps. On voit en effet que le plus petit polygone convexe,
comprenant la surface des picds en contacts avec le sol, serale plus grand
possible quand le guadrilatére formé par les axes de ces pieds et par les droites
qui joignent les extrémités de ces axes sera lui-méme le plus grand possible ; d'oa
P'on voit d’abord gu'en supposant les deux pieds de méme longueur , ils devront
tire également cu dehors. Cn voit ensuite que, plus les pieds seront écartés 'un
de Tautre et plus petit devra tre aussi P'angle formé par leurs axes; que,
si la distance entre les extrémités antérieures de ces axes est égale a la
longueur de I'un d'enx, cet angle devra étre de 60°; qu’il devra croitre
ensuite de plus er plus, a mesure que les talons se rapprocheront, mais
sans jamais atteindre go°, attendw qu’il faudrait pour cela que les extrémités
aniérieures des axes des deux pieds coincidassent , ce a& quoi s'oppose
ndécessairement 'épaisseur des talons.

Dans sa Nouvelle mécanique des mouoemens de ['homme et des animauz ,
Barthez , qui passail pour un grand géométre auprés de ses confréres ,
parce qu'il éait allé un peu au-deld des €élémens, critique la solution de
Parent, qui s’est le premier occupé de ce probléme, et donne pour l'angle
que doivent former entre eux les axes des deux pieds 38.°56/ ; mais ,
comme il ne dit pas A quelle distance l'un de Tautre il suppose lestalons ,
ce quil a derit sur ce sujet est tout a fait inintelligible. Pour que sa
solution f&t exacte , il faudrait que la distance entre les talons fit plus
que double de la longueur de l'un des pieds ; ce qu'il ne parait pas
supposer.

J. D. G.
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:,1/__,4 B'==B C—C
=B, —=C, ———=D, ...,
Q' ad'—a P
A e 1 B Bl B c
alle=g/ ? al—g! 3oenees ¢
iy

OV !

on sait qu'alors si @, @', &”, &, ....... sont des quantiiés peu
différentes les unes des autres , en représentant par 7'le produit
total de la taxe , supposée portée & /, on aura

T=A4(t=0)B+(t—a)(t —a’) C4(t—0)(t—a' ) (t—a/ ) D4-..... 3

telle est donc la fonction qu'il faudra rendre maximum, au moyen
de la variabilité de ¢z
On tire de 1a

g =B 2t~(a+0)|CH[3t2=2(a} & += &/}t +(ad/ s aa 4= /") D = ... 4

L = CH[Gr—(a @+ Dk ;

de sorte que la condition commune au maximum et aw minimum
sera

o=B+[2t—(a+a)]C+[3t*—2(a+a/4a )t 4 (ad/+ad"4-d'a")| D4-.....

et une des racines de cette équation répondra i I'un oud Il'au-
tre , suivant qu’elle rendra la fonction

C+[3t—(a+t-a'+a)]D+......

’ * e v
negau‘.e ou positive.
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On voit par 13 que le probléme ne sera résoluble qu'autant quon
aura en sa possession les résultats de trois expéricnces au moins.
En supposant qu'on n’en ait pas davantage ; on trouyera

— (e+a)C—B
- 2C 2.

(o3
(]
[+

(«/—2)C—B (o/=2)2C2==E3

T:.fl—-}— - 3
2C 40

et cette valeur sera moximum ou minimum , suivant que C sera

negalsf ou positif.

PROBLEME III. On sest assuré, par Lexpérience , qu'«mm seul
devidoir , tant que le fil ne rompail pas , pousail décider & raison
d'une longueur a de fil , par unile de temps.

On s'est egalement assure , par experience , que le fil dun seul
devidoir se rompait , lerme moyen , a chaque m unites de temps,
et quil fallait alors n unités de temps pour r;e'parcr Laccident.

On demande, d aprés ces donnees , quel est le nombre des devidoirs
gu'ill faut faire marcher , par un méme mécanisme , pour obtenir
dans un temps donne , le plus grand produil possible ?

Solution. Cherchons quelle sera la longucur de fil effectivement
dévidée par x dévidoirs, dans un temps donné 7.

- Puisqu’avec une scule bobine il se fait une rupture de fil
au bout de m unités de temps ; lorsque les bobines seront au

. m .« .
nombre de x , elles ne fonctionneront que — unités de temps
X
avant une rupture de fil; et, durant ce temps, chacune d’elles
I . . , m .
dévidant une longueur de fil exprimée par — «, ces x bobines au-
@X
ront dévidé une longucur de fil exprimée par ma; mais comme,

: m . . . .
au bout de ce temps — , il y aura une interruption du travail de
X
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toules les bobines durant le temps », pour le raccommodage du
fil rompu , il s'ensuit que , durant chaque intervalle de temps

m . 1. ’ . ]
—n, il ne se dévidera également de toutes les bobines qu'une
T

longueur totale de fil exprimée par ma, ce qui fera, pour cha-

que unilé de temps, une longuecur

ma max
ou

m m=nx
= 4n
[

si donc on représente par A la longueur totale de fil dévidée par
toules les bobines, au bout du temps £, on aura

matx
=,

m~=Rnx

fonction qui, tant qu'on supposera z positif, tomme on est obligé
de le faireici, n'est point susceptible d'un maeximum proprement
dit , mais seulement d'une Zlimite répondant a4 x infini, et qui
est

Ainsi, bien que le produit croisse avec le nombre des hobines 7
. . . . m .,
jamais on obtiendra un produit —a par unités de temps , quel que

soit le nombre fini de ces bobines (*).

(*) L’idée de ce probléme nous a été suggérée par M. Sarrus; mais il
parait que son véritable énoncé se sera échappé de notre mémoire , et qu'avec
lui se sera ¢vanoui le mazimum dont M. Sarrus le disait susceptible.

J. D. 6.
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Note sur quelques problémes proposés dans les
Annales;

Extraite d'une lettre au REDACTEUR;

xR
Par M.
AT v vannnvninvvnvaeaen v wwaaang

LA démonsiration donnée par M. Lenthéric, & la pag. 379 du
XX.m¢ yolume des Annales, de la divisibilité par soixvante du pro-
duit des trois c6tés de tout triangle rectangle, en nombres entiers,
semble réclamer un léger complément au défaut duquel elle man-

querait de généralité. Il est trés-yrai que tout triangle dont les
trois cOlés sont

m’4-n* , m'—n', o2mn ;

est rectangle , quels que puissent étre les deux nombres cntiers m
et n ; mais comme tout triangle semblable d un triangle rectangle est

rectangle lui-méme, il s’ensuit que le triangle dont les trois ciés
sont

Wm'4n*) W(mr—n?) 2dmn

sera également rectangle, quels que soient les trois nombres en-
tiers m, n, A, qu'on peut bien prendre tels que le second (rian-
gle ne puisse pas rentrer dans la premiére forme ; comme il ar-
rive, par exemple, en prenant m=2, n=1, A=3 ; d'ou résulte
un triangle dont les trois cdtés sont 15, 9, 12. Mais, comme le
produit des trois cdtés du second triangle n'esl aulre que le pro-
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duit des trois céiés du premier , maliiplié par le facteur 2*, il
s'ensuit que, si le produit des treis cdiés du premier est divisi-
ble par soivante , le produit des trois c6iés du second le sera i
plus forie raison , de sorte que le raisonnement de M. Lenthéric
s'applique a celui-ci comme a l'autre.

Du reste, dans un intéressant mémoire faisant partie du tom. V.®
des Aiiciens memoires de I Academie royale des sciences ( 1666—1699) ,
Frenicle s'était déja occupé de ce sujet. Il avait remarqué que,
lorsque les trois cdtés d'un triangle rectangle , en nombres entiers,
ne sont pas premiers entre eux , en les divisant par leur plus grand
commun diviseur, on obtient pour quoiiens les trois cdtés de ce qu'il
appelle le triangle reciangle primitif qui renire nécessairement dans
la premicre des deux formes ci-dessus.

0 classant les nombres, suivant leurs formes diverses , comme
le fait Euler , en plusicurs endroits, et notamment dans son A4/-
gebre (tom. I, chap. 6 et tom. II, chap. 5) (*). Frenicle

(*) Ceci me rappelle que, dans les (Fuores de Leibnitz , que je wn'ai pas
présentement sous la main , on rencontre une leitre de cet illustre géome-
tre w I'un de scs amis , od il s'exprime & peu prés en ces terines : « Je viens
» de découvrir une propriété fort singuliére des nombres premiers plus grands
» que freis. Elle consiste en ce gne ces nombres , augmentés ou diminaés
» d’'une unité , deviennent ndécesszirement divisibles par siz. Bien que je
» n’ai pu me démontrer celie propriéié , je l'ai vérifide sur tant de nombres
» premiers, que je ne fais aucun doute de sa généralité. Il est sculement
» ficheux que des nombres qai ne sont pas premicrs la partagent avec ceax
» quile sont; car aatrcment on aurait 14 un moyen bien simple de distin-
» guaer les nombres qui sont premiers de ceux qui ne le sont pas » Il est
vraiment surprenant qa’un homme de la force de Leibnitz n'ait pas apercu ,
sur-le-champ , que tout nombre entier cst de l'une des quatre forives 6n,
6=
sont nccessairement des nombres de la seconde forme , qui deviennent tous
divisibles par 6 en leur ajoatant ou en leur retranchant une unité.

J. D. G.
Tom. XXI. 13

, bnz2, 6,223 et que les nombres premiers plas grands que 3
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avait aussi reconnu que , dans tout triangle rectangle, en nombres
entiers , 1.° I'un des cdtésde 'angle droit doit éire divisible par 4 ;
2.° I'un des cdiés de l'angle droit doit étre aussi divisible par 3;
enfin , I'un des trois ¢otés doit étre divisible par 5. Or, les trois
nombres 3, 4, 5 élant premiers entre eux , il en résulte évidem-
ment que le produit des trois cdtés doit étre diyisible par leur pro-
duit , c'est-a-dire, par 6o.

Peut-éire 3 I'heure. qu'il est aurez-vous déja recu, Monsieur ;
quelque solution directe, bien élégante , des deux premiers pro-
blémes de la page 315 de votre XX.™® volume (¥); et jarrive-
rai, sans doute, trop tard pour faire remarquer que ces deux pro-
bl¢mes se raménent fort simplement & un autre probléme traité
par Newlon , dans son Arithmetique universelle ( édit. de Leyde ,
1732 , pag. 84 ) , probleme passé présentement dans les traités
élémentaires , notamment dans la Géomeétrie analytique de M, Le-
febure, et dont voici 'énoncé :

Connaissant les longueurs des cordes de trois arcs d'un méme cer-
cle qui réunis composent la motli¢ de sa circonference , determiner le
diamétre de ce cercle ?

Voici comment on en déduit la solution de ces deux problémes :

1.° Soient O le centre du cercle circonscrit & un triangle ABC;
soient OA/, OB/, OC/ les perpendiculaires abaissées respectivement
de ce centre sur les directions BC, CA, AB, de ces trois cOtés ;
el supposons que ces perpendiculaires étant seules données , il soit
question d’assigner la grandeur du rayon du cercle circonserit.

Concevons que , sur les rayons OA, OB, OC , pris tour A tour
pour diamétres, on décrive trois cercles ; ces cercles se couperont
évidemment deux a deux aux trois points A/, B/, C/. Alors OA”/,
OB/, OC’' deviendront des cordes d'arcs de ces cercles, mesurant

(*) Voy. la pag. 65.
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des angles respectivement doubles des angles OBA/, OC€B/, OAC/,
c’est-a-dire , mesurant respectivement les angles B, C, A du trian-
gle dont il s’agit. Puis donc que ces trois angles sont mesurés par
une demi-circonférence , il s'ensuit que les trois droites OA’, OB/,
OC/, portées consécutivement comme cordes sur l'une de nos trois
circonférences , se trouveront en embrasser la moitié. Ainsi, le rayon
du cercle cherché est le diamétre d'un cercle dans la moitie duquel
peuvent étre inscrites les irois longueurs données. On pourra donc ,
par le probléme de Newton, assigner la longueur du rayon du cer-
cle circonscrit au triangle dont il sagit ; et dés lors la détermi-
nation des longueurs de ses cbtés n'offrira plus aucune difficulté.

2.° Soit, en second lieu, O le centre du cercle inscrit 3 un
triangle ABC ; soient données les trois longueurs OA, OB, OC,
et qu’il soit question de déterminer le rayon du cercle.

Soient A/, B/, C/ les points de contact respectifs de ce cercle
avec les c¢6tés BC, CA, AB du triangle ; soient menées B/C/,
C’A’, A’B/, coupant respectivement OA, OB, OC, en A”, B”,
C/’. Si, sur OA/, OB/, OC/, pris tour a tour pour diamétres, on
décrit trois cercles, ces cercles se couperont deux a denx aux
points A/, B, C”; et OA”, OB/, OC/ seront les longueurs
de trois cordes de l'un d’eux , dont les arcs composeront entre
eux la moitié de sa circonférence.

Cela posé , soient fails

OA=a , OB=b, OC=c¢, OA'=0B'=0C'=r ;

J

il en résultera

OA"— OB’ == , OB"= _—O—_C __'_z = ocr= 0A” —
OA a OB b’ ¢

or, puisque les trois cordes
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72 rl ’-3
a ' b’ c
sont inscriptibles & un demi-cercle dont le diaméire est r, les

trois cordes

doivent éire inscriptibles , quel que soit 4 , 3 un demi-cercle ayant

Y

. .k .
Jr pour diamétre. Prenant donc )= —, k& élant une longueur ar-
r

bitraire , nous pouvons dire que les trois cordes de longueur connue

I fa ke
PR

. . . k2
sont inseriplibles & un demi-cercle dont lediamétre est — . Ayant
r

donc déterminé, par le probléme de Newton, ce diamétre d, nous

k2 . k2
aurons d= — ; d'ol r=-—; mous aurons donc, de la sorte, le
r

rayon du cercle inscrit au triangle dont il s‘agit, et dés lors la
détermination de la longueur de ses cdtés n'offrira plus de difficulté.

Rennes , le 25 juin 1830.

QUESTIONS PROPOSEES.
Théoreme de géométrie.

LA somme des distances de chacun des points d'une parabole a
son foyer et & une perpendiculaire fixe i l'axe de la courbe est

une quantité constante,
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ANALYSE ELEMENTAIRE.

Résolution de quelques cas de U'équation d
deux termes ;

Par M. Lextnéric, docteur és sciences , professeur au
collége royal de Montpellier.
VUV VWVAVIVUVWVAVWVLAVINAANY

1. ON a appelé fquation a deux termes toute équation i une in-
connue qui ne renferme qu'une seule puissance de cette inconnue ,
et dont la forme générale est conséquemment

A4y~ 4-B=o ,

ou il est permis de supposer les nombres A4 et B entiers et le
premier positif, tandis que le second peut éire indistinctement po-
sitif ou négatif (*).

(¥} Les équations a deux termes ont leurs analogues dans les problémes a
plasieurs inconnues ; ce que les auteurs d’élémens ne devraient pas, ce nous
semble , négliger de faire remarquer. On peut avoir , par exemple, enire z
et 7, les deux équations

a‘%m+byn+C=O ) a’x"‘+b’y"+t/:o ;
lesquelles , par P'¢limination de y» , donnent 'équation a deux termes en

(at/=ba')x™ =(b/=cl)=o0 .

Tom. XXI, n.° , 1.° octobre 1830. 14
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.

ositif , ‘et si p est la racine m.* arithmétique

. g . B __ .
2. Si Yon fait -~ =23 P, de maniére que Preprésente constam-
D i

ment un nomhre

de ce nombre, 'dquaiion prendra la forme
I 4P =0 .

Posant alors >y=px , substituant et divisant par p™, on aura
" 3 1=0 .

I:]qualion qui répond au probléme ou il s'agirait d'extraire la ra-
cine m./™ de -1 ; de sorte que l'extraction de la racine m.*™ de
quelque nombre que ce soit, et par suite la résolulion de toute
équation & deux termes, se réduit toujours finalement i extraire
une racine arithmétique d'un nombre positif, et & multiplier tour &
tour celte radine par toutes les valeurs de la racine m.*™ de 1.

3. On sait, par la théorie générale des équations, que ces ra-
cines , au nombre de m, sont toutes inégales. On sait méme ,
depuis long-temps, les exprimer, sous forme finie, par des fonc-
tions circulaires ; el celte maniére de les représenter prouve , quand
bien méme on ne le saurait pas d'ailleurs, que, lorsqu’elles sont
imaginaires , elles peuvent éiwre rangées par couples, comprises dans
la formule ¢+bdy/ =7, ot a ct bsont des quantités réelles. Dans
des temps plus voisins de nous , Lagrange , mettant a profit les
savanites théories de M. Gauss, a prouvé ( Resolut. des équal. nu-
merigues , 2.™¢ édit., note XIV ) que ces mémes racines élaient
toujours exprimables algébriquement sous forme finie. Tout ce que
nous nous proposons ici est simplement d'indiquer des procédés élé-
menlaires et uniformes pour obteair les expressions de ces raci-
nes, dans les cas les plus aisés a traiter. Mais rappelons d'abord
quelques principes généraux propres a nous guider sirement dans
cette recherche.
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4. Torsque m est un nombre impair , les racines des deux équa-
tions

" —1=0 , x"4-1=o0 ,

ne difitrent uniquement les unes des autres que par le signe: car
alors on peut passer d'une ¢quation a l'autre, en changeant simn-
p’.emem.;v en —x.

Si m _est un nombre impeairement pair , les racines de 1'une de
de ces équations ne seront que les racines de l'autre muliiplides
par /=1 car aslors on passera d'une équation a lautre par le
simple changement de 2 en xy/ =5.

Si m est un nombre pair de la forme 4(2n--1), les racines de
I'une des équations ne différeront de celles de 1'autre que par le
facteur ') ¢ car alors le passage d une équation a autre pourra
s'opérer par le simple changement de x en ay/ =,

Géunéralement, si m est un nombre pair de la forme

i
2fend-1) ,
les racines de la seconde équation se déduiront de celles de la

" . 9 N . 2k ] "
premicre , en multipliant celles-ci par /=7 : car alors la premiere
¢quation devient la scconde en y changeant simplement & en

?k —
T V/__ .
Le premier pas a faire dans la recherche qui nous occupe est

donc de savoir d'abord ce que valent les multiplicateurs successifs

v V=1 V=i V=1, Vi eoeen V=1, onn

5 8 16 Zk/

— ]

Pour y parvenir, remargnons d'ahord que chacun d'eux étant la
racine quarrée du précédent, tout se réduit a savoir passer de
ok 2kt

V,,.lay:.
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Supposons donc qu'on ait trouvé

]

27—

v —i==a+by/ T
a et b élant deux quantités réelles, on aura

gl-l-z/__

Y EVeRi= ¢
Posons donc
VariN==z+y/=1 5
d'oi, en quarrant,
atby =i=(2*—")t22ry/ =5 5
ce qui donnera, en égalant séparément le réel et l'imaginaire;

2

r—yr=a , sxy=b ;

en extrayant la racine quarrée de la somme des quarrés de ces
deux équations , on aura

vr=yats ;
cela donnera
=0ty wtls Yyr=a—y atli ;

et conséquemment

=3V Ae+V wti) .  y=11 20—V aFb?) 5
ce qui donnera, en substituant,

k-1
2" s

— — 1 ‘ pemasn— r—— — -
y —1=Vu+5\/—1:? 2 ’/a..*. !/uz_‘_bz—a}—l/a-—’/ (l"f;lz“./-l S V}:l ;
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au moyen de cette formule générale , et en obscrvent que, pour
le premier terme de notre série de racines, on a a=—1 ¢t =0,
tandis que, pour le second , on a ¢==0 et {=1, on rouvera suc-
cessiyement

V=Y =1,
V=iV S

Vo= (Vi Vv D) 3

36
V=V aa iy 22— avi V=) 3

au moyen de ces résultats , nous n’avons plus a nous occuper que
de la recherche des racines de 1'équaiion

A" ——im=0 .

5. Si o =2st une racine de cette équation o en sera une aussi ,
quel que soit le nombre entier positif p. En effet, a4 cause que «
est racine

m

or=1 , dot o"==()"=1 et (F)*"—1=0,
ce qui prouve la proposiiion arnoncée.

Si, de plus, m est ur nombre premier, et que o soit différent
de I'unité , la totalité des racines de la proposée sera

a, o , o, &t , .. o™ .
En effet, d’abord , par ce gui précide , chaque terme de cetle
suite sera une racine de l'équation dont il s'agit ; en outre elle
pe pourra renfermer deux terimnes égaux ; car si , par exemple ,
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cn pOuvait avoyr P—axt , aved C](P et p<m s il en résu‘.!ernit
o’ —1 , avee Ia (‘Oﬂdiiion p—{] <m , et , couzinme on a au:;{,i =1 »

il s'ensuivrait que les équations
" —1=—=0 , P! —~1=—=0 ,

devrait aveir une racine commune, aufre que l'unité , et consé-
quemment un facteur commun différent de r—1, ce qui estim-
possible . lorsque m est premier et qu'on ap—g<im.

6. Si m esile produit de deux facteurs premiers a et b ct que

« et [ soient respeciivement des raciues des équaiious
r*—1=0 , 2'—1=0 ,

différentes de I'unité; les racines de l'équation 2™—1=0 seront

tous les termes du produit

(1ot et (G B B L)

En effet, d'abord, ces termes seront au nombre de eb=m; en
second licu , ils seront tous inégaux ; enfin un quelconque des
termes de ce produit étant de la forme of.f; comme on a (5)

(J‘p)a: =1 , (‘3’7/1’_::{';‘15: I
on aura aussi
5o G jab —
o =1 Li*t =1
d'ou, en multipli:nt,
pib fqub (. p f b o 7 — -
W = (P = (P =

~
-

ce fui prouve que o”.°7 cst racine de l'équation.
En raisonnant de la mime manitre il sera facile de prouver
qgue , géuéralement, si l'on a m=a.bc....., a,b,c, ..... étant

des nombres premiers tous différens les uns des autres, et que
a,B,7, ..... solent respeciivement des racines des équations

X—1==0 , at~1=0, I —I1=0 , sereers
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différentes de l'unité, les racines de la proposée seront les ter-
mes du produit

(1ot ) B B ) by )

7. Ces choses ainsi entendues , soit d'abord m=1 ; les équations
a résoudre seront

T~—1=0 , r41=0 ;
lesquelles donnent immédiatement
r=Fr1 , X==1

8. Soit, eun second licu , m=—=2 ; les équations i résoudre seront

—I=0 , r*~41=0 ;

Ia premiére revient a
(r—D) 1) =0 ,
qui donne (7)

r=+%1 , T=—1I ;
les racines de l'autre seront donc (4)
x=+V: ) =—V: .
9. Soit ensuite m==3 ; les équations i résoudre seront
x’—1=—o0 , x34-1—=0 ;

la premilre revient a
(r—1)(@ 1) =0 ;

et donne conséquemment
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r—-3-1 , x:%(—-xt‘/§;/:._,)

-

les racines de l'autre seront donc %)

e

gm—t,  r=l(tyIyS
ro. Soit m=4; les équations & résoudre seront

Tt—1—0 ’ at4f1=0 H

Ia premiére revient d
(@—1)(@+1)=0;
¢t donne (8)

r=x%1 , =ty =13

les racines de V'autre seront donc (4)
r=+i(V2EVIiv =), r=—i(/2tVIV )¢
11. Soit m=5; les équatioﬁs a résoudre seront

25—1—0 , .1:5+1=0 3

la premilre revient a
(x=1)(z*+ 2+ 2’ F2+1)=0 ;

qui donne d’abord la racine -1, tandis que ses quafre aufres ra=

cines sont données par une équation réciproque qui peut élre
écrite ainsi

(x’-l— —;—z ) +(x+ ;—_)-}—1::0 3

posant alors
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T4 ;—zf , d'ou x‘-{—% _—.f’—-z H

il viendra, en substituant ,

.72+.7‘X=0 y

d'ol on tirera

—5=v/s 3=
y—rE=—— y+2=-———2i?- .

et par suite
—5F Vs
y’-——4’:()’-2)("}"+ 2)= '——2—-— H
mais 1'équation de relation entre x et y donune

— N y2emf
xw_\lT_L ;

en substituant donc pour y et y*—4 leurs valeurs, on irouvera
finalement , pour les cinq racines de la proposée,

r={(—1+ V)XV 6+Vi)V =1}
A(=1—=VEH) V26—V -V =1}

r=<%1 ,

X

I

les cinq racines de l'autre équation seront donc (4)
= {(1—V5) XV a2(G+V5) -V =1} o
=5 {(1+v5) X v2(—V5)-v =1}

12. Soit m=6 ; les équations i résoudre seront

28 —1=0 , a541=0 ;

Ia premiére revient a

om. XXI. 15
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(@=1)(@*41)=0 ,
et donne (9)
r=3(—1Xy3y=) )

r=3(+1XV3v) s

c=t

9

les racines de l'autre seront donc (%)
_ r==+(V3Ev=y) ,
x:i‘/-—‘[ ) , _
r=—z3(V3EXy=1) -

13. Dans le dessein ot nous sommes de ne considérer que les
formules qui ne contiennent pas de radicaux des degrés supérieurs
au second , nous passerons de suite & la supposilion de m=8 ;

les équations A résoudre seront ainsi
2=1=0 , al41=o0;
la premiére revient a
(xt—1)(2t+1)=0 ,
et donne (10) pour ses racines
r==1 r=4 4/ 55y ) 7
=1y =1, r=—z(V3iEVa2vV=1);

les racines de l'autre seront donc (%)

r=—3(VarViiy —=v:.v=1) ,
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T= LN TN
x=—%(l/ 2—\]:i‘/2‘+\/;l/:) .

E
14. Pour les mémes raisons que ci-dessus , nous passerons de

suite 4 la supposition m=10 ; les équations & résoudre seront ainsi
x0—i=0 , x'°41=0;
la premiére revient a
@*—r1)(a’+1)=o0 ;

et donne (r1) pour ses racines

=42 (4 B) TV GVG) V —=1} 5
x:——%{(lﬂ-l/g)il/ﬁ(s"\/;)‘/:;} ’

=11 ,

r=+3H{(—p BTV GV =1}
r=— (= B) T 26V =1 5

les racines de l'autre seront donc (4)

-

r=t L TSIV (= 8) )
o=t TV E (1= ) )

r=1) =1, \ _
r=4L{V26=v;s)T(+175). 1 =1}

e=—3 (1 26—V5) E(1+178) =1} -

-

15. Soit m=12 ; les équations a résoudre seront
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T =—1=0 , 1‘”—}-1:.-0 ;

la premiére revient 3
(@ —=1)(z*+1)=o0 ,
donc les racines sont (12)
r=+ (Y 3p =) S
r=z1 , r=—z:(1£) 34 0)
=) =1 , r=+1(3x)=1) ,
r=—3 (V3=
les racines de l'autre seront donc (4)
r=+5{0" 2+ 8) =G B =1}
=41V TD), as= i b G i Y=
r=—1(GV ), = = E R RS
r=— (V3= DEW 2+ O =1} -
16. Soit m=15; les équations A résoudre seront
a¥—1=0 , aS4i1=o0 .

Les racines de la premiére s'obtiendront (6) en mu'tipliant deux
i deux , de toules les maniéres possibles, les 1acines des deux

équalions

23mr1=0 , Ziem1=0 ,
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ee qui donnera (9) et (11), ’

TZL T=—i(1kp IY =) 5
=—3 (t"s'r-VS)-'-;/nlS—-vs) Vo=1} s
r=—{ (= )£V GV V1)
=g ([t 3+ 66—V LI+ B 3= 26—Vl =1} »
=g {1+ 5= 6G=yI L[ 5) 34 56~Val ¥ =1},
r=¢ {[t=p B BV £ [(— B 3—1 56 +Va)l =1t

Te

= 5=y 6G VI = [(—p B 341 2G4 V)l =1} -

Quant aux racines de l'autre équation , comme elles ne différent (4)
de celles-ci que par le signe , nous nous dispenserons de les écrire.
17. Soit encore m=16; les équations & résoudre seront

Z'ami=0 , x41=0 ;
la premiére revient a

28—1)(24-1)=0 ;

dont les racines sont (13)

T=-+1 , r=oH LV 2 ViEt} 2=yi-} —1)

r=tHp =0, r=—3 (2 iEV 2V =)

r=4L(/aE =), a=F L Vi) ad Vi =) S

EZ—1( i ), a=— (i i E Vi =)
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les racines de l'autre seront donc (4)
==L 2V 23 VitV 22— 23N V)
' e ——————— —_—
r=—o(V 24 ¥ VitV 2— ¥ vV 1)

r=+41( 2y ixvity o+t b g vi VD) 5

r=—2 (Y 2= 24 Vit )/ 24 ¥ af ViV =1) »

r=-4 (V24 ¥ 2\itty/ 2—F a2V =1) &

r=— (“/Z—t-l/z_-:\/?:t\/z—'.‘/;—-\/;"/m ’

r=+1(V2—V amViky 2V ViV =)

r=—rg(y 2—V 2—\ity/ 24V 2y bV =1) .

18. Lorsque m=17 , les racines sont encore exprimables par
des radicaux du second degré ; mais les moyens de les obtenir ,
dans ce cas , sortent tout a fait des élémens , et tout ce qu'on
peut faire alors en s’y renfermant, est de faire dépendre la re-
cherche de ces racines de la résolution d'une équation compléte
du huitiéme degré. Il serait fort désirable que I'on découvrit quel-
que procédé bien simple et bien uniforme pour résoudre toutes
les équations 4 deux termes dans lesquelles I'exposant de 1'incon-

nue est un quelconque des nombres de la série
1, 2, 3, 5, 17, 257, 65537, ...

c'est-a-dire un des nombres de la série

1, 142, 142, 142' , 142* , .3
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19. Toutefois, avec les résultats que nous venons d’obtenir , il

est facile, sans beaucoup de calcul, d'en obtenir une multitude

d’autres d'un ordre beaucoup plus élevé. Qu'il soit question, par
exemple , de résoudre l'équation

218010 ;
on la mettra d'abord sous cette forme
(zfo—1)(x5°4-1)=0 ;
. . A 4 7 [
ce qui ramenera la question a résoudre les deux équations
2°mm1=0 , xb41=0 ,

ou plutét la premiére seulement ; les racines de l'autre se dédui-
sant des siennes (4), en multipliant celles-ci par S(r1-4-p"=7) 1 3.
Cette premiére équation peut , a son tour , étre mise scus cette
forme.

(o) (o 1)=0 3
ce qui réduit le probléme 4 résoudre les deux équations
r—1=0 , x4 1—o0 ,
ou plutdt la premiére seulement; les racines de l'autre se dédui-

sant des siennes en les multipliant (4) par p =—i. Cette premiére
équation revient , a4 son tour , a

(@t5em 1) (@5 1) =0 ;
ce qui réduit le probléme a4 la résolution des deux ¢quations

zV¥—1=0 , av41=o0 ,
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dont nous avons déja oblenu les racines (i16), lesquelles nous
avous vu ne dépendre que de celles des deux équations

2=1=0 , =10 ;

de sorte que c'est 3 la résolution de ces deux derniéres que se
réduit finalement celle de l'équation

xuo__l =0 .

Les racines de cetle derniére , une fois obtenues , en les multi-
pliant (4) par

Tty advitVie—ravivr=a)

on obtiendra celles de 1'égquation

Z12%41=0 ;

on aura donc aussi celles de 1'équation

(@ o= 1) (@ o41)=0 ;

c'est-a-dire, celles de I'équation

1= 0
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i1

ARITIMETIQUE.

Sur un complément que réclament les élémens
du calcul;

Par M. GERGONNE,

avvaiaanivaveyveyeeyan

EXPRIMER exactement, par une fraction, une grandeur moindre
que son unilé de mesure est un probléeme qui , lorsqu’il est
possible , est susceptible d'une infinité de solulions, puisque , lors-
qu'on a obtenu une fraction qui le résout, cette fraction ne change
pas de valeur en multiplant ses deux termes par quelque nombre
entier que ce puisse élre.

Réduire des fractions proposées au méme dénominateur est éga-
lement un probléme susceptible d'une infinité de solutions , puis-
que , dés que, par quelque procédé que ce puisse étre , on est
parvenu & amener les fractions proposées a cette forme, elles la
conservent encore lorsqu’on multiplie les deux termes de chacune
d'elles par un méme nombre quelconque.

Or, la raison dit, que toutes les fois qu'un probléme peut éire
résolu de plusicurs maniéres, et qu'une scule de ses solutions est
demandée, c’est & la plus simple de toutes qu'on doit donner la
préférence. Lors donc qu'on propose , soit d’exprimer en fraction
unc grandeur moindre que l'unité ; soit de réduire au méme dé-
nominateur des fractions données , on est raisonnablement fondé
a exiger que , dans l'un comme dans l'autre cas , les fractions aux-
quelles on parviendra soient exprimées aussi simplement que la na-
ture du probléme pourra le comporter.

Tomm. XXI. 16
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Cest 13 ce qu'on fait , en effet, lorsquil s'agit d'exprimer eh
fraction une grandeur moindre que I'unité, ou, ce qui revient au
méme , lorsquil s’agit d'exprimer numériquement le rapport en-
tre deux grandeurs homogénes ; et c'est méme trés-probablement
le désir d'exprimer constamment ce rapport de la maniére la plus
simple qui a donné naissance & la théorie du plus grand commun
diviseur , dont les besoins de la géoméirie et de l'analyse ont fait
¢tendre ensuite les applications & deux lignes droites, a deux arcs
de méme rayons et enfin & deux polynomes.

Mais on peut aussi avoir & exprimer le rapport entre plus de
deux grandeurs homogenes , et désirer également d'obtenir ce rap-
port sous la forme la plus simple ; or, les élémens , méme les
plus complets, demeurent tout a fait muets sur la manicre de ré-
soudre ce probléme.

En outre , la méthode que l'on donne, dans tous les traités ,
comme methode normale , pour la réduction des fractions au méme
dénominateur , est rarement propre a donner les fractions irans-
formées sous la forme la plus simple. A la vérité, dans plusicurs
de ces ouvrages , on fait remarquer que souvent la forme parti-
culi¢re des fractions proposées permet d’obtenir des fractions plus
simples que celles auxquelles conduit 'application du procédé or-
dinaire ; mais , au lien de donner sur ce sujet des préceptes gé-
néraux, on se borne, pour l'ordinaire , & un exemple unique ,
et on se repose , pour le surplus, sur l'adresse et l'intelligence
du calculateur.

Etrange bizarreric; on réprimanderait durement un éléve qui
annoncerait , comme résultat final de quelque recherche, que
deux longueurs proposées sont entre elles comme los nombres
788¢7 et 82654, attendu que le rapport entre ces deux nombres
peut étre remplacé par le rapport plus simple de 21 & 225 et,
bien que le rapport entre les trois nombres 78897, 82654, 111265,
puisse ¢galement étre remplacé par le rapport plus simple entre
les trois nombres 4641 , 4862, 6545, on ne saurait néanmoins
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faire aucun reproche fondé i ce méme éleve si, au lien de dire
que irois longueurs sont entre elles comme ces trois derniers nom-
bres, il disait qu'elles sont entre clles dans le rapport des trois
premiers , attendu qu'on ne donne nulle part des préceptes qui
enscignent a passer des uns aux autres.

Pareillement on accuserait & bon droit un éléve d'étre bien peu
familier avec la science des nombres, s'il disait d’'une longueur

10290 s,z
22292 de son unité, parce qu'en effet cette frac-
11029

qu'elle est les

. N , . < . 14 .o

tion peut étre remplacée par la fraction tres-simple "y ; mais si,
X

A

’ D A , . . . I_/,.
avant & réduire au méme dénominateur les trois fractions — .
g 2

10
20 3L . . . , .
3 il donnait comme fractions transformées, au lieu des frac-
I 9
. . 98 . 100 102 . .
tions assez simples ——, — , ——, les fractions compliquées

105 105 100

10290 10500 10710

— , il n’encourait aucun reproche, parce
11025 11025 11025

qu’'en effet ce sont les trois derniéres que donmne l'application du
seul procédé que l'on enseigne complétement dans les liyres.

On dira peut-étre qu'un éléve tant soil peu exercé et intelligent
saura bientét comment il faut s’y prendre pour réduire des frac-
tions au méme dénominateur aux moins de frais possible , et je
veux bien l'accorder pour le moment: mais un éléve tant soit peu
exercé et intelligent saura bientSt aussi réduire une fraction a son
expression la plus simple ; et pourtant on ne se croit pas pour cela
dispensé d’enseigner cette réduction dans les livres d’arithmétique.
Dlailleurs ceux qui étudient sont loin d'étre tous intelligens, et
c'est pour le plus grand nombre des lecteurs que les élémens doi-
vent étre écrits, -

Dira-t-on qu’aprés tout, lorsqu'on a besoin d'ajouter ou méme
sculement de comparer enire elles plusieurs fractions, I'essentiel
est uniquement de les amener a avoir un méme dénominateur ,
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quel qu'il soit, et qu'il importe assez peu d'ailleurs que ce dé~
nominateur commun soit un peu plus grand ou un peu plus pe-
tit? Je veux bien encore, pour le moment, faire ceite conces-
sion ; mais ne sera-t-on pas dés lors contraint de m'accorder aussi
que , lorsqu’il s’agit d'exprimer par une fraction une quantilé moin-
dre que l'unité , 'essentiel est uniquement que cette fraction en
soit l'expression exacte , et qu'il importe assez peu d'ailleurs que
ses deux termes soient un peu plus grands ou un peu plus pe-
tits? Et ne voila-t-il pas dés lors I'art de réduire les fractions a
leurs moindres termes , et conséquemment la théorie du plus grand
commun diviseur , d'ou cette réduction dépend, qui devront étre
<onsidérés comme des superfluités quon pourra , sans grave in-
convénient , bannir des élémens.

Mais , objectera-t-on , en mne réduisant pas constamment les
fractions a leurs moindres termes, on courrait souvent le risque
d'introduire dans les équations des racines qai leur seraient étran-
géres. Si, par exemple , on admettait, sans simplification, 1'¢-
quation

x2=52-3-6 _

ar—La43 6.

en chassant le dénominateur , transposant et réduisant, il en ré-
sulterait 1'équation du second degré

5x’—i1grt12=0 ;

tandis qu'en réduisant préalablement  ses moindres termes la frac-
tion qui forme le premier membre de I'équation proposée , celte
équation devient simplement

w2
=6,
=1

qui donne, en chassant le dénominateur , transposant et réduisant ,

3

la simple équation du premicr degré
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qui est la véritable équation du probléme.

Je me rends trés-volontiers & cette objection: j'accorde que toute
négligence de calcul , dont I'effet peut étre d'introduire dans une
équation des racines qui lui soient éirangéres, est une faute ma-
jeure ga'on ne saurait tolérer, et j'en tire une nouvelle preuve
&n faveur de la thése que je défends. Soit, en effet, I'équation

3 2 X
=6 ;
3w -2 + ar=—h 43 + w2 =—ba4-6 !

en réduisant au méme dénominateur , par la méthode réputée nor-
male , les trois fractions dont se compose son premier membre ,
et prenant ensuite la somme des fraclions transformées , elle de-
vient , en divisant pq{' 2,

3atmmabyl4 75 temgErt-L2 =3
ab—12254-58wt—14 4034193 20°=13 20426 -

d'olt, en chassant le dénominateur, transposant et rédaisant .
Jrf—r223f 17124 — 4072345042 —30124-66=0 ..

Mais , suivant le procédé réputé exceptionnel, on réduit aussi
au méme dénominateur les trois fractions qui forment le premier
membre de la proposée , en multipliant les deux termes de la
premiére par x—3 , ceux de la seconde par r—=2, et ceux de
fa troisi¢tme par x—1. Prenant alors la somme de ces fractions,
il viendra , en divisant par 2,

e

23—=0xif112==5

d'ol en chassant le dénominateur, transposant et réduisant,
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3r3—=182°4-3or—11=—0 ;

véritable équation du problsme , qui n'est que du troisidme de<
gré seulement; de sorte que, par I'effet de I'application du pre-
mier des deux procédés , trois racines étrangéres ont été introduites.

C’est donc en vain qu'on tenterait de se dissimuler qu'il y a
sur ce point, dans les éiémens, une omission grave, une lacune
manifeste qui, sans doute , aurait été remplie depuis long-temps si
Von n'avait pas la mauvaise habitude de faire des livres avec d'au-
tres livres, el d'écrire pluidt sous la dictée de la routine que sous
Vinspiration de 'la philosophie. Il y a déja plus de trente ans que,
choqué de cette omission , je me suis attaché 2 y suppléer dans
mon enseignement. Si jusqu'ici je n'en ai rien &crit, c'est que la
disparate me semblait tellement choquante , et en méme temps
si facile A corriger , que j'espérais toujours que, dans quelqu’un des,
nombreux traités élémentaires qui ont paru depuis cette époque ,
on songerait enfin i y porter remede. Constamment trompé dans mon
attente , je me résigne enfin , & regret , i faire ici moi-méme ce
que j'aurais préféré yoir faire par quelqu'un ayant autorité dans Iz
science.

Ce qu'on va lire sur ce sujet est, pour le fond , une des no-
tes que )'avais rédigées , en 1803, pour une traduction des Dis-
quisitiones arithmeticee de M. GAvss, dont je m’occupais alors, et
que la publication de celle de M. Poullet-Delisle m’a fait eunsuite
abandonner.

1. JYappelle diviseur d'un nombre, tout autre nombre qai se
irouve contenu dans celui-lA un nombre de fois exactement. Ainsi,
par exemple , 4 est diviseur de 12, parce que 12 le contient trois
fois exactement,

2. Yappelle dividende d’un nombre , tout autre nombre qui con-
tient celui-la un nombre de fois exactement, Ainsi, par exemple,
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€2 est dividende de 4, parce que 4 y est contenu trois fois.

3. On voit qu'ici les mots diviseur et dividende sont employés

$ous une acception plus restreinte que celle qu'on y attache com-

munément. On voit aussi que si, de deux nombres, le premier

est diviseur 'du secend, le second sera nécessairement dividende
du premier , et réciproquement.

4. Tout nombre a toujours au moins deux diviseurs; savoir :
Vunité et lui-méme. Un nombre peut n'avoir que ces seuls divi-
seurs , comme il peut fort bien en avoir d’autres, toujours com-
pris entre ces deux-la. Par exemple , 5 n'a d’autres diviseurs que
1 et ¥; tandis que 6, outre les diviseurs 1 et 6, a encore les
deux diviscurs 2 et 3.

5. Un nombre a toujours une infinité de dividendes, dont le
plus petit est ce nombre lui-méme. Les autres en sont les mul-
tiples & linfini.

6. Un nombre est dit diviseur commun a plusieurs autres , lors-
qu'il est, en particulier , diviseur de chacun d’eux. Tel est, par
exemple , le nombre 6, par rapport aux trois nombres 24, 42, 6o.

7. Un nombre est dit dividende commun a plusieurs autres ,
lorsqu'il est, en particulier, dividende de chacun d’eux. Tel est, par
exemple , le nombre 60 , parrapport aux trois nombres 10, 12, 15.

8. Des nombres , pris au hasard, ont toujours au moins
T'unité pour diviseur commun. Ils peuvent n’avoir que ce scul
diviseur commun , comme ils peuvent aussi fort bien en avoir
d’autres , dont aucun d’ailleurs ne saurait (4) étre plus grand que
le plus petit d'entre eux. Dot l'on voit que le nombre des di-
viseurs communs , 4 plusieurs nombres proposés, est nécessairement
limité , et qu’il en est toujours un qui est le plus grand de tous.
Tel est, par excmple, le nombre 6 , par rapport aux trois noms-
bres 24, 42, 6o.

9. Des nombres , pris au hasard, ont toujours une infinité
de dividendes communs ; car de ce nombre sont leur produit
et tous ses multiples, Mais ils peuvent souvent en avoir de
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plus petits que lear produit, lesquels toutefois ne sanraient (5%
éire moiudres que le plus grand d'entre eux. D'ow 'on voit que ,
parmi les dividendes communs & plusieurs nombres , il en est
tonjours un qui est le plus petit de tous. Tel est, par exemple,
le nombre 60, par rapport aux nombres 10, 12, 15.

10. Des nombres sont dits premiers entre euxr , lorsqu'ils n'ont
d'autres diviseurs communs que l'unité, Tels sont, par excmple,
les quatre nombres 24, 25, 27, 3o.

11. THEOREME. Si, en dicisant plusicurs nombres donnés par
un de leurs diviseurs communs, on obtient des quotiens gui ne soient
pas premiers entre eux ; ces nombres auront au moins un aulre di-

viseur commun , plus grand que celui-la.
Démonstration. Soit d un diviseur commun aux nombres G, H,

K,....... T, U, V', dontla division , par ce diviseur, donne les
quotiens , non premiers entre eux, gd, Ad, &3, ... 3, ud, vd;

on aura ainsi

G=gdS, H=hdd, K=kdd, ..... T==tdd, U=udd, V=yd3 ;

or, si I'on pose d8=D>d , on tirera de Ia

G H K |, T U v
-1—)-:g ’ —5-_};, *:5.—415, "”._.th’ —D-::U, —-B—“_‘?;

d'ot I'on voit que D>d sera un autre diviseur commun , comme
nous l'avions annoncé.

12. Donc, sil'on divise plusieurs nombres donnés par leur plus
grand diviseur commun , on obtiendra des quotiens premiers enire
eux, car, sil en était autrement, on prouverait (11) qu’il existe
un autre diviseur commun plus grand que celui-la.

13. THEOREME. Si, en divisant tour & tour plusieurs nombres
donnes par deux de leurs diviseurs communs , I'un de ces diviseurs
donne des quotiens premicrs enire eux , celui-la sera nécessairement

le plus grand des deux.
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Deémonstration. Soient d ct d deux diviseurs communs aux nom-
bres G, H, K, ...... T, U, ¥ supposons qu'en les divisant par
d on obticnne les quotiens respectifsg, o, k, .......f,u, v, et
qu'en les divisant par & on obtienne les quotiens respectifs g/,

RLoK, oooo.. ¢/, W, ¢; il en résultera
=,d=g'd' , H=he=Wd', K=kd=i/d , .... T=td=0d , U=ud=u'd" , V=od=od,

et par suile

s _,, HM_, kd My v .
@ % g T T T dl T o ’

d'ol l'on voit d'abord que les produits gd , hd , kd , ..... 1d , ud ,
¢d, doivent &ire tous divisibles par 4/, et doivent conséquemment
contenir toutes les sortes dec facteurs premiers de &', et au moins
en méme nombre que dans &, pour chaque sorte.

Mais si les quotiens g, %, k, ...... {, u, v sont premiers en-
tre cux , ancun des facteurs premiers de & ne pourra se trouver
a la fois dans tous ces quotiens ; afin donc que les produits gd,
kd , kd, ...... td, ud, vd soient tous divisibles par ¢/, il faudra
que toutes les sortes de facteurs premicrs de & se trouvent dans
d, et au moins en méme nombre pour chaque sorte , ce qui don-
nera d>d’, comme nous nous 'avions annoncé. On voit en ou~
tre que d est muliiple de &

14. Donc, deux diviseurs communs i plusicurs nombres ne sau-
raient donner, l'un et l'autre , des quoticns premiers entre cux,
car, s'il en était ainsi, on pourrait prouver du plus petit de ces
diviseurs qu’il est plus grand que l'auire.

15. Donc si, en divisant plusieurs nombres par un de feurs
diviscurs communs , on oblient des quotiens premiers entre eux,
ce diviseur commun sera le plus grand de tous, car, s'il ne 'é-
tait pas , le plas grand diviseur commun donnerait aussi (12) des
quotiens premiers entre cux ; cequi estimpossible par ce qui précede.

17. T HEORENME. Si, en divisant par plusicurs nomlires donnes

Tom, XXI1. 17
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un de leurs dicidendes communs , les quotiens ne sont pﬁs premiers
enire eux , ces nombres auronl au moms un aulre djvidende com-
mun , plus petit que celui-la.

Deémonstration. Soit D un dividende commun aux nombres g,
h,k,.....t,u,o,qui, divisant ce dividende , dounent les quo-

ticns non premiers entre eyx GA, HA, KA , ..... TA , UA , FA;

on aura aiusi

D=gGA=HA—kKA—..... . TA=uUA=vF'A ;

.y D . \
or, silon pose " =d< D, on tirera de la

d=gG=bhH=kK—=.....=T=uU=0oV";

d'ou l'on voit que d< D sera un autre dividende commun , comme
nous l'avions annoncé.

18. Donc, si I'on divise par plusieurs nombres donnés leur plus
petit dividende commun (*), on obtiendra des quotiens premiers en-
tre eux, car, s'il en était autrement, on prouverait (17) qu'il existe
un autre dividende commun plus petit que celui-la.

1g. THEOREME. Si, en divisant tour & tour par plusieurs nom-
bres donnes deux de leurs dividendes communs , lun de ces dividen-

(*) Daus la traduction de l'ouvrage de M. Gauss, mentionné plas haat,
j'avais hasardé de remplacer ces périphrases un peu longues: plus grand di-
viseur commun , plus petit dividende commun , par ces autres périphrases un
peua plas courtes et tout aussi expressives: diviseur maxime , dividende mi-
nime. J'élais jeune alors, et je croyais qu'il suffisait & une innovation que
Yon proposait d'étre raisonnable pour la voir aussitot accueillie. L'age et Pex-
périence ne m'ont que trop bien appris depuis que ce n’est pas du fond
d’ane province gqun'on peat tenter d’opérer des réformes, et qu’il faut abso-
lument habiter la capitale pour oser innover avec quelque chance de suc-
cés, ne fusse méme que sur la figare des virgules. Plus timide encore que
moi , M. Delisle a traduit 'expression minimus communis dividuus de M Gauss
par celte longue périphrase : plus petit nombre divisible , a la fois, par, etc.
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des donne des quotiens premiers entre eux, celui-le sera necessaire-
ment le plus petit des deux.

Demonstration. Soient D et D’ deux dividendes communs aux
nombres g, b, k, ...... t, u, ¢, qui, divisant le premicr, don-
nent les quotiens respectifs G, H, K, .... T, U, V', et qui, di-
visant le second, donnert les quoliens respeciifs G', H', K’ , ....
77,0’ , V’; il en résultera

D=gG=hH=FK—.......=(T=uU=cV"
D =gG=hH'=kK'=.....=tT'=ulU=0V7 ,
et , par suiie,

HD KD/ TD! Up Vo’

—':G/, -H/, -—-—:K/, ceate T:p, _i)—:LU’ —D—-:V/;

D D

dou I'on voit d’abord que les produits GD', IID' , KD, ..... TD',
UD/ , VD’ doivent étre tous divisibles par D, et doivent consé-
quemment contenir toutes les sortes de facteurs premicrs de D,
et au moins en méme nombre que dans D, pour chaque sorte.

Mais si les quotiens G, H , K, ........ T, U . V' sont premiers
entre eux, aucun des facteurs premiers de D ne pourra se trou-
ver a la fois dans tous ces quotiens ; afin donc que les produits
GD', D', KD/, ...... TD/ , UD’, V1) soieat tous divisibles par
D, il faudra que toutes les sortes de facteurs premicers de D se
trouvent dans /), et au moins en méme nombre pour chaque
sorte, ce qui donnera DD/, comme nous l'avions annoncé.

20. Donc devx dividendes communs & plusicurs nombres ne sau-
raient donner 'un et Pautre des quotiens premiers entre eux , car, s'il
en était ainsi, on pourrait prouver du plus grand de ces diyi-
dendes qu’il est plus petit que l'autre.

21. Donc si, en divisant par plusieurs nombres un de leuars di-
videndes communs , on oblient des quotiens premiers enire cux ,
ce dividende commun sera le plus petit de tous, car, s'il ne I'é-
tait pas, le plus petit dividende commnun donmuerait azussi (18 des
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quciicns premiers entre eux, ce qui est impossible par ce qui pré-
C

fotd
o
(¢

an., THEOREME. Le plus grand diviscur commun & plusieurs nom-
bres ne change pas lorsqu'on remplace deux quelconques dentre
eux par leur plus grand diciseur commun. »

Demonstration. Soient G, H , K, .,..... T, U, ¥V des nombres
donués ; il s'agit de prouver que , si D est le plus grand diviscur
commun & U et V', et que d soit le plus grand diviseur commun
A G,H,K,...T,D:S seraaussi le plus grand diviseur com-
mun aux ncmbres proposés. '

Soient , en effet, u et ¢ les quoliens qu'on obtient en divisant
U et 7 par D; ces quotiens seront (1 2) premiers enire eux, et
l'on aura

U=uD |, V—¢D .

Soient , en outre , g,k .k, ....t,d, les quoliens qu'on oblient
en divisant respectivement G, H,K,...T,D par d; ces quo-
tiens seront également premiers eunlre cux , et I'on aura

G=gd , H=hS , K=k, .....c... T=t3 , =ds ;
de la on conclura

G I K T U 14

—é_‘ =g, —-3—:}2, T:k, ceeee ;;:l, -a\—-—-llv.’l, —éT__Vd,

or-, aucun des factcurs premiers communs a g, h, &k, ..... ¢, si
toutefois il en existe de tels, ne pourra se trouver dans d, qui
est premier avec l'ensemble de ces nombres; il ne pourra davan-
tage se trouver & la fois dans ¢ et ¢, qui sont premiers enlire eux ;
donc , aucun de ces fucteurs premiers ne pourra se trouver i la
fois dans wd et ¢d; donc, en divisant les nombres propssés par
d, on obtient des quolicns premiers enire eux ; donc enfin J est

(15) . comme nous l'avions annoncé, le plus grand diviseur com-
mun i tous ces nombres.

23. Si donc l'on sait seulement déterminer le plus grand divi-
scur commun & deux nombres proposés, on pourra toujours ré-
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duire & un de moins tant de nombres quon voudra, dont on aura
a chercher le plus grand diviseur commun ; on pourra donc, de
proche en proche, réduire ces nombres & deux seulement.

25. T HEOREME. Le plus petit dividende commun & plusieurs
nombres ne change pas lorsqu’on rempluce deva  quelconques den-
tre eux par leur plus petit dividende commun.

Demonstration. Soient g, h .k, ...... 1, u, ¢ des nombres don-
nés ; il sagit de prouver que , si & est le plus petit dividende com-
mun 4 u et ¢, et que A soit le plus pelit dividende commun i
g.h,k,....... t,d; A sera aussi le plus petit dividende com-
mun aux nombres proposés.

Soient , en effet, U et ¥ les quotiens qu’on obtient en divi-
sant d par u et ¢ ; ces quotiens seront (18) premiers entre eux ,
et l'on aura

d—=ulU=vV .

Soient, en outre, G, , K, ...... T, D les quotiens qu'on ob-
tient en divisant respectivement A par g, b, k, ...... £, d ; ces
quotiens seront également premiers entre eux , et l'on aura

A=gG=hll =kK=.....=tT=dD ;
de a2 on conclura

‘-;-_-; , %:II, %:K, %:T, —:-:UD, =/D;
or, au un des facteurs premiers communs &8 G, I, K, ...... T,
si toutefois 1l en existe de tels, ne pourra se trouver dans D,
qui est premier avec 'ensemble de ces nombres ; il ne pourra da-
vantage se trouver dans U et / qui sont premiers enire eux ;
donc , aucun de ces facteurs premiers ne pourra se trouver , i la
fois , dans UD et D ; donc, en divisant A par les nombres pro-
posés, on obtient des quotiens premiers entre eux ; donc enfin (21)
A est , comme nous l'avions annoncé, le plus petit dividende
commun a- tous ces nombres.
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26. Si done Von sait seulement déierminer le plus petit divi-
dende commun a4 deux nombres proposés, on pourra toujours vé-
duire & un de moins tant de nombres qu'on voudra, donton aura
a chercher le plus petit dividende commun ; on pourra donc , de
proche en proche, réduire ces nombres & deux seulement.

27. THEOREME. Le quotient de la division du produit de devx
nombres par leur plus grand diviseur commun est leur plus petit de-
vidende commun.

Deémonstration. Soient G et I deux nombres dont d soit le plas

.. oo - a
grand diviseur commun ; il s’agit de prouver que, si I'on a - =D,

D sera le plus petit dividende commun aux deux noembres G et H,

Soient, en effet, g et & les quotiens qu'on obtient respective-
ment en divisant G et H par d; ces quotiens seront (12) pre-
miers entre eux et 'on aura

G=gd , H=hd , d'od GH=ghd* ;
on awra donc D=ghd , et , par suite ,

D D
—=h , =g ;
H
les quotiens qu’on obtient en divisant D, tour & tour, par G et
H sont donc premiers entre eux; D est done (21) , comme nous
I'avions annoncé , leur plus petit dividende commun.

28. Si donc l'on sait seulement déterminer le plus grand divi-
seur commun a deux nombres preposés , on saura aussi délermi-
ner le plus peirt dividende commun & ces deux nombres.

2g. THEOREME. Le plus grand diciseur commun au plus petit
de deux nombres et au reste de leur division , est aussi le plus grand
diviseur commun & ces deux mnombres. :

Deémonstration. Soient G et II ces deux nombres, H le plus pe-
tit, Q le quotient et R le reste de leur division. Il sagit de
prouver que , si & est le plus grand diviseur commun a Il et R,

ce sera aussi le plus grand diviseur commmun a G et I1,
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On a, en cffet,

G=HQ+R ;

or, 1.° de ce que d divise 4 et R, il doit aussi diviser I7Q, et
conséquemment HQ-}R ou G ; ainsi d est d'abord diviseur com-
mun & G et 1.

< 2.° Si, en outre, G et H pouvaient avoir quelque autre diviscur
commun D>d , ce diviseur, divisant G , devrait diviser HQ4-R ;
mais , divisant H, il devrait diviser #/Q ; il faudrait donc aussi qu'il
divisit R ; il serait donc divisecur commun a et R, dont d ne
serait plus dés lors, comme nons l'ayons supposé , le plus grand
diviseur commun. ’

30. On peut donc toujours ramener la recherche du plus grand
diviseur commun & deux nombres donnés i la recherche du plus
graud divisenr commun an plus petit et 3 un autre nombre plus
pelit que Ini; on pourra donc , de proche en proche, amener le
plus petit des deux nombres & &ire zéro, et alors I'autre résoudra
le probléme.

31. Ainsi, en résumé, 1.° pour déterminer le plus grand divi-
seur commun , a deux nombres donnés, on divisera (30) le plus
grand par le plus petit, le plus petit par le reste, le premier reste
par le second, le second par le troisicme , et ainsi de suite, jus-
qu'a ce qu'on soil parvenu a une division exacle , et alors le der-
nicr diviscur sera le plus grand diviscur commun cherché.

2.° Pour déterminer le plus petit dividende commun a deux nem-
bres seulement , il faudra (27) diviser le produit de ces deux nom-
bres par leur plus grand commun divisenr.

3.0 S'agit-il enfin de déterminer soit le plus grand diviseur, soit
le plus petit dividende commun a plus de deux nombres ; on cher-
chera d’abord {22) et (25) le plus grand diviseur ou le plus pe-
tit dividende commun & deux d’enire eux ; puis le plus grand di-
viseur ou le petit dividende commun au résultat obtenu et & un

troisitme nombre ; puis le plus grand divisear ou le plus petit di-
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vidende commun au sccond résulat et a un quairidme nombre ,
et ainsi de suite, jusqu'd ce quon ait opéré sur tous les nombres
froposés, et le dernier résultat oblena en sera le plus grand di-
visecur ou le plus petit dividende commun.

32. Si 'on veut simplifier, autant qu'il est possible, un rap-
port exprimé par plusicurs nombres , il faudra diviser tous les
termes dont se compose ce rapport par leur plus grand diviseur
commun.

33. Si l'on veut réduire des fractions proposées au méme déno-
minateur , et obtenir des fractions tranformées ausst simples que
le comporte la nature du problé¢me, il faudra maultiplier les deux
termes , de chacune des fractions proposées, par le quoticnt obtenu
en divisant le plus petit dividende ecommun aux dénominateurs. de
toutes ces fraciions par son dénominateur propre.

34. S'il s'agit de faire disparaitre les déneminalears des ter-
mes f{ractionnaires d'unc équation de la maniére la plus simple,
il faudra muliiplier les deux membres de cette équation par le
plus petit dividende commun a tous ces dénominateurs.

35. Bien que , dans toutce qui précéde, il n'ait éié question
que de quantités numériques , tout ce que nous avons dit peut
néanmoins élre exaclement appliqué soit aux lignes droites , soit
aux arcs de méme rayon , soit enfin & des polynomes.

Il faut seulement observer 1.° que le plus grand diviseur com-
mun 4 des droites ou a des arcs de méme rayon peut quelque-
fois se réduire & un point; 2.° que leur plus petit dividende com-
mun peut quelquefois étre infini ; 3.° enfin , que ¥a recherche
du plus grand divisecur commun 4 deux polynomes exige le plus
souvent quelques précautions particuliéres que nous ne mention-
nons pas ici , paree qu’il en est traité fort au long dans la plu-
part des ouvrages élémentaires.
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ANALYSE APPLIQUIF.
Mémotre sur la théorie analytique de lachaleur;

Par M. J. LiouviILLE, éléeve ingénieur des pents et
chaussées.

VIV VWL YV YWY

I. LE mémoire que 'on va lire est extrait des paragraphes 1, 2
et 4 des Recherches sur la théorie physico-mathematique de la cha-
leur que jai présentées a l'lnstitut, en février dernier. Je donne
les moyens de tenir compte de la variation du pouvoir rayonnant
aux divers poinis d'une barre échauffée. Je considére comme ar-
bitrairement différentes, d'un point i I'autre d’une substance don-
née, sa conduciibilité et sa chaleur spécifique. Ces questions jus-
au'ici n’avaient été traitées par aucun géométre ; elles semblent of-
frir des difficultés presque insurmoniakles, lorsqu’on suppose aux
corps leurs trois dimensions. Si I'on fait abstraction de deux d'en-
tre elles , le probléme est complétement résolu par mon travail.

Soit une barre métallique AB, plougée dans un milieu entretenu a
la température 0°; les extrémilés de cette barre sont assujdties & des
conditions quelconques ; elles ont, par exemple , des températa-
res constantes. On la suppose d'ailleurs assez mince pour que les
divers points d'une méme scction perpendiculaire i I'axe aient tou-
jours , au méme instant , la mfme température. De la nature de
cette harre dépend sa conductibilité , que nous regardons comme
invariable , le mdial étant homogéne. Quant au pouvoir rayonnant
il dépend du poli des divers points de la barre, et nous sup-
posons qu'il varic proportionnellement a une fonction quelconque
de I'abscisse.

Tomn. XXI, n.°5, 1.*F nocembre 1830. 18
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i.e casle plus simple est celui ou l'on propose de déterminer
I'état permanent des températures, auquel le corps ne peut arri-
ver , en rigucur, qu'aprés un temps infini. Le mouvement de la
chaleur est représentée alors par une équation linéaire du second

"

P . C .
ordre entre la temperature v et sa fluxion seconde — prise
X2

par rapport & l'abscisse x. A cause de la fonction arbitraire rela-
tive au rayonnement , I'’équation dont nous parlons est la plus
générale de son espéce. Il s’agit d'en trouver l'intégrale compléte.

L'un des moyens que nous employons consiste a substituer a
la courbe qui représente le pouvoir rayonnant, en fonction de
I'abscisse, un polygone inscrit qui en différe aussi peu qu’on veut.
Le second , & développer la valeur de « en une suite infinie , dont
nous montrons généralement la convergence. L'un et l'autre se
plient aisément aux calculs numériques, et partant sont suscepti-
bles d’applications. Nous avons employé le premier , dés l'année
1829 , dans un mémoire qui ne traitait que du mouvement per-
manent , et que nous avons reproduit dans nos recherches de 1830.

Dans tous les cas, I'équation du probléme étant linéaire et du
sccond ordre , il suffit d'en connaiire une intégrale particuliére pour
en trouver l'intégrale compléte ; ou, pour traduire physiquement
cetic propriété mathématique , on traitera généralement la ques-
tion du mouvement permanent de la chaleur dans une barre, si
Pon résout par l'expérience cetie méme question , en assujétissant
les exirémités de cette barre A des conditions particuliéres.

Les difficuliés d’analyse s'accroissent déja beaucoup lorsque c’est
le mouvement linéaire et varié de la chaleur qu’on veut mesurer.
La température devenant alors une fonction de l'abscisse x et du
temps ¢, dépend alors d’'une équation aux différences partielles &
deux variables indépendantes. Heureusement la seconde d’entre
clles n'y enire qu'implicitement , ce qui permet d' employer les mé-
thodes ordinaires. On développe la valeur de z en une série d'ex-
poneuticls qui contiennent , en exposant, le temps ¢, multiplié par
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diverses quanlités successives , que je désigne, en général, par
—m , et que l'on détermine ensuite. Chacune des exponenticlies
a pour coefficient une fonction de I'abscisse. L'équation qui donne
la valeur de chacun de ces coefficiens est lindaire et du second ordre,
Elle a la méme forme que celle qui a é1é précédemment traitée ;
les mémes méthodes lui sont applicables ; et c'est ainsi que le
mouvement varié se raméne au cas plus simple du mouvement
permanent,

Toutefois il reste & déterminer les valeurs des constantes arbi-
traires , en nombre infini , introduites par lintégration de ces
équations diverses, et qui dépendent de 1'état initial de la barre ,
comme |'équation qui donne les valeurs de m dépend des con-
ditions relatives a ses extrémités. La forme de cette dernicre équa-
tion rend cette détermination trés-simple. Ici se présentent des
calculs analogues 3 ceux qu'on irouve dans les ouvrages de MM.
Fourier et Poisson, et la possibilité de représenter une fonction
quelconque , entre des limites données, par une série dont les
termes sont les intégrales d'une équation linéaire du second or-
dre. Déja l'on avait développé une fonction quelconque en série
de sinus et de cosinus, et en suites infinies formées de ces quan-
tités qui se présentent dans les recherches relatives a I'atiraction
des sphéroides ; mais je ne sache pas que jusqu’ici on ait fait un
semblable usage des fonctions transcendantes que notre analyse nous
a fournies.

La quantité générale m , qui enirc comme facteur du temps ,
dépend d'une équation dont toutes les racines sont réelles et po-
sitives. Eiles ne sont pas négatives, car alors la tempdrature c1oi-
trait indéfiniment avec le temps , et il est clair que cela ne peut
arriver ici. Si elles étaient imaginaires, les mouvemens libres de
la chaleur seraient assujétis a des oscillations , ce qui est impos—
sible sans 'action de causes périodiques extéricures. Cette démons-
tration directe et générale est de M. Fourier. Toutefois nous avons
prouvé , par un moyen particulier , dans la question qui nous cc-
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cupe , la réaliié des racines de I'équation déterminde , afin de micut
éiablir 'accord des élémens analytiques dont se forme la théo ic.
Jusqu'ici nous avons supposé constantes: et la conductibilité et
la chaleur spécifique de la barre. Cependant si sa malicre éiait
héiérogéne , ces deux quantités varieraient avec les coordonnées
de chaque point. Par un heureux hasard , la méthode qui ticnt
compte de la variation du pouvoir rayonnant s’étend A la réso-
lution du nouveau probléme dont nous parlons. Cette extension
de notre méthode n'offre aucune difficulté. Elle se trouve détail-
lée dans les derniers paragraphes de notre mémoire.

IT. Dans les divers mémoires qui ont été publiés sur la théo-
rie de la chaleur , les géométires ont négligé de tenir compte de
la variation du pouvoir rayonnant d'un point & l'autre de la sur-
face du corps en expérience. L'examen des effets produits par cette
variation sera le sujet de nos premiéres recherches. Considérant
dabord le cas simple d'une barre métallique parvenue a un état
permanent, et assez mince pour que les divers poinis d'une méme
section transversale puissent élre regardés comme ayant, a cha-
g1e instant, une tempéralure commune, j'essaye ensuile de trai-
ter , par la méme méthode et dans le méme but , des questions
plus élevées.

Soit AB une barre méiallique , homogéne , mais inégalement
poiie, dont les extrémités A, B sont constamment entretenues aux
températures 0, 6/ ; en un point m quelconque de cette barre ,
dont la distance a lorigine A est représentée par x , la tempé-
rature est assujétie a 1'équation

d2u
dx?

Ko

—=yeu ,

lorsque l'on considére la barre arrivée & un état permanent, dans
un milieu dont la température est prise pour le zéro de l'échelle
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thermoméirique. Je tire ceite équation du premier mémoire de
M. Poisson, sur la théorie de la chaleur: » est l'aire, ¢ le con-
tour d'une section perpendiculaire i I'axe. Le coefficient X me-
sure la conductibilité de la barre. Nous supposons qu’en tous ses
points il a la méme valeur, ainsi que w et ¢. Le coefficient y
mesure le poavoir rayonnant de la surface extérieure : il varie
d'un point & l'autre, a cause de l'inégalité du poli des différens
points de ceite surface. Nous le représentons par la fonction dé-
terminée (%) ; et de la sorte 1'équation ci-dessus devient

d*uz ef(x) -
O W Ka

Pour résoudre le probléme que nous nous proposons , il faut
intégrer ccite €quation et déterminer les deux constantes de son

intégrale par cetie double condition qu'a x=o réponde u=0, et
qu'a x=AB=I réponde u=0,

IT1. Nous observerons d'abord que I'équation (1) étant linéaire
et du second ordre , estintégrable, chaque fois qu'une intégrale
particuliére en est connue. Cette remarque, faite depuis long-
temps, répond 4 une propriéi¢ du mouvement linéaire permanent
de la chaleur. Supposons, en effet, la barre AB placée dans un
milieu entretenu a 0°, et ses extrémilés ayant des températures
constantes quelconques. Déterminons , par l'expérience , la loi des
températures permanentes. Qu'elle soit , si l'on veut, représentde
par l'équation u=F(x). De cette loi, et sans connaiire le pou-
voir rayonnant dout dépend f(x), on tire la valeur de la quan-
tité v, dans un cas quelconque. En effet, par la manitre méme
dont on l'obtient, la fonction F(z) satisfait a la condition

&) if{x) .
= X, F(x) .
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Suit ¢ une nouvelle variable. Posons u=¢F(z) ; il en résulicra

asu dz do d}’(x) a:F(x)
— T — Y
dz? & )+ dz dw +e dx?

En substituant ces valeurs dans I'équation (1), elle deviendra

do dr(a:)

d°F(a f(z)
+v dafl) =v. K('a F(z) ;

et se réduira a

do d¥()

"Rt T2 =o

dw?

On a donc, sur-le-champ ,

dx
=C - +Cr
g ‘/I"(w}

o C et €’ sont les constantes arbitraires. Multipliant par F(x)
la valeur de ¢, on obtient la valeur de « ; savoir:

u:F(x)g 2[1%—) +c'§ :

Ainsi done, comme nous 1'avons dit , le probleme genéral du mou-
vement linéaire et permanent de la chaleur se traile sans difficulle ,

quand on sait le resoudre pour un état particulier des extremites de

la barre.

IV. Mais , si I'on ne connait pas F(z) , et que le pouvoir
rayonnant f(x), au contraire, soit Géterminé par un moyen quel-
conque , il faudra recourir 3 des calculs d’'une autre nature. Une
considération qui se présente d’abord nous dirigera dans la mar-
che que nous devons prendre. Nous admettrons que la fonction
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f(r) a été obtenue par interpolation, en mesurant , par exemple,
sa valeur an point A, au point B et aux n—1 points intermé-

. . , , ., 2 .
diaires également espacés entre eux de la quantité —. Soient &/,
n

b/ les valeurs de f(x) a deux de ces points conséculifs , dont les
abscisses sont a/, 2’/ ; faute de données plus positives , on pourra
supposer que

Uyl 2] b -t/

eyl N f—!

La barre se trouvera ainsi partagée en portions d'égale longueur,
pour lesquelles la valeur de f(x) et I'équation (1) seront différen-
tes, ce qui nécessitera de nouvelles conditions pour la détermi-
nation des nouvelles constantes arbitraires qu'introduira l'intégra-
tion de ces équations diverses. Ces conditions consistent évidem-
ment en ce qu'aux divers points de partage de la barre , les va-

du . . , Ly s
leurs de u et i doivent éire les mémes, soit qu'on les déduise
X

de 1'équation qui se rapporte a la partie antérieure au point de
division dont il s’agit, ou qu'on les déduise de I'équation qui se
rapporte & la portion située au-deld. '

Je distinguerai par les numéros 1, 2, 3, ceeeveu pry wennen. 2 les
n parties égales dans lesquelles 1la barre a €té divisée. Je nom-

merai #, la température de la partie p, et pe—+t-gur la valeur cor-
ef(w)

&

respondante de . De la sorte j'aurai ces n équations indéfinies

d2u
d;uzl :(P‘+qlx)ul ?

dzu,
Fp =(p,+9.2)u,




d3u
e =(Putqur)ie;

d2u,

T = (Pt

I'intégration de ces équations introduira 2n constantes que 1'on
déterminera par ces 2n conditions :

u=0,.........pourr=o0,

du; du, ! .
H,=u, , -Is_ = 1z ' pour .’t':;— '
o o e o ¢ m s s e o 0 o e s 8 b s e s e .
dup-+ dun l -
®, Uy, —— == 7— , pour x=(n—1) -

=0, .........pour x=/.

V. Toute la question ainsi ramenée i trouver l'intégrale com-
pléte de I'équation générale

dzu :
@ Pt prot i ;

se trouve réduite i un probléme purement analytique , dont on
parvient, sans beaucoup de peine, & obtenir la solution. Et d’a-
bord , en posant
a
Prutgut=2qu3 ,

I'équation (2) se change en
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d
3) *;lf'— =z.up .

Sous cetie forme, on reconnait 1.° que I'éguation (3) rentre dans
un des cas de l'équation de Riccati qui , jusqu'a présent, ont
échappé a toutes les méthodes, et qui vraisemblablement ne se-
ront jamais résolus; 2.° qu'il faul renoncer, par conséquent, a
exprimer la valeur de #, autrement que par des séries convergen-
tes ou par le sccours de quadratures définies.

VI. L'équation (3) étant linéaire et du second ordre, il nous
suffira d'en chercher deux iniégrales particuli¢res pour arriver 3
son intégrale compléte. L'une et l'autre se déduiront du dévelop-
pement de u. en série, suivant les puissances croissantes de z.
Considérons la suite infinie

26 29

23 .
o5t 535s v oEsesg T

dont la loi réguliére est facile a saisir. La différentielle seconde de

cette quantité est

23 26 z9 .
Z<I+ZE+ 356 T 23568y "‘“"“) ’

de sorie qu’en posant

z9 -

23 26
v, =1+ 2+ 555+ 2.3.5.6.8.9 e

on satisfera a 1'équation (3).

Toutefois la conclusion pourrait étre inexacte, si la série dont
il est question cessait d'éire convergente. Nous allons faire
voir que cela n'a jamais lieu quelque grand nombre que l'on
substitue 4 la place de z. Soient P, 2 deux coeflficiens con-

Tom. XXI. 19
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sécutifs qui répondent dans la série aux puissances n—2 etn4-1 de z.
F 3
Le rapport de ces deux termes sera — == ———. Quelque grand
PP 7 = o) Quelque g

) .
nombre qu on prenne pour‘ i, Cn asmgnanl a n une valeur asscz

z

considérable , il sera toujours possible de rendre P plus grand
I,
que P ; et, au-deld de cette valeur de n, le rapport - ira
sans cesse en décroissant avec rapidité jusqu'a devenir nul. On ar-
rivera donc, en considérant la série que nous prenons pour va-
leur de w, & un terme P, tel que, si l'on forme la progression
géoméirique P(1-+p+p*+.......) , ol la raison est moindre q.e
l'unité , et dont la somme est finie , le reste de la série sera moin-

dre que ceile somme ——.
1—p
La valeur de u,, se trouve donc ainsi exprimée par une série con-
vergente , danstous les cas possibles, servira a en calculer la valeur
avec tel degré d’approximation que l'on voudra. Cette série a en
outre l'avantage de s'exprimer élégamment, sous forme finie , par

le secours d'une intégrale définie.

VII. Pour démontrer avec facilité cette proposition, j'écris la
valeur de u, sous la forme

B~

- 23 426
1.2.3+ 1.2.3.4.5.6 + 1.2.3

ou bien

-

Lp.

1.23 1(1-43):6 1(143)(143.2)28
I vesess
+ 1.2.3 + 1.2.3.4.5.6 1.2.3.4.5 6.7.8.9 +

-a

de sorte qu'en général on peut représenter ainsi deux termes con-

sécutifs.

(1343 21 4-3.3]...ceeell [143(n—1)] N

9
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i3 43 2 4-3.37....... [143(n—1)[1+3n] a3
1. 2. 3. boviiiiiiiiiin, v 30.(3n41){3n4-2)(3n43) -

Les numératears des fractions qui multiplient 3", 2+ élant re-
présentés par P, , P, ., sont assujélis a I'équation P, =P, (1+3n).
La méthode indiquée par Laplace , daas sa Théorie analylique des
probabilites , pour intégrer les équalions aux différences finies étant
ici applicable , on en déduit

o L X

P —=C a 3. 3. tdag

)
C designant la constante arbitraire et ¢ la base des logarithmes de
Néper. Ainsi, la valeur de w, peut étre transformée en une série

telle que la suivante :

2 w276 3z

c o =pp— _% d w73 d . al3zs )
joe i 0 <l+ 1.2.3 + 1 2.3.4.5.6 + 1.2.3.4.5.6.7.8.9 +) )

La série comprise entre les parenthises a pour différentielle

troisiéme , par rapporl a z,
%z3 w26 329

° <I+ 1.2.3 + 1.2.3.4.56 + 1.2.3.4.5.6.7.8.9 +') i

de sorte qu'en la représentant par ), elle satisfait a 1'équation

dia voN g
— —ad , d’ou résulte

3 H] 3
3=C,e™Y €,V 50, PV

3

C,,C,, C, désignant des constantes , et 1, p, o* étant les trois
)

racines cubijues de l'uaité ; et comme il est dvident que, pour

da asA

dz =0, ==0, on trouyera sans

¥4

dz?
peine, en se rappelant que 1--p—+p*=o0,

z2=—0 , on doit avoir i=—r1,
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=1 (ez\}:_{_e.ﬁz‘s/;_{_ep’z:/:) )

Par conséquent,
C > _—= __:2 z‘;; 03‘3/; pzz\;x ]
u=7 [ ¢ = P(FV Y Tt dx :

VIII. En différentiant deux fois de suite, par rapport & z, la
série suivante '

20

z¥ 27 .
sy ts7e, T ae e Tt

on obtient ce -résullat

z¢ z7 + 710 )
z(z+ 3.4 + 3467 ¥V 3467910 +) .

En posant donc

z4 PR z10
W 3 T 36, Y ade g0 T

- o~
eseces o

on safisfera de nouveau a l'équation (3), dont nous avons ainsi
une nouvelle intégrale particuli¢re. Les raisonnemensde I'art. VI,
€tant applicables & cette intégrale;, montrent en premier lieu , que
la série qui en exprime le développement est toujours convergente
et peut servir a en calculer la valeur avec tel degré d’approxi-
mation que l'on désirera. Une marche analogue i celle de I'art. VII
donne ensuite les moyens de 1'écrire sous forme finie , par le se-
cours des quadratures définies.
Pour cela, il suffit de metire la valeur de wy, sous la forme

224 2(24-3)z443 2(2+4-3)(243 2)z4+32 )
1.2.3.4 1.2.3.4.5.6.7 1.2.3+4.5.6.7.8 g.10 serers 2

=+
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de sorte qu'en général on puisse représenter ainsi deux termes con-
sécuilfs

2[2+3)[2+3‘2][2+3 3] ........ r2+3(n—1)]
123 berenne [ 44-3(n—1)]

74+3("— 3]
~ 14

2[24-3][243.2][243.3]ccecece[24-3(n—1)][24-37] S
1.2 3 fene {4 3(n=1) | 4+ 30—2] [44-3r=11[4+3n] ’

Les numérateurs des fractions qui multiplient z#+¥=9 et gitse
€itant dénommés P,_,, P, sont assujétis & la condition

P,,::(2+3n)P,,__, s

de laquelle on déduit , par la méthode de Laplace

oo _« 2

P,,:C.[ e t.ad.at.da.

)

1l nous vient donc
—C ® __%’. _.;. P atzl \ d
v, = f oe . (..+ Y] + c234567 —]—./ % o

Mais , si 1'on pose

a2z

«zé -
d=zt T+ 1.2.3.4.5.6.7 Foee 2

on {rouvera

d3a
dz3

-

—ak ;

d'ot on déduira , par l'intégration

3 3 4
I=C, Y “-C, eV, PV
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Cl7 Cz’

nos cubiques de l'unité. Les constantes se déterminent en obser-
da dza

;& I= on ): - —_—
yvant que , POU!" 0, a o, & 1, T

C, désignant des constantes, et 1,p, p* les trois raci-

=0, on lrouve

ainsi

d'ou résulte

T 3 3 ' 3 _
P etV E Ve

w]a

et, par conséquent,
c - 3 3 3
—_— e Z z " . DZ " JTV i
ll‘u: g‘foe 3, 3 (e ‘/ +P ep ‘/ +Pep V > iy

IX. Ayant ainst découvert aux art. VII et VIII deux intégra-
les particuliéres de I'équation (3), lintégrale compliie de ceita
équalion va s'obtenir en faisant la somme des produits de ces deux
intégrales par des constantes arbitraires. On pourra donc prendre
pour valeur compléte de u, celle que donne 1'égalité

3 3 3
uyzdﬂfOoe_%o:.—%<ezl/”+e‘oz‘/“+ep’z'/‘)Ja
(@]
3 3 _ s
OO__i‘_ ___l z ; 3z 2z ;
:—E-B‘u‘[ e 3. s<e"l/ +€’epl/¢+ﬁ“o 14 )d“:
o

ou bien encore celle-ci
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z o
» —2/ o= - EXV™
ﬂp‘:ﬂﬁf T .o : <e~[/a& t2¢ 2 (Cos. Z\/?)\/ )d
o 2
s zv'% .
o 2 = 3/ EYVa
4B, f i [ez:/u__e = (cos. M_Vgs&J}

) 2 2

qui est I'équivalent de la premiére, de laquelle elle se déduit en

. — -3 —_—e—\f T
remplagant p et p* respeclivement par V=3 et V=3 .
2 2

puis substituant aux exponentiels imaginaires les fonctions circy~

Jaires équivalentes.

X. Reprenons présentement 1'équation

dgul,f

(2) o =(p g,
z
et rappelons-nous qu'en posant pu-}-g,2=59%.,nous l'avens trans-~
formée en
d2u
3 £ =z N
3 T U

L'intégrale de 1'équation (2) est, par conséquent
| A s Vo
2 ; 29’ dg.r = *_
u=A j( e S R P .Cos. P9 ) 5y 3 ] i

é;f‘*"]fvr :’/; __p,r*‘%é’l};
. . 5 0y’ Put9u® 30 Z—1/3S5i Petqut sze-\1 ;
+Bf‘f o _ f G T e <Cos. o LAV VRV N i Vit z>jdoc ‘

2} 4
9w 2Y
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Cette intégrale résout la qucsiion proposée, ou da moins, en
vertu de l'art. 1V, eile rélait le pro™léme a la résoluiion de 2n
équations du premier degré, qui doivent déterminer les constan-
tes arbitraires.

La résolution de ces éauations est de la plus grande simplicité.

3 P

On part des deux sccondes

du, du, s I
Ul=llz N '*da/“=a— N Poul‘ .Z‘_-r;- .

Elles contiennent quatre conslantes A,,B,, 4, , B, , et servent
également & déierminer les deux derniéres au moyen, des deux

premicres. Les deux suivantes

du, du, re2 4

—r =t our =2 —
30 dx dz ’ p n '
donnent 4, , B, en 4, , B, , d'ou ensuile en 4, , B, , et ainsi
des autres jusqu'aux deux ayant - derniéres

di,_« _ du,, our x_(n I) I
de = dx P - n

Celles-ci fournissant 4, , B,, on substilue les derniéres valeurs
dans l'égalité w,=0’, pour x=17, qui dés lors ne contient plus
que A,, B,, et qui, jointe a la premiére u,=0 , pour x=o0,
fait connaiire ces deux constantes dont toutes les autres dépendent.

La question se réduit a trouver Apyyrs Buy,, en fonction de
Ay, Bu par le secours des équations

duge duge =
U =u —_———
1 #tr? dx dxz

z
» pour x:P; v

En désignant par U, et 7 les deux valeurs particuliéres de us
obtenues aux art. V1I et V1II, on a, comme a l'art. X,
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*‘—4 2 +Bu )
et
dupe — 4 al’. +B ar,
dx & dx # dx

LERE SRRL SN

duk+x d!ﬂ_g_x d;’f&q’_g
—_— =4 B .
dw 2 2 + s+ dx

. a z
Soit fait x=p.— , et nommons
n

dLlu d///

ALTﬂu}-t /dT,H_,
(V) Cgd» (T ) (F= )

les valeurs correspondantes des quantités comprises entre les pa-

CARGANE:

renthéses. Les équations de condition seront

A O)+B V=4, (U, )+B, (V)

.- dlfa qu . AU ga AV ey .
e (3 )42 () = s ()P ()

On tire de 1i les valeurs de A[&-!—l , B‘u_*_l; en ‘4# ' B, Le dé-

nominateur commun de ces valeurs est

) () =0 (B2

Or, il est remarquable que ce dénominateur est constamment

égal a ¢’ ge4r- Cela résulte des équations
Tom. XXI. 20
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A2l ) -
———é‘_zz—— '—(p‘pg+l+(/‘u+‘:r)(/r‘u+]

v

A2V sy . -
da? —(pf‘+l+{]‘“+1x)7 ptr

vl

qui ont lieu par la nature méme des quantités Upy, . Fr,y,; et
dont on déduit

sz,L&—‘-! dzU[u—{-x -
Uptr "am Ve —qe =0 ¢

Inlégrant on a

d I”‘u+ t d Ltu-{r- t
U .y —C . 3
st s et dx onst.

Pour déterminer la constante du second membre, on remonte
aux valeurs

U l=I+‘ (p.“+'+(/’[4+"x)3 + -

‘44+ 2_3q2‘u+l s00052
- Pu+1+‘71f-+!~~75 —
V= DT
9 gt

et 1'on voit, sans peine, que 1'égalité devant subsister pour toutes
les valeurs possibles de

pr+rtgutsx

2

9 gt
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la valeur de la constante est (]—‘;H_,. Done,

AV s . A \ 2
(U:“+l> < dx >— <I4“+I) \ du —’/;.‘"l‘l ’
ce quiil fallait prouver.

XI. La méme analyse s'étendrait au cas ou les exirémités dela
barre , au licu d'étre entretenues a des températures conslantes,
rayonneraient librement dans 'espace. Elle réduirait , comme tout
a l'heure, les difficultés du probléme a celle de résoudre 2n équa-
tions du premier degré. Elle s'étendrait également & la détermi-
nation du mouvement de la chaleur dans une armille ; probléme
qui, dans le fond , ne différe pas de celui que nous venons de
résoudre. La réduction des formules en nombres sera facile , dans
tous les cas, ce qui est le caractére essentiel d'une métliode pra-
tique. Soit, pour en donner un exemple, AB=/=2 méires; la va-
sf{a)

’@

4 son miliea par 0. Eufin que les points A, B soient entretenus

, aux cxirémités de la barre, représentée par 1, et

leur de

a des températures constantes de 10°.
De v—o0 a x=1, on a pp=1, g,—=—1 , et, par suile,
ptqpr
L;-—L:zzl—x .
7
g’
. ppetGrer .
De r=1 aax=2, on a, au coniraire f———.—ﬁ-—:z:x——r .
'z

Subsiituant ces valeurs dans wnos formules, pour en dédaire les
températures ¢ et les flux de chaleur aux divers points de la barre ,
on formera le tableau suivant :
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r=0",00 , u=10%00 , /%:;-::—0,53 y
r=o0,25 , wu=—q,13 , j—:} —=—0,24 ;
r=o0,50 , u=8,71 , %:—:—0,12 ;
xr=0,75 , u=8,56 , %:—0,03 ;

de ' __
Xr=1,00 , U=8,53 s -d— —=-40,00
7

SV

du

r=1,25, u=8,56 , -&;-=+0,03 )
du

~=!,50 I u:8,7l ’ E;=+O,Iz ;
du

r=1,75, a=g,13, — =+0,24 ;

dw .

- —_ du L

X=—2,00 , u=—10,00 , -E;::—]—o,’ja .

La formule générale est

dans laquelle
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=14 — =3 + - 3 3 6+ :

z €lant égal a4 1—x de x=0 3 =1, etdxr—1de r=1 4 x=2.

XII. Il n'enire pas dans notre plan de nous étendre davantage
sur ces détails qui ne présenteat aucune difficulté ; mais nous
croyons devoir placer ici 'exposé rapide de quelques réflexions
analytiques propres a déclaircir ce qui préccde. Les développemens
dans lesquels on vient d'entrer donnent, en résumé , une mé-
thode géuérale pour intégrer, p .r approximation, I'éqration lindaire
du second ordre. L’approsimation est poussée aussi loin qu'on
veut. En augmentant & volonté le nombre des équations du pre-
mier degré, auxquelles se raméne la détermination des constantes ,
on s'approche indéfiniment de la valeur exacte cherchée. Une telle
méthode parait suffisante , dans I'état actuel de l'analyse , vu la
difficulté de résoudre exactement la question.

Si I'on veut toatefois , on peut la traiter d'une maniére plas
dirccte, En considérant I'équation

d>u s.{(x)
A——— = — u
dux? Ko

on obtient, sans difficulté , une suite infinie qui y satisfait , et dont
la convergence peut étre preuvée dans le cas du probléme qui
nous occupe. Je compose la valeur de ¢ d'une suite de termes v, ,
#,, Uy, ...... qui seront déterminés plus tard.

Aiusi je fais

v=u,tuHu,4.......

Les quantités u, , u,, u, , ....... deyront é&tre telles quon ait



THEORIE

P N ‘ 1(x)
i +__”_’_+———+.,....= Iéa (u°+(11+u2+-.....) H

da? da2 dx?

or, cetle ¢quation est satisfaite si l'on pose, ce qui est permis,

y eenees 3

dzu, du, eff 1) dzu, sf(x)
, —— = — =

== /) == = u
dux? ° dx3 Ko °° da? Ko !

d'od on tire, en nommant 4 , B, deux constanles arbitraires

uy—A~+Bx ;

U= f ”dx;/' ’(A+Bx)é f(x)dx ;
", = f “d f “f(a)da j “do [ (44-Ba) ()

La somme de ces quantités sera la valeur de u et l'intégrale
I'équation proposée si toutefois la suite infinie , fournie par cette
somme , est une suile convergente ; circonstance dont il est facile
de s'assurer, comme on va le voir. On considére séparément les
deux séries

Ag SRS j d:/ f()det f ’flff :f(x)d,t:f dff f()da..
B:x-[—~ z':j:di/':xf(x)dx—}— R‘T@—f:dx :f(r)dxf:dff:xf(x)dx-{-....

S~
-
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qui répondent aux deux constantes arbitraires. La forction f(z)
représente ( entre les limites =0, x=/ ) le pouvoir rayonnant
de la surface de la barre. C'est une quantité essenticllement po-
sitive , qui, pour une ou plusicurs valeurs de z , peut étre
nulie , mais jamais infinie. Sa plus grande valeur correspond a
un point quelconque de la barre; c’est une quantité finie positive
M qui, substituée a la place de f(2), dans chacun des termes
des deux séries précédentes, donnera nécessairement des valeurs
plus grandes que celles de ces mémes termes.

Or, en faisant f(x) =M, les deux suites en question devicnnent

€ Ma2 ¢2 Moyé
Agl - ‘—+sz]—:5~7+§ :

4

£ Ma3 g2 M2y
Blad —- -+ - +.....
3.1‘ Ko 1.23 K202 1.2.3 4.5 S

Ces deux suiles sont évidemment coavergentes. En s’arrétant a
des termes de plus en plus éloignés , les restes uécessaires pour
en compléter la valeur décroissent rapidement. Donc, a fortiori,
cela a lica pour les deux suites qui composent la valeur de 2. On
trouverait méme aisément le moyen de calculer le degré d'approxi-
mation qu'on obtiendrait, en s’arrélant a2 un terme désigné.

Au reste , il n'est pas nécessaire que {(z) soit 'toujours une
quantité positive de w=0 a ax=/; f(x) peut avoir des valeurs
tantdt posilives et tantdt négatives; il suffit que jamais ces valeurs
ne soient infinies. Alors, dans lanalyse qui précéde, on appelle
M la plus grande d'entre eclles, abstraction faite du signe. Le rai-
sonnement portera uniquement sur les nombres et sera également
rigoureux. Ainsi donc, toutes les fois qu'entre des limites fixes,
la fonction connue {(x) ne passera point par I'infini , quelle qu'en

dzu _ (1)

soit d'ailleurs la nature, Uintégrale de l'équation — = —-
© d2 ANao
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u sera cxprimable en série, comme nous venons de le voir. Nous
insistons sur ce point sur lequel il nous sera u!ile de nous ap-

puyer , lorsqu’il s’agira du mouvement varié.

XIH. Reprenons la valeur de u composée des deux séries

( . . * = P > "l x 2 N )
Bk T Bj odgj’e&f(djdx*— mj.df/'of(:y)d.ﬁ[qu/—oxf(x)dx+......g R

Elle convergera d'autant plus rapidemment vers sa limite , que le
rayon de la barre sera plus grand ainsi que sa conductibilité.
Elle représentera exactcment toutes les circonstances du mouve-
ment linéaire permanent de la chaleur. Suppesons , par exem-
ple , que la température soit nulle & l'extrémité de la barre
ou pour xr=o0, et l'unité pour 2=/7; la constante £ sera nulle

et la constante B aura pour valeur

) 4
g e atedet (s [ fTaste) [ [ at@de ..

d'olt résulte

. z x It x ® d z R

o x-}-zfod..v/'oxf(x)dx—[—m/Ddx/’of(x)dxn/odxf zf(xydr-.05,
€ ] x §2 l x E] *

I /‘ .,df/ l@)det od;z:/ °f(x)d.'/’ ad:g/ 2f(@)dz ...

Admettons que , du point A au point B, la fonction f(x) soit

e

p—

L]
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toujours croissante ; on voit que la température partira de o°,
pour arriver a la valeur 1°, au-dessous de laquelle elle restera
toujours dans Lintervalle de =0 a x=/. Cette valeur croitra,
dans les premiers instans , proportionnellement a l'abscisse, c’est-
d-dire, comme les ordonnées d’'une droite ; ensuiie comme les or-
donunées d'une courbe parabolique d'un ordre indéfini. Les accrois-
semens de température, d'abord trés-petite, seront d’autant plus
scusibles , qu'on s’approchera davantage de la limite B. On pour-
rait aisément en calculer les expressions numériques , comme nous
I'avons fait voir sur un autre exemple. Les résultats compris de
Part, II & T'art. XI sont de notre mémoire de 1829 ; ceux des
art, XII et XIII n'ont été présentés a 1'Institut qu'en 1830 ; il

en est de méme des suivans.

XIV. Nous nous occuperons présentement du mouvement varié
de la chaleur, dans une barre homogene inégalement polie.

Nous avons une barre AB, dont les extrémités A et B sont
constamment aux lempératures 6 et 0. Cette barre est placée dans
un milieu entretenu a 0°. On désigne par ¢ la chaleur spécifique,
par k£ la conductibilité , I'une et l'aatre regardées comme inva-
riables ; w est l'aire et ¢ le contour de la section , supposée par-
tout la méme. Le coefficient y représenie le pouvoir rayonnant,
dont la valeur est une fonction quelconque de l'abscisse, a cause
de l'inégalité du poli des différers points da méial.

En un point quelconque m, dont la distance a I'origine O est
représentée par &, la température u est représentée par 1'équation

que je prends dans le premier mémoire de M. Poisson , sur la
chaleur. Divisant les deux membres par cw, cn a

du K dzu v

—_— =, T e u.

¢ = ¢ " da? c»
Tom. XXI. a2t
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Le coefficient X dépend tout & la fois de la chaleur spécifique
c

de la barre el de sa conductibilité. C'est un nombre donné a?.

v

La quanti:é

est au conlraire variable avec l'abscisse o, et c'est
ce .

par la fonction f(2) que nous la supposerons représentée. L'équa-
tion du probltme devient ainsi

du dzu
(a) R =“2-d:.'z —uf(x) .

Celle équation élant intégrée , les arbitraires que contiendra son
intégrale se détermineront par ces conditions : 1.° que les tempé-
ratures soient constamment 0, 6/ aux extrémités de la barre. Soient
OA<=!, OB=/, et l'on aura ces deux équations définies : u=—0
pour x=/, et u=0’pour x=V ; 2.° que, pour =0, a l'origine des
temps , les températures de x==I/ & =1V soient données par une
fonction F(x) connue entre ces limites.

Pour intégrer I'équation (a) , je fais usage de la méthode qui
consiste 4 former l'intégrale compléte d'un nombre infini d'inté-
grales particuli¢res. Je développe en série la valeur de u, sui-
vaut les puissances de l'exponentielle ¢’ , et nommant u,, u,,
Uy y wveeeen Uy, oo.... des fonctions de 2 qui seront ci-aprés dé-
terminées , je pose

—mit

u=uy,tue Fu,e

ou, par abréviation,

m,t

: +u3e_m‘t+.....+u"e-m"t+..... ;

u—3u, e .

Il vient, en différentiant cette valeur de u«, par rapport a £, et
ensuite par rapport & x,

2
du =—3u,.me ™ qw =Ze Lum
das " ’ an* axs ’

substituant ces valeurs dans 1'équation (a), on obient cette égalité
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d2um

dx?

—3Smu, e~ —q*Se—m

—f(x)Zu, e,

qui , devant étre satisfaite quel que soit ¢, donne cetle équation
générale

(b) —nmu,=—=a? e —u,f(x) |

pour déterminer u,, , et, par suite, u,, #, , u,, ....., lorsqu’on
connaitra les valeurs de m.

L'équation (b) est une équation linéaire du second ordre , de
méme forme que celle qui a été étudiée dans la question du mou-
vement permanent. Son intégrale, qui comprend deux constantes
arbitraires , peut s'obtenir dans tous les cas, au moins par approxi-
mation. Je nommerai o(x, m), V(2 , m) deux intégrales parti-
culiécres qui y satisfassent ; 4, , B, deux constantes arbitraires.
La valeur de u, s'écrira ainsi:

u,=A,o(x,m)+B,\(xr,m) ;
et l'on aura, pour la valeur de u,

u=3{A4,o(x,m)4B, L(x,m)}e ™

XV. Les diverses valeurs de m se déduisent des deux équa-
tions définies

u—v , pour x:l,
u=0, pour z=I[,

déjd indiquées dans le précédent article. En effet, elles revien-

nent a

S{A,o(, m)+B, L, m)je =0 ,

2{ (4,,,(?(1/, m) +_Bm+(l/’ m)}g—"“:_-o .
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Elles doivent subsister pour toate valeur positive de #; d'oi on
conclut sans peine qu'une des valeurs de l'exposant m doit étre
zéro , et qu'a cet exposant répondent les deux équations

A"(‘J([’ O)+B°.\YJ<Z’ O) =0 ’ -Ao"?(l/ : O)+Bol‘i"(l/ ! O) =6 ’
qui donnent aisément

- e {0 =231, 0) o9’ 0)—89!1.0)
L0l ,0)—¢/0)(Lo) °T ooyt ,0,—p i 0)4(L,0)

4, ,
et déterminent complétement le premier terme u, de la valeur de
u, lequel représente le mouvement de la chaleur dans une barre
parvenue 3 un état permanent. Toutes les autres valeurs de m

sont données par les équations
Ao(l,m)+B4(l,my=0 ,  A,o(,m)+B. (¥, m)=o0.
¥liminant 4, et B, , il vient:
© o(1,m)yy(¥, m)y—o(V, myp(l,my=o ;

égalité ol tout est connu , exceplé m, et qui détermine (en y
joignant la valeur de m=o0 ) toufes les valeurs dont cette va-
riable est susceptible. Une des quantilés 4, , B, estdonnée de plus
o(l,m)
Y{l,mn) !

et , si 'on substitue cette expression dans la valeur de «, on trouve

en fonction de I'autre. Lavaleur B, est, par exemple , —A4,,

¢(x,my M1, m)=—d(2,m)e{l,m)

u=u,4+%4,. m) ;

le temps ¢ élant arbitraire.

XVI. Que l'on fasse & présent =0, u deviendra F(z) ; repré-
sentant donc par ®(x) la différence F(x)—u, également connue,
on devra satisfaire a 1égalité

Am
(@) $@)=% g (p(emiim) — Y@ mye(lm))
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qui pourtant ne subsistera qu'eutre les limites v==/ et x=7.

La fonction ®(x) peut éire discontinue. La possibilité de la dé-
velopper en une série semblable a celle du second membre ne
saurait étre révoquée en doute ; sans cela le probléme du mou-
vement de la chaleur, dans une barre inédgalement polie, serait
inaccessible a l'analyse. L'équation (d) résulte de raisonnemens
rigoureux; et il ne reste plus qu'a déterminer convenablement la
valeur de A4n. Or, sa détermination repose sur ce que la quan-
tité o(x, m)b(/,m)—L(xz, m)o(l,m) , que je représente par /o ,
doit satisfaire & 1'équation (b) , en sorte qu'on a

a7,
—_—mV, —a* 1o
X

—Vaf(x) .

Soit , en effet , m’ une scconde valeur de m , et l'on aura éga-

icment
&V

daz

—m'V, ,=a* —V () .

Eliminant donc f(x) entre ces deux équations, on trouvera

&2V s d*V >
b

da? ™ Qg

(m—m"V ¥V _,=a <Vm

d’ol, intégrant par rapport 4 x et divisant par m—m/,

2 a7, av,
SV, dr=—" <Vm m_y ) +Const.

m’
m—m! dx dw

Or , si l'on prend cette intégrale depuis =/ jusqu'a x=7, le
second membre sera nul, tant que la diffiérence m—m’ ne le sera
pas ; ce qui résulte de ce que, a ces limites, les quantiiés #, ,
V.. sout nulles elles-mémes. En effet, on a, pour =/
Vol myb(l, my—4(l, myo(l, my=o ,
Vi=o(l,m' L(I,m")y—L(l,n/ o1, m)=o0 ;

et pour r=~,
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V=, m3Il, m)y—L(l, m)o(l',my=o ,
Fo=o(l,n' ), m’)—L(l, mYo(l'ymY=o0 ,
en vertu de l'équation (¢) qui déiermine les valeurs de m et de

.. v . .
m’. Ainsi l'on aj V¥ da=o, lorsque les racines m et m’ dit-
!

férent entre elles. Mais si m=m’, le second membre se présente
sous la forme 2. Sa yraie valeur est alors une quanlité finie bien
facile & trouver directement ou a déterminer par les régles ordi-

naires. On dilérentie , par rapport 3 m , le numérateur

av ar,
[12<Vm 71, '—"Vm/ - ) ’

aw? da

puis le dénominateur m—m/. Ce dernier donne 1'unité pour ré-
sultat ; le premier conduit i

' —_—

R AVm AV 42V, ) ,
dm dw ' dadm :
V,. est nul aux deux limites x =1, x=/V. Soit donc représenté

dVm AV N
a ces valeurs extrémes, et

par H , H’ la quantité &’

dm dx
c'est la différence H'—H=v¢, qui sera le nombre cherché. Ainsi

2]
T'on aura
l/
2 -
!/l V md;v-—")m ’

XVII. Revenons présentement 3 I'équation (d), c'est-a-dire a
I'équation

B(@)=% L7 (o, myl, m) =4z myp(l, m)) -

J'y change x en a, ce qui est permis; je multiplic ces deux
membres par



DE LA CHALEUR. 163
{o(x, m)L(, m)y—Y(x, m)o(l, m)}dx ;

etj'integre ensuite entre les limites a =7, o =7. Le premier membre
devient égal a une iniégrale définie

[ ety my =G )l m) )1

Le second membre , en vertu des principes de l'art. XVI, se
Amem

(L, m)

réduit a un seul terme , savoir : ; en sorte que

A= XL YU )4, Yol ) )0

Ym 3

et 1'équation suivante :
e-mt , , "
u-.:uo—i-E;I—n— { @(w,m)¥{l, m}—-\lr(x,m}qb\l,m)}fl { (e, m){l,m)=(2,m)ol,m)} d{2)d

ne contenant plus que des quantités connues, donne la valeur de
v, pour un istant quelconque , en tel point qu'on veut de la
barre, et résout, dans toute sa généralité le probléme qui noas
occupe. Cette valeur est composée de deux parties; la premiére
indépendante du temps , représente 1'état permanent auquel la
barre arrive enfin; la seconde , dépendante & la fois du point et
de l'instant que l'on considére , ¢t tendant vers zéro i mesure
que le temps augmente, répond a l'état variable. Ainsi , il y a
dans la barre deux flux de chaleur bien distincts , qui suivent
des lois différentes et qui, d'aprés leurs signes , s'ajoutent ou se
retranchent pour former le flux total.

Lorsque la valeur de ¢ est devenue trés-considérable, I'exponen-

tielle ¢~ est trés-pelite ; ct sil'on considire les quantités e ™ |

™ L....., qu'on déduit de la premiére par les hypothéses

1

m=m,, m=m, , ......., on voit qu'elles décroissent trés rapide-

ment & mesure que m augmente. On peut donc, i une cer-
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taine époque. se borner a la premitre exponentielle , dans la va-
leur de u. On obticnt alors
e—m,t "
u=u,+ — {¢{x,mx)¢(l,mx)~'4/(,r,m,)(b(l,m,\‘ z {@(a,m,)xl«(l,m.)-— ‘P(s,m.)¢(l,m.)}o{¢)dx .
i g
Dans cet état de la barre, qui précide immédiatement lélay
permanert, les différences u—u, décroissent avec le temps , comme
les termes d'une progression géomélirique, ce qui est une propriété
géuérale des lois du refroidissement.

XVIII. Si la barre est limitée dans les deux seps , les deux
longueurs / et // sont représentées par des nombres donnés. Si
elle s'étend & l'infini du c6té B, ona /=w . Enfin on doit po-
ser [=— o0, /=4 o, dans I'hypothése ou la ligne AB est in-
définie dans les deux sens. C'est afin de pouvoir comprendre ce
dernier cas dans notre formule que nous avons pris l'origine O
des abscisses dans une position tout a fait arbitraire, par rapport
aux poinis A et B; mais, en particularisant le licu du point O,
il est possible de simplifier beaucoup les calculs que nous avons
indiqués dans les précédens articles. Cela est surtout utile pour la
démonstration de divers théorémes qui complétent la solution que
nous avons donnée du probléme qui fait le sujet de cet écrit, et
qu'a la rigueur on peut regarder comme indispensables.

Nous ferons voir 1.° que l'équation d’ou résul:ent les valeurs de
m a toules ses racines réelles et positives ; 2.° nous prouverons
que la série qui forme la valeur de u est une série convergente,
ce qui est nécessaire pour compléier la sclution.

Les démonstrations de ces deux principes se déduisent de la
méthode que nous avons exposée aux articles XII et XIII, pour
I'intégration de I'équation linéaire du second ordre. Elles sont
trés-propres a faire connaitre les avanteges de ce procédé que
nous avons omis dans le mémoire présenté, en 1829 , 4 'Académie
des sciences.
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XIX. Nous supposons qu'on a fait coincider l'origine O avec

Iextrémité A de la barre. La longueur / sera alors nulle, et la
longueur AB deviendra /. L'équation indéfinie sera toujours

du dzu
— —=a* — —uf(z) .
dz da? ( )
&
En posant 5
u=3u, e~ ;

u, salisfera toujours a 1'équation

d2un,

xﬁ

—_—mu—a? —u,f(x) :
On représentera encore par ¢(x,m) , ${x, m) deux intégrales par-
giculicres , en sorte que

u,=4A,9(x,m)4+B,y(x,m) ;

Puis on aura

u:Ze"‘"“'. (A, o(x, m)-l—-BmLL(r ,m} .

Observons présentement que lséquation qui donne u, peut se

mettre sous cette forme
dzllm f\{a’)—m

=, ——— ;

duw? a?

et , par les principes de I'art. XII, on pourra poser

olr,m)y=1~ _I._j:f‘zfl{f(r)-——m]da:+i;f(i.zfx[f(x)—-nz]d;;/vxd.fir‘ fa)y—mlded-..... ;
a? LY o 2 " ° o o

. f'r z ;N 1 1 1’1 2 N 41 {‘z‘ x Y
- . v - . 7 1) 122 £ dur ST ) e )
Yo, m)=z+ - odg ox[f\x, mllr4- = 0“_1 o[t\.?,/ midr OJ.L ba () mided-..... .

, N s s N . C oA o0
Gum. X537, n° G, 1.5 déccmnidie 1550, 22
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Prenant alors les équations definies, u=0, pour x=1l=0; u=6,
pour x=/; elles dounent

5 (A4,9(0,m) + Bul(0,m)} =0, S (A ol ;m) F B (,m)}=0/. -

Or, on a

o(o,m)y=1 , Y(o,m)=o0 ; »

~

les équations précédentes se réduisent donc a
B =0 , S (A ol m)+-B L(lV,m)} =0 <

Elles doivent subsister quel que soit ¢, en sorte quil y a une
valeur de m égale & zéro, a laquelle répondent les coefficiens

é'—r€¢(1’,0)

A0=6 N B0= 4‘(#’()) N

ce qui détermine complétement le premier terme u, de la tempé-
rature. Les autres valeurs de m sont en nombre infini. A ces va-
leurs répondent les égalités

An=0 , Apo(V,m)+Bul(¥,m)=0 ;"

lesquelles se réduisent a (Z,m)=0. Ainsi donc c’est. 1'équation
L(l',m)=o0, ou

gt j ldff ") —m]adz 4 - j ‘o [ @) —=m)de f ‘dff “[6(r)—m]ada ... =0

qui détermine tous les nombres que m représente. C'est celte équa-
tion qu'il faut discuter et dont il s'agit de trouver les racines.

XX, Je poscrai
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j.:-.l/—l»-—(:-;jz,d.r z[f(.r)—-m}r;‘.x—}— :—4—./ nd.?: t[f(.r)—nz]dirj:dj o[f(@*)...m]xd.r-l‘-....‘

Je construirai la courbe représentée par cetle égalité , ou m est
I'abscisse et y Vordennée. Cetle courbe coupera l'axe des m en
un nombre infini de points, pour lesquels on aura y—o. Clest a
ces points que répoudent les valeurs que nous voulons considérer.

Or , la fonction f(r) est donnée de x=o0 a x=/V. C'est une
quantité tonjours positive , dont la plus grande et la plus petite
valeurs sont des nombres finis M, V. Ainsi la quantité m crois-
sant, a partic de zéro, finira par dépasser f(x). A cette époque,
lIes divers termes de la valeur de y, qui d’abord éilaient tous po-.
sitifs , deviendront alternativement positifs et négatifs. 11 en sera
de méme de l'ordonnée y; et c'est ainsi que I'équation y=0 pos-
s¢de un nombre infini de racines réeiles. Voyons de queile ma-
ni¢re ces diverses quantiiés dépendent de m , et comment elles
croissent et ddcroissent avec cetle abscisse.

Par un choix convenable d'uilités , on peut toujours faire en
sorte que /=1 et «’=1. Nous adopierous ces valcurs qui sim-
plifient un peu les raisonnemens. Maintenant observons que y ne
peut étre nal , tant gque {(2)—m est positif. Prenons done m>{(x) ,
et voyons ce qui résulte de cette hypothése. Nous poserons

Po=—

I ?
p,:-—jx(‘:f[':v{f(r)——nqu,
Pz:-}f dL/ x[f(x)_-m]d.r/ e / “[2)—m]dr ;
p,:—j i z/ I'[{(,),;)—-—ln](‘,.:'j[ rd.‘:}r r{f(l-)—m}d;zf xd.‘t—'jr x.z-{{'(x‘)_..;n}l.r ,
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) 3
on aura , par suile:
yp— ! -
.9~po_Plsz‘_p;+~--~-
Si la valeur moyenne de m—{(x) est au-dessous de I'unité , les ter~
mes p,: P, Py +or--- lendent a diminuer, 3 mesure que l'indice
augmente , 1.° a cause de lintrodacticn du nouveau facteur
m—{(x) ; 2.° A cause de la double intégration ajoutée en passant
de T'un quelconque d'enire eux au suivant. En adoptant donc cettg

hypolhése , en a
PilPo s P3<Pz s P3<Psr +coens

et par conséquent > 0. .

Soit a présent m—f(x) supérieur i I'unité. L'introduction du fac=
teur m—{(x) d'un terme p, au suivant p,., tend i augmenter
ce dernier que la double intégration diminue ; et, comme I'effet
de cette diminutionse produit d’autant mieux que n est plus grand,
on voit que les nombres successifs p,, p,, p, » Py s ... irontd’a-
bord croissant avec les indices, atteindront un maximum puis dé-
croitront indéfiniment. .

Cette idée a besoin d'étre développée. On en sent sur-le-champ
la justesse en regardant la fonction f(x) comme une constante
égale & P; car on a, dans cette hypothése ,

=1 Pr= m—P Pa= (m—P): . (m=P) )
Po » ™ 123 7 2——_1.2‘3.4.5 ) ps_-!-3-3-w.4.5.6.7 ) eeae

Et les rapports

P 43 P 2
» I P Ty eeegs
Po Py P P
sont
me—P m=—P m—P P
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Pour toutes ces fractions , le numérateur est invariable ; le dé-
nominateur va croissant avec rapidité et finit par lui devenir égal
ou supérieur. Donc aussi les termes p, , p,, Py Py s =eeeee s quel
que soit m-—P , ne pourront pas toujours croitre avec leurs indi-
ces. Ils atteindront un maximum , puis décroitront, l'indice con-
tinuant a augmenter. Le maximum sera seulement d'autant plus
¢leigué de p, que m—P sera un nombre plus considérable.
Ce que nous venons d'expliquer , en supposant {(x)=—P, est
dvidemment général. Cela compris, on congoit déja comment la
valeur de y peut é&tre alternativement positive et négative, et par

conséquent nulle.

XXI. Si f(x) était constant , qu'on efit f(x)=2P, les valeurs
successives de p, , p, ., p,, p;, ...... seraient celles que nous ve-
nons d'écrire , et l'on obtiendrait ‘

me=—P (m=—P)2 (m—P)3

— SR

1.2.3 1 2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7

y'=r—

Multipliant et divisant le second membre par p”'m—P, puis ob-
servant que m—P est égal & (' m—P)*, on a '

f/: r I/m--P . (‘/m—P)s (I/m—.P)5 .
: V. m—P 1 ) 1.2.3 1.2.3.4.5

Ainsi

-
N

s Sin.p 5 =p
V im—P

Or, par la décomposition du sinus en une\inﬁnilc’ de facteurs ;
on sait que l'équation Sin.p” m—P=0 a toules ses racines réelles
et positives, Ces racines sont données par l'égalité m=~P-tn*s",
dans laquelle &= est, a l'ordinaire , le rapport de la circonférence

au diamétre , et » un nombre entier qui peut prendre toutes les
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yaleurs de n=0 & n=-co . Donc aussi I'équation y/—o0 a toutes ses
racines réelles , positives et fournies par la formule m=2P+n'w?,
dans laguelle on doit faire varier le nombre entier n depuis n=1
jusqu'da n= . La valeur de¢ n=o0 ne répond plus alors a y'=o0.
mais a y/=r1.

Quand f(x) n’est pas un nombre donné, mais une fonction va-
riable , entre les limites M et IV, on concoit une valecur moyenne
représentée par P, et telle que, si Fon pose f(x)=2P, , on trou-

vera exactement la valeur de y. En adoptant cette idéé, on obtient

(m=—P.n) (m—Pn)3 (m="P,, )5 o
1.2 3 1.2.3.4.5 1.2.3.4 567 ceeeee

yr=1—

La quantité P, n’est pas absolument censiante. Clest une fone-
tion de m qui peut changci‘ en méme temps que celte abscisse ;
mais ses variations ne sont point arbitraires ; elle ne peut pas croi-
tre indéfiniment , puisque la fonction f(x) est comprise enire deux
limites finies A7 et IV, Cela admis, on met I'expression de » sous
la forme suivante:

V n—1'm
etles racines m se trouvent dennées par la formule m=P, 4+ n's*,
ou le nombre entier n varie de 'unité i l'infiui. Celte dernicére
égalilé est toujours possible. Soit, par exemple, n=1 ; je dis qu'cn

_ Sinp=p, .
= - F ;

peut avoir m=2P,4n'w", et le méme genre de démonstration sera
applicable & une valeur quelconque de m. En effet , le second
membre est renfermé entre des limites désignées , puisque cela a
licu pour P, et que =" est consiant. Le premier, au contraire ,
est absolument quelconque. Donc il existe un nombre m, tel que,
si 'on fait m=m, , celle équation sera satisfuile et aussi 'équa-
tion y=o0.

Donce enfin I'équation y==o0 , dans le cas le plus général, a
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toutes ses racines réelles et positives, ce qu'on savait déja, par
le théoréme de larticle 1.er

L'analyse que nous venons d'employer conduit également 4 les
calculer : noas n'insisterons pas sur ce point; des considéralions
de ce genre n'ont aucune difficulié. Lorsque les racines sont pe-
tites , on -les oblient par la méihode des approximalions successi-
ves ; lorsqu’elles sont trés-grandes , le nombre n® est trés-grand
lui-méme; on néglige P, et I'on a cette valeur trés-approchée
m=n’s*; ou n est un nombre entier quelconque , mais” suffisam-

ment considérable.

XXII. A la fin de l'article XiI, on a prouvé que la série
qui exprime Y(x,m) est unc serie convergente. Nous ne revien-
drons pas sur cette proposition qu'on peut démontrer par plus
d'un moyen. De plus, quand les valeurs de m sont trés-grandes ,
-on peut prouver que Y(x,m) est une trés-pelile quantité quel que

soit &. En effet, on a

“ z U x x .
\L(.z',m)z_—m_]_i/ :d‘vjo[f(x)——-m]xda:—l- %‘/Dd.t/ o[f(x)‘-m]d.‘r/odx ».[‘x"(x),-—m]xdx—{-—...

Si m est trés-grand, négligeons f(x) par rapport am 3 il yiendra

. aVm
Sin.
r . ma3 I m22a5 a P
rm)Y——— - ——— A — e ———— =%
\1/( ’ ) a* 1.2.3 et 1.2.3.4.5 \}m
. a7
aSin, ——
~Or, V__a décroit indéfiniment & mesure que m augmenlie.
N m

XXIII. Je vais priésentement démonirer la convergence de la
suile qui exprime la valeur de w. Il faut reprendre lexpression

u=3e""[4,0(x,m)+B, L(v.m)] ,
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mettre & part le terme w,, qui répond d m=o, et puis se rappeler
qu'a lariicie XIX on a fait voir que 4, ,—o, L(/,m)=o pour”
les autres valeurs de m. Il reste dés lors

v=u, 428 e "(x,m) ;

le signe = s’éiendant aux valeurs de m données par L(7,m)=oc.

Pour t=0, u devient F{(x). On pose ( art. XVI ) F(x)—u,
=F(x). Puis I'cn a ¢(v)==8,L(x,m), d'ot 'on déduit, par la mé-
thode déja exposée ( art. XVI, XVII ),

SY @)L (2. m)da
B.= J o (x,m)*da

Or, quand il s'agit de prouver la convergence de Ta série
=B e Y(x,m) , il est permis d'abord de ne considérer que les
termes de la suite infinie ol m est trés-considérable ; ensuite de
faire t=o0; car, si la série est convergente , ¢ étant nul, a for-
tiori le sera-t-elle i un instant quelconque différent.

Posons

n désignant un nombre entier trés-grand. Partons d'une valeur

n=n’/, puis faisons
n=n'41 , n=rt2, n=n'$3, ...

e'est A ces diverses valeurs de n que répondront les grandes raci-
nes de 1'éguation L(l,m)=0. Cela résulte de ce que, pour ces
grandes racines, on a, aiusi quon l'a vu a l'art. XXII,

. INm
aSin, INm

’ a
%\Z’,ﬂ?):_—_ —

Vm
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—

et de ce que Sin. devient nul toutes les fois que

a*ni=z=1

l(l

m==

Nous aurons , dans la méme hypothése

Sin. TVm - N
2B, m).2 __l__“_./ (z).Sin. YT 4y ;
° a

Or, la série du second membre est du nombre de celles qui ont
été discutées en détail par MM. Fourier et Poisson. Et, en effet,
elle se rapporte au cas ou f(#)==0 , ou le pouvoir rayonnant est
nul, et constant par conséquent. La convergence de la série ,
dans le cas général, se trouve donc ainsi ramenée au cas parti-
culier ou f(x) est invariable , sur lequel il ne peut rester aucun

doute , aprés les mémoires des auteurs cités.

XXIV. Il nous reste a supposer variables , suivant une fonc-~
tion quelconque de I'abscisse , la conductibilité et la chaleur spé-
cifique. Si 1'on a bien compris ce qui précéde , on ne trouvera
aucune difficulté dans cette question nouveile, ce qui nous per-
metira d'en exposer rapidement les résultats. Supposons d'abord
une barre AB, telle que AB=/, arrivée a l'état permanent. Nom-
mons % la conductibilité , variable en fonction de 'abscisse Am =z
de m , comptée a partir du point A. Soit de plus w l'aire, ¢ le
contour de la section transyersale , I'une et l'aulre constantes,

Tom, XXI. 23
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et 7 le pouvoir rayonnant de la surface extérieure, exprigic ca
fonction de a; on aura cette équation indéfinie

dr.hu

(a) W I,

ou « désigne la température au point ot l'abscisse est x, et qui
suppose le milicu ambiant entretenu a 0°. En posant

0 £y
u= -, o =f(x) ,

cette ¢équation peut s'cerire ainsl

(b) jl =of(z) *

L2

Les constantes de l'intégrale se détermineront, par exemple, en
admettant qu'aux extrémités A, B de la barre, les températures
sont0 , 0/. Or, I'équation différentielle (b) est de méme forme que
celle relative & la premiére question du mémoire. Elle se traitera
donc comme nous avons traité celle-la, et le nouveau probléme
sera résolu par les mémes procédés que nous avons appliqués
P'autre.

Considérons deux barres de méme longueur, mais de maticres
diverses. Admettons que , dans ces deux barres, ¢ et o soient les
mémes , ainsi que la fonction de l'abscisse qui exprime le rapport
du pouvoir rayonnant a la conductibilité. L’'équation (b) sera la
méme pour l'un et pour l'autre. Si de plus on entrelient leurs ex-
trémités 4 des températures qui différent de la premiére barre a
la seconde, et en raison inverse de leurs conductibilités a ces li-
mites données, les valeurs de ¢, pour ces deux points, seront
égales de part et d'aulre, et dés lors elles resteront les mémes
pour tous les autres points homologues des deux barres.
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Muis on a u=— :—. Soient uw’, u” les valeurs de u pour deux

points des barres ayant la méme abscisse 2, el &, &/ les con-

ductibilitds, Puisque ¢ est le méme pour l'une et l'aulre, on a

w' cw k' ko clest-a-dire que les températures sont en raison
] I

inverse des conductibilités.

XXV. Considérons présentement lc mouvement varié de la cha-
leur dans une barre héiérogéne. En désignant par ¢ la chaleur
spécifique , nous aurons l'équation

du dz.fu

(c) cw. ‘-};:w 1

—vyeu

Les équations définies seront , par exemple , u=9 pour =0, u=9
pour x=/, et u=F(x) pour =0, de z=0 4 x=/ En posant
ku=y , puis se rappelant que ¢, £, y sont des fonciions quelcon-~
ques de x, et faisant , en counséquence, )
k vi
- =fx) , —=f(),

4

o

I'équation (c) se transformera dans celle-ci:

do d2o
(d) Py f(2)—ef (x) .

Pour intégrer I'équatien (d) on formera, comme i I'art, XTIV,
I'intégrale générale d'un nombre infini 'intégrales particuli¢res.
Soit

2o e T—p ,

la substitution donnecra

-

[ RE™
—Zeqpe T m={(x)Ze""" o —f, (£)Ze="0,,
W

.
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équation qui, devant éire satisfaite quel que soit 7, donne cette
expression générale

dz(‘m

() —my,—=f(z) T —v () :

Cette équation linéaire est d’'une forme qui nous est bien connue.
Soient @(a',m) , {(2,m) deux intégrales particuli¢res ; et, comme
a T'art. XTIV, soit posé

b= A () Boib(wm)
d’ou
V:Ze‘ML[Amzp(x‘,m)-l-Bm;f:(x,m)] N

Pour déterminer les valeurs de m, il faut recourir aux équations
définies

z=0 pour x=o , u=0" pour x=I ,
et se rappeler en méme temps que

I

u= :—k-ze‘m‘[ﬂn,cp(x,m:—]—Bmx{a(x,m)] J

0
k

En effet, ces conditions donnent , en nommant %, , £,, les valeurs
de £, pour les deux abscisses o, /

7:—E:e“""[Amtp(O,m)—f‘Bm‘!“(o’m)] =0,

=z [ Apo(Lm)+B (1l m)]=0

Ces conditions se simplifient a cause des valeurs de ¢(x,m) et
de {(x,m). En effct, I'équation (e) peut s'écrire ainsi
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dlom . fl(”v)_m
daz T ™7 (,1,) ‘

On pourra donc poser

o fi(xx)=—m - fi(e)— fx(x)—

(z, m)—l—{:f d.f/‘ dor ——— ) —t/'d‘xfdn, ) f f f(x)
m)= f.(x) m f,(’L) fi(s )—m

Y(z,m)= Mi/df[ o dx _;:/ j ‘/dk/. ~

De 13 résulte

¢o(0,m)=1 , d(o,m)=o0 ;

, par conséquent,
i—ZA,,,e""‘:G , =S [P m)+ B d(Lm)]=6

Ces égalités doivent subsister pour toutes les valeurs positives de
t. On en conclut sans peine qu'une des valeurs de l'exposant m
doit éire zéro, et qu'a cet exposant répondent les valeurs

'k —0k 9(7,0)

A, =0k, , B, =
¥(/,0)

’

qui déterminent le premier terme u, de la valeur de v, lequel
représente 1'état permanent de la barre. Les coefficiens qui ré-
poudent aux aulres valeurs de m doivent étre égalés & zéro, et

I'on a, en général,
dp=0 . dupim)+Babm)=o ;

ce qui donne, a la fois ,

o
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A,=o , Ylm)y=o .

Tout est connu dans cette derniére équation, excepté la variable
m ; et ses racines déiermineront les nombres m, , m, ,m,, ...
Gui entrent en exposants de ¢~‘, dans le développement de #
en série. La valeur de 4, est nulle; celle de B, est seule in-
connue, et l'on a

w=uy B Y(x,m)

XXVI. Que l'on fasse a présent /=0, u deviendra une fonction
connue F(z). Représentons par &(x) la différence F(2)—u, éga-

lement connue ; on devra satisfaire & cette égalité
O(v)==L.)(x,m) ,

qui pourtant ne subsiste que de x=0 i a=/ Ici, comme 2
Part. XVI, la fonction ®(x) peut éire disconlinue. L'équatien
que je viens d'écrire est la conséquence de raisonnemens rigou-
reux. Il est hors de doute que ®(x) puisse se développer en une
série ayant la forme de celle comprise dans le second membre.
H nous reste a déterminer convenablement B.

Cette détermination différe un peu de celle de 'art. XVI, mais
on y parvient toutefois par des principes semblables. On pose
Y(a,m)=%,, et 'on observe que ¥, satisfait & 1'équation

—mX,, =1f(x) -%25'"— —Lmf(x)
1’2

Pour une seconde valeur m’/ de m , on a de méme une équation

= (@) S )
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s 1 ’ L) \
Cela posé , l'intégrale qu'on cherche & calculer est

! %mxmdz
o f(2) )

et von pas /'X.X,dz, comme & l'art. XVI. On élimine f,(z)
entre les deux égalités qui précédent. Cela donne

~1
o

M Qg dax?

(m——m’)){mxm,:f(x)' § X iz’_"‘ —, d¢m ; :

Divisant par (m—m')f(x), puis intégrant par rapport & x , on en
déduit

X vxrn’dx I dZm' dxm 2
. —_— e _om _{_ t.
‘f - Xm X S COnS

f(x) m=—m’ da

Or, si 'on prend cette intégrale de =0 a x=/, le second
membre "sera nul, tant que m—m’ ne sera pas zéro. Cela résulte
de ce qu'a ces limites les quantités %, et X, sont nulles elles-
méme , ce qu'on vérifie aisément en obseryant qu'on a les équa-

tions
d(lmy=0 ,; ~ Y(o,m)=o0

Ainsi donc /%X X, dr=0, tant que les racines m , m’ différent
entre elles. Mais, si m=m’ , le sccond membre se réduit a une

valeur finie , déterminable par les régles ordinaires , puisqu'il

prend la forme 2.
o

XXV1I. Revenons présentement a 1'équation
8(@) =SB, h(w,m) ;

'y-change & en-a, ce qui est permis. Je multiplie les deux mem-
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bres par {(x.m) et jintégre entre les limites a=o0, a=7. Le pre-
mier membre devient €gal & une intégrale définie

/loé(:x)-j’,(oz,m)doc .
Le second membre, en vertu des principes de I'art. XXVI, devient
B[ W(x.m)dx .

I1 se réduit au seul terme quti contient le coefficient Bn, et T'on
a l'égalitd

B _:_/,()(I)(a)‘;’(ﬁgm)dd
" j'lo4(x>nz)z(ll

On a donc cette valeur de u,

U=t — = Y(z,m) [ @ () (e, m)de

e-—m’:
S ob(x,m)*da
laquelle ne contient plus que des quantités connues €t donne la
température en un point quelconque de la barre , et pour une

valeur arbitraire de z. On prouverait , comme a l'art. XX , que
les valeurs de m sont toutes réelles et posilives.

XXVI{I. Ce mémoire , irés-succint, n’est qu'un exirait de mes
recherches sur la théorie de la chaleur. Je n'y ai point parlé de
I'application de mes calculs a la sphére , ce qui est important
pour le probléme des températures terrestres, ni du cas ou la
barre rayonne librement 3 ses extrémités. J'ai passé rapidement
sur les points secondaires. Plus tard je reviendrai sur ces ques-
tions , et je chercherai a résoudre les mémes questions, en sup-
posant aux corps leurs trois dimensions. Quant a I'art. V de mes
recherches de 1830, lequel se rapportait aux questions primitives
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de la chalear . il forme, & dire vrai, un mémoire a part, que
je n'ai pas dd transcrire ici (¥). '

(®) Je crois devoir m'excuser, vis-i-vis du lecteur, de lui livrer un mé-
moire aussi maussadement , je puis méme dire, aussi inintelligiblement ré-
digé. Mais, au moment ol je comptais m'occuper paisiblement de préparer
ma livraison , il me fullut, a mon trés-grand regret, prendre les rénes d’umne
administration qui , fort pénible dans tous les temps, surtout dés le début,
le devenait beaucoup plus encore par Peffet des circonstances dans lesquel-
les nous nous trouvons. Par suite d’un déménagement auguel il m’était im-
possible de présider , mes papiers se trouvérent enfouis sous des monceanx
de livres qne je n’avais pas le temps de remuer. Ce mémoire se présenta
i moi, je crus trouver dans le double titre d'ingénieur et d'ancien.éléve
de T'Ecole polytechnique une garantie suffisante du talent de rédaction de
I'auteur, et j'envoyai de suite 'ouvrage 4 Pimpression. L'auteur m's bien trans-
mis postérieurement qaclques corrections , mais, outre qu'elles n’auraient pas
sensiblement amélioré le mémoire, il était imprimé quand elles me sont par-
venues.

Je ne prétends contester aucunement la capacité mathématique de M. Liou-
ville ; mais & quoi sert cette capacité, si elle n’est accompagnée de i'art de
disposer , de 'art de se faire lire , entendre et godter. Malheurcusement il n’est
aujourd’hui gue trop de jeunes gens , de beaucoup de mérite d'ailleurs, qui
regardent comme un accessoire presque indifférent ce que je regarde moi
comme le mérite essentiel ; le mérite par excellenee , au défaut duquel tout
le reste c'est absolument rien.

Je désire bien vivement que M. Liouville se venge prochainement des re~
proches un peun sévéres peut-éire que , bien a regret, sans doule , je me irouve
contraint de lui adresser aujourd’hui, en publiant quelgue mémoire que P'on
puisse lire 3 peua prés comme on lit un roman; mais la vérité est que je le
désire beaneoup plus que je ne Fespére. Une longue expéiience m’a prouvé
que le mal dont il est aiteint est un mal & peu prés incarable.

J. D. G.

Tom. XXT 24
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ANALYSE TRARNSCENDARTE.

Notes sur quelques points d’analyse ;

Par M. GarLais, éléve a I'Ecole normale,
3

naulimitvivia vy

§. I

Démontration d'un theoréme'd analyse.

T]IEORE“ME. Soient Fx et fr deux fonctions quelconques don-
nées ; on aura, quels que soient x et &,
A ke BT
S =@
:
¢ ¢lant unc fonction délerminée, et £ une quantité intermédiaire
enlre x et x-4-h.
De:.onstration. Posons , en eflet ,

Fa7)—Fx
f(w4Hh)—lz
on en déduira
¥F(x+h)—Pf(x+h)y=Fx—Pfr ,
d’ot I'on voit que la fonction Fr—Pfr ne change pas quand on
y change x en 244 ; dou il suit qu'a moins qu'elle ne reste
constante entre ces limites , ce qui ne pourrait avoir lieu que dans
des cas particuliers, cette fonction aura , enire x et x+/A, un

ou plusieurs maxima et minima. Soit kla valeur de x répondant
a l'un d’eux ; on aura évidemment

=4(P)

¢} étant une fonction déterminée ; donc on doit ayoir aussi
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P=o(f) ,

¢ ¢tant une autre fonction également déterminée ; ce qui démon-
tre le thderéme.
De 13 on peut conclure , comme corollaire , que la quantité
Fla4-2)—Fx

fiz+h)y—fu =(v)

pour =0, est nécessairement une fonction de 2, ce qui démon-

Lim.

tre, & priori, lexistence des fonctions dérivées.

§. 1L

Rayon de courbure des courbes dans lespace.
'y P

Le rayon de courbure d'une courbe en l'un quelconque de ses
points M est la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'inter-
section du plan normal au poiat M avec le plan normal consé-
éutif , comme il est aisé de s'en assarer par des considérations géo;'
méiriques.

Cela posé , soit (a7, y,z) un point de la courbe; on sait que
le plan normal en ce point aura pour équalion

dx dz

(X)) T (F—p) T F—2) T =0 (M)

X , Y, Z étant les symboles des coordonndes courantes. L'inter-
section de ce plan normal avec le plan normal consécutif sera
donnée par lc systéme de cette équation et de la suivante

dx / dy ( dz
(X- x)d< ) L })+<Z d\ ‘“)
attendu que

(lx\z 2 dz \2
( +\ds>+ )T
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Or, il est aisé de veoir que le plan (I) est perpendiculaire au
plan (N); car ton a

() ()

ds /7
donc la perpendiculaire abaissée da point (z, y, z) sur l'inter-
section des deux plans (N) et (I) n'est autre chose que la per-
pendiculaire abaissée du meme point sur le plan (I). Le rayonde
courbure est donc la perpendiculaire abaissé du point (x,y, z).
sur le plan (I). Cetie considération donne, trés-simplement, les
théorémes connus sur les rayons de courbure des courbes dans
I'espace, ‘

QUESTIONS RESOLUES.

Solution des deux problémes de géométrie énon~
cés a la pag. 72 du présent volume;
Par M. Le BArBIER.

ATV VWV

P ROBLEME I. Conduire, dans Uintérieur d'un triangle , deux droi-
tes lelles que chacune d'elles contienne les centres de graviteé des aires
des deux segmens du iriangle deéterminés par ['autre ?

Solution. De quelque maniére qu'une droite divise l'aire d'un
triangle en deux segmens , toujours les centres de gravité de ces
deux segmens sont en ligne droite avec le centre de gravité du
triangle ; d'ou il est aisé de conclure que les deux ' droites de-
manddes par 1'énoncé du probléme doivent avoir leur intersectionf
a ce dernier point,

Si I'on joint 'un des sommets du triangle au-milieu du c5té op-
posé par une droite, cette droite contiendra le cenire de gravité
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de l'aire du triangle qu'elle divisera en deux autres: et si , par
ce cenlre de gravile’ ,on méne une paralléle au coté du triangle -
au milieu duquel se termine la droite dont il s’agit, cette paral-
l¢le contiendra évidemment les centres de gravité des aires des
deux segmens du triangle.

D’un autre cbté, cetie paralléle divisera le triangle en deux seg-
mens, dont 'un sera un triangle qui lui sera semblable, tandis
que l'autre sera un trapéze. Le centre de gravité du premier de
ces deux segmens sera évidemment sur la premiére droite ; ‘et
comme le centre de gravité du triangle total y est aussi, il en sera
de méme du centre de gravité de l'autre segment. '

Ainsi, si, par le centre de gravité de l'aire d'un triangle, on
méne deux droites ; 'une paralléle 2 'un de ses-cdtés et Iautre
passant par le sommet opposé, chacune de ces deux droites con-
tiendra les centres de gravité des aires des deux segmens du trian-
gle déierminés par l'auire; le systéme de ces deux droites offrira
donc une solution du probléme. '

Et comme, dans un triangle, on peut conduire trois systémes
de deux pareilles droites , il s’ensuit que le probléme proposé ad-
met trois soluiions.

PROELEME IT. Conduire , dans Pintérieur d'un iétraédre , trois
plans tels que Uintersection de deux quelconques contienne les centres

de gravite des volumes des deux segmens du tetraldre determines par
le lroisicme ?

Sclution. De quelque maniére qu'un plan divise un tétraédreen
deux segmens, toujours les centres de gravité des volumes de ces
deux segmens seront en ligne droite avec le centre de gravité du
volume du tétratdre. Puis donc que lintersection de deux quel-
conques des trois plans cherchés doit contenir les centres de gra-
vité des volumes des deux segmens déterminés par le troisitme ,

elle doit aussi contenir le centre de gravité du volume du tétrad-
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dre; d'ol l'on doit conclure que les trois plans cherchés doivent
se couper en ce point.

Scient A, B, C, D les sommets du tétraddre , et soit G son cen-
tre de gravité. Par ce point , conduisons un plan paralléle a la
face ABC, ce plan délerminera un trtangte A/B/C’, semblable a ABC,
et dont le centre de gravité sera le méme que le centre de gravité
G du tétraédre. De plus ce méme plan A/B/C/ divisera le tétrad-.
dre en deux segmens dont les centres de gravité seront évidem-.
ment sur’ la droite DG. ‘

Conduisons , par le point G, dans le plan du triangle A’B/C/, denx
droites qui résolvent le précédent probléme par rapport a ee triangle ;.
par exemple , une paralltle A“/B/” au c6té A’B’ et une droite C'C”7,
joignant le sommet C/ aw miliew G/ du c6té opposé A'B’, par chacune
de ces droites et par le sommet D conduisons deux plans; le premier
divisera le téiraédre en deux pyramides de méme sommel que
lui, dont une sera clle-méme un tétraddre, tandis que autre sera
une pyramide quadrangulaire; et ces deux segments auwront évi-
demment leurs centres de grayité sur la droite C/C’ ,intersections
du premier plan A’/B/C’/ avec le troisitme.

Quant & ce troisidme »lan , il divisera le tétraddre en deux autres
de méme sommet que lui, dout les centres de gravité scront évi-
demment sur la droite A#B//, intersection des deux premiers plans.
Ainsi les trois droites DG, CC' et A”B/, prises deux a deux,
déterminrent trois plans tels que chacun d'eux partage le téiratdre
en deux segmens dont les centres de gravité sont situés & l'in-
tersection des deux autres , c'est-d-dire , trois plans qui résolyent
le probléme.

Mais , par le précédent probléme , on peut mener, dans le
plan da triangle A’/B’C’, deux autres sysi¢mes de droites qui, avec
la méme droite DG déterminent trois plans qui le résolvent éga-
lement ; donc , en conservant toujours le plan A’/B/C/, comme l'un
des plans cherchés, le problétme aura dé¢ja trois solutions.

Mais attendu qu'au liew de conduire ce plan parali¢lement 3
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la face ABC on aurait pu tout aussi bien le conduire paralléle-
ment & chacune des trois autres faces; et que, pour chaque di-
rection qu'on voudra lui assigner , le probléme aura toujours trois
solutions ; il s'ensuit que le nombre de ses solutions s'éléve jus-
qu'a douze.

Mais comme il existe quatre plans dont chacun est le méme
pour trois des solutions, il s'ensuit que le nombre des plans em-
ployés dans les douze solutions s'éléve sculement & vingt-huit et

non pas a trente-six,

Démonstration du théoréme de géométrie
énoncé ala pag. 100 du présent volume ;

Par M. VaLrEs, ingénieur des ponts et chaussées, ancien
élcve de I'¢cole polytechnique.

{Aaivaa v waAAAAA

TIIEORE ME. Ladifference des distances de chacun des points d'une
parabole & son foyer et a une perpendiculpire fixe & l'axe de la
courbe est une quantite constante (*).

Démonstration. Soient f la distance variable de I'un quelconque des
points de la courbe i son foyer , d la distance également variable de
ce méme point a la directrice , et enfin a la distance de la di-
recirice a la droite fixe que , pour fixer les idées, nous supposons
située , par rapport a cette directrice , du cbté des x positifs La
distance du point de la courbe i cette droite sera d—a; donc
la différence cutre cette distance et la distance de ce méme point

au foyer sera

(*) Ce théoréme est dd a M. Coste, capitaine d'artillerie
J. D. G.
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» Jf—d+ta ;

mais , suivant la propriété fondamentale de la parabole, on a
Jf—d=o0; donc cette distance se réduira simplement a @, quan-
tiié consianie , comme l'annonce le théortme.

On doit remarquer que, si le point pris sur k courbe était
situé entre la dircetrice et sa paralléle fixe , ce serait alors la
somme et non la différence des deux distances qui serait constante.

QUESTIONS PROPOSEES.

Probléemes de géométrie.

1. COUPER un triangle , par une droile, en deux segmens tels
que leurs centres de gravilé soient situés sur une autre droite,
perpendiculaire a celle-Ta?

II. Couper un tétraédre , par un plan, en deux segmens tels
que leurs centres de grayité soient situés sur une droite perpea~
diculaire A ce Plan?
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ARITHMETIQUE SOCIALE.

Notions élémentaires sur les métauzx considérés
comme monnailes ;

Par M. Gercoxxe (%).

ATV YV AN

JE me propose d'examiner, dansl'essai qu’on va lire, par quelle
progression d'idées 1'usage des monnaies métalliques a pu s'intro-
duire universeilement dans nos sociéiés, quels effeis généraux ré-
sultent de leur emploi , et quelle influence peut avoir leur circu-
lation plus ou moins abondante sur la valeur des choses et sur
la richesse des nations. Je n'aurai qu'un petit nombre de vérités
a élablir, et des vérités presque triviales , bien qu’elles soient
trop souvent méconnues ; mais je signalerai, chemin faisant, des
erreurs et des préjugés de plus d'un genre. Un pareil soin ne me
parait pas tout a fait dépourvu d'utilité, car, outre ce que l'er-

(®) Cet essai , composé & la fin de 1825, était destiné pour I'-fnnuaire du
département de I'Hérault de 1826. Le Préfet d'alors, tout en approuvant
I'écrit , comme particulier , désirait , comme agent d’'un ministére ombra-
geux , que j'y fisse diverses modifications et suppressions ; mais, comme elles
auraient dd porter sur les points de doctrines aaxquels je terais le plas, je
préférai retirer le manuscrit que de le faire paraitre ainsi mutilé et défi-
guré. Je le donpe aujourd’hai tel qu'il dtait alors, en rejetaat dans des no-
tes ce que j’ai cra devoir y ajouter postérieurement.

N
o

Tom. XXI, n.® 7, 1. jancier 1831.
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reur et l'ignorance des saincs doctrines , en quelque malitre que
ce soit , ont loujours de honteux en elles-mémes , il n’arrive que
trop souvent que les gouvernemens méme les plus éclairés sur
les véritabies intéréts du public, ne peuvent tenter tout le bien
qu’ils désireraient, par l'obligation ol il se trouvent de respecter
ou du moins de ne pas hecurter trop brusquement des opinions
qu'ils savent d'ailleurs fort bien n’avoir aucun fondement solide,
mais auxquelles le désir de conserver la paix publique n'exige
pas moins qu'on sacrifie ; tant il est vrai quiinstruire les hommes
c'est en mdéme temps les rendre plus facilement gouvernables.

Je supposerai, en premier lieu , que , par quelque cause que
ce puisse éire , un homme se trouve contraint de passer ses jours
dans un isolement absolu de ses semblables , et dans Vimpossibi-
lité d’entretenir aucune relation avec eux. Indépendamment de
tout ce que cetle siluation aurait d'affligeant , sous le point de
vue moral , on congoit que l'existence d'un tel homme ne pour-
rait éire que irés-misérable. Nous ne fuisons vite et bien , en ef-
fet , que ce dont nous faisons notre occupaiion unique et habi-
tuelle ; d'ou l'on peat voir & quel point devrait étre mal nourri,
mal vétu, mal défendu conlre I'inclémence des saisons et les at-
taques des animaux, mal pourvu enfin des choses les pius néces-
saires , celui qui, pour satisfaire ses besoins divers , serait sans
cesse obligé d'exercer tour & tour les professions les plus dispara-
tes , sans avoir le loisir de se perfectionner dans aucune d’elles.

Donnons , au contraire, & cet homme une famille; et, bien
qu’alors les besoins croissent dans une proportion exacte avec le
nombre des individus qui pourront y pourveir, sa situation ne s’en
trouvera pas meins améliorée d'une manicre irés-notable. Le soin’
de pourvoir A ces besoins divers pourra d&slors , en effet, éire
réparti entre les membres de la petite colonie, en raison de la
diversité de leurs forces , de leur imeﬂigence ou méme simple-
ment de leurs inclinaiions. Ainsi, tandis que l'un des fils se dé-
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vouera toul entier & la chasse , un auire s'occupera exclusivement
de la péche; celui-ci se consacrera & l'éducation des troupeaux ;
celui-1a3 & la culture des terres ; un cinqui¢me a l'entretien de
1'habitation commune et de son mobilier, et ainsi des aulres. La
mére et ses filles, de leur c61é , prendront soin de filer et de tis-
ser la toison des brebis ou les fibres des plantes, de les facon-
ner en divers vitemens appropriés a la variété des saisons; elles
prépareront a tous les alimens nécessaires & leur subsistance ; fan-
dis que le chef de la famille pourra réserver, pour sa part de
soins , la police , la direction et la surveillance générale de tous
les travaux. Les occupations de chaque individu se trouvant ainsi
circonscrites dans des limites assez élroites , il arrivera que bien-
tot 'observation, l'expérience et la réflexion suggéreront aux uns
comme aux autres les moyens de faire, a la fois, mieux et plus
prompiement. L’exigence sur ce point croissant sans cesse , €n
proporiion de la perfection, de l'abondance et de la prompte con-
fection des produits , le golit et 'esprit d'inveniion se dévelop-
peront par degrés, et bientdt cette société naissante pourra con-
naitre l'aisance, le luxe et méme le loisir.

C’est ainsi qu'a pu étre trés-naturcllement révélé 3 1'homme un
des secrets de l'art social les plus féconds en précieuses consé-
quences : je veux dire le principe de la division du tracail qui,
dans nos sociétés modernes , a recu un développement si général
et si étendu. Si présentement on nous offre chaque jour , dans
nos rues et sur nos places, quaranle épingles pour un sous (*) ,
c’est parce qu'une épingle, avant d'étre livrée au public , passe
tour a tour dans les mains de treize ouvriers. Un ouvrier qui of-
frirait de fabriquer, a lui seul, une epingle pour quarante sous,

(*) Au moment ou j'écrivais ceci, un colporteur parcourait tous les jours
les rues de Montpellier , en annoncant par ce crile genre de son négoce.
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ferait peut-dire un mauvais marché ; car, sans méme parler de
la préparation des mati¢res premieres, il pourrait fort bien y em-
ployer plus d'une demi-journée; et la journée d'un ouvrier tant
soit peu habile et intelligent vaut bien au moins quatre francs.

Faisons présentement sortir la petite famille de son isolement,
comme nous en avions fait tout & I'heure sortir l'individu. Etablis-
sons autour d'elle d’autres famiiles, en plus ou moins grand nom-
bre. Oun congoit que dés lors le principe de la division du ira-
vail pourra recevoir une nouvelle extension. Nous avions, il n'y
a qu'un instant, des individus chasseurs, pécheurs , pasteurs,
agriculteurs, etc. ; mais présenlement ces difiérentes professions
pourront étre réparties entre les diverses familles qui, a leur tour,
répartiront entre les individus dont elles seront composées les di-
verses sortes de travaux que l'exercice de chacune de ces profes-
sions pourra réclamer. Aiusi, par exemple, dans la famille des
chasseurs , les uns fabriqueront des arcs et des fleches, et les
autres des filets et des picges ; ceux-ci dresseront des chiens oun
des oiscaux de proie ; ceux-la dépouilleront le gibier et en prépa-
reront les chairs de manidre & pouveir les conserver saines pen-
dant un temps plus ou moins long ; et la répartition des occupations
diverses se fera d'une manidre analogue , daus les autres familles ,
pour l'avantage général de la petite république.

Mais un tel état de choses exige impéricusement qu'un aulre
principe vienne se combiner avec celai de la division du travail.
Si, en efiet, chaque familic prétendait demeurer scule propriétaire
de la totalit¢ des fruits de son indusiriec et de ses conquétes sur
la nature ; des travaux ainsi restreints & un seul objet les met-
traient toutes dans une excessive abondance de certaines choses
et dans le dénuement le plus absolu de toutes les autres; elles
auraient toutes du superfla et toutes, en méme temps, se trou-
veraient privées des choses les plus nécessaires. Il faudra donc,
si chacun veat jouir da frait des travaux de tous , que tous aient
recours aux echanges ; et c'est, en cifet , 'expédient auquel elles
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ne manqueront pas de songer. C'est ainsi que le commerce , les ren-
dant nécessaires les uns aux autres , en méme temps quil ré-
pandra un bien-étre général , établira entre clles un contact jour-
nalier , des relations de bon voisinage qui embelliront leur exis-
tence morale , en leur faisant gotter le charme de la sociabilité,
Heureux si 1'exigence des forts et l'astuce des faibles , ne vient
pas bientdt troubler cette précieuse harmonie, et faire sentir im-
péricusement a tous le besoin d'une force réprimante (*).

Ce que sont entre elles des familles voisines , les nations le sont
plus en grand ; mais, avec cette différence notable que ce qui
peut fort bien n'étre que pure convenance pour celles-la devient
souvent nécessité rigourcuse pour celles-ci , placdes comme elles
le sont sur des territoires trés-divers , dont la variété doit entrai-
ner forcément celle de leurs occupations. Parmi les diverses con-
trées habitées de notre globe , il en est, en effet, qui ne sont
propres seulement qu'au labourage ou au piturage , d’auires a la
culture de la vigne , de l'olivier ou du murier ; 13 ce sont d'im-
menses foréls, séjour d’animaux que la chasse fait tomber au pou-
voir de 'homme; ici ce sont des lacs et des élangs qui ne sau-
raient lui permetire que l'exercice de la péche; ailleurs c'est un
sol rebelle a4 tous les genres de cultures, mais duquel on peut
exiraire des minéraux plus ou moins précieux. Il est enfin des
populations nombreuses disséminées sur un territoire absolument
improductif, et alors, ou bien elles se répandent sur les autres
territoires pour y échanger leur travail countre les choses nécessai-
res 4 leur subsistance , ou Lien elles appliquent. leur industirie ,
saus se aéplacer , aux produits bruts des contrées voisines qu'elles

(*) Je ne parle ici que d'écharge d'objets matériels, afin de ne pss com-
pliquer la question ; mais on sent assez qu’on peat aussi échanger des ser-
vices contre des denrées, ou mdme des services contre d’autres services d’une
mature difvrente,
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rendent propres a une muliitude d'usages divers; de sorte que la
condition de 'homme sur la terre serait des plus déplorable sans
le commerce qui, établissant entre les diverses nalions des rela-
tions également avantageuses & toutes, devient a la fois la cause
et la condtiion de la perpéiuité de leur séjour dans les lieux ou
elles se trouvent établies (¥).

* Dans les premiers dges de la civilisation , ol le manque de gran-
des routes . de moyens commodes et prompts de correspondance:
et de transport , de police et de force publique, rendaient les
relations de peuple & peuple également rares et péritieuses, il de-
vait éire d'ordinaire assez difficile a ceux qui possédaient du su-
perfiu, dans certain geare , de découvrir en quelles contrées ils
pourraient en faire un échange avantageux contre les chbjets dont
ils se trouvaient dépourvus ; il pouvait se faire d'ailleurs gu'ils
ne rencontrassent que dans des localités assez distantes enire elles
et a se defaire de tout ce qu'ils avaient de trop , et & se pourvoir
de tout ce qui leur manquait; ce qui aurait nécessiié des dépla-
cemens continuels , extrémement pénibles , surtout lorsqu’il aurait
fallu traverser des contrées tout i fait désertes , n’offrant ancune
ressource pour la subsistance des voyageurs ni aucune garanlie
pour leur stireté. Ce qu'on trouva de mieux pour atténuer ces
divers inconvéniens fut de convenir de certains lieux ou , & des
époques déterminées , on se rendrait de toules parts poury con-
sommer toutes sortes d'échanges. Telle est l'origine , trés-natu-
relle , de ces grandes foires , de tous temps si célébres dans 1'O-
rient, et dont l'institution , entre autres avaniages, procurait i ceux
qui les fréquentaicnt, la faculté de voyager en troupe, et consé-

(*) C'est donc , en général, entendre mal ses intéréts que de vouloir for-
cer le sol pour en tirer des produits qui ne lui sont pas propres, et qu'on
obtiendrait avec avantage en échange des choses qu’il est naturcllement dis~
pos€ a produire en abondance.
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quemment avec plus de sécurité. Ces institutions ont été trés-uti-
les 4 1'époque qui les a vu naltre; peut-étre méme leur existence
est-elle ‘encore nécessaire dans certaines contrées; mais elles n'en
sont pas moins l'indice d'une civilisation trés-imparfaite. En An-
gleterre et en Hollande il n'y a point de foires, parce que le com-
merce y est toujours et partout également florissant; et, si l'on
en rencontre encore dans quelques contrées de I'Europe, elles ne
s'y maintiennent plus que par l'effet d'une longue habitude; leur
- importance y va sans cesse en déclinant, et, plutdt ou plus tard,
elles doivent infaillement disparaitre.

Dans l'origine des foires, il est probable que chacun y trans-
portait lui-méme les objets qu'il avait dessein d'y échanger; mais ,
comme de fréquens déplacemens devenaient trop onéreux et in-
commodes, on peut conjecturer que , peu a peu, les hommes les
plus actifs , les plus intelligens et les plus intrépides se seront of-
ferts, moyennant la cession d'une certaine portion des objets échan-
geables , d’y consommer des échanges pour leurs voisins , comme
pour cux-mémes. Ce service, également profitable a ceux qui le
recevaient et & ceux qui le rendaient , sera devenu peu a peu une
profession distincte de celles de chasseur, de pécheur, de pas-
teur , d'agriculteur et de fabricant; il se sera formé une classe
d'’hommes qui, n'ayant eux-mémes rien a échanger, se seront
chargés de consommer les échanges de tontes les autres classes
et telle peut &ire l'origine de la classe des courticrs , intermédiai-
res utiles entre les producteurs de toutes les conirées. On aura
remarqué plus tard que , dans lintervalle d'une foire a la sui-
vaunte , on pouvait désirer de satisfuire , par des échanges, a des
besoius divers qu'on n’avait pas su ou qu'on n’avait pas pu pré-
voir & l'avance; ceux qui, les premiers, auront fiit cette remar-
que auront imaginé de rapporter des foires des objets propres a
satisfaire ces besoins, de les emmagasiner pour les livrer ecnsuite |,
avec bénéiice , & mesure des demandes. Ainsi se sera formée la
classe des marclands, dont V'existence aura rendu la prévovance
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et les déplacemens des autres citoyens de moins en moins né-
cessaires. '

Il est essentiel de remarquer, avant d'aller plus avant, que,
dans les diverses transactions entre les producteurs de toutes sor-
tes, les échanges enire les objets de méme dénominalion ne pou-
vaient ni ne devzient constamment se faire dans les mémes pro-
portions , mais tantdt & I'avaniage d'une denrée et tanidt & I'avan-
tage d'une autre ; car , indépendamment de la plus ou moins bonne
qualité , qui peut faire plus ou moins rechercher une méme den-
rée, on congoit facilement que si, sur un méme marché, le blé
est tellement abondant qu'il ne soit pas certain que la totalité
puisse en éire échangée, et le vin tellement rare qu’il ne puisse
satisfaire 4 toutes les demandes, les possesseurs de blé, dans la
crainte de ne pas se défaire de leur denrée, feront, a l'envie,
des offres séduisantes aux possesseurs de vin qui, de leur edté ,
se trouvant assaillis par la muliitude toujours croissante des de-
mandeurs , profiteront de la concurrence pour élever de plus en
plus leurs prétentions dans les conditions d'échange. Il faudra
donc se résigner a donner beaucoup de blé pour avoir un peu
de vin: ce sera le contraire si, a l'inverse, le blé est rare et
le vin abondant (*).

Le rapport de valeur des choses échangeables est donc de na-
ture a varier sans cesse , suivant leur plus ou moins grande abon-
dance ou rareté relative ; il varie aussi , a abondance relalive
égale , suivant que les demandes sont plus ou moins nombreuses ;
et l'on congoit que, pour des objets qui ne sont pas d'une né-

(®) I ne faut pas perdre de vue qu’il doit en étre exactement de méme
dans les conditions d'échange des denrées contre des services ou des ser-
vices contre d’autres services ; et voild pourquoi, par exemple, les méde-
cins ne s'établissent pas trés-volontiers en grand nombre dans un climat trés-
#ain.
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cessité indispensable , et , A plus forte raison , pour des objets aux-
quels l'opinion et la mode dornent seuls de la vogue, le nom-
bre des demandes peut, dépoque a autre, éprouver d'excessives
variations. Par exemple, a une certaine époque , bien qu'il y e,
dans les magasins de nos marchands , un assez bon nombre de
kaléidoscopes , la multitude des demandes leur avait fait acqué-
rir une assez grande valeur. Aujourd’hui, au contraire, que per-
sonne ne les recherche , n'en restit-il qu'un seul dans le com-
merce , il y serait d'une valeur a peu prés nulle.

La multitude non moins que les oscillations continuelles des rap-
ports de valeur des choses échangeables a du bient6t devenir une
source d'embarras dans les transactions, car, en faisant méme
abstraction de ces oscillations, il y a, par cxemple , prés de cinq
mille maniéres de comparer cent objeis deux a deux, et le nom-
bre des espéces de choses échangeables s'éléve bien au-dela de
cent. Mais il s’offrait, pour amoindrir cette difficulté, un moyen
tout 2 fait analogue a celui dont nous faisons journcllement usage
dans la comparaison des longueurs , des temps, des poids, elc,
Il consistait a comparer seulement tous les objeis échangeables a
un seul d'entre eux , choisi arbitrairement pour cetie destination.
Supposons , par exemple, que cet objet soit le sel. Du moment
qu'on saura que, dans les échanges , cent mesures de sel repré-
sentent également vingt-cing mesures de blé et douze mesures de
vin , on saura, par la méme, que ces deux quantités de blé et
de vin sont équivalentes, et peuvent devenir ainsi le sujet d'une
échange immédiat. De cette sorte , il n’y aura pas plus de rap-
ports & étudier et a retenir dans sa mémoire que de choses échan-
geables , ce qui est incomparablement plus simple.

Voila donc encore un pas de plus dans la voie des transactions
faciles; et ce pas n’a pas tardé beaucoup a étre suivi d’'un auire
bien plus digne de remarque. Dés qu'en efiet 'on aura pris le
parti d'évaluer toutes les denrées en mesures de l'une d'elles, l'i-
dée de recevoir celle-ci comme objet d'échange conire les autres ,

‘om. XXI 26
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dans le cas méme ol celui qui l'accepterait n'en aurait aucun be-
soin pour son usage , et ne consenlirait a la recevoir que dans
I'espoir de l'échanger ensuite contre d’autres objets plus a sa con-
venance ; cette idée, dis-je , n’a pas du tarder a éclore. Cette
nouvelle mani¢re de procéder dansles échanges , ofire, en effet,
des avantages faciles a saisir. J'ai aujourd’hui une surabondance de
blé , que je désire échanger contre diverses aulres denrées, mais
on ne m’offre présentement que du sel dont je m'ai nul besoin ;
je Vaccepte néanmoins , et mes voisins qui en sont dépourvus , et
qui apprennent que j'en posséde bien au-dela de ce que je puis en
consommer, viennent d’eux-mémes m’offrir d'en échanger des por-
tions plus ou moins notables contre ces mémes objets que j’avais
le dessein d'acquérir , et que peut-étre je n’aurais pu échanger
directement contre mon hlé que par beaucoup de soins et de dé-
placemens.

Tant qu'on n'avait comparé tous les oljets échangeables 3 un
seul d'entre eux que d'ane maniére purement fictive , et seulement
dans la vue de rendre moins nombreux les rapports a étudier pour
se metire en élat de consommer facilement toutes sortes d'échan-
ges, ce terme de comparaison pouvait, sans incouvénient, étre
quelconque , et Fon pourrait indifféremment tout exprimer en me-
sures de terre , de vin, d'huile ou de blé , en bijoux, en fruits,
en tétes de bétails, tout aussi bien qu'en mesures de sel. Maisil
ne pouvait plus en é&ire de méme du moment que l'on consen-
tait & accepter, en échange de toutes les autres, la chose a la-
quelle on les comparait toutes ; le choix de cet intermédiaire ces-
sait dés lors d’éire indifférent,

On sent d’abord , en effet , que l'exclusion devait éire donnée
a toutes les choses non transportables et non emmagasinables ,
c'est-d-dire , aux immeables; elle devait I'éire également a tou-
tes les choses qui, comme les kaléidoscopes, dont nous parlions
tout 4 I'heare , n'ont qu'une valeur d'opiuion et de mode qui
peut, dujour au lendemain , se trouver presque totalement anéan-
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tie. Le sel , que nous avons d'abord pris pour exemple, aurait
bien éié exempt de ces inconvéniens, mais, comparé & un grand
nombre d'objets d'échange , il ne peut les équivaloir qu'en trés-
grande masse ; et voila des lors des frais de transport, d'emma-
gasinement et de surveillance trés-onéreux pour les contractans.
Il est en Europe tels particuliers & qui une de nos vastes capi-
tales suffirait & peine pour réceler sa fortune , s'il lui prenait la
fantaisie de la convertir toute en sel.

Le vin, bien que généralement d'une valeur beaucoup plus
grande , & volume égal , conviendrait peut-éire moins encore. Sa
qualité peuat varier , en effet, suivant le territoire et l'année ou
il est recueilli, et suivant les procédés de fabrication. Sa conser-
vation exige d'ailleurs quelques soins ; et , s'il gagne d'ordinaire
en qualité avec le temps, il arrive aussi parfois que le temps le
déiériore. Les mémes considéraiions sont plus ou moins applica-
bles & T'huile , au blé et 3 la plupart des fruits de la terre qui,
dans diverses contrées , ont élé ou ont pu éire tour a tour em-
ployés comme mesure commune dans les échanges.

Quant aux piéces de bétail , outre qu’elles peuvent varier de
valeur d'une maniére assez notable, dans la méme espice, d'in-
dividu a individu ; outre que, pour les conserver, il faut les
nourrir , et qu’elles sont sujettes aux maladies et @ la mort; que
voudrait-on que fit le propriétaire d'un bauf qui voudrait se pro-
curer du blé ou du vin, pour la moitié seulement de sa valeur?
Les mémes motifs d'exclusion existent a I'égard des meubles. des
vétemens , des pierres précieuses et généralement de tous les ob-
jets qui ne sauraient étre fractionnés sans perte. Sous ce rapport,
le vin et le sel seraient de beaucoup préférables.

Nous voilda donc, par ces considérations, amenés 3 rcconnaiire
que le meillenr intermédiaire dans les transactions, que la chose
que 'on peut le plus volontiers se déterminer A accepler en échange
de toates les autres, doit étre un objet d'un facile transport, que
le temps ne puisse altérer, et dont la conservalion n'exige aucun
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soin ; un objet qui soit toujours identique avec lui-méme , en quel-
que lieu et & quelque époque quil ait été recueilli ; et qui sous
un volume médiocre, présente , indépendamment des caprices de
la mode , une valeur assez considérable , dérivant uniquemment
de sa nature et des services qu'on en peul tirer ; un objet enfin
qui , ne perdant rien de sa valeur par un fractionnement illi-
mité , puisse se préter aux échanges méme les plus minimes. A
tous ces divers caractéres , le lecteur a déja dii reconnaitre les
métaux , et surtout les métaux précieux; aussi sont-ce eux en ef-
fet que , sans aucun concert, les nations ont fini par destiner
unanimement A cet usage , parce qu'ils réunissent a un degré
éininent et réunissent seuls toutes les conditions nécessaires pour
le bien remplir. Si les gouvernemens sont ensuite intervenus dans
cette sorte de convention tacile, ¢ a été seulement pour en régler
Pexécution et empécher les abus ; et nous allons voir bientdt que,
si leur intervention a pu étre quelquefois désastreuse , elle n'a
pas ¢té non plus sans quelque utilité.

Les métaux ont d'abord ¢:é simplement donnés et recus en lin-
gots informes ; et c’est ainsi , en parliculier, qu'ils circulaient a
Rome , sous les premiers rois. Mais alors , a chaque échange ,
il devenait nécessaire d'¢ire pourvu d'instrumens divers, propres
a constater la pureté du lingot, a le fractionner en proportion de
la valeur de l'objet qu'on voulait acquérir et & s’assurer du poids
de ses fragmens ; toutes opérations qui exigent une habitude et
des connaissances que tout le monde ne saurait également possé-
der , et dont l'exécution pouvait dailleurs entrainer une perte de
temps et méme un déchet plus ou moins préjudiciables aux con-
tractans.

Un moyen de parer i tous ces embarras s'offrait , pour ainsi
dire de lui-méme; et on ne dut pas tarder d'y recourir. Il suf-
fisait , en effet, qu'il s’élevit uae classe particuliére d’artistes qui,
dans la vue d'un bénéfice convenable, se chargeassent a la fois
du soin de vérifier le degré de pureté des lingots, de les divi-
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ser en fragmens de dimensions diverses , mais tellement invaria-
bles dans leur forme et dans leur poids que la plus légére sous-
traction de matiére put facilement éire reconnue a i'ecil, et qui
appliquassent ensuite sur chaque fragment une empreinte qui en
garantit le titre et le poids. Cest sous cetie forme commode que
les métaux ont recu le nom de monnaies, d'espéces ou de nume-
raire metallique , et qu'ils circulent aujourdhui par toute la terre
pour servir d'intermédiaire dans tous les contrats.

La conversion des métaux en monnaics est une industrie quon
aurait fort bien pu abandonner, comme tant d'autres , aux combi-
naisons de l'intérét particulier. Il est seulement présumabhle qu'alors
on aurait vu, dans nos marchés , des piéces de monnaie qui ,
sous la méme dénomination , auraient éié plus ou moins estimées
et recherchées, suivant la marque du fabricant, comme il ar-
rive journellement pour tant d’autres productions de I'industrie. Il
aurait pu se faire aussi que certains fabricans, mal fimés, eus-
sent frauduleusement couvert leur mauvaise monnaie de la mar-
que de quelqu’'un de lcurs confréres, micux qu’eux en possession
de la confiance du public ; c'est encore ld ce que nous voyons
arriver dans d’antres genres de fabrication; et les tribunaux au-
raient eu a faire justice des uns comme des autres. Afin donc
d’empécher la confusion et les mécomptes journaliers qu’aurait en-
trainé un tel ¢tat de choses, les gouverncmens ont cru devoir
se réserver le monopole de cette branche d’orfévrerie , et en cela
ils ont fait , sans doute , une chose utile. A la vérité, ils ont
autrefois bien honteusement abusé de ce monopole ; mais 1'état
présent des lumicres et de la morale publique nous garantit suf-
fisamment pour l'avenir contre le retour de ces fraudes, non moins
préjudiciables , au surplus, a l'autorité qui ne rougirait pas de
s'en souiller, qu'elles pourraient 1'éire & ses victimes. Outre la sé-
curité plas grande que peut inspirer la fabrication des monnaies
mise euntre les mains des gouvernemens , le public y trouve en-
core un aulre avantage. Cette fabrication , en effet, est un tra-
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vail qui entraine des frais et vaut conséjuemment un salaire ;
or. les gouvernemens, qui font beaucoup plus en grand que ne
pourraient le faire des particuliers, font par 14 méme plus éco-
nomiquement, et peuvent ainsi livrer cette fagon a meilleur compte.

Il faut bien remarquer, en effet, que, de méme qu'une masse
d’argentfaconnée en vaisselle vaut plus que la méme masse enlingot,
a raison du service qu'on retire de la vaisselle, et que le lingot
ne saurait rendre; pareillement une masse d’argent fagonnée en
écus doit valoir plus que la méme masse brute, et cela a rai-
son de l'usage dont cette fagon le rend susceptible. Le métal ainsi
modifié a , dans les transactions , une valeur qu’il n’est pas plus
au pouvoir des gouvernemeas d’'accroitre que de diminuer. Qu’ils
fassent leur monnaie plus forte ou plus faible , qu'ils y introdui-~
sent de I'alliage , dans une proportion plus ou moins considérable ,
qu’ils lui donnnent enfin quelle dénomination il leur plaira, peu
importe , les particuliers sauront toujours bhien s’arranger en con-
séquence dans leurs transactions. A la vérité, les gouvernemens
pourraient bien statuer que, dans les marchés , on donnera telle
quantité de chaque denrée en échange de tel ou tel nombre d'écus ;
et de telles folies ne sont méme pas sans exemples. Mais si une
fois on s’engage dans cette voie périlleuse , il faudra aussi , pour éire
conséquent, rendre les échanges obligatoires , car autrement ils
n'auraient pas lieu; et, pour maintenir une telle législation , il
faudra régner par le sabre , comme a Coustantinople, ou bien
par les échafauds, comme nous l'avons vu a une époque de trop
douloureuse mémoire.

Comme une purification compléte des métaux, en méme temps
qu’elle serait longue et cofliteuse, les rendrait trop mous, et par
suite trop faciles & entamer par le choc ou le frottement, on
est généralement conyenu de tolérer , dans ceux qui doivent éire
convertis en monnaie , l'alliage, en quantité déterminée, de mé-
taux d'une qualité inférieure. En France, par exemple , la mon-
maie d'argent doit contenir un dixicme de son poids d'alliage,
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ni plus ni moins ; et cinqg grammes pesant d'une telle combinai-
son sont ce qu'on est convenu d'appeler un frenc. On aurait pu
aussi bien lui donner tout autre dénomination , ou encore don-
ner celle-]d 4 une masse plus ou moins considérable du méme
alliage , ou méme de toul autre métal ; il en serait seulement
résulté qu'en échange de ce qu'alors on aurait appelé franc, on
aurait obtenu des choses consommables en quantité supérieure ou
inférieure.

Lorsqu'il se fait un échange de denrées ou autres objets quel-
conques , sans en excepter méme les métaux en lingots, contre
des métaux monnayés , il est d'usage d'appeler vendeur celui qui
livre ces divers objets ; tandis que son co-contractant, je veux
dire celui qui livre les écus , est appelé achefeur ; et la monmnaie
livrée par ce dernier est dite le prix ou la valeur vénale des ob-
jets cédés par l'autre. Aujourd'hui, le temps et Vintelligence des
ouvriers , comme les mali¢res premiéres auxquelles ils appliquent
leur industrie , les plus nobles conceptions de la pensée comme
les services les plus abjects; la vertu méme , tout s'estime a prix
d’argent; il n'y a de différence que du plus au moins (*).

(*) Les moralistes peuvent déclamer tant qu’il leur plaira sur ce sujet, dé-
biter des lieux communs et citer les Grecs et les Romains , il n’en demeu-
rera pas moins manifeste qu'éire bien vétu , bien log€ , bien nourri, que
pouvoir voyager commodément pour son instruction et pour celle d’autrui,
que pouvoir rassembler autour de soi de belles et riches collections scienti-
fiques et littérair.s , que pouvoir enfin soulager les miséres qui nous sont ré-
véldes , fonder des écoles, des établissemens de bienfaisance , etc. , sont
des jouissances trés-réelles ; que ces jouissances ne peuvent étre obtenues
qu'au prix de beaucoup d'argent , et que conséquemment ce n'est pas récom-
penser celui qui a renda de grands services & ses semblables d'une maniére
dont il ait a roagir que de lui mettre en mains l'instrument a l'aide duquel
on se procure tous ces divers avantages. S'il est quelque chose de déplora-
ble et de vraiment imunoral, c’est seulement l'estime exclusive que la so-
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Mais il importe de remarquer quil n’est pas au pouvoir des
mots de changer l'essence des choses , que tout est toujours égal
de part ct d'autre dans un échange dont la nature ne saurait
conséquemment dépendre de celle de 1'un des objets échangés.
Yorsque, par exemple , je vends du blé en écus, et qu"ensuite
avec mes ¢écus j'achéte du vin, je consomme tour a tour deux
échange , tout comme si j'avais d'abord échangé mon blé con-
tre de l'huile, et celle-ci ensuite contre du vin; car, que l'in-
termédiaire soit écus ou huile , le résultat final est exactement le
méme dans les deux cas. Lors donc qu'un consommateur échange
ses écus contre le pain d'un boulanger , au lieu de dire que ce
boulanger vend son pain, que le consommateur l'achéte et que
les écus qu'il livre en sont le prix, on serait tout aussi fondé a
dire que ce dernier vend ses écus au premier, qui les achéte au
prix du pain qu'il lui livre ; c’est méme la une chose qu'il ne
faut pas perdre un seul instant de vue, quand on veut raison-
ner sainement sur ces maliéres.

Or, nous avons observé plus haut que les échanges entre les
mémes objets se faisaient , d’époque i autre, dans des propor-
tions trés-variables, et qu'on ne donnait qu'une petite quantité
d'une matiére rare et recherchée, en échange d'une grande quan-
tité d'une autre maticre plus abondaunte et moins demandée ; il
devra donc en étre encore de méme lorsqu'un des objets d'échamge
sera du numéraire mélallique. Lorsqu'if en faadra donner beau-
coup pour obtenir une petite quantité des autres cobjets échan-
geables , au licu de dire, comme on a coutume de le faire , que
les denrées soat chéres, on sera tout aussi fondé a dire que l'ar-
gent est & bas prix. On pourra dire, 4 I'inverse , que largent

ciété accorde aux possesseurs d’argent, uniguement parce qu'ils ont de l'ar-
gent, et sans aucan €gard aux moyens plus ou moins honnétes a l'aide des-
quels ils I'ont acqais.
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est cher, dans les circonstances oi l'on a coutume de dire que
la vie est a bon compte.

Ce qu'on appelle proprement le prix des denrdes est donc de
nalure A varier sans cesse, et on en peut dire autant du prix
du travail. Ce peut éire 1d une chose fort incommode ; mais si
c’est un mal , il est tout & fait irrémédiable ; et méme les pallia-
tifs qu'on tenterait imprudemment de lui appliquer ne feraient,
le plus souvent, que le rendre plus grave encore (*). Je sais
bien que , dans beaucoup d'endroits, I'administration fixe le prix
du pain , et méme quelquefois celui de la viande (**) ; mais
c'est 1a un soin qui me parait tout a fait superflu , et dont elle
pourrait fort bien se délivrer, si I'instruction était plus généra-
lement répandue parmi la multitude. Bien que, pour beaucoup
de raisons, je ne voulasse pas le conseiller , je concevrais fort
bien que , dans la vue de maintenir le pain en tous temps i un
prix moyen uniforme , et de compenser ses peries dans les temps
de disette, par ses bénéfices dans des temps plus prospéres, un gou-
vernement se¢ réservit le monopole de la fabrication du pain ,
comme le ndtre, pour d'autres motifs , exerce celui de la fabri-
cation du tabac ; mais une prétendue taxe qu'on est obligé de va-

(¥) Cn se plaint , dans la plupart de nos départemens méridionaux , de
I'excessive cherté du bois de chauffage ; mais moi, consommatear non sus-
pect, j'oscrai dire que le prix n’en est point assez élevé. De toutes les me-
sures contre les défrichemens,la seule vraiment efficace, serait qu'on s'ac-
coutumit a payer le bois a tel prix qu'a égalité de sarface , une forét ne
rendit pas moins & son proprictaire qu’une vigne ou une terre a blé.

(**) Précisément a I'époque oa j'écrivais ceci, M. le Maire de Slontpel-
lier , & 1trés-bonne intention sans doute , essayait de taxer la viande a 'ins-
tar du pain. Les consommateurs comprirent aussitét que dés lors il ne leur
serait plus possible d’avoir , & volonté, des morceaux de choix; ils offrirent
eux-mémes aux bouchers de n’avoir aucun égard a la taxe ; et la mesure
tomba ainsi presque complétement dés sa naissance.

Tom. XXI 27
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rier sans cesse suivant le prix do blé, et qui n'empéche. pas le
peuple de payer quelquefois le pain fort cher, est un véritatle.
enfantillage. Sans doute l'autorité doit veiller soigneusement a ce
que la nourriture du peuple soit saine , el 4 ce qu'on ne le trompe
pas plus sur la quantité que sur la qualité; elle doit, dans les
temps de disetie , favoriser les arrivages par toules sortes de moyens ;
wis 14, ce me semble, devrait se borner son action; et clle
pcurrait se reposer avec confiance de tout le reste sur la concur-
rence et l'intérét particulier. 1l est méme présumable qu’alors le
pain en deviendrait généralement & meilleur compte. On n'a ja-
mais songé & taxer les glaces ni les sucreries ; et aujourd huion
vient offrir dans nos rues, aux dernicres classes du peuple, et
pour le plus vil prix , des sucreries et des glaces. Les coalitions
de boulangers sont-elles donc plus a redouter que celies des li-
monadiers ¢t des confiseurs , incomparablement moins nombreux ?
Ces coalitions seront a peu prés impossibles , tout aussi long-temps
(quon ne songera pas a enrégimenter de nouveau les diverses pro-
fessions , comme clles 1'éiaient dans un temps vers lequel on ten-
terait en vain de mnous faire rétrograder (¥). ‘

Jai dit que la {luctuation continuelle du prix des diverses den-
rées éiait un inconyenient auquel 1l fallait se rc’signcr , une néecs-
sité qu'il fallait subir. F'ajouterai que, lors méme que ceriaines
denrées sont parvenues & un prix excessif , ce pourrait étre quel-
quetois une véritable duaperic de livrer aux indigens, & un prix

(*) Nos Chambres I¢gislatives recoivent chaque annde des pétitions plas
ou moi.s nombreuses de la part des marchands drapiers conire les tailleurs
qui ontl'audace de vendre du drap. Un de leurs confréres de Mountpellier,
plus avisé qu'eux, s'ect conteuté d'annoncer, sar son enseigne, qu’il ven-
dait des habits tout faits. On posrrait dire aussi a ceux qui pétitionnent
contre le coiportage: Qui vous empéche de vous faire colporteurs? Ce n'est
pas sans quelque surprise que 'oa voit chagne année le trés-libéral M. Pétou
se faire le champion de ces illibéraux pétiiionnaires.
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inféricur , celle quon aurzit en sa possession, Dans une disctie ,
dont I'époque n'est pas assez éloignée de nous pour que nous en
ayons perdu le souvenir , on a vu des propriétaires , plus humains
que clairvoyans , faire conduire leur bié¢ au marché , poury éire
vendu au-dessous du cours. Les prétendus indigens qui l'achetaient
élaient, pour la plupart, les préte-noms de quelques spéculateurs
avides ; et lec lendemain le méme blé reparaissait sur le marché
au prix courant. Il est fort beau sans doute d’exercer la hienfai-
sance; mais encore faut-il 'exercer avec discernement (*),

Ne perdons pas de vue, au surplus, qu'il s'en faut que le prix
ou la valeur vénale des choses se régle sculement sur leur plus
ou moins grande utilité ; car, s'il en ainsi, le prix du fer de-
vrait &tre supérieur a cclui de lVor. Ce n'est point non plus sur

4

rare que l'or , est néanmoins d'un prix bien inféricur. Afin donc

qu'un objet soit d'un prix dlevé , il faut, a la fois, qu’il soit trés-
rare et trés-recherché (¥*). Ainsi, tandis que, parmi nous, I'ecau

leur plus ou moins grande abondance relative ; car la platine , plus

(*) A la méme époque, un décret impcrial établit une sorte dec maximum
sur le blé. Il y avait alors trop de lumieres dans le Conseil d'Etat poar
qu'une mesure aussi fausse pit y naltre spontanément; mais le malire avait
pea étudié ces matitres, et les résislances n'auraient fait qu’irriter sa vo-
lonté de fer. Heureusement la mesare devait cesser au moment de la ré-
colte, qui n’était pas trés-éloignée. Les Préfets du Gard et de 1'Heéraalt se
concertérent pour faire couper quelque pea de Llés encore verts, dans lears

dpartemens respectifs , qui furent ainsi préservés par Padresse de leurs ad-
mini-trateurs , de l'application da ddécret.

(**) Le prix de T'unité de mesure de chagne chose paraitrait assez bicn
représenté par une conslante multipliant une fraction ayant poar naméra-
teur la masse des demandes et poar dénominateur la masse disponible. Ainsl
gue cela doit éire, le prix serait nul, lorsque la chose ne serait point de-
mandée ; infini, lorsqu’elle mangnerait dans la circelation, et indétermind,
lorsqae , n’existant pas , elle ne serzit pas demandde.

On pourrait aussi exprimer la considération gu'attache le public aux Ji-
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esl i peu prés sans prix , parce que, bien que tout le monde
la recherche , son abondance surpasse de beaucoup le besoin
quonen a, il est probable néanmoins que , dansla nuit qui mit
fin a la bataille de Pavie, Frangois 1.°" aurait payé de beaucoup
d’or un seul verre d'eau potable; et si quelquefois nous donnons
plus a une prima dona qu'a un Maréchal de France, c’est tout
simplement parce qua Paris beaucoup de gens se plaisent & en-
tendre bien chanter , et qu'apparemment parmi nous les ex-
cellentes voix sont beaucoup plus rares que les grands talens mi-
litaires  (*).

Faute d’avoir suffisamment réfléchi sur toutes ces matiéres , beau-
coup de gens se font, au sujet des monnaies , des idées tout a
fait éiranges. Suivant eux le droit de battre monnaie et d'en fixer
la valeur est la prérogative exclusive du Prince ; cette valeur est
uniquement l'eflet de I'empreinte quiil y fait appliquer ; la mon-
naie n’est pas méme proprement une valeur , mais un simple signe
de valeur ; de telle sorte que la totalité des espéees, circulant dans
un état, représenie aussi la valeur totale des choses commergables
qu'il posstde ; d'ou il suit qu'un pays est d'autant plus riche qu'il
posstde un plas grand nombre d'écus, et qu'en conséquence un
gouvernement doit metire lous ses soins & soutirer ceux de Vé-
tranger et & empécher I'exportation des siens. Examinons sommai-
rement ces diverses assertions.

vers emplois de la société par une constante multip'iant une fraction dont
le numdrateur serait le revena que lemploi rapporte , et le dénominateur
le travail qu'il exige.

@) M.m¢ Saini-Hoberti traitant avec l'impératrice Catherine, pour des re-
présentations & donmer sur le théitre de Pétersbourg, élevait ses prétentions
un peu haut. Mais je ne donne que tant, lui dit I'Tmpératrice , a mes Felds-
Maréchaux ; eh bien, Madame , lui répartit 'Actrice , faites chanter vos Felds-
Maréchaux.
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Jz crois avoir déjd assez claircment établi que , s'il est bon
que la fabrication des monnaies soit entre les mains des gouver-
nemens , le monopole de cette industrie n’est pas plus , au fond,
la prérogative du Prince que celui de la fabrication du tabac ou
de tout autre objet échangeable; que méme s'il est commode que
les métaux destinés & circuler comme intermédiaires dans les échan-
ges soient fagonnés en écus , cela n'est pas néanmoins indispen-
sable et n'a pas méme toujours eu lieu ; que cette facon ne fait
simplement qu’ajouter un peu a la valeur intrinséque du métal,
valear qui résulte des diverses sortes d'autres services qu'on en
peut retirer , et que l'antorité ne saurait faire varier & son gré ;
d'ou il résulte évidemment que les monnaies ne sont pas siinple-
ment un signe de valeur, mais bien une valeur trés-réelle. Ce
qui est vérilablement sigune de valeur, ce sont les obligations , let-
tres de change, billets de banques et autres papiers négociables
qui ne circulent que sous la garantie de signatures dont la sup-
pression consommerait leur anéaniissement absolu, et qu'on n’ac-
cepte qu'a raison de la possibilité de les échanger contres les es-
peces méialliques qu'ils représentent; tandis que ces espéces, tout
comme la vaisselle , lorsqa’elles ont perdu la facon qu'on leur
avait donunde , peuvent encore étre échangées contre des écus.
On 1nsiste néanmoins , et , dans la vue de prouver que le nu-
méraire métallique n'est quun simple signe de valeur, on fait
observer qu'un homme peut mourir de faim sur des monceaux d’or.
Muais un homme peut également mourir de faim sur des tonneaux
de vin , tout comme il peut mourir de soif sur des sacs de blé;
et faudra-1-il en conclure que le vin et le blé ne sont également
que de simples signes de valeurs ? La vérité est qu'il n'est rien
au monde qui ne puisse étre réputé signe de tout ce qu'on peut
se procurer par son intermédiaire, et que les métaux n'ont rien
en ceci qui les distingue des autres objets échangeables.
La plus oa moins grande masse des espéces circulantes ne sau-
rait donc , pas plus que celle de toutes autres valeurs , décider a
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elle seule de la richesse d'un état. Cette richesse se compose ,
en effet , de la toialiié des capituux que la nation posséde , je
veux dire des terres, des édifices publics et privés, des trou-
peaux , des instrumens divers de I'agriculture et de lindastric ,
des denrées, des matidres premitres ou fabriquées, des collee-
tions littéraires et scientifiques, des journées que les ouvriers peu-
vent fournir, de l’intel!igcncc et de l'activité des citoyens et en-
fin de la masse des écus qui ne fait d'ordinaire qu’une assez fai-
ble portion de la fortune publique.

~ Or, comme tous les objets échangeables ou consommables peu;
vent élre eslimés i prix d'argent, il s’ensuit que la richesse d'une
nation peut toujours étre exprimée en écus; mais alors cetle ri-
chesse se trouvera exprimée par un nembre d'écus bien supérieur
a celui que la nation possédera réellement. Si , par exemple , elle
possede un milliard en numéraire , et que toutes ses aulres pro-
priétés puissent étre évaludes a vingt-quatre milliards , sa richesse
totale sera de vingt-cinq milliards. On voit, d’aprés cela, qu'une
nmation pourrait posséder peu d'écus, n'en pas méme posséder un
seul , et étre néanmoins incomparablement plus riche qu'une au-
tre chez laquelle , au contraire , le numéraire serait irds-abon-
dant (*).

~ Une nation n’éprouvera donc aucune perfe réelle, si une por-
tion de son numéraire s'écoule pour éue remplacée par des va-

(™) J'ai connu aulrefois yne dame plus qu'aisée, habitant une jolie cam-
pagne , prés d'une grande ville , qui ne mangeait de la viande de bouche~
ric que lorsqu'elle pouvait s'en procurer en échange des lapins ou des pou-
les de sa basse-cour ou des pigeons de son colombier. Cette bonne dame
qui, comme beaucoup d’hommes, croyait que I'argent est la seule richesse,
se figurait alors que la viande ne lui codtaii rien, parce qu’elle ne I'avait
pas payée en écus. Peut-&tre aurait-elle troavé du bénéfice 2 vendre ses la-
pins et a acheter ensuite de la viande avec le produit qu’elle en aurait tiré,

mais son savoir économique n’allait pas jusques-la.
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leurs dquivalentes; et il en est exactement ici comme d'un épi-
cier qui ne fait aucune difficulté de se dessaisir de ses écus
pour s'approvisionner de sucre et de café. On peut juger , d'aprés
cette remarque , les lois prohibitives de 1'exportation du numé-
raire , dont le moindre inconvénient est d'éire a peu prés inexé-
cutables (*). Lorsque des écus sortent d'un pays, c'est d'ordi-
naire pour y faire entrer d'autres objets équivalens ; c'est méme
trés-souvent en échange de matiéres premitres qui , aprés avoir
exercé l'industrie de ses citoyens , font rentrer, par leur réexpor-
tation , beaucoup plus d’écus que leur introduction n'en avait fait
sortir. Loin que ces prohibitions soient connues des Hollandais ,
ils fabriquent au coniraire de la monnaie pour toute la terre;
leurs écus se trouvent dans toutes les mains; et on ne voit pas
qu'ils en soient plus appauvris.

Il en va tout autrement lorsque le numéraire est exporté pour
selder des subventions de guerre , ou encore par l'cffet de 1'émi-
gration des propri¢taires qui vendent leurs immeubles et en em-
portent le prix au dehors. La perte est alors trés-réelle , puisque
rien ne rentre en déchange. Je ne prétends pas en conclure qu'on
ne doive jamais faire la guerre, et encore moins qu'il faille em-
prisonner les citoyens derricre leurs frontiéres. Mais il faut du moins
bien songer , avant d'entreprendre unne guerre , quon peui fina-
lement n’éire pas les plus foris ; et les gouvernemens doivent,
a 'envie , s’appliquer & rendre tellement heureux les peuples sou-

(*) Dansl'été de 1803, je me trouvais , faute de voiture, arrété a Mayence ,
ol mne connaissant perzonne, jallais plusieurs fois le jour promener de
Tastre cbié du Rhin. Il me fallait chaque fois déposer au bureau des
do-:anes les quelques écus que javais sur moi. Dans une de ces prome-
nades , je trouvai, sur le pont, le domestique de l'hotel o j'etais logé ,
les poches pleines d’or qu'il transportait de l'autre cbté. Comme il élait en
veste et nue-ifte ; les commis é€taient tout a fait sans défiance sur son
coinpte.
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mis & leur domination , que peu de gens soient tentés d'aller se
fixer sous un ciel étranger a celui qui les a vu naitre.

Les moyens de produire du blé , du ¢in, de I'huile et d'autres
denrées anzlogues se trouvant limités d’apres 1'étendue et la fer-
tilité des terres, et ces objets étant destinés & se consommer, 2
mesure de leur production , leur masse, et par suite leurs rapports
de valeurs, les uns a I'égard des autres, se conservent toujours
3 peu preés les mémes , ou du moins n'éprouvent que les légeres
os illations qu'entrainent les alternatives de bonnes et de mauvai-
ses récoltes. Mais il n’en saurait étre de méme de leur rapport
de valeur avec les écus qui ne se consomment pas, et dont la
masse s'accroit journellement par l'effet de l'exploitation des mi-
nes. Le peuple se plaint souvent du renchérissement progressif
des denrées ; mais c'est bien plutdt I'argent qui baisse de valeur,
en devenant sans cesse plus abondant. Un sac de blé ne vaut
ni plus ni moins aujourd’hui qu'il ne valait au temps de Romu-
lus , de César ou de Constantin ; car aujourd’hui, comme alors ,
il peut suffire 4 la subsistance d'un individu pendant environ trois
mois ; mais aujourd’hui ce sac de blé représente beaucoup plus
d’écus qu’il n'en représentait alors. On estime que , par leffet
de la découverte de I'Amérique, la masse des métaux précieux
a bien plus que décuplé en Europe; et si la valeur vénale des
o’:jets consommables mne s’est pas tout a fait accrue dans la méme
proportion, c'est parce qu’d mesure que ces métaux sont devenus
plus abondans, le gout de la vaisselle et des autres objets de luxe ,
oa on les emploie, est aussi devenu plus général ; de sorte que
la totalité n’a point été mise en circulation sous forme de monnaie.

A moins donc qu'on ne se décide a fermer les mines, ce a
quoi on ne parait gutre disposé , le progrés ascendant de la va-
leur vénale de toutes choses ne saurait s'arrfler, parce qu'a me-
sure que la masse des espéces métalliques va croissant , elles doi-
vent , par l'effet d'une plus grande abondance, se déprécier de
plus en plus. Toutefois, comme le progrés est de mnature & s'opé-
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rer lentement , chacun a tocut le temps de sarranger en consé-
quence. Mais un accroissement subit et notable de la masse des
métaux précieux serait un événement de nature @ bouleverser tout
a coup toutes les existences. La gréle, qui déiruit en gquelques
instans les espérances du culiivateur et le fruit de ses travaux d'une
année entiére , est un fléau beaucoup moins désasireux que ne
pourrait I'¢ire une pluie d'or qui se répandrait sur nos campagnes ;
et c'est ce que comprendront aisément, en particulier, les pro-
priélaires de marais salans de nos cotes. La pluie d'or vient de
tomber récemment a leur préjudice dans nos départemens dunord-
est (¥).

Il faut donc le dire et le répéter souvent aux hommes qui ai-
ment a thésauriser, & ceux qui trouvent plus doux de préter leur
argent aux industricux ou a l'éiat que de le faire fructifier par
leurs propres travaux , a ceux qui sc plaisent a voir Lriller sur
leur table une grande abondance de riche vaisselle, & ceux en-
fin qui contractent & prix d'argent des marchés a irds-long ter-
mes ; les valeurs qu’ils possédent, bien que dans une progression
plus lente , se déprécient journellement enire leurs mains , comme
le faisaient dans le temps nos assignats. Une somme prétée pour
dix années seulement ne vaut plus , lorsqu'on la recouvre , ce
qu'etle valait 4 I'époque od on s'en est dessuist ; de sorte que,
pour metire une rigoureuse équit¢ dans la plupari de nos tran-
sactions , nous aurions besoin d’'une échelle de dépréciation des
espéces, comme il y a trente ans nous en avions une pour le
papier monnaie.

Il résulte encore de ces principes que le prix vénal des jour-

nées des ouyriers , les gages des domestijques et toutes les sories

(¥) Jécrivais ceci au moment ou la découverte de ma ses énormes de sel
gemume , sous sept de nos départemens , avait jeté 'epoavante parmi les pro~
pri€taires de mnos marais salans da midi.

Tom. XXT 28
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de salaires doivent aussi s'élever progressivement, pour se tenir
sans cesse au niveau du prix des subsistances (*) , et que, par
contre, c'est fort improprement que les traitemens des fonclion-
naires et employés du gouvernement sont appelés traitemens fixes.
Ils n'ont de fixe que la désignation nominale ; mais, par cela
méme qu'ils sont stipulés en écus , ils vont sans cesse en décroissant
de valeur, comme les espéces qui les expriment. Un des nom-
breux gouvernemens qui se sont succédés en France pendant treate
ans avait imaginé de stipuler tous ces trailemens en myriagram-
mes de blé. On s'est moqué de cette idée , parce qu'en France
on se moque assez indistinctement de tout; mais elle était, au
fond, trés-sensée; c'était la travailler pour les sidcles. Les traite-
mens sont aujourd hui beaucoup plus élevés qu'ils ne 'étaient il
y a cinquante ans; et le temps n'est peut-éire pas fort éloigné o
le gouvernement, cédant a de justes plaintes, qui se seront faites
entendre de toutes parls , se verra contraint de les élever encore:
mais que n’auront pas souffert les pauvres commis & 4oo fr., en
attendant I'heurcuse époque ol on se sera enfin décidé a faire droit
a leurs réclamations.

J’ai tacitement supposé , dans tout ce qui précéde , que la mon-
naie d'argent circulait seule. Mais , pour éviter d'une part I'incon-
vénient des pitces de trop petites dimensions et d'une aulre
celut des poids et volume de numéraire trop considérables, on
a fait circuler partout, concurremment avec elle, la monnaie de
cuivre et la monnaie d'or. C'est fort bien sans doute ; mais les
gouvernemens , trompés par les fausses notions que le public s'est

faites sur les monnaies, se sont figurés qu’il était en leur puis-

(*) Beaucoup de nos grands propriétaires , qui gémissent sans cesse du
bas prix du blé, se plaignent en miéme temps du prix élevé des salairess
Il serait beaucoup plus commode , en effet, que les ouvriers travaillassent
pour eux gratuitement, et leur achetassent ensuite lear blé a un trés-haut prix,
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sance de décider du nombre des pidces d'argent qu’il faudrait don-
ner pour obienir une pitce d'or en échange; ce qui revenait 3
supposer que le rapport entre les masses d'or et d'argent en cir-
cula:icn demeurerait & tout jamais invariable, cu que les mines
d'or et celles d’argent s’exploiteraient constamment dans des pro-
portions fixes ; or, il n'en est point ainsi; et il est de fait que ,
proportion gardée, les mines d'argent rendent beaucoup plus que
les mines dor; d'ou il résulte que l'or doit, de jour en jour,
gagner contre l'argent (*). Ce serait I'inverse si, I'exploitation de
Pargeat demeurant telle qu'elle est aujcurd’hui , on découvrait
tout a coup des mines d'or trés-abondantes. On s’est beaucoup re-
crié dans les temps conire M. de Calonne, qui de trente louis d’or
en avaii fait trente-un , parce que, partout et dans tous les temps,
a tort ou 4 raison , ¢'a toujours éité une jouissance pour le public
de se plaindre de I'administration. C'était pourtant une opération
fort sage, je dirais presque une opéralion obligée ; et cette opé-
ration le minisire 'exécuta d'une manicére fort loyale. 1l y avait
alors , comme aujourd’hui , beaucoup d’espéce d'or en France ,
et pourtant l'or n'y circulait plus , par la raison toute simple qu’on
y estimait plus un louis d’or que quatre écus de six livres. M.
de Calonne fit acheter tous les louis en écus, au prix supéricur
qu’'ils se trouvaient avoir acquis (**), et en fabriqua de nouvelles
pitces d'un moindre poids , contre lesquelles dés lors I'argent sou-
tint mieux la concurrence. Si les choses se maintiennent sur le
pied ol elles sont présentement, c’est la une opéralion qu'on se
trouvera coniraint de renouveler a des époques plus ou moins
rapprochées ; et nous voyons méme déja actuellement qu'on estime

"

(*) La mode des bijoux en chrysocale, si elle se soutient, en rendant des
matiéres d'or ala circulation , pourra ralentir un peu ce progrés; tout comme
la mode des stras sa déja fait baisser sensiblement le prix des diamans et au-
tres pierres précicuses.

(*) Un louis d’or neaf €tait payé vingt-cing livres en écus.
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géréralement mieux une piéce d'or, répuiée ne valoir que virgt
francs . que quatre pidces d'argent de cing francs. On s éviterait
tous ces embarras st, sans prétendre fixer la valecur nominale des
pitves d'or, on se bornait a4 avertir , par 'empreinte , qu'elles
ont tel poids et tel titre , en laissant au public le soin de régler
et de varier , suivant les circonstances, les conditions de I'échange
de ces pitces conire la monnaie d'argent (¥). C'est de celte ma-
nitre que l'or d'Espagne circulait en abondance dans nos dépar-
temens .méridionaux , il y a environ vingt-cinq ans , sans qu'il en
soit résulté le moindre inconvénient.

Il y aurait sans doute beaucoup de choses encore a dire sur ce
sujet, que je n'ai guére qu'ébauché ; mais la destination assignée
d ce qu'on vient de lire m’averlit assez que, peut étre, je ne me
suis déja que trop étendu. Toutefois , si cet essai , tout imparfait
qu’il est, est accueilli avec quelque indulgence, je pourrai, dans
les volumes de l'annuaire qui suivront celui-ci, essayer de trai-
ter d’autres sujets analogues (**).

(*) Jai vu, dans le temps , une mauvaise chanson contre Bonaparie, ot
on lui reprochait , entre autres choses , d’avoir fait déclarer I'or marchan-
dise. C'était lui faire honneur d'unc idée trés-saine qui ne lui appartenait
pas.

(**) Je me proposais de metlre,, dans I'annuaire de 1827, un article sur
Vinteret de P'argent. l.e sort d’une premiére tentative n’a pas dd w’encou-
rager & un auire tentalive beaacoup plus epinease encore, pour qui ne veut
pas trahir ce qa’il croit la verité. Si jen ai le loisir , je pourrai, dansle
préseat recueil , essayer ce mouveau sujet qui se lie naturellement a celui
des monnaies.
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GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

De la courbure des surfaces courbes ;

Par M. GERGONNE.
Tt v rvitmvirvirvlivnacvwy W\.’\:’\'\I

LE sujet qui va présentement nous occuper comportant incom-
parablement plus de détails que n'en offre la théorie de la cour-
bure des courbes planes, dont nous nous sommes occupés au com-
mencement de ce volume , nous nous trouverons contraints de
serrer un peu, pour ne pas donner & ce mémoire une élendue
démesurée.

Si, a I'exemple d'Euler et de divers autres géométres, nous ne
voulions que démontrer des théortmes sur la courbure des sur-
faces courkes , nous pourrions aisément parvenir & notre but d’'une
maniére plus rapide ; mais nous avons le dessein de parvenir a
des formules générales, propres a résoudre immédiatement les prin-
cipaux probl¢mes qu’on peut se proposer sur les diverses circons-
tances que présente la courbure des surfaces. Quelques-unes de
ces formules pourront paraiire compliquées ; mais , oulre qu'elles
n'en seront que d'une application plus facile , la parfaite symé-
irie qui y régne constamment , en méme temps quelle en rend
le calcul aisé & suiyre, offre une garantie précieuse de leur exac-

titude.

L. Soit
fla,y,s)=S=o0 , (1)

o . . {e 4 1rois ax
I'équation d’une surface quelconque , rapporice a lIrois axes que ,

Tom. XXI, n.° 8, 1.7 fevrier 1831. 29
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pour plus de simplicité, nous supposerons constamment rectan-

gulaires , et soit (z’.)”, z’) un quelconque des points de cette sur-
face , de telle sorte qu'on ait

f(:t:",]", 2)=8"—0 . (2)

Pour transporter I'origine en ce point, en conservant aux axes
leur direction primilive , il fuudra faire, comme l'on sait,

r=x/4t, y=y'H4u, z=i+v; 3)

t,u, v étant les symboles des nouvelles coordonnées. Or, cela
revient évidemment a supposer que, dans (2) , &7, ’, 2 se chan-
gent respectivement en x/—4~¢, y/-u , I+, ce qui donnera ( tom,
XX, pag. 260 ), en ayant d'ailleurs égard a cette méme équa-
tion (2),

ds as d=8 i EAY tu fs N
o= —t¢ - U —_— — 2 — — —— — e
da/ + dy’ da’> 1.2 + do/dy! 1.2 + dy’s 1.3 (4)
’ 4 y 2,8/
ﬁ o 42 L ERY ot o dz=8 uo
dz’ dda’ 1.2 dy/dz 1.2
i EAVRE
dz’2 1.2

et telle sera conséquemment l'équation de la surface (1), rapporiée
aux nouveaux axes ; équation dans laquelle 2/, 9/, 2/ sont trois
constantes indéterminées , équivalentes & deux seulement , attendu
qu’elles sont liées entre elles par la relation (2). On repassera

d’ailleurs au systéme primitif au moyen des formules (3) qui don-
nent

=r—x' , u=y—y’ , o=z—z . 5

L’équation (4) peut étre regardée comme fondamentale daps tou-
tes les recherches qui vont suivre.
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IL. Si l'on veut ne considérer que cc qui se passe dans une
portion de la surface (4) s'étendant trés-peu autour de la nou-
velle origine , c’est-a-dire, autour du point (2/,»’,z") de la sur-
face (1) ; comme , pour tous les points de cetie portion, £, u, »
seront de fort petites quantités , on pourra , sans erreur sensible ,
négliger, dans l'équation (4) , tous les termes de plus d'une di-
mension par rapport a ces variables. Plus donc cette portion sera
petite et plus aussi elle tendra a avoir pour équation

a8 ds + iKY
— —_—U
daf

v=—0 ; (6)

de sorte que cette équation représentera rigoureusement la portion
de surface dont il s’agit, lorsque cette portion se réduira a I'ori-
gine des ¢, u, ¢, c'est-a-dire, au point (2/,%’, 2). On pcut
donc dire que V'équation (6) est celle d'un plan qui, en ce point,
a exactement méme direction que la surface (1). Un tel plan est

dit fangent A ceite surface , au point (a/, »/, z’) qui en dit le
point de contact avec elle.

III. Parlorigine des #, u, ¢, soit condaite arbitrairement une
droile , exprimée par la triple équation

z u (4 .
= c—=z (7)

Cos.x Cos.8 Cos.y

[

en tirant de la les valeurs de £, u, v, pour les substituer dans
I'équation (4), celle-ci deviendra

as a8 \
o Cos.x T s.%a~-2 P, Cos. p(‘os v
as . d25 -
o= |+ 577 Cos.3 r+ 3 '+ o 5+o (‘os yCos.a ..
48’ P: EXY4 Y
+5 — Cos. y \-]~ —Cos. -y-l—z - Cos.aCos. p}
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et exprimera les distances de l'origine aux différens points ou 1la
droite (7) perce la surface (4). Cette équation est d’abord satis-
faite en posant 7==0 , comme on pouvait bien le prévoir, puis-

o

que la droite (7) passe par lorigine des £, u, ¢, qui est un
point de ceite surface. Les autres points communs a la droite (7)
a la surface (4) seront donnés par 1'équation

S dast \ EEXYZ R
~ - Cos.a o Cos.’a-}-2 iy ————Cos.Cos.y

iR 1 a2y d:=8

=<(+ o Cos.B 45 (4 o Cos.*p+4-2 74

‘ Cos.yCos.a S SO

A iERY
+ o Cos.y + Cos 'y—l—,. Tdy Cos.2Cos.f3

Si donc on suppose les angles «, 3, 7 indéterminés, et qu'on
veuille profiter de leur indétermination pour faire en sorte qu'un
second point commun vienne se confondre avec le premier , a
lorigine des #, u, ¢, c'est-a-dire, au point (2’ ,»", 2" ), il fau-
dra que le second membre de cette derniére equahon devienne
de nouveau divisible par r; ce qui exigera qu'on ait

dS

as as ) _
7 Cos. a+ e Cos.p 4 d_zTCOS'V‘:O ; (8)

alors la droite (7) sera dite tangente i la surface (4), a Porigine
des ¢, u, ¢, clest-a-dire , au point ( 27,9/, 2 ) qui en sera
dit le point de contact avec elle ; et comme , outre I'équation (8),
les trois constanles a , 3, y ne sont liées cntre elles que par la
seule équation

Cos.’a+4Cos.”3+4Cos.>y=1 ;

il s’ensuit qu'elles demeurent encore indéierminées; ce qui re-
vientd dire que, par unméme point quelconque d'une surface courbe ,
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on peut mener & celie surface une infinité de tangentes differentes.

Pour obtenir I'équation du lieu géoméirique de loutes ces tan-
genles , il ne s'agit que d'éliminer Cos.x , Cos.p, Cos.y de 1'é-
quation (8) , au moyen de la triple équation (7); ce qui, en sup-
primant le dénominateur r, conduit de nouveau i 1'équation (6)
du plan tangent. Ainsi , les tangenies a une surface courbe , par un
quelconque de ses points , sont loules siluees dans le plan tangent &
celle surface en ce point ; et il est aisé de voir, qu'a l'inverse , foute
droite menee dans le plan tangent & une surfuce courbe , par son
pofnt de contact avec celte surface , est une tangenie & celte méme
surface en ce méme point. Il en résulte encore que foule section
plane faite dans une surface courbe , en un quelconque de ses points ,
@ pour tangente en ce point linterseclion du plan secant avec son
plan tangent en ce méme point. Et , comme deux droites issues d'un
mwéme point déterminent un plan, il s'ensuit que, si, par l'un quel-
conque des poinis d'une surface courbe , on conduit deux plans se-
cants & celte surface, el en outre , par le méme point , des tangen-
les aux courbes planes que ces deux plans déterminent, le plan con-
duil par ces deux tangentes sera tangent & la surface courbe en ce
point. ‘

IV. Le plan tangent (6) i la surface (4) au point (x/,y/, 2’)
peut d’ailleurs couper cetie surface , suivant une courbe plane ;
et leurs points communs seront donnés par I'cnsemble des équa-
tions de ce plan et de cette surface. On pourra dailleurs, dans
la recherche de ces points commuus , substituer a I'éguation du
plan tangent ou i celle de la surface courbe , telle combinaison
on voudra faire de l'une et de 'autre, de manitre cependant &

n'en pas élever le degré. On pourra donc , en particulier, dans

cette recherche , remplacer I'éjuation (4) par sa différence avec
I'équation (6), et dire, en conséquence , que les poiuls com-
muns & la surface (4) et & son plan tangent sont donnés par
la combinaison de l'équation (6) avec la suivante:
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d=8t [ERY tu P EX T Y
o= /2 2 YARY] = ——+--..--
da’* 1.2 datdy? 1.2 dy’z 1.2
az=$ ot a5 ue
R
dz’'da’ 1.2 dj/da’ 1.2
4287 o3
dua‘dy’ 1.2 :

Si I'on veut ne considérer seulement que ce qui se passe dans
le voisinage de l'origine des ¢, #, ¢, c'est-d-dire, dans le voi-
sinage du point (2',)", 2’ ), on pourra faire abstraction, dans
ceite dernitre équation , des termes de plus de deux dimensions
en ¢, u,v; de sorte quil sera rigourcusement vrai de dire que
le point de contact de la surface (1) avec sen plan tangent en
(a7 ,y’,5 ) ou, ce qui revient au méme , de la surface (4),
avec son plan tangent & l'origine des ¢, u, ¢ est donné parl'en-
se:able de l'équation (6) et de l'équation

asr das’
U2 u
das2 + dy’da’ g

a8 i ENY
+ dy” w2 dzfdat vl p=0 ; (9)

a9 PRy
o gy
\ o T

or, cette dernitre équation est celle d'une surface du second or-
dre , de dimensions infiniment petites , laquelle est coupée par
le plan (6) suivant une ligne du second ordre, qui a elle-méme
des dimensions infiniment petites; donc le point de contact d'une
surface quelconque avec le plan tangent en un quelconque de ses points
est une ligne du second ordre de dimensions infiniment petites ; ce

qui reyient encore A dire que Je plan secant paralléle au plan tan-
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gent en un quelconque des points d'une surface quelconque , determine ,
sur celte surface , une courbe plane qui tend de. plus en plus & de-
venir une ligne du second ordre , & mesure que les deux plans sont
plus voisins Tun de l'autre. Cetle remarque est “due 3 M. Ch. Dupin.
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V. Bien que le point de contact d'une surface courbe avec son
plan tangent soit une ligne du second ordre de dimensions infi-
niment pelites , il n'en est pas moins du plus grand iniérét , pour
les recherches dont nous aurons & nous occuper, de savoir la déter-
miner , pour chaque plan tangent, en particulier, d’en connai-
tre la nature , la situation sur ce plan, les directions de ses dia-
métres conjugués ou principaux, ainsi que la direction deses asymp-
totes , si clle est hyperbolique. Arrétons-nous dounc , avant d'aller
plus loin, 4 toutes ces diverses déterminations.

Mais , pour élargir un pea la question , et en méme temps
pour la simplifier , en nous débarrassant momentanément des no-
tations différentielles , considérons les deux équations

At4Bu+4-Co=o0 , (10)
De4-Ed’+-Fo*+ 2Gue4-2Hvt+-2Ktu=L (11)

dont la premiére est celle d'un plan, passant par l'origine des
coordonnées, tandis quela seconde est celle d'une surface du se-
cond ordre qui y a son centre; de sorte qu'elles représentent,
par leur ensemble, une ligne du second ordre tracée sur ce plan,
et ayant son centre au méme point.

Soient r, r’ deux demi-diametres de la surface (11) , formant res-
pectivement, avet les axesdes ¢, u, ¢, des angles a et o/, 3 et
f’, v et ¥ ; leurs équations seront :

u (4 z u

— =T

et on aura, comme l'on sait,

0
Cos.# Cos.y ~ (12) Cosd — Gosel — Cos./ =r'; (13)
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Cos.’x4-Cos."3+Cos."y=1, (14) Cos.’a’}-Cos.>5'+Cos.?y¥=1. (15)

Si T'on veut, en outre , que ces deux demi-diamdtres appartien-
A } ’ . ’ . .

nent a la courbe délermines par les deux équations, il faudra

qu’ils soient sur le plan (10), et que conséquemment leurs équa-

tions vérifient la sienne ; ce gui donnera encore

ACos.«+4BCos.f4-CCos.»==0 , (16) ACos.«’+BCos.8'4-CCos.¥'=o0 ; (17)

et, tant que les six angles «, 3,9, d/, f’, 3 ne seront liés en-
tre eux que par ces quatre relations, les deux demi-diamétres
pourront éire quelconques sur le plan de la courbe.

Cherchons prisentement quelle nouvelle condition il faudra join-
dre a celles-1a pour que ces deux demi-diamétres soient conjugués
I'un & l'autre. Pour cela rappelons-nous que , dans toute ligne
du second ordre, si de I'un quelconque des points de la courbe
on méne aux deux extrémités d'un méme diaméire quelconque
deux cordes dites supplémentaires , les diamétres respectivernent pa-
ralleles & ces cordes seront eonjugués 'un & l'autre; d'ou il ré-
sulte qu'a Vinverse, si, menant par les extrémités d'un diamétre
des paralléles respeciives & deux autres diaméires , ces paralléles
se coupent sur la courbe , ces derniers seront conjugués 'un 3
Vautre.

Cela posé, soit (@, b, c) I'une des extrémités de I'un quel-
conque des diameétres de la courbe donnée par les équations (10)
et (11), de telle sorte qu'on ait, a la fois,

Aa4-Bb+Ce=o0 , (18)
Da*}-Eb+F*4-2Gbe+2Heat2Kab=L ; (19)

Pautre extrémité de ce diamttre sera (—a,—b,—c); ct, sil'on
mine , par le premier de ces points , une paralléle au diamétre (12)
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et par le second une paralléle au diamétre (13): en désignant
par (¢, d', ¢') le point de concours de ces deux droites , on devra
avoir

fl—a u'—5h = ; 4 uw'+-b o/ fc :
m-—‘:: Cos.2 ~ Cosey ' (20) Cos.a’ = Cos.p = Cos 3/’ (21)

et, pour que ces deux diamdires soient conjugués l'un a lautre,
il faudra que le point (¢, /., ¢') vérifie I'équation (11), c'est-

a-dire qu'il faudra qu'on ait
D Eu* 4 Fo'* 2Gu's' -y 2 o't J2KVu'=L ;

équation qui, en lui retranchant 1'équation (19), peut &tre mise
sous celle {forme

DU+ BI04
FE(/—b) (o 4-b) + H[(V—c) (V4 & 4 ({'—a)(v/+c)] g_-o ,

\

- F( ) (40 K[ — ) (/B (e —B) ()]

chassant alors de cette derniére équation deux quelconques des bi-
nomes #—a , #'—b , ¢'—c , et deux quelconques des binomes /' +«,
v'4b, o'4c, au moyen des relations (20), (21), lesdeux auires
binomes en disparaitront d'eux-mémes et l'on aura pour la con-
dition A joindre aux quatre déja éiablies, afin que les demi-dia-

mdtres (12), (13) solent conjugués l'un & lautre

DCos.aCos. o'+ G(Cos.BCos.y +Los.yCos. 5 )
~ECos.Cos.B/4 I (Cos.yCos.a/+ Cos. zCos.y") i =0; (22)

+ICos.yCos.y'+ KE(Cos.d Cos. 5 -Cos.iCos.x")

Tom. XXI. 3o
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On sait que, dans unc hyperbole , une seule asymptote fait la
fonction de deux diamélres conjugudés qui se confondent ; d'ou il
suit que , si l'on veut que le diamctre (12) soit une asymptote
de la courbe supposée hyperbolique, il ne s’agira que de poser
o =a,B =0, y=y; de sorle qu'on aura alors, pour déterminer
a, 3, v, outre les équations (14) et (16), ce que devient l'é-
quation (22) dauns cette hypothése, c'est-a-dire

DCos.*a+4-2GCos.Cos.y
+ ECos.’p42HCos.yCos.a 3 =0 . (23)
+FCos.*y42KCos.«Cos.f3

Si donc on substituait , tour & tour, dans la double équation
(12), les doubles valeurs de Cos.a, Cos.p, Cos.y données par
les équations (14), (16), (»3), on obtiendrait ainsi les équations
des deux asymplotes de la scction supposée hyperbolique. Or, cela
revient & éliminer Cos.o , Cos.p, Cos.y entre la double équation
(12) et les trois autres; ce qui peut se faire beaucocp plus sim-
plement en substitaant dans celles-ci les valeurs des trois cosinus
tirces de l'autre, ce qui donnera, outre I'équation (10) , 1'équa-
tion

DOe~+-Eu’+ Fo*4-2Guot-2Hot+2Ktu—o , (24)

qui, dans le cas d'une section hyperbolique, appartient ainsi au
systeme de deux plans qui coupent le plan (10) suivant les asymp-
totes de la courbe.

Si T'on veut que les deux diamétres conjugués (12) et (13)
soient rectangulaires ou principaux, il fiudra aux cinqg conditions
déjd obienues ajouter encore la suivante:

Cos.axCos.a/4 Cos.6Cos.3'4Cos.yCos.y’=0 ,  (23)
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qui exprime que les deux diamétires conjugués (12) et (13) sont
perpendiculaires I'un a l'autre ; et alors nos six angles se trouve-
ront complétement déterminés , puisqu’ils seront liés entre eux
par six relations distinctes.

Mais comme ces relations demecurent invariables , lorsqu'on
y permule simultanément entre eux aet o/ , f3 et B/, y ety il
s'ensuit que ces six angles doivent éire déterminables par trois
équalions seulement en «, 3, 7, donnant deux valeurs pour le
cosinus de chacun de ces trois angles. Deux de ces équations sont
les équations (14) et (16), et la troisitme s'obtient en éliminant
deux quelconques des quantités Cos.o’ , Cos.3’, Cos.y/ euntre les
équations (17), (22), (23); ce qui en fait aussi disparaitre la
troisicme et donne

(BCos y

CCos.3)(DCos.a+4-KCos.B+ I Cos.y)
—~+-(CCos.a—ACos.7) (ECos.B+GCos.y+ ACos.a) 3 . (26)

~+(ACos.p—BCos.x)(LFCos.y 4 1{Cos .z GCos.B)

Telle est donc 1'équation qu'il faudra combiner avec les équations
(14) et (16) pour obtenir les doubles valeurs de Cos.x , Cos.3,
Cos.y qui convienuent aux deux diamétres principaux.

Si, ayant déterminé les doubles valeurs des trois cosinus, au
moyen de ces équations , on les subsiitue tour d tour dans la
double équation (12) , on obtiendra les équations des deux diame-
tres principaux de la courbe donnée par les deux équations (i0)
et (11). Or, cela revient évidemment a éliminer Cos.a, Cos.f,
Cos.y entre la double équation (12) et les équations (16) et (26),
ce quon peut faire beaucoup plus simplement en substituant dans
les deux derniéres les valeurs de deux quelconques de ces trois
cosinus, ce qui en fera aussi disparaitre le troisidme et donmnera,
outre. I'équation (10), l'équation
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(Be—Cu)(Di4-Ku--1F7)
+(Ct—Ae)(EutGo+-K1) ) =o0 ; (27)
G (du—DBH(Fe+-Hi+Gu).

¢quation commune a deux plans coupant le plan (10) suivant
les diamétres principaux de la courle donuée par les équations
(ro) et (11). 1 est visible d'aillcurs que ces deux plans se cou-
pent suivant une droite donnée par la deuble équation

LA (28)

A b

S
.

perpendiculaire au plan (10) de la courbe ct passant par son cen-
tre ; de manic¢re qu'ils sont cux-mémes perpendiculaires a ce plan.

Si, dans 1'équation (r1) , on substitue pour £, u, ¢ leurs va-
leurs en r, données par la double équation (12), elle deviendra

DCos.*a+4-26GCos.5Co0s.y a
rr=L ;

/
g + L Cos.*3+211Cos.yCos. 2 ; (29)
\

+ICos.”y+2KCos.aCos.B

de sorte que , si I'on substitue , tour a tour, dans cette derniére,
pour Cos.x, €Cos.3, Cos.y , les doubles valeurs données par les
équations (14), (16), (26), on obtiendra les deux valeurs de
r* qui conviennent aux demi-diamétres principaux de la courte.
Donc aussi on obtiendra I'équation de laquelle dépendent ces deux
valeurs de r*, en éliminant ces trois cosinus entre les quatre équa-
tions (14). (16), (26) , (29).

Mais , pour faciliter I'élimination , tichons de remplacer les équa-

tions (16) et (2g9) par deux autres qui soient linéaires par rap-
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port i ces mémes cosinus. Pour cela remarquons d'abord que 1'é-
quation (29) peut étre écrite comme il suit :

r*(DCos.a+4KCos.p+4-1iCos.y)Cos. E
~4-r’(ECos.3 4 GCos.y4-KCos.a)Cos.p } =L . (30)
~+r’(FCos.y4+HCos.a 4 GCos.5)Cos.y 5

Or, si présentement on élimine , tour & tour, entre les deux
équations (26) et (30) chacun des trinomes

DCos.a+ KCos.B+ HCos.y ,
IECos.B+ GCos.y+KCos.a 5
FCos.y-}-HCos.a4GCos.B ;

en opérant toutes les simplifications que pourront permettre les
relations (14) et (16), on trouvera

B(FCos.y-HCos.a+GCos.3) )
r’=(BCos.y—CCos.B)L ,
—C(ECos.p+GCos.y 4 KCos.x) ;

C(DCos .a-+KCos.B 4 HCos.y) Z
r*=(CCos.q=—A4Cos.y)L ,
—A{FCos.y+IICos.24-GCos.f3) \

A{ECos.f-+GCos.y4-KCos.a)
' r*=(ACos.p—BCos.2)L ;
—B(8Cos.a+KCos.5 +I{Cos.7)

équahcns linéaires dont chacune est évilemment comperte¢e par
les deuv aa.ces, el dont deux quelconques peuvent reinpiacer les
équations (<6) et (29). Si, dans les dcux premitres, par exem-
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ple . on substitue pour Cos.y sa valeur donnée par l'équation (16) ,
elles deviendront

{[C'K—C(AG+BH)+ABF)r*— ABL)Cos.x

=0, (31)
+{(B:F—3BCG+C E)r—(B'4C*)L}Cos.B

{ {[C:K—C(4G-+BH)4-ABF]"—ABL}Cos.

=0 , (32)
) (O D2 C A4 Fyr—(C o 4) L) Cos.2 f

. . 1. .
ce qui donnera, en transposant, multipliant membre & mewbre,
et supprimant le facteur Cos.ax, Cos., commun aux deux mem-
bres de l'équation résultante '

{(C*K—=C(AG+BH)+ABF]r*—ABL}
—{(BsF=2BCG 4 C*E)rm(B "+ C2)L} {(C*D=2 CAHAA*E)r*—(C24 A L) } =0

En développant , réduisant , divisant par €*, ordonnant el po-
sant , pour abréger

A*(G*—EF)42BC(DG—HK)
+B(H'—FD)+42CA(EH—KG) 5 =P , (33)
\ +C*(K*—DE)+24B(FK—GH)

B'D—2BCGL-C'E
+CE—2CAH+AF =0 , (34
A F—2ABK1-B'D

AL LB+ C=R , (35)

cette équation deviendra
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PrihQLr—RI'=o0 , (36)

et donnera , pour ses quatre racines, ne différant deux a deux
que par le signe, les quatre demi-diamdétres principaux de la
courbe exprimée par l'ensemble des équations (10) et (r1).

Le dernier terme de I'équation (36) étant essentiellement né-
galif , cetle équation ne pourra siguifier quelque chose qu'autant
que les coefficiens P et QL ne seront pas lous deux négaltifs. Si
alors P est positif , quel que soit d’ailleurs le signe de QL , 'équa-
tion aura toujours une varialion et unc permanence; c est-a-dire ,
que les deux valeurs de r* seront alors de signes contraires; de
sorie que , des quatre valeurs de r deux seront réelles et les deux
autres imaginaires , la courbe donnée par les deux équations (10)
et (11) sera donc alors une hyperbole.

Si, dans le cas de P positif, Q se trouvait étre nul, les deux
valeurs de * ne différant alors 'une de ['autre que par le signe
I'hyperbole serait équilatére.

Lorsqu’au contraire P est négatif , I'équation (36) ne peut signi-
fier quelque chose qu'autant que QLZ est posilif ; et comme alors
cetle équation présente deux variations , les deux valeurs de r*
doivent étre positives, et, par suile, les valeurs de 7 sont toutes
quatre réelles ; la courbe doit donc étre une ellipse.

Si l'on avait P=o et QL positifs ; des deux valeurs de r* une
serait infinie et l'auire finie et positive; des quatre valeurs de r
deux seraient donc infinies et les deux autres finies et réelles ;
la courbe se réluirait donc ainsi & deux droites paralitles , d’au-
tant plus rapprochées I'une de l'autre que L serait plus petit , et
qui conséquemment se confondraient en une seule droite, si L
dtait nul.

Pour que la courke soit un cercle , c'est-i-dire, pour qu'elle
ait une infinité de sysiemes de diaméires principaux, il faut qu'en
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exprirgant que le diaméire (12) cst un diamétre principal , Cos o,
Cos.3, Cos.y demeurent jndélerminés, ¢t qne conséquemment il
en soit de méme de leurs rapports deux i deux; il faudra done
que , dans les équations (31) et (32), on ait

(B'F—2BC6+CEY=(B+C)L ,  (37)
(C'D —2CAH+ L' F)r=(C+AL ,  (38)
{C'K—C(AG+-BH)4-ABF)r=AEL .

En prenant la somme des produils respectifs de ces trois équations
par 4*, D* et —24B, on obtient , en réduisant et divisant par C*,

(42 E—2ABK+ B G)yr=(L+4B)L ; (39)

équation qui peut conséquemment remplacer la derniére. Les équa-
tions (37) , (38), (3y9) donne¢ront la valeur du quarré du rayon
du cercle , sous trois formes diflérentes ; et, en égalant entre elles
tes trois expressions obtenues, on obtiendra , pour la double con-
dition exprimant que la courbe donnée par les équations (10) et
(r1) est un cercle , -

DF=—2BCGHCE . C’D—20_4!{+_/JZF __ A*E=24ABK4-B*G /
Br-Co - Cz+_,1z - A4 B2 ¢ (+0)

VI. Pour appliquer présentement ces divers résultats au point
de contact d'une surface courbe avec son plan tangent , il ne
s'agit que de faire coincider respectivement les deux équalions
(10) et (11) avee les deux équations (6) et (g), ce qui se ré-
duit simplement 4 poser, en supprimant les accens ,
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D— . E= ’ e G ERY
da> dy? dz2
__ a8 _ass d:=8
- dydz ’ T dedx T dady

et I'on obtiendra ainsi les propositions suivantes :

1.° 1l existe , en général , sur toute surface courbe une courbe a

double

tangens sont tous paraboliques. Cetle courbe partage la surface courbe
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(41)

courbure le long de laguelle les points de contact des plans

en deux regions dans l'une desguelles les points de contact des plans

tangens sont hyperboliques taondis, que , dans lautre , ils sont ellip-

tigues.
Si S=f(x,y,
s'agit ,

14 \ . .
rapportée a trois axes rectangulaires quelconques ,

a double courbure , dont il vient d'étre question,

z)=o0 est I'dquation de la surface courbe dont il

la courbe

sera donnée sur

cette surface , par son intersection avec une autre surface ayant

(33) pour équation

L ENY

A
dzdx dady

d=S

a=s
- dxdy dydz

d=§  a=5 -

as * a8 a8 4o s as (dzs azs

< [< d}dz dyz dz? ] d)' dz \ dw? dydz
= a:5  4d=8 4 s dS( s azs

> [( dzdx T 4z da? ] dz ) dy?  dzdw

4+ (35 s ds o as ds ;s &S &S
< dz ) [( dwdy )"" dwr dy* “ 4z dy \ der dady

- dydz dzdx )

Un point (z,y,z) de la surface S=o appartient a la région des
points de contact hyperboliques ou a la région des points de con-

Tom, XXI,
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=0, (42)
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tact elliptiques , suivant que , pour ce point, le premie membre
de l'équation (42) est positif ou négatif,

° Dans la région des points de contact hyperboliques , il existe
une courbe & double courbure le long de laguelle les points de con-
tact sont tous des hyperboles équilatéres. Cette courbe & double cour-
bure subdivise celte région en deux autres telles que , dans Yune ,
Fangle des asympiotes est aigu , tandis qu'il est oblus dans [aulre.

Cetle nouvelle courbe a double courbure est donnée , sur la

surface S—o0, par son intersection avec une aulre surface ayant
pour équation (34%)

ds \r 4§ ds 4s a=s ( ds \‘2 GENY
—_— —_— — —— —
( dy ) dae dy dz dydz dz / dy?

2 daS dS RENY da2S o
—n B ( =) . (43)
daz dz dx dzdx dz2
ds azs ( ) a:8
( ) dy? de dy dxdy dx?

° Enfir dans la région des points de conlact elliptiques , il se
trouve un nombre limité de ces points de contact qui sont circulai-

res. Ce sont les points de contact de cette derniére sorte que
Monge a appelé des Omdilic.

Lcs points smbilicaux de la surface S—o0 sont ceux ou ceite sur-

face est percée par la courbe & double courbure donnée (4v) par
la double équation



DES SURFACES. 335

( tﬁ dS das a=s ( d’S \
d_y dz dyd..
ds \? dS
y ) +( dz
as \2 da=S ds 48 as dS > 428
— V-, -
__( dz / dx* d~ d): dz dx; ) dz2
( ds \z a=§ ds 4s a8
) = L,
dx dy2 T dx Ay dady ( dy dxz2

)+(%)

On peut ajouter-a tout ceci que, généralement pour que deux
droites menées par un quelconque (2, ), z), des points de la sur-
face S=o , et formant avec les axes des coordonnées des angles
o et o , ﬁ et B/, y et 7/, soient des diamcires conjugués du
point de contact de cetic surface avec son plan tangent en ce

point , il faut qu'on ait (14), (15), (16), (17), (22),

Cos.2a4Cos.284Cos.2y=1 , (45) Cos.22/4Cos 2 4Cos.2y'=1 , (46)

ds a8 das _ y as , as das -
"JICOS'“”" ECos.ﬁ—k ECos.y_.o » (47) T Cos.o’'+ o Cos.ff/+ Ez—Cos.y’_o , (48)

2 dzS
iﬁ—Cos.aCos.a’—}— dy—d- (Cos.ﬁCos.y’-{—Cos.yCos.ﬁ/)
z

da2

2 EXY
-+ %ﬁ Cos.pCos.ff'+ —%fo(Cos.yCos.oc’—]—-Cos.aCos.«,") »=o0. (49)
Ly2 .

-+ gz:—:‘Cos.yCos.y'+ ddT_zjy-(Cos.ocCOs.ﬁ’—}—COs.ﬁCOS.a') )
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En outre , pour un point déterminé quelconque (z',y', ) de
la surface S==o0 , pour lequel on a conséquemment =0, les di-
rections des diamétres principaux du point de contact sont don-
nés par les intersections du plan tangent (6) avec les deux plans
donnés (27) par l'équalion unique

< iR . as’ / d=8/ ; d=s F-EXY;

dy’ aw Y\ T s T T ")
a8 ERY / EEXY B EXY F PRV, .
——t~__ t —=o0 . (20
a )\ o: Tttt o ) (50)
dS/ a5 hERY i EAY 428

{ — u
( da/ d} )( dz/2 s d:/da’ + dy'd )

Eufin si ce point de contact est hyperbolique , les directions
de ses asympiotes seront déterminées par les intersections du méme
plan tangent (6) avec les deux plans donnés (24) par I'équation
unique

! 7

a8 42 ) uy

aa/? dj’dz’

s FR% .
~+}- I 2 i L =0 - (31)
R

dra da’dy’

On rendra ces deux derniers résultats propres au systéme de coor-
données primitifs , en y remplacant £, u , ¢ par leurs valeurs
xr—a', y—y’ , z—3z', données par les formules (5).

Par l'un quelconque des points d'une surface courbe, on peut
toujours concevoir, tracée surcelte surface, une courbe telle que
sa tangente, en chacun de ses points, soit dirigée suivant l'un des
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diamétres principaux du point. de contact du plan fangent en ce

~1

point. Une telle courbe, qui est en général une courbe & dou-
ble courbure , est ce que Euler a appelé une ligne de courbure
de la surface dont il s’agit. Il est clair qu'il doit, en général,
en passer deux par chacun des points de cette surface, et qu'elles
doivent s’y couper orthogonalement, comme le font les deux dia-
méeires principaux de ce point, considéré comme point de contact
du plan tangent. Toutes les lignes de courbure d'une méme sé-
rie doivent aller concourir aux différens points omtilicaux, tandis
que celles de l'autre série , 3 mesure qu'elles se rapprochent d'un
tel point, tendent de plus en plus & devenir des cercles, dont
il est le centre commun. Les lignes de courbure d'une surface
courbe , que nous verrons se représenter plus loin sous un aulre
aspect , partagent donc cetie surface en quadrilatéres curvilignes,
ayant leurs quatre angles droits , comme le fout les méridiens et
les paralleles dans l'ellipsoide de révelution.

VII. En repassant au systéme primitif , au moyen des formules
P M p Y

(5) , ’équation (6) du plan tangent i la surface S=o, en un

quelconque (27, y/, #/) de ses poiuts, devieat

s’ . AP < o
@)+ T =)+ o =)= 5 (52)

et rien, d'aprés cela, ne sera plus facile que d'cbienir I'équa-
tion du plan tangent 2 une surface proposée, en un point donné
sur cette surface.

Si le point (a/,y’, ) n'est pas donné , ceite équation (52),
en y metlant pour &/, )/, z/ tous les systemes de valeurs cowmpa-
tibles avec la relation §==0, pourra indisiiuctement exprimer
tous les plans tangens a la surface proposée. Oun vourra donc
alors profiter de linlétermination de a/, y/, z/ pour assujéir !

Plan tangeat a deux conditions données. Comme cela ne sauiait
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offrir de difficalté, d’'aprés ce que nous avons déja dit ( pag. 9),
sur les tangentes aux courbes planes, nous ne nous y arréte-
rons pas.

D’aprés I'équation (32), la normale 4 la surface S=—o au point
(x/.y’, 5" ) de cette surface , c'est-a-dire , la perpendiculaire &

son plan tangent en ce point, aura pour sa double équation

a— ! p—y s .
dot — dv — Tdv (53)
da’ dy’ dz*

et rien, d'aprés cela, ne scra plus facile que d’obtenir les équa-
tions de la normale 4 une surface proposée , en un point donné
sur celte surface.

Si le point (', » . z") n'est pas donné , ceite équation (53),
en y mettant pour 2/, y/, 2/, tous les systémes de valeur com-
patibles avec la relation 8’=o0 , pourra indistinctement exprimer
toules les: normales & la surface proposées. On pourra donc alors
proﬁlﬁer de 'indétermination de 2/, 3/, & R pour assujélir la nor-
male & une condition donnée. Comme cela ne saurait offrir de
difficulté, d'aprés ce que nous avons déja dit ( pag. 12 ) sur les
normales aux courbes planes, nous ne nous y arrélerons pas.

VIII. D'aprés ce qui vient d'étre dit, si, pour abréger, on
représente par £ le second membre de l'équation (4) et par £/
ce que devient ce second membre , lorsque ¢, u, v se changent
respectivement en #, u’, ¢', l'équation du plan tangent a la sur-

face (4) , en un quelconque (¢, u’, ¢* ) de ses points , sera

de’ , do/ , do/
-d_z’—(t__tw)_i_ duw’ (u_u)+ dv g ())._0,

ou bien encore



DES SURFACES,

239
do’ ao/ an’ da’ do/ [ferd -
—_— e — U — = 4 v/ 54
o'ttty R VI G
sous la condition
as , das a5 - azs a8 o
o= ==—1 — uf —_— 2 — e — — —~..uee (25
dw dy + dyz 1.2 drdy 1.2 yr 1.2 <DG)
" ds , ésS ol . s EN S A
— 2 = —— 2 —— —
dz + dzdr 1.2 ' dydz 1.2

a5 of2

L
dz? i.2

en ne conservant , pour la facilité de l'écriture , que les zaccens
dez,u, ¢. Or, cela donne

dor  as s, &S ., &S ,>
—_—— _— 1 carees
d# dx + da2 dxdy + dzdw
do’ das a8 d=5 GEN
do) _ 45 (&S L S L S N, 56
w4 T\ Gt Ty )+ ( (56)
dor  dS (sz s, &S u,)+
—_—— — 1) R —— —_— sesses
do/ dz az? dzdw dydz

et, par suite,

do' | ag der , aS , as , &S a8 as )
— el A = — V4 —u el
dz I+ du! W do/ g dx + dy ¥ da? +3 dady + dy> ut
as d d:
— Y YRy u'e’
+& P2 s YT oG v
i EN)
— V/a
+ dz?

ou bien, en ayant égard i la relation (55),
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eer G, Y, =5 L ]
- —-u ey = e 2 — e
ar 7+ da’ do/ da* 1.2 dady 1.2 + dy? 3.2 +
aws ol i A 7
2 —— o 2
dzdx 1.2 dady 1.2
425 3
dz* 1.2

ce qui donnera,:en substituant dans 1'équation (54) du plan tan-
gent en (¢ ,u,s"),

a8 /4 as + a5 \—I— y
—_— —_—Uu 14 ees
da? dady dzdax

ERY LERY da*s d:8 72 ’ P EN " a=8 7
22w o t/\+...]u = — 42 L — ;’f;-l—-----; 7

dy? dydz dady ) da? 1.2 dady 1.2 dy?
EN , LERY v EN) , d=S o dzs '
{Z—p 2 —_— 4 ——
LT T P i P P >+ i’ T2 e T2 Tl 1a
a=5 o~
dz? 1.2

Ce plan coupera le plan tangent A l'origine des ¢, u, ¢ suivant
une droite qui sera donnée "par I'ensemble de cette derniére équa-
tion et de l'équation

on pourra d'ailleurs, dans la recherche de ceite droite, substituer
4 l'une ou a l'autre équation toute combinaison qu'on en vou-
dra faire , de maniére 3 n'en pas élever le degré. On pourra,
par exemple , substituer & I'équation (57) sa différence avec 1'é-
quation (58), etdire, en conséquence, que l'intersection du plan
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tangent & l'origine des ¢, u, ¢, avec le plan tangent (¢, 4/, v )
est donnée par lcqualion (58), combinée avec I'équation

d:8 HERY ) \
dx? £+ dady u"_{.. didx c/—i—....)t |
d=5 o dz=8 o 4 iEN) o4 )” =.d_’S_ _I’_‘+2 a5 v +'dis‘ u_’2 .
dy? dydz dady da? 1.2 dady 1.2 dy? 1.2 T
2§ a8 d=S az=s o d3s ulot
dz2 v+ dzdx v+ dyds u'-{—....)v +2m .-1_2 +2 dydx 1.2
d=$ o
+t T s

et, quant a la droite qui joindra les deux points de contact, elle
scra donnéz par la double équation

—_—_— -, (60)

8i présentement on suppose que le point (¢, u/, ¢/ ) est trés-
voisin de l'origine des ¢, u, ¢, a raison de la petitesse de ¢, v/,
¢/, on pourra , sans erreur sensible, supprimer, dans I'équation
(3g) , tous les termes de plus d'une dimension, par rapport a ces
coordonnées ; ce qui la changera en celle-ci :

aS B8 TS N,
— (4
da? dxdy + dzdx )
dz§ d=s EECI
— A — Vijujp=o0;
+ d}’z + dj’dz ¢ + d.’Ld}' J o ?
/ d=S o/ dzS , d=8 o
+\ dz2 + dzdx v+ dydz
ou bien encore
d> dz
Raludrry !
‘ 3 v+ 5 (uv'+ruf)
s ,  as
ar —— (¢t/4t") }=0; 61
-+ d}’z uw 4= dzdx ( —+ V) o ? ( )
s , 4
2 tu —-ut!
+am Ut o, (W)

Tom. XXI. 32

(59)
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et telle sera alors I'équation qu'il faudra combiner avec 1'équa-
tion (58) pour avoir, par approximation , la droite intersection
des deux plans. Ces deux équations dooneront donc rigoureuse-
ment cette droite , lorsque le point ( #, u/, ¢’ ) sera venu se con-
fondre avec l'origine des ¢, v, ¢. On voit, en effet, que les deux
plans qui , déterminent cette droite , passant alors I'un etl’autre par
Vorigine , celle droite y passera elie-méme ; et, comme l'un de
ces plans est le plan tangent & l'origine, cette droite sera deve-
nue elle-méme , comme la droite (58) , une tangente a la surface
courbe en ce point.

Soient présentement « et of , £ et 7, y et y/ lcs

ang’.es que
font ces deux droites avec }

es 1rois axes, d2 telle sorte qu'on ait

t u 0 7 124 of ~
— L
Cos.x Cos.8 Cos.y ’ (62) C < Ces.y! (83)

\

ucs.a! LUus.of
il en résuliera d’abord
Cos.?a+Cos.*p+Cos.y=1 , (64) Cos.?o -~ B -Cezy'=1; (55)

ensuile, parce que ccs Groiies soni dans ie plan tzngent (23), on

aura

enfin, en éliminant de 1'équaticn (33) , au moyen des équations
(62) et (63), deux quelconques des co

des ccordonudes £, @, 2, et deux
quelconques des coordonnées #/, 2/, ¢/, lzs Cleux coorconundes res-
tantes disparaitront d'elles-mémes , 213l viendra

438 LER)

E—;Cos.rxﬁos.a'—%— 1 (Cos.fCos.y/-1-Cos .y Cos.f)

X
ars ~ ~ ~ /
—|— — Cos Cos.B' 4 = Cos.yCos.af-1-Cos.c.Cos.y)
ZUux

3 a5 ~ .
-+ E—;—Cos.yCos.y'—-}— T (Ces.alos.[/ 4 Tos.LTes.o)
z oy

or, ces cing dernitres équations cont exactement les
M 3 M 'Y gl
les équations (43) . (46), (47) » (46, (49) . qui expriment gus Leux
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tangentes en un méme point de la surface (4) sont dirigées suivant
des diamcétres conjugués de ce point, considéré comme point de
coutact du plan tangent ; on a donc ce théoréme :

Si un angle diedre mobile et variable est constamment circonscrit
& une surface courbe ; a mesure que l'angle s'oucrira , son arréte et
la droite qui joindra les poinls de contact de ses deux faces s ap-
procheront de plus en plus de la surfuce courbe , de laquelle elles
deciendront enfin deux langenles en un méme point, lorsque I'angle
diédre sera decenu .egal & deux angles droils ; et ces deux tangen-
les auront alors les directions de deux diameélres conjugues de leur
poz'nl de concours , consideré comimne point de contact de la surface
courbe avec son plan tangent ; de sorte que la direction de 'une de
ces langentes élant delerminées & 'avance , celle de I'autre le sera aussi.

A raison de cette propriété , M. Ch. Dupin, qui en a fait le
premier la remarque , a désigné un tel systtme de tangentes sous
la dénomination de tangenies conjuguees ; d'ot 'on voit que, non
seulement , une surface courbe a, en chacun de ses points, une in-
finite de systemes de deux tangentes covjuguées, mais qu'en oulre
il n'est aucune tangente & une surface courbe & laguelle il n'en re-
ponde une aulre comune conjugues de celle-la. On voit aussi que les
dircctions de deax tangenles conjuguces reclangulaires ne sont autre
chose que celles des deux diamélres principaux de leur point de con-
cours , considere conane point de contact de la surface avec son plan
fangent. A raison de cette propriéié , les tangentes conjuguées de
cette dernicre sorte sont appelées des fangentes conjuguces principales.

Il est encore facile de conclure de tout cela , avec M. Ch. Du-
pin, quesi, & une surjace courbe quelcongue , on circonscrit arbilrai-
rement une surface deceloppable , lu tangente & la ligne de contact
en lun quelconque de ses points , et la generalrice rectiligne de la
surface developpable qui répondra a ce point , seront deux tangentes
conjuguees de la surface en ce méme point.

IX. Soit conduit par l'origine des ¢, u, ¢, un plan arbitraire ,
ayant pour équation '
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At+Bu+Co=o0 |, (69)

dans laquelle il est permis de supposer, sans que le plan cesse
d’étre quelconque,

1o
RSN
=R

A4+ B+ C=1 . (70)
Ce plan déterminera, dans la surface (4) , une section plane. Pro-
posons-nous de déterminer le centre et le rayon de courbure de
cette section pour celui des poinis de son périmétre qui répond a
Iorigine des coordonnées. D’aprés ce que nous avons déja dit
( pag. 24 ) sur les centres et rayons de courbure des courbes
planes, il faudra pour cela concevoir deux normales a la section,
la premicre par l'origine des £, u, ¢, et la seconde par un au-
tre point ( # , w/ , ¢/ ) de son périmetre. Ces deux normales con-
courront en un point qui variera de position sur la premiere , a
mesure que le point ( #, w/, ¢’) variera lui-méme de position sur
la courbe, et qui deviendra le centre de courbure cherché , lors-
que ce point ( #, u/, »/) sera venu se confondre avec l'origine.

Les deux normales seront évidemment donuées par I'équation
(69) combinée tour a tour avec celles de deax plans conduits par
Vorigine des ¢, u, ¢ et par le point ( #, u/, ¢/ ), perpendiculai-
rement aux tangentes a la courbe en ces deux points; et ces tan-
gentes , a lecur tour, seront dounées, en combinant tour i tour
I'équation (6g) avee celles des tangentes & la surface (4), en ces
deux mémes points. _

Imitons , par le calcul , cette conception géométrique. D’abord,
parce que le point ( 2/, »/, z') est supposé un des points da pé-
rimétre de la section; on doit avoir , & la fois,

AV4-Bu'4+-Co'=0 , (71) Q'=—o ; (55)
Q) ayant la méme signification que ci-dessus ( VIII ), ce qu{ per-
mettra de mettre 'équaiion (Gg) sous la forme
A=ty Bli—t") 4= C(v—2")=0 . (72)
Les plans tangens & la surface (4) ., en ces deux poinis , auront

respectivement pour équalions
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£t+ g—u-}- B =0 ; (58)

dor, Ao dor , ,
T (l‘——t)—i— T u—-u’)+ I (v-—v/)__O . (5+)

En combinant la premiére avec 'équation (6g) et la seconde avec
Péquation (72) , on obtiendra , pour les équations des tangenles
a la section, en ces deux points,

t u (4

— a
= das as — s (73)
B—-——C-—— C ——A4 — A—-—B——
dz dy da dz dy dr
Lot/ - U1t om0/ ( /)
do/ dor T ao/ do' = _aw aar - \7%
— —C — —_— —a — A— —B —
B do/ ¢ duw/ ¢ d# do/ du/ ar

En conséquence , les plans conduits par ces mémes points , perpen-
diculairement & ces mémes tangentes, auront respectivement pour

équations
o1, AW s
( B dz dy ) C dx —A j 14 —-B d_x)v-—o ’ (7‘)

(B—_ ~C du > =6+ (C dv -d%>(u—u,)+<A aw  Car ) (v—e)=0, (79)

et couperont le plan (69) suivant les normales menées a la section
par lorigine et par le point ( # , w/, ¢’ ) ; on aura donc le point
de concours de ces deux normales, en combinant entre elles les
trois équations (6g) , (75), (76). En traitant donc ces trois équa-
tions comme celles d'un méme probléme déterminé , opérant tou-
tes les simplifications que pourra permetire la relation (70),

posant, pour abréger ,

1o/ : do’
Bo'—Cu) 22
(Be u') i (B de
do/ S ds ao/
M= w(Cr—avy 2L Gy V= (05 A‘"/du L (59)
do/ das as \ dao/
"1"( U/—Bll\ d")l—, +(A?}’———B ijw
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on ob'iendra , pour les équations du point de concours des deux

norinales ,
t=—\—_-§ . —A(A—— +B — +C ‘]S)%
u:-:jn\iz f—B(A-:‘% Bﬂ \.§ VE
N ey

de sorte qu'en désignant par o la distance de ce point Jc con-
cours a l'origine des ¢, u, ¢, ce qui donnera

=+ 4", (30)
on aura, en faisant toujours usage de la relalion (79)»
ds ds
B— —C —
< dz dy
M ds ds 3
b P —_— e A — 81
p——_/V2 (Cdx dz/} (’ ( )
1S ds 2§
+<AL—_B—— )
dy dx

) o M . .
employant donc cette relation pour éliminer v des formules (79),

A(AJS c—)$
}/(Biif—c—) (em ) (4 -5
é"" <A +CIW
== s

pj“‘ C<A‘” B‘;— 4+C ﬂf)g

V(B—A——C—) ( C——— —d —)"+< 4%5—3:%7

A mesure que le point (x , ¥, 2') se rapprochera de l'origine ,

on trouver a

en suivant le périméire de la section, le point (82) tendra de plus
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en plus 4 devenir, pour cette origine , le centre de courbure de
la courbe , et p a éire son rayon de courbure pour le méme point. -

Si présenlement on subslitue dons M et IV (77) et (78), pour

dq’ do/ da/ .
T a . —d;;-, leurs valeurs (56) , on trouvera
iENY a8
A( — /.. — ol —cuw)( 14 / ') caries
( u ¢ -.a-(Bp Cu) (Tt goay '+ dzdxp +.
RN iENY
+B (——-—v’— —t )+(Ct/ Aa’)<—- Ve = o —— t>+
dxd)’
dzs
TG ,) , S
-+ ( u )4 (Au dzdwt+d}’dz w |+
a5 as as N, )
B ( v I ot N
< dz > da? dady “ s ¢ }+
d$ d=s a5
— -!—( C — — w 4- pf e Z’> vee )3
N HCn W TV may ) (B9
(4B p BN, 2 N
dy da )\ a2 dzdw dyde 7

valeurs qui devront éire scbstituées dans la formule (81). Mais ,
si 1'on suppose que le point (#,u ,¢’) est trés-voisin de I'ori-
gine dcs t.u,v, onpourra, sans eireur sensible , négliger, dans
M et N, les termes de plas d'une dimension , par rapport i ces
coor 1onnecs , ce qui donnecra simplement

18 1S
(35 —Ch t-—r—k ¢ __4—)u/ <A——— —B3>
dS as 428 Qs as T
B C \ U ’ y
{ (d dz dy /\\ da? dady v dzdx ¢ >
is 125 a:s a8
! (e -—A—>/ = /- o'+ z)
d_)- dydz dxdy
as as \ az8 azs a:s )
42 p N 2y 4 22 )
“”( 5 LA\ T T o))

mais , dans la méme hypothése, I'équation Q¥'=0 se

as a8 dS
=y 22 ’
dx -+ dy

qui , combinée avec (71), donne

réduit i‘l

v=o0 , (€5)

\

, (83)

(s5)
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I u!

R i . ‘ . 87)
as as 18 ds iS > ! (87
BY _c 4 C‘—————A——— 4 _p
ds dy dx dz dy dx
de sorte que, 2 étant un muinplicateur convcnable , on aura
A N ds’ ds’ cb’ as
) W=)(C——-4-=), ..—A —_ ).
ay’ ot dz’ aa'

En subslituant ces valeurs dans la formule (85), 2 dxsparan!ra de
lui-méme , et nous aurons

‘b’ S’ S S as’ ~e / as7 N\
B - € —_— = _—
Ar - dz’ d'}’ /—} da/ dz/ AN A djy’ da’
N, Y _¢ w’) e ( C it__ >( de _p Ny |
s dz dy’ dasa - da’ d.l// dy'ds’
( as’ ds’ \z 4% as’ d=5
C —_A — o / _A \( —C —
) Y ) a2 4 / Ay J ddda
as’ d4s’ '\ 48/ N tRY as EEAVAR 1
A — =—B — ] — - _—C —_— =Y
\ dy’ B da/ dzr2 +2 (B ds/ (U \< Y dz' J/ da'dy’
d’ou nous conclurons (81)
3
LAY as \ / as’ 48 dS’ 2l 7z
B _¢ B4 ( 45— B
P__ ;( d C ay’ \ C A ) d// d:!/ / (88)
/ ( B :i;’_c AN EAY , C d_&‘— y _f_l_S_’ A (_li’_ B ¢ d" (125/
7 de dy’ ) dasa 1-2( do/ de /N7 ay az,’ dydz 4
A a5 i ERY 1S/ ds’ d S" as/ das
+<C———A~- )—-v- 4 _p (pY \
da/ dz! dy’2 dy’ da/ \ ds/ d}’ dzdal
/ as as d=8 das as’ N/ iNY ds’ iERY
[ A — —B ——) B—-—-C——— —_— — ]
\ +\ dy’ dz dz/2 +2 ( dy’ dw/ da’ da/uy!

Comme ¢, ', ¢/ ont disparu, nous pouvons les supposer nuls ;
de sorte que cette valeur de p est rigourcusement celle du rayon
de courbure, a Vorigine des coordonnées, de la section faite dans
la surface S=o par le plan (6g). En substituant cetie valeur dans
les formules (82), nous obtiendrons rigoureusement les coorden-
nées du centre de courbure de la section.

La formule générale (88) , que nous n'avons encore rencontrée
nulle part, est susceplible d'un grand nombre de conséquences
qu’il nous reste présentement a développer.
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GEOMETRIE ANALYTIQUE.

Ezxposition dune méthode élémentaire propre
a obtenir les équations des développées ortho-

gonales et obliques des courbes planes ;

Par M. Bary.

AVITTTITIATLITRITLTI RV TV ALY L

SI I'on congoit qu’une droite indéfinic se meuve sar le plan d'ane
courbe, de manitre i lui rester constamment normale, cette droite,
dans son mouvement . demeurera constamment tangente A une au-
tre courbe qui sera ce qu'on appelle la developpée de la premicre.

On peut aussi concevoir une autre droite indéfinie , suivant la
premiére dans son mouvement , de maniére a couper la courbe
proposée aux mémes points qu'elle, et a faire avec elle, tou-
jours d'un méme ¢6té , un angle constant ou un angle variable
suivant une loi mathématique donnée quelconque. Cette seconde
droite sera , dans son mouvement , comme la premiére , tangenie
a une certaine courbe qui pourra éire également considérée comme
une sorte de développée de la proposée , etqui parait avoir éié con-
sidérée pour la premilre fois ( Annales, tom. XX, pag. 97 ),
par M. Lambert qui , pour distinguer les unes des autres ces deux
sortes de développées , a appelé, celles de la premiire, sorte des
developpées orthogonales , et celles de la seconde , des deceloppees obli-
gues ; d’'ou l'on voil qu'une courbe plane proposée ne saurail avoir
qu'une seule développée orthogonale , tandis qu’elle peut avoir
une infinité de développées obliques différentes.

Tom. XXI, n°q, 1. mars 1331. 33
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On a ramend , depuis long-temps , a des procédés élémentaires
Ia recherche des tangentes et des normales aux courbes, soit par
des poinis dommés sur leur périmelre , soit par des points exiérieurs ;
mais il n’en est pas de méme des développées orthogonales ou obli-
ques , dont jusqu'ici , malgré leur importance dans la géométrie
et dans ses applications & la physique, on a toujours fait dépen-
dre la recherche des procédés de la haute analyse ; de sorte que
les personnes qui, aprés avoir suivi les cours de mathématiques
de nos colléges , n'ont ensuite ni le loisir ni l'occasion de s'éle-
ver jusqu'a 1'étude du calcul différentiel, se trouvent ainsi con-
damnées & rester , pour jamais, étrangéres a tout ce qui concerne
cette branche importante de la science.

Nous croyons donc faire une chose utile en montrant avec
quelle facilité on -peut présenter la théorie des développées, soit
orthogonales soit obliques , de mznitre a l'introduire dans les sim-
P!cs ¢iémens. Nous exposerons d'abord le procédé géundéral ; nous
en ferons ensuite diverses applications,

Concevons que, par un quelconque (x’,»’/) des points d'une
courbe plane , on méne une normale a cetle courbe; si, par un
autre point quelconque de cetie courbe, on lui méne une nou-
velle normale , celle-ci, en général , coupera la premiére en un
certain point («,f). La premiére normale étant supposée fixe ,
si la seconde marche vers elle, en demeurant constamment nor-
male 3 la courbe, le point («,8) marchera sur cette normale
fixe jusqu'a ce qu'euﬁn les deux normales venant & se confon-
dre, ce point («,B) sarrétera sur la normale fixe, dans une
cerlaine situation, et il est manifeste qu’alors il appartiendra i la
développée de la courbe proposée.

Ainsi, & chaque poiut (a/, ') de la courbe donnée, répond
un cerlain point («,3) de sa développée, situé sur la normale
a celle courbe en (&/,)’); tout comme, a chaque p'oint (a«,05)
de la dévéloppéc doit répondre un point {a/, /) de la courbe

proposée, intersection de ceite courbe avec la tangente d cette dé-
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veloppée en ce point («,(3); de sorte que l'un quelconque de
ces deux points est nécessairement déterminé par lautre.

$i l'on congoit présentement que la normale fixe au point ( 2/,
2”) , devenue mobile, marche sur la courbe, en lui restant cons-
tamment normale , le point («,3) marchera sur elle , et décrira
précisément la développée demandée. Il ne s’agit donc, pour ob-
tenir l'équation de cette développée , que d'imiter, par l'analyse,
cette construction mécanique.

Soit supposée

F(xy)=o0, ()

I'équation de la courbe dont il s’agit; pour le point (x/,y’) on

aura
F(z', y)=o0 ; ()

I'équation de la normale , en ce point, sera de la forme
(x5, 2/, 9)=0 . 3)

Si I'on veut que cetie normale passe par un point donné (« ,
B), on exprimera cette condiiion en écrivant

(2B, 27, y")=0 ; (4)

équation qui, combinée avec 1'équation (2), donnera les pieds
(a/,y’) de toutes les normales issues du point («,f3 ).

Au licu de résoudre les deux équations (2) et (4), par rap-
port a 2’/ et y/, on peut, dans l'une et dans l'autre, considé-
rer ces deux coordonnées comme variables, et construire pour les
mémes axes, les deux courbes qa’elles expriment. Les intersec-
tions de ces deux courbes seront également les pieds (2, ) de
touies les mormales issues du point («,f3).

Cr, la premiére de ces deux courbes est la courbe proposée
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clle-méme ; d'od il vésulte que I'équation (4) est celle d'une cer-
taine courbe qui coupe la proposée aux pieds de toutes les nor-
males qui peuvent lui éire menées du point («,f3).

Si présentement deux de ces normales viennent 4 se confondre,
d'aprés ce qui a é1é dit ci-dessus , le point («, 3 ) deviendra un
de* ceux de la développée. Or , pour que ces deux normales se con-
fondent en effet, il est nécessaire que deux des points d'inter-
section des courbes (2) et (4) se confondent en un seul, ou, ce
qui revient au méme que ces deux courbes se touchent et aient
conséquemment la méme tangente au point ( 2/, ). Cherchant
donc les équations des tangentes aux deux courbes

F(r,y)=o0 , f(x,8,7,5)=0 ,

au point (a7, y' ), et écrivant que ces deux tangenles se con-
o
fondent , leur coincidence entrainera deux conditions de la forme

?(.’U/,]",O(,B)ZZO s 4’(~r/1)’}7°‘aﬁ):0 3

lesquelles , comme nous I'avons dit ci-dessus, donneront indis-
tinctement o et 3 en 2/, »/, ou x/, )/ en « et B. Si, en par-
ticulier , on en tire les valeurs de 2’/ et »/, en « et 3, pour les
substituer dans l'équation (2), 'équation résultante, en o et 3,
sera 'équation cherchée de la développée de la courbe (1). On
pourra d’ailleurs , chemin faisant , employer les relations (2) et
(4) a simplifier les calculs et leurs résuliats.

Voila pour ce qui concerne les développées orthogonales. Si,
au contraire , 1l s'agissnit de développées obliques, il n’y aurait
d’autre changement & faire dans le procédé que celui de rempla-
cer I'équation (3) de la normale au point ( 2/, 3’ ) par celle d'une
droite passant par le méme point et faisant avec elle un angle
I'angle, constant ou variable , requis par les conditions du-
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Pour premitre application de ce procédé , cherchons I'équa-
tion de la développée de I'ellipse donnée par l'équation

b o’y =a'b® . )

A4 . \ . .
L’équation de la normale i cette ellipse au point ( z’ , ¥ ) sera,
comme l'on sait, en posant, pour abréger, a’—b*=c*

bx'y—a*yxr+cx'y'=o0 , (3)

sous la condition

ba*+ay*=a'b ? (2)

On exprimera que celle normale contient le point ( @, 3 ) en écri-
vant

bBr'—aray’'+c’r'y'=0 ; '(4)

de sorte que les pieds de toutes les normales issues du point («,f3)
seront les intersections de la courbe (1) avec la courbe donnée
par l'équation

bpr—atay+clry=o .

Les équations des tangentes & ces deux courbes au point ( 2’, »*)
sont

b r’r+ad'y'y=a’b* ,
(cy'+bB)r+ (Cr'—ax)y=czy’ ,

sous les conditions (2) et (4).
Pour exprimer que ces deux tangentes se confondent en une
seule et méme ligne droite, il faudra écrire

x ! 2314128

y! =0t
2 c’,b'_)/ b2 o‘.),’}'

)
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équations qui donmeront « et 3 en &/ et »’, et réciproquement,
I
Mais la relation (4) donne

a’ey! AT
. Cr' —aa—=— —
-

02]"—!— bTﬁ:

-y

a/
il viendra donc, en subslituant,

al ae ¥ bg

_b_;_— ca)Iz

7’

a3 c*a’?

équations plus simples desquelles on tire

T
az \3 b8 \3

ce qui donnera , en substituant dans la relation (2) , et reduisant,

ax % bB :3!'
(Y2
c? c*
équation connue de la développée de lellipse dans laquelle « et 3

sont les coordonnées courantes.
En changeant ces coordonnéesen z et y, eten posanten outre

O—aa’=—bl ,

@' et b/ étant deux nouvelles longueurs, cetle équation prend la

forme
2 L
x \3 Ny __ .
(7)+(F)y=>
ce qui offre un rapprochement remarquable entre 1'équation de

la développée d'une ellipse et celle de cette courbe qui peut éire
mise sous la forme
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(%)}

Pour deuxi¢me application nous choisirons une classe de dé-
veloppées obliques dont I'élude est indispensable au physicien ; sa-
voir: les caustiques par reflexion.

Nous supposerons que des rayons de lumiére paralltles & une
droite fixe , tracée sur le plan d'un cercle , viennent rencontrer
la circonférence de ce cercle, contre laquelle ils se réfléchissent
en faisant un angle de réflexion égal i Vangle d'incidence ; et
nous chercherons a quelle courbe les rayons ainsi réfléchis sont
tangens.

Soit r le rayon du cercle réflecteur, placons & son centre l'o-
rigine des coordonnées rectangulaires en dirigeant 1'axe des x pa-
rallélement 4 la direction commune des rayons incidens. En pre-

naut ( &', »’ ) pour un point incident quelconque, nous aurons
2 2
X’ yr=r’ , (2)

On trouvera aisément ensuite , pour l'équation du rayon réfléchi
qui répond a ce point,

(@ ") (r—y )= 2y (v—a?) ;
ou bien , en simplifiant, au moyen de la relation (2)
22y e (X —y Ny =1y (3)

Si T'on veut que ce rayon réfléchi passe par un poiat donué
(2,8), on devra avoir

22‘2;9,/ —-—-p(i‘/:-—-:)/”) —_ ’.3)~/ : (4)

de sorte -que l'équation
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[N

sazy—f(z—y)=ry ,

est celle d'une courbe qui coupe le cercle donné aux peints d'in-
cidence de tous les rayons qui, aprés leur réflesion & la rencon-
tre de ce cercle, vont concourir au point (a, f8).

Les équations des tangentes a ces deux courbes , par le point
(z’,y ), sont

drtyy=r ,
2(1'y'___ﬁxﬁ)xv+(2ax/+2gj,'_'.:)j=r2f} .

Pour exprimer que ces deux droites se confondenl en une seule,

il faudra écrire

T/— 2(“9,/_#3“,/) /— 20::!:’-4- P @_y’—-r’ .
. ! ' r= 3! !

équations qui donneront o et 3 par 2/ et )/, el réciproquement.
En les résolyant par rapport & « et 3, on trouve

2wy deriaf
x—=- )

ar?

ﬁ r’*’}*——'}’(x”-—j”) _ .7./(,.:_1/2)_',_)/3 2},/3. _ 573 .
_ 212 - ar? T oarr T 2 7

il en résultc, en faisant usage de la relation (2),

B o e e O 1 e X Yt
- Lré — Lr?

ou encore

. 2 3472 2
@ +Br= 47”2'1’ == :-r 3

done
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4(L+p)—r'=3" ,
et , par suite,
{4 +p)—r =27y ;
mais , de la valeur de 3, on tire
7i=rig
ce qui donne, en subsiituant,

{4(«+p7)—r" =278

-e

ou bien, en changeant respectivement « et 8 en x et y,

{4(z* 4" )—r'P=a7rty’

équation exactement la méme que celle qui a été trouvée par M.
de St.-Laurent, i la pag. 18 du XVIL.™ volume du présent re-
cueil , pour celle de la caustique par réflexion dans le cercle, et
de laquelle on tirera les mémes conséquences.

La théorie des racines égales peut quelquefois simplifier les re-
cherches qui nous occupent. Pour en donner un exemple , cher-
chons a4 quelle courbe sont tangentes les droites menées par tous
les points d'une parabole , de maniére a faire , dans le méme sens,
des angles constans avec les normales en ces mémes points. Soit
I'équation de la parabole dont il s'agit

r=szpx , (1)
on aura, pour un quelconque (2’/,)’) de ses points ,

ryir=2px’ . (2)
om. XXI, 34
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L'équation de la normale en ce pointsera, comme l'on sait,

pmyimm e

Si l'on désigne par ¢ la tangente tabulaire de Il'angle constant
que fait I'oblique avec la normale en chacun des points de }la
courbe , et par 7' la tangente tabulaire de I'angle variable que
fuit cette méme oblique avec I'axe des 2, on aura

Al T
—_— . et
__”__,::t : dou T:’:-ji—-y;
—7 g
p

de sorte que l'équation de 1'oblique sera

ptty’
ty!'—p

y—y'= (z=—2') . )

Soit (&, ) un point par lequel cette oblique doive passer ,
on aul‘a'

ﬁ—] ) pt+s’

(a—z") ; (4)

de sorte que l'équation

G—p)r—B) = () r—s)=0 5 (5)

sera celle d'une courbe coupant la proposée (1) en tous les points
ou elle est rencontrée par les obliques issues dua poml (x,8),
sous les conditions données. -

On pourrait présentement achever le calcul comme dans les exem-
ples précédens; mais ici, ou, dans I'équation (1), x ne se trouve
qu'd la premiére puissance , il est plus court d'en tirer la valeur
pour la substituer dans celte derniére , ce qui conduira a I'équa-
tion suivante, du treisitme degré en y,
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P=ply* -t 2p(3—a-+p)y—2p*(B+12)=0 .

On voit par ld que, généralement parlant, on peut, d'un méme
point («, ) du plan de la parabole , mener & cette courbe trois
obliques qui remplissent les conditions prescrites. Mais, si ce point
est un des points de la développée oblique demandée, deux de
ces obliques se confondront en une scule ; de sorte que I'équation
ci-dessus devra avoir deux racines égales. Or, on sait que, pour
qu'une équation du ftroisitme degré, telle que

oy by’ +cy+d=o ,
ait deux racines égales, il faut qu'on ait

4(b*—3ac)(c*—3bd)—(bc—gad)y' =0 ;

3.

appliquaﬁt donc celte condition A la formule ci-dessus , il viendra
4P —Op (13— p) ) hp* (Bt p) — Ep?(B4-12))
—{—2p'U(B—a+p)+18p(B+12)}" ;
ou bien, en réduisant,

2{pt—6(i3—a+p)}{2(t3—a+p)*—3pi(B+12) }
+p{H(tB—a+p)—g(B+ix)}'=0 .

Telle est donc la relation qui doit exister entre a et 3, pour
4ue le point (a,f3) soit un des points de la développée oblique
demandée ; c’est donc la I'équation méme de cette développée , en y
considérant o et f3 comme des coordonnées courantes.

Si I'on veut déduire de 13 1'équation de la développée orthogo-
nale de la parabole proposée , il suffira de supposer /=0, ce qui
donnera , en changeant respectivement « et 3 en x et y,
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8(x—p)*=27py

équation connue de la développée ordinaire de la parabole. .

Si, aprés avoir divisé par ¢ I'équation générale de la dévelop-
pée oblique , on y suppose ensuite {=x , en changeant toujours
2 et B en z et y, on reciombera de nouyeau sur l'equation

y' =2px ,

de la parabole proposée, ainsi que ceta doit &tre , puisqu'alors 1a
question revient 3 demander quelle est la courbe qu’enveloppent les
perpendiculaires 4" toutes les normales 4 une parabole donnée.

Le procédé que nous venons d'employer , pour parvenir i 1'é-
quation de l'une des développées obliques d'une parabole , s'ap-
pliquera également, sans difficulié, a toute autre courbe dans I'é-
quation de laquelle I'une des coordonnées n'entrera qu au premlcr
degré. Mais il n'en sera pas toujours de méme dans 'le cas o , a
une méme valeur de chaque coordonnée , répondrent plusicurs va-
leurs de l'au!re; car alors il ne suffira pas, pour exprimer qufe
deux pomls de la courbe se confondent en un seul, d'écrire que
ces deux points ont une coordonnée commune. L’ équalion en. P
et 3, qu'on obdent dans ce cas, peut donc alors se trouver comph-
quée de solutions etrangeres . dont il est prealablement necessau'e
de la délivrer.

Pour faire mienx comprendré cette difficulté , par un exemple
ou elle est facile a faire disparaitre , nous reprendrons la ques-
tion que nous venons de traiter ; mais, au lieu d’éliminer x en-
tre les équations (1) et (5), nous en éliminerons y; ce qui, en’
supposant =0, conduira a I'équation du troisiéme degré en x

¥’ —h(a—p)x*+2(x—p)*x—pf=o0 .

Sil'on exprime que cette équation a deux racines égales, cela donnera
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B{8(x—p)’—27pB}=0 .

En égalant le deuxiéme facteur & 7éro, on obtient, comme ci-des-
sus , I'équation de Ja développée. Le premier facteur égalé a zéro.
donne Vaxe des x , c'est-d-dire, 'axe m¢me de la courbe. Ce der~
nier résultat pouvait aisément étre prévu. Si, en effet, par deux
points d'une parabele , pris sur une méme perpendiculaire 3 son
axe , et ayant conséquemment la méme abscisse , on méne des
normales a celte “courbe , ces normales concourront sur ce méme
axe. On deyrait donc trouver cette droite pour le lieu des points
de concours des normales menées a4 la courbe par des points ayani
méme abscisse , mais des ordonnées de swnes comran‘es. .

- Un- autre inconvénient , attaché a lemplm de la theome des ra-
cines égales , c'est que , lorsque I'équation finale, soit en z soit
en y, est d'un degré tant soit peu élevé, et compléie , ou d peu
prés , la recherche de la condition nécessaire pour que deux de
ses racines soient. €gales , peut étre assez laborieuse pour découra-
ger tout i fait le calculateur , ce qui semble militer en faveur
de la méthode , mcompamblement plus snmple dont nous venons
’de présenter Iessal. '

Nous devons dire, en terminant, que nous n'ignorons pas que
M. Poulet Delisle , dans son Application de I'algibre a la géomeirie
pubhec en 1806 , a déja cuseigné a obteuir , par les simples élé-
mens , le cercle osculateur , et conséquemment le centre de cour-
;bure:, pour chacune Qes trois lignes du second ordre ; d'ou il est
_ensuite facile de parvenir a I'équation de la développée. L'auteur
,pour parvenir & son but, exprime qu'ua cercle passe par trois
points prxs arbiirairement sur le périmctre de la courbe, et qu'en-
suite ces frois points viennent se confondre en un seul ; ce qui
établit une parfaite analogie entre la recherche da cercle oscu-
lateur et celic de la tangente. L'idée de présenter une théorie
.-Pu‘rem'cutﬂé?c’memaire des développées n'est dou: pas nouvelle ;
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mais le procédé suivi par M. Delisle n'est applicable , comme on
le voit, qu'aux seules développées orthogonales, tandis que le nd-
tre , au conlraire , s'applique, sans difficulté , a la recherche des
développées obliques , de quelque nature qu'elles puissent étre ,
et conséquemment a la recherche des caustiques , soit par réflexion,
soit par réfraction.

. : W .

ANALYSE TRANSCENDANTE.

Méthode pour la transformation d'une série
guelcongue , ou du rapport entre deux séries ,
en une fraction continue équivalente ;

Par M. LE BARBIER.

TV VWL VWUV VWALV VWY

POUR rendre plus facile a saisir la méthode de transformation
que nous nous proposons ici de faire connailre, nous I'applique~
rons d'abord & une suite d’exemples de choix.

Soit d'abord la série
1—32+ 52—+ grt—r1128 4 1325—. . 5 (1)

en lui donnant 'unité pour dénominateur, on en fera une fracs
tion ordinaire que l'on pourra ensuite, par un procédé analo-
gue & celui quon enseigne en arithmélique, convertir en frac-
tion continue, dela maniére suivante:

Divisant le dénominateur 1 par la série, on obtiendra le quo-
tient 1 et le reste
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‘3r-5-r’+v7,r’-—9x‘+1rx‘-—-...... ;

diyisant ensuite la série par ce reste, on obtiendra le quotient

I
— et-le reste

3z
4 8 12 16 20
—_— — e — i — e S
3 T+ 3 3 >+ 3 ¥ 3 x>+

Divisant le premier reste par celui-ci , on obiendra le quotient

—_3 et le nouveau resie

4
T Yol S X LB/ LI L 37 B SO
Divisant enfin I'avant-dernier reste par celui-ci , on obtiendra le
quotient — 3, » avec un reste nal. En conséquence la série
xr

proposée pourra étre remplacée par la fraction continue

X
— I
T 1
3% T 9, 1
47
3%
qu’'on réduira facilement a celle-ci
b 4
—_ 3z
1 4 = e
 ———
3 4+ —

laquelle revient & la fraction ordinaire

T s 'V

(14x)

?

dont la série proposée est en effet le développement,
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Soit , pour second exemple , la série
1= 224 38— 42 + 5t =62 - nafmii s 5 (2)

en la trailani comme la précédente on obtiendra les quoliens
et les restes successifs dont le tableau suit:

I
1 1—22~+ 32— 423 - 5t —605 4725 —8x 4 .ioes
—;;— 20—3x" 4 43 =50t 4+ 625 —72 - Bx Tt ins
—f | i L S e
.__?'; L 2 - 30t = [ - BB - usuriee o
0 ;

ce qui donnera, pour la fraction continue équivalente,

: + —
1
' —_— 1
a2z -4 + T}
2%
ou bien
X
— 2%
_ x
' : —— x
2 += 3

laquelle revient i la fraction ordinaire

1

(i

dont la série proposée est en effet le développement,.

k)
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Soit , pour troisitme exemple , la série
14524+ 92 +1328 + gzt 4212t 42525+ 5 (3)

en la traitant comme les précédentes, on obtiendra les quotiens
et les restes successifs dont le tableau suit:

1 1+-0x4+qr’+ 132l 17t 2128 2520 2gaT 4.0yl

—— | —Sr—oa’—132} — 1720t —2125—252—292T—. . ...l
e R T

+ — ' 42a3 43wt fat 4 5t 462 4 ...l

e}

S
X ! X
5 T 54—
— 16
16 .

a.
5 ——

I

§ ——— 16%

laquelle revient a la fraction ordinaire
143x%
(1—ux)? ’
dont la série proposée est en effet le déyeloppement,
Tem. XX1.

w
Q¢
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Soit encore la séric
1507+ 402+ 85t 41 562% 25925+ foox? + 5852 +... ;5 (4)

en la traitant exactemeni comme les précédentes , on trouvera
pour sa fonction génératrice la fraction rationnelle

(1422 4—2a)

(=)

Ces exemples suffisent pour faire voir que ce procédé, fondé
sur la recherche du plus grand commun diviseur entre l'unité et
une série proposée , offre une méthode directe et trés-élémentaire
pour sommer toute suite infinie dont la fonclion génératrice est
rationnelle ; méthode différente de celle d’Euler , indiquée par M.
Lacrore dans son 7'raité de calcul différentiel et de calcul integral.
( Deuxiéme édition , tom. III , pag. 344 ).

Le méme procédé peut étre également employé a transformer
une série quelconque en fraction continue.

Soit d’abord la série

1.3 1.3.5 1.3.5.7 1.3.5.79 o -
P Py o SO )

I+ 2+
que l'on sait étre le développement de la fonction

I .
Vi—z '’

si I'on cherche le plus grand commun diviseur entre 1'unité et
cette série , les quotiens et les restes successifs scront tels qu'on
les voit dans le tableau suivant:



EN FRACTIONS CONTINUES.

I
I r.3z2 1.3 5a3 1.3.5.-x4
I I+ — x4 - I e, ,
2 2.4 2.4.6 2.4.6.8
2 I z 1.3%2 1.3.523 1.3.5.7.a%
x 2 2.4 2.4.6 2468 T
” n 1.2 1232 qox* 84oat
2 o fo— - _—— Ceees
2.4 4.6 2.4-6.8 2.4.6.8.10 ’
__z + 623 6023 63o0xé
@ 2.4.6 2.4.6.8 2.4.6.8.10 '
o 2/ a2 360x3 + Sofozt
2.4.6.8 2.4.6.8 2.4.6.8.10.12
2 12023 252004
© 2.4.6.8.¢t0 2 4.6.8.10.12 o
2 7203 2016oa 4
2.4.6.8.10.12 2.4.6.8.10.12.14
2 + 5040a%
x : 2.4.6.8.10.12.14
d'ou résultera
T 1
_ = T
V 1=z 1+ 3 .
—— b T
@ 2 + . .
—_—— e — T
X 2 + 2 .
z 4+ — .

ou bien encore
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T
X

1
~ .
1= I -
¥ 2 — x
_— x
Q ——
2 "==isece

wla

En changeant le signe de x, cela donnera

—— x
V i4x 1"}“2—‘; E:
2 Feieenn

Si , par exemple , on suppose x =2, cette derniére formule donnera

I

1
1

V3
T s
2 -+ — ¥
I+2+ .....

Soit la série trés-divergente

I-r1.2741.2.32"—1.2.3.423+1.2.3.4.524—1.2.3.4.5.625+... (6)

que I'on a vu, d Ia pag. 8t du présent volume , étre le déve-

loppement de la fonction

‘/c dx .
x? ;/FT: !

en la traitant de la méme maniére , on trouvera

" d
x 1
ve fae_x
.2 o
E Ve 1+ X .
1.2% 2 -+ .

1
2 3% +_3—'+'

] -

a
D50

ou bien encore

=+ A I
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3x

- 2% L

1+ 7 - S 3z
1 1 +c-o.o

8i, dans la série, on pose x=—1, il yiendra

1—1.2+41,2.3—=1.2.3.4+1.2.3.4 5—1.2.3.4.5.641.2.3.4.5.6.7—.......

x+—'| _3_ 5 )
1+—;l_4__
I Heene

fraction continuc qui est convergente; car, en formant les rédui-
tes successives , on trouve

f I I 5 5 17 7 67 85 .
O T T 9 3; 7 x7’ 167’209’."“’

fractions allernativement trop grandes ¢t trop pelites , mais qui
convergent vers la véritable valeur de la série, qui est comme l'on
sait ( Voy. l'ouvrage cité de M. Lacroix, tom. III, pag. 348),

0,40365263.......

Pour transformer la série

r—1.20°+1.223—1.2. 304 4+1.2.3 . fat—1.2.3.4.52°+....... (0)

en fraction continue, Euler , en représentant cette série par A ,

pose A:-I—_E—E , il en conclut
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ze—2z3¥1.2.323—1.2.3 fai41.2.3 {5540
A

B= 1—a+-1.227==1.2.3034 1.2.3.424—1.2.3.4. 52540 e0ers
..' x L) Y . .
il pose de nouveau B= ——, d'ou il tire
14+C

C— =22 41813 —gbat-4-600a5—{320a64. .00 os

I—1241.2.302—1.2.3.42341.2.3.4 5at==rereres

il pose ainsi successivement

A= -2, p=-"_, 6=, D= ==

i+8 7 T T a4C 7 7T 34D’ T T a4E T T a4F 7

ce qui lui donne finalement , comme on peut le voir dans l'ou-

yrage cité ( pag. 392 ) ou tout le calcul est développé ,

T— 1.2 1. 20012324 1.2.3. {25 —1.2.3.4. 525 +.......
X
=T +%a
x+7+2_x_ o
1 + —_— 3w
1 4+ — 3z
h 1 —_ 490
Sl N LA
1 -+ — 5%

En posant =1, on a

I—1+4-1.,2—1.2.341.2.3.4—1.2.3.4. 54,0077

......

—
—

LR

I+i 2 3

1 J—

+£_ 1
1

ce qui donne les réduites successives
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x : 2 4 8 w0 4 124
r a ' 3’ 7 13'7} 73’ 209"“”’

fractions alternativement plus grande et plus petite que la valeur
de la série , mais convergent sans cesse vers cette valeur.

On sait que, e €lant la base du sysitme de logarithmes de

Néper , on a
a3 ak a3

e B M
“=1+ 1 + x.z+ 1 + 3.4 + 1.2.3.4.5 Foeenn

2,3 1.2.3.4

On en conclut

2

X a? a? a% ..
2-4~ — — ——
e + 1 +7.2 + 1.2.3 + 1.2.3.4
eX—1 - x a2 a3 at
1 + 1.2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 e

En opérant sur la fraction qui forme le second membre de cette
équation , comme on le fait dans la recherche du plus grand com-
man diviseur, on trouvera successivement les quotiens et les restes

contenus dans le tableau suivant:

2 x a2 x? xh a3

z _1—+ Tz + 1.2.3 + 1.2.3.4 + 1.2.3.4.5 e
6 x? 243 x4 4a8

© 1.2.3 + 123.4 + 1.2.3.4.5 + 1.2.3.4.5.6 e
10 213 4 64 + xza;f
x 1.2.3 4.5 1.2.3.4.5.6 1.2.3.4.5.6.7

14 64 243

= +1.2.54567 + o3i56.8 T
18 243
- 2/ 5 - '}"'“‘
x 1.2.3.4.5.6.7.8.9
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on conclura le développement que voici:

41 2 !
. a2 % 1
(22 § X +_
2
@ o 4L
-SG_ l/f-+ !
z _'_§_+—2—!;
X
L
et , par suite,
X =t b
Sz 2 X
X 10 1
x 14 i
P + 18 ¥
@ + 22
z Aeene s
ou bien encore '
eX—1 x? R
T. — A
T Tl e
104 —_ = ot
13 =
- 18 A — -
22 mess
En posant x=1 , on tire de 1a
e—1 I
—_—= I
etr 2, 1

ce qui donne les réduites successives

6 61 860 15541 3
2 13 132

1861’ 33630 °
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. e—1 . ,
dont la derniére donne la valear de grie avec douze chiffres dé-
é I

cimaux exacts. Il est facile ensuite d’en conclure la valeur de e.

Appliquons encore notre procédé au développement de Tang.x

en fraction conlinue. On a

x x3 + 25 T
Tane.z = Sin.w 1 1.2 3 1.2.34 5 123.4.567 e
8 Cosawv x? ak a6 7
1I— - — 7 — — -+...
1.2 1.2.3 4 1.2,3.4.5.6.

En cherchant, comme ci-dessus, le plus grand commun diviseur
des deux termes de la fraction, on trouvera les quotiens et les

restes successifs tels qu'ils se présentent dans le tableau suivant :

&
x? a a8
I —_— —_—
+ + + 3.4.5.6.7.8 ’

1.2 1.2.3 4 1.2.3 4.5.0 1.2.3.4.

I 23 a’ a’ 29
4 1.2.5 + 1.2.3.4.5 1.2.3 3 9.6.7 T 1.2.3 4.5.6.7.8.9

_3 2a3 + Lk 6.6 8.8
¥ 1.2.3 1.2.3.4.5 - 1.2.3.4.56.7 + 123.4.96.7.8.9 _'
a3 25 207

5
4= —_—— e . —
& 1.3.5 5.6.7 56.7.8.9 !

d'ot on conclura

Zom. XX[I 36
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1
~1
-~

1

Tang.x:—l— '
- l 3 I
v —_—— b —

x 5 1

e Lt

~ou bien encore

;L‘Tang.x_—: - x2

Il ne faut pas perdre de vue, dans les applications de ce déve-
loppement, qu'ici le rayon est pris pour unité.

M. Legendre, dans les notes de sa Géométrie , parvient a un
pareil résultat par une méthode fort élégante, mais qui est par-
ticuliere a ce genre de série.

Pour dernicr exemple, prenons la formule

a8 b

~ 3 A
IJO“‘ I MA :‘1‘—"‘—‘—*"‘2“——}— ‘———"‘—’+.-o-0:
g (1 1 3 4 + 5 6

En opérant sur la série qui forme le second membre, comme nous
I'avons fait dans les aulres ecxemples , c’est-a-dire , en cherchant
son plus grand commun divisear avec l'unité, les (uotiens et

les restes successifs seront tels quion les voit ici



»fw  wlor el s = 8]~

SN

¢e qui donncra

Log.(l +x _

ou bien encore

1
X

I

x 22 a3 xh a5 ab
.__._.,+_____-+r_—__—_-—+ ......
1 2 3 4 5 (3}

x 2 a3 ak a’d a6

- - 7 S g e

22 x3 34 2x% 5a6 .
e —— = - —
6 7 20 15 42 ‘
a2 a3 xh _/‘_a5 5a6
6 5 5 21 28 o
23 x4 225 5a6 +
30 20 35 84
a3 34 91’
20 35 8.4 )
AR
7o e R .
X3
e
70
1
P
x_+ 3 T
vl
— =
a o I
-t
341
7 x
——T—f* 3
4
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L“’(+)—- '+
1 2+ +
4+—

2+7+ 5% 5%
9
Bl aler

Si, dans cette formule , sous sa premidre forme, on change z en

1 .
— , elle deviendra
&

14z ° ¢
Log( " ): ;—+_£_
T

X

..2..+_’_ 1
2 S5z +—2' 1
3
3 7% 2
VAL SITP
ou bien encore
1~} \~_l_
LOg< X /_a,—{--!—- L4
2 + -— 2
3 + — 3
Sx + — Ea L
2 -+
7x+'2‘+i
Q@ e

Il nous sera présentement facile de généraliser le procédé dont
nous venons de donner des exemples. Soit la fraction

at-a'4-a'' x>+ 2340 xiden
R R L S S

en divisant le numérateur par le dénominateur , ne prenant que
le premier terme du quotient, et posant, pour abréger,
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ba/—aly/
b

=c,

O et
—_——

b

=,

(- omn
ball'=—cl o

b T

4 &« e« o 8 o e+ e+ 2

on aura
X
+ /. /a2 It 3
bl -t w2t a3 an s
cdxgec w2 M a3 dm i anen

ata/ a4/ w203 4,
b4 a4 b 2201 23 e svenes

a
= 3 .

Par un semblable calcal , en posant , pour abréger,

cl/=—bd
ST —d,
c
clt=—b!"
— =7
I
b - be —dr ,
T e ;
odn aura
L N N s ) % i
B XL e A SYAUP R I '—:“’_ cFdad v M3
dg-d'ad-d" x*H a3 e

¥Epn posant semblablement

dc'==sd

d

e ,
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W e
—_—

d ’

! e 31

d ?

on trouvera

o SR YT SRR SO € @ '
7 SRR AL STAUREE SN T d + T A SN L B
L R e e A sl L I

et ainsi de suite ; ce qui donnera finalement

a+a’<1'+a’/x2+a”'x3+--.. a
—_2
NS YAl SR LRl ST b+ x
—_ 4 - ,
c _6_+ x
d d d
—_ =
P e .
?—-l— H
et , par suite ;
bbbVt a1 a3 et 4
R e 1 SR + x
b
< ¢ + x
d7d =
—_ =
e e
f +acpnjl
ce qui revient encore a
(/8 N2EE ML LR AL abz
er. ook o o2 g1 203 == ]f.c.f_ )
ata/x4e''x o X34 a -+ b - Az dex

c +-—-—-+ef¢

$o.e
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Pour montrer, par un exemple, 'application de celte formule gé-

nérale , nous reprendrons la série (9), traitée par Euler, c'est-
a-dire, la série '

L1 x0mfmp223=1.2.304 1223 faS—1.2.3. 4526 41.2.3.4.5.627—..0cs

Nous aurens ici

a=y , a'=o , a’=o0 , o=o0 , a'’ =q

teerevene o

=t , bl—=—i1, bl=2, b'=—6, b"=2]

=24y seeressaee

il en résultera

ba'—al’ cb! —bc! dJ—:d
c— =1 , = =1, e= =42 ,
¢ d
bat'—akbt! cl'—bc" df!==cd"
= ——————— e | =k, = — —___19 ,
b c d
Q! e a1 el b AN
1 — _— A= —  — =118 yy— g — -
2 =+6 = =41 e//= = 2
' 7 s s ) 7 +72 ,
i balltam g d” et =g 26 " P AL T
— =29 = —— =36, ¢¢'— =
b ’ c ! d 4807
® » ® ¢ o 0o e s s s e e e s e e s 8 o e s , ¢ o 4 o+ € € o o o & o o »
ce qui donnera , en substituant ,
. i x
x—xx’+1.zx3+1.2.5x4+:.2.3A4x’—.u---=—‘+_’_‘_ ©
TN — | 2w
! T2 3w
I - 1 ‘ Se
1
1+,

comme FEuler l'avait trouvé.
Nous nous proposons , dans un second mémoire , de revenir
de nouveau sur ce sujel,
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QUESTION. PROPOSXES.

Théorémes de géométrie.

Par M. A1mE

1. LF licu des sommeis de tous les coOnes droits circonscrits 2
une méme ellipse est une hyperbole qui a pour foyers les som-
mets et pour sommets les foyers de l'ellipse , et dont le plan est
perpendiculaire au sien.

1I. Le lieu des sommels de tous les c6nes droits circonscrits a
une méme hyperbole est une ellipse qui a pour sommelts les foyers
et peur foyers les soramets de 'hyperbole, et dont le plan est
perpendiculaire au sien.

11I. Le lieu des sommets de tous les cbénes droits circonscrits
a une méme parabole est une autre parabole qui a pour foyer
le sommet et pour sommet le foyer de la premiére , et dont le
plan est perpendiculaire au sien.

1V. La somme des distances du sommet d'un cdne droit cir-
conscrit a une ellipse ou a une hyperbole aux deux exirémités
d'un diaméire de la courbe est constante.

V. La somme des distances de chacun des points d'une ellipse
aux sommels de deux cdnes droits qui lul sont circonscrils , est
constanle.

VI. La différence des distances de chacun des points d'une hy-
perbole aux sommets de deux cdnes droils circonscrils est cons-
tante,

VII. La distance de chacun des points d'une parabole au som-
met d'un cdne droit circonscrit est égale a la distance de ce som~

met & un plan fixe.
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ARITHMETIQUE.

Sur Perreur gu'entraine Uinterpolation vulgaire
dans Uusage des tables de logarithmes ;

Par M, Bary , professeur de physique au Collége royal
de Charlemagne.

MLV VAV VDL VWAV VWLV

ON sait que I'erreur inséparable de l'emploi des parties propor-
tionnelles , dans les calculs par logarithmes , a é1é calculée par
Bertrand , de Genéve, qui, pour parvenir 4 son but, est parii de
la formule du bindéme , étendue au cas de l'exposant fractionnaire.
Il ne sera peut-étre pas inutile , pour ceux qui commencent 1'é-
tude de I'algébre , de montrer ici comment on peut apprécier I'er-
reur dont il s'agit, en se fondant sur les séries logarilhmiques'.

I. Supposons d'abord qu'il soit question d’assigner le logarithme
qui répond a un nombre donné. Soient n et n+1 les deux nom-
bres consécutifs des tables qui comprennent le nombre donné, et
n-+x ce nombre, x étant une fraction ; soit y ce qu'il faut ajou-
ter a Log n, pour obtenir Log.(n+x) ; suivant le procédé élé-
mentaire d'interpolation , on calculera y par cette proportion

1: Log.(n4-1)—Log.n:: x: y=x{Log.(n+1)—Log.n} .

Ainsi 'erreur commise est la différence qui existe entre les deux

nombres
Tom. XXI, n.° 10, 1. avril 1531. 37
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(o]
N

Log.(n—}-x)—Log.n .
a{Log.(n+ 1)—Log.n}

Or, en représentant par M le module des tables vulgaires , ona

Log.{n+42)—Log.n=Log. <1+ ———> AI/ b ___+ \

n 2n? 3nd / ’

1 x x
+{Lae.{n+1)—Log.nl—aL .(x —N\=M( = — . LA A
{ D(+) ot Og\+71/ n 2n? 3n3 ()
Si l'on retranche membre 4 membre ces deux équations 1'une de
I'autre , on Iroavera , en réduisant , et en désignant par ¢ l'erreur
commise ,

Mz ( 1—nx Yo -  g—vl

g== 1 — -+ — +§ . (B)

n 2n 3n? 4nd Snt

Cette série étant convergente , et ayant ses lermes alternativement
positifs et négatifs , il en résulie qu'on a

Mx 1=z

£ <L . ;

n 2n

, puisque M est <1, el que le maximum de r({—.z) est 14— ,
;1 en résylite quon doit avoir , a fortiori

e <

1o n*

{1, Supposons présentement qn'a l'inverse il soil question d'as-
signer le nombre qui répond a un logarithme donné. Soient n et

n+1 les deux nombres entiers consécutifs qui interceptent le nom-
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bre demandé n+a ; on déterminera la valeur approchée z de la
différence x par la proportion

¢

g Log.(n42)—Log n
Log.(n+1)—Log.n:1:: Log.(nta)—Logn: sy T o -

On aura done, en désignant par ¢/ 'erreur commise

/

x N 1\
__ Log.{n+4x)—T.og.n _ -Log.(; + - ) —xLog. (1 -+ — . .
Log-(n+u‘-Log.n Log(l-«}—%—) LO%(I—!— 1 )

n

Cela donne, au moyen des formules (A) et (B)

x L= Jom—y2 + j—3 Tk " )
— 2n 3n3 4n3 Sn4 g
I

1 1 1

—— — —

n 2n? 3n2 4nd

€0 >

De la on conclura éyidemment

ou, en réduisant,

et, a fortiori,

1

< T

Ceci suppose , au surplas , que les logarithmes tabulaires sont par.
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faitement exacts, et que conséquemment il en est de méme des
valeurs de y et de z, ce qui nwa pas licu réellement. Pour 1'é-
valuation de l'errcur tetale , due a l'inexactiude de la proportion
et a celle des logarilhmes , on peut consulier une note de M.
Vitcent , insérée a la pag. 19 du XVI.™ volume des Annales,
ou dans la 7.™¢ édition de I'Algibre de M. Reynaud.

OPTIQUE.
Essai théorique sur les couleurs accidentelles ;

Par M. GERGONNE.
ATV vvivnvivanvywvywen

J'AI déja insinué , en plus d'un endroit de ce recueil , qu'au point
ou les sciences sont présentement parvenues, et encombrés comme
nous le sommes de vérités de détail, un de nos besoins les plus
pressans et les plus impérieux est beacoup moins d’en accroitre
encore le nombre que de rapprocher ces vérités les unes des au-
tres , de les comparer et de les grouper suivant leurs analogies et
leurs différences , et d'essayer ensuite de les remplacer par un
moindre nombre de vérilés plus générales, qui en soient une sorte
d’abrégé , et desquelles elles puissent toutes étres facilement dé-
duites. Ce n'est, en eifet , que par un tel artifice que l'esprit
humain , borné comme il l'est, peut se prometire de n'éire ja-
mais arrété dans la culture du champ des sciences , dont 1'¢é-
tendue est tout-a-fait sans limile,

On ne saurait donc vouer trop de reconnaissance aux hommes
qui consacrent leurs méditations et leurs veilles, non a faire des
découvertes nouvelles , mais a rattacher 3 quelques principes gé-
néraux et peu nombreux , ou méme a de simples hypothéses, les
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découvertes diverses dues a leurs devanciers. C'est, par exem-
ple, d'un service de ce genre que nous sommes redevables au
docteur Weels. Avant cet ingénieux physicien , Jes phénomenes
auxquels donne naissance la formation de la rosée avaient de quoi
nous décourager par leur nombre , leur variéié et leur apparente
bizarrerie. M. YWeels a posé quelques principes fort simples , et
dés lors il a pu nous éire permis de soulager notre mémoire de
tous ces faits de détails dont elle était surchargée , bien certains
de les retrouver a volonté , comme conséquences rigoureuses de
ces principes , et méme de deviner ,a l'avance , sans aucun ef-
fort d'esprit, ce qui devrait résulter de tel ou tel concours de cir-
constances dont la nature n’aurait encore jamais offert la réunion
aux regards de l'observateur.

Il est en physique des phénomenes d'un autre ordre qui n'of-
frent pas moins d'intérét , et qui ne sont ni moins nombreux ni
moins variés ni moins bizarres , en apparence , que ceux qui nais-
sent de la formation de la rosée ; ce sont les phénomeénes que
Buffon a, je crois, désigné le premier sous le nom de phenome-
nes des couleurs accidentelles , et qui seraient peut-&tre plus exac-
tement caractérisés par la dénomination de phenomeénes des cou-
leurs apparentes ou relatives. Ces phénoménes ont é1é particuliére-
ment étudiés par Léonard de Vinci, Jurin, le P. Scherffer, Buf-
fon , Beguelin , GEpinus , Prieur , Meusnier , Hassenfratz , Rum-
fort, etc. , qui les ont trés-exactement décrits, soit dans les col-
lections académiques , soit dans des traités spéciaux ; mais on ne
s'est que faiblement occupé de leurs causes et du principe com-
mun auquel ils viennent tous se rattacher , et encore ce quon
en a dit, par occasion , est-il présenté avec une sorte de septi-
cisme qui permettrait de croire que ceux qui cherchaient a re-
monter 3 la cause premidre de ces phénomeénes n’avaient pas eux-
mimes une foi bien entiére dans les explications qu'ils en pré-
sentaient.

Dans les premiers temps ol j'enseignais la physique , ce n’était
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pas une petite affaire pour moi que de fixer, dans ma mémoire,
de tous temps trés - rebelle pour des fails sans liaison , une si
grande variété de résultats en appareuce si incohérens entre eux,
et je jugeai qu'a plus forte raison 'auditoire , devant qui je les ex-
posais , en retiendrait fort peu de chose. Je fus donc sollicité par
ma paresse a réfléchir sur les explications qui en avaient éié
hasardées , et je ne tardai pas A juger que ces explications , bien
saisies , méritaient plus de confiance que leurs auteurs ne pa-
raissaient leur en avoir accordé. Dés lors je vis qu'un ou deux
principes, bien évidens , suffisaient pour me diriger sirement dans
ce qui, jusque-ld, m’avait paru un dédale ; et présentement, de
toutes les parties de l'optique , eelle qui concerne les couleurs ac-
cidentelles me semble la plus facile 4 enseigner. Je vais expli-
quer ici de quelle maniére je I'envisage, c'est-a-dire , écrire i peu
prés la lecon que j'ai pris le parti de faire sur ce piquant sujet,
Je suivrai d’ailleurs une marche synthétique , c’est-a-dire , qu’au
lieu de décrire d’abord les phénoménes, pour remonter ensuite
a leurs causes, je poseral , au contraire , quelques principes des-
quels ces phénoménes se déduiront ensuite comme de simples co-
rollaires. On peut remarquer , en effet , que, bien que depuis
environ un demi-si¢cle , I'analyse soit fort prisée par des hommes
méme qui, pour la plupart, ne savent pas trop bien , peui-éire,
en quoi elle consiste, il est une multitude de circonstances ou
la synthése lui est de beaucoup préférable (*).

Pour rendre plus simples les développemens dans lesquels je
vais entrer , je supposerai constamment qu'il n'existe que trois
couleurs primitives , le rouge , le jaune et le bleu qui, mélangées
ou combinées deux a deux, produisent trois autres couleurs qu'on
. peul appeler secondaires , savoir: le'vert , le violet, Yorange; et

(*) Yoy., sur cela, la pag. 3/5 du tom. VIL.® du présent recueils
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jue le mélange ou la combinaison des trois couleurs primitives ,
dans de convenables proportions , produit le dlanc ; tandis que
de 'absence absolue de toute lumiére résulte le noir qui en est
Vopposé. J'ai prouvé , en effet, a la pag. 228 du X.™¢ yolume du
présent recueil , qu’il pe résultait pas invinciblement des expé-
riences de Newton que les couleurs primitives dussent étre au nom-
bre de plus de trois, et la pratique des arts n'en reconnait pas
davantage. Il n'y aurait, au surplus, que trés-peu de modifica-
tions i faire & la théorie qui va étre développée, si l'on voulait
absolument admettre plus de trois couleurs simples.

Ii y a entre les couleurs primitives el les couleurs secondaires
cette différence essentielle que les premiéres sont absolues, et non
susceplibles de plus ou de moins , tandis que , suivant les pro-
portions variées des composans , il existe , entre deux couleurs pri-
mitives données , une infinité de nuvances d'une méme couleur
secondaire , allant de la premicre & la seconde par une dégrada-
tion continue. Ainsi, il n'y a pas, & proprement parler , diffé-
rentes sortes de rouges, différentes sortes de jaunes, différentes
sortes de blecus; mais, entre le jaune et le bleu, par exemple ,
il peut y avoir une infinité de nuances de verts, tirant plus ouw
moins sur 'une ou sur l'autre de ces deux couleurs.

Ce qui vient d'étre observé , relativement a deux couleurs pri-
milives , peut étre également appliqué au blanc et au noir, en-
tre lesquels on peut concevoir une infinité de gris , plus ou moins
clairs, plus ou moins foncés.

On peut méme dire de toules les aulres couleurs , scit simples
soit composées , ce qui vient d'¢ire dit du blanc. Une couleur
quelconque que l'on combine avec plus ou moins de blanc,. en
devient ainsi plus ou moins pdle , tandis que, si I'on en dimi-
nu¢ graduellement la lumiére , elle deviendra de plus en plus fon-
cée. Ainsi , au licu de passer du blanc au noir par une suite de
gris ; on peut y passer par une suite de roses, d’abord irés-pile ,
et ensuite de plus en plus sombres; et c’est 3 peu prés ce qui
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arrive au fer incandescent . a mesure qu'il se refroidit. C'est sous
cette resiriction formelle qu'il fau! entendre ce que j'ai dit ci-dessus ,
sur la différence qu'on remarque entre les couleurs primitives et
les cculeurs secondaires. La vériié est qu'il peut fort bien exister
une infinité de nuances de chacune des premiéres entre le blanc
et le noir ; mais toutes ces nuances sont toujours la méme na-
ture de couleur (¥).

Dans tout ce qui va suivre, je dirai, avec tous les physiciens,
que deux couleurs sont complementaires 'une de l'autre lorsqu'el-
les seront de nature A produire le blanc par leur mélange ou com-
binaison. En conséquence , en ne considérant simplement que les
couleurs primitives et les couleurs secondaires, les couleurs com-
plémentaires I'une de l'autre seront :

Le BROUGE et le VERT,
Le JAUNE et le VIOLET ;

Le BLEU et I'ORANGE.

Dans tout ce qui précede et dans tout ce qui va suivre, il ne
saurait éire question que de ce qui se passe chez les personnes
qui ont la vue parfaitement saine. De méme , en effet, qu'il est
beaucoup de personnes incapables d’apprécier , dans les sons, la
différence du grave a l'aigu, ou ce qu'on appelle I'intonation ,
et pour loreille desquels il n’existe , pour ainsi dire, que des

(*) Il résulte de tout ce qui vient d’étre dit qu'avec du blanc , du jaune,
du rouge , du bleu et du noir, bien purs, non susceptibles de se combiner
chimiquement, on peut parvenir, par des mélanges divers, a imiter parfai-
tement toutes les teintes variées que l'art ou la nature offre i nos regards ;
et c'est ce que les peintres savent parfaitement. Le blanc serait méme su-
perilu, si nous pouvions, avec nos poudres grossiéres, le faire résulter des
coualeurs primitives, comme on le fait , au moyen d'une lentille , avec les

couleurs du spectre.
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sons forts et des sons faibles , on en renconire aussi quelquefois dont
I'eeil ne distingue , dans les couleurs, que du clair et du foncé,
el qui ne congoivent pas, par exemple, qu'il soit plus facile d’a-
percevoir des cérises sur un cérisier que des olives sur un oli-
vier. 1l est manifeste que, pour des personnes organisées de la sorte ,

tout ce que nous écrivons ici doit éire complétement inintelligi-

ble (*).

Ces préliminaires ainst établis , nouas allons poser deux princi-
pes généraux que chacun pourra aisément vérifier par sa propre ex-
périence, et dontle second n'est méme, a proprement parler, qu'une
conséquence forcée du premier. On verra eunsuite tout ce qui con-
cerne les couleurs accidentelles s'en déduire sans effort.

Le premier de ces deux principes consiste en ce que laclion
conlinue , ou méme fréquemment repetée , de quelque objet exterieur
sur l'un quelconque de nos organes , finit par le blaser sur I'impres-
sion qu'il en regoit , au point dy devenir presque entiérement in-
sensible.

Les preuves d'expérience se présentent ici en foule, et nous n'a-
vons , en quelque sorte, que l'embarras du choix.

La premiére fois qu'on porte immédiatement un vétement de
laine sur la peau, on en est d'ordinaire singuliérement incom-
modé , on éprouve des démangeaisons fort génantes; mais avec un
peu de persistance on en vient bientét a n'y plus faire aucune
attention.

Le palais des personnes qui font habituellement usage d’alimens
peu sopides est vivement affecté par des mets dont 1'assaisonnement

(*) J'ai souvent pensé que Descartes, qui prétendait expliquer Ia diversité
des couleurs par une plus ou moins grande intensité de lumiére , devait éire
affect¢ de quelque vice organique du genre de celui que je viens de men~
tionner.

Tom. XXI. 38
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est fant soit peu relevé ; tandis que celles qui, au contraire, se
sont habitudes , de longue main , & des alimens d'un trés-haut gout,
{inissent par les trouver insipides,

Lorsqu'on entre dans le magasin d'un parfumeur ou dans une
pharmacie , on est trés-vivement affecté de I'odeur des parfums ou
des drogues qui y sont étalés, tandis que les personnes qui sont
la teut le jcur, pour servir le public, n'y font aucune attention.

Le bruit d'un moulin ne trouble aucunement le sommeil du
meunier qui se réyeille subitement, au contraire , aussitdt que
le bruit cesse.

Enfin, la premiére fois qu’on fait usage de lunettes vertes, tous
les objets qui sont a la portée de la vue semblent se revétir d'une
teinte verdilre qui parait s'évanouir graduellement par un usage
prolongé de cet instrument.

Le second principe que nous établirons ; et qui, comme nous
I'avons déja annoncé, résulte tout naturcllement du premier , c'est
que, si un organe regoit simullanément deux impressions , sur ['une
desquelles i soit deja blasé , il ne sera sensible qu'a celle-la seule-
ment qui sera nouvelle pour lui.

Ainsi, par exemple, si, outre la pression atmosphérique qui
agit sans cesse sur tous les points de la surface de notre corps ,
nous recevons l'impression d'un vent léger, ce vent nous affec-
tera comme s'il agissait seul , et que la pression atmosphérique
fut tout a fait nulle.

Que quelqu'un, aprés avoir tenu long-temps dans sa bouche de
P'eau defleur d'orange , y introduise ensuite un mélange d'eau defleur
d’orange ct d'essence de girofle, la saveur de ce dernier liquide 1'af-
fectera seule , et celle de l'autre sera pour lui comme non avenue.

Si, dans une chambre fortement parfumée de lavande, on vient
a présenter a quelqu'un, qui I'habite depuis long-temps , un sachet
rempli de lavande et de thym , I'odeur de cette derniére plante
I'affectera scule; il ne sera aucunement sensible a 'odeur de 'autre.

Quelqu'un qui habite sur le rivage de la mer ou dans le voi-
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sinage d'une chute d'eau , s'accoutume bientdt au bruit des va-
gues ou a celai du liquide qui s'écoule, et parvient ensuite a sai-
sir facilement le plus léger bruit différent de celui-la.

Si, tandis que queiqu’un porie attentivement ses regards sur
un grand carton d'un rouge trés-vif , exposé aux rayons du so-
leil, on vient & jeter subitement sur ce carlon un ruban violet ,
ce ruban lui semblera bleu, aitendu que , blasé sur l'impression
du rouge, par la contemplation du carton , son il ne verra, dans
le violet du ruban , mélange de rouge et de bleu, que la derniére
de ces deux couleurs ; le ruban lui paraitrait rouge , au contraire ,
si le carton était bleu. Dans cette nouvelle hypothése , si l'on je-
tait sur le carton un ruban vert, ce ruban semblerait jaune au
spectateur ; ce méme ruban lui paraitrait bleu , au contraire, si
le carton était de couleur jaune. Dans cette derniére hypothése ,
un ruban orange , jeté subitement sur le carton , lui paraitrait
rouge ; ce méme ruban lui paraitrait jaune , au contraire, si,
comme dans la premiére hypothése, le carton était de couleur
rouge. Dans tous ces différens cas, la couleur du ruban est com-
posée de la couleur simple du carton, sur laquelle I'eil est blasé
et d'une autre couleur simple , par laquelle seulement l'organe
peut étre affecté.

Il ne faudrait point é&ire surpris, au surplus, si les expérien-
ces de ce genre ne réassissaicnt pas également Lien a toules sor-
tes de personnes, ni méme d la méme personne a différentes épo-
ques ; il peut trés-bien se faire, en effet, que d'individu & in-
dividu , il y ait différences assez notables dans le temps nécessaire
pour blaser un organe sur une impression qu’il recoit, et les mé-
mes différences peuvent exister , d'une impression i une auire ,
pour le méme individu , & la méme époque, tandis qu'au contraire,
chez le méme individu, I'dge ou d’autres circonsiances peuvent
faire varier le temps nécessaire pour que l'organe soit complite-
ment blasé¢ sur une méme impression donnée. Ajoutlons encore
que , quand les expériences se prolongent au-deld d'un certain
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terme , l'organe se faligue et me se trouve plus conséquemment
dans la disposition ou il était quand on les a commencées. Ces
remarques sont applicables aux expériences qu'il nous reste a dé-
crire , comme a celles que nous avons déja décrites.

Les détails dans lesquels nous sommes entrés peuvent servir d
rendre compte d'un grand nombre de phénoménes optiques que
nous avons journellement I'occasion de remarquer. Que , par exem-
ple, les fenéires d'une chambre exposée au midi soient garnies
de rideiux rouges, fermés. Pour qui entrera subitement dans cette
chambre, aucun objet ne se présentera sous ses couleurs effec-
tives. Les objets rouges sembleront d'un rouge plus intense , le
blanc sera rosé, le bleu semblera violet et le jaune orangé. Mais
ces apparences ne subsisteront pas long-temps , et, du moment
que , par 'effet d'un séjour suffisamment prolongé, I'eil du spec-
taleur se sera blasé sur l'impression du rouge , il ne sera plus
affecté que des différences, et tous les objets lui sembleront dés
lors avoir repris leur teinte naturelle. Des phénoménes analogues
auraient lieu si les rideaux, dont nous supposons les fenétres gar-
nies, au lieu d'éire de couleur rouge , étaient de couleur jaune
ou de couleur bleue, ou méme d'une couleur composée queleconque.

On peut aussi faire des expériences analogues avec des verres
colorés transparens, Si, par exemple, je place enire mes yeux et
les objets extéricurs nn verre transparent coloré en rouge, tous
ces objets me présenteront , au premier aspect , les mémes appa-
rences que me présentaient les objets de l'intérieur de la chambre
dont je supposais, tout a I'heure, les fenétres garnies de rideaux
rouges , au moment ou )’y suis enlré ; mais celle apparence sera
de peu de durée , et j'en viendrai bientét i juger de la couleur
des objets comme je le ferais 4 la vue simple. On obtiendrait des
résultats analogues en employant des verres transparens de ioute
autre couleur , simple ou composée.

Enfin, les mémes choses peuvent se remarquer de nuit, lors-
quon éclaire les objets avec des feux diversement colorés; et »
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c’est parce qu'il est rare de trouver une lumitre artificielle par-
faitement blanche , qu'on juge généralement si mal de nuitde la
couleur réelle Qdes objets.

On pourrait dire, d'aprés cela, qu'il n’est pas absolument cer-
tain que la lumiére solaire soit parfaitement blanche. Si, en ef-
fet, cette lumiére était décidément rouge , nous nous trouverions
exactement sur cetie terre comme dans la chambre garunie de ri-
deaux rouges, dont il a éié question ci-dessus , et notre @il, frappé
seulement des différences , jugerait exactement de la couleur des
objets comme il en juge lorsque ces objets sont éclairés par la lu-
miére blanche. On voit méme que la lumiére solaire pourrait va-
rier de couleur, d'un jour & 1'autre , ou méme passer graduelle-
ment d'une nuance i une autre , dans le cours d’'une méme jour-
née, sans que nous nous en doutassions aucunement.

Lorsqu'au commencement de ce siécle on chercha i faire re-
vivre I'hypothése , long-temps délaissée , a I'aide de laquelle Huy-
gens avait tenté d'expliquer les phénoménes que la fumitre nous
présente , et qui consiste, comme l'on sait, 3 assimiler les phé-
nomeénes optiques aux phénomeénes acoustiques , ma plus forte ob-
jection contre cette hypothése , et qui me tenait encore attaché a
celle de Newton, cousistait en ce que le rouge, le jaune , le bleu
et toutes les couleurs qui résultent du mélange de celles-1%, sont
telles, absolument et en elles-mémes, tandis qu'un son, au con-
traire, n’est grave ou aigu que relativement ; de telle sorte qu'un
méme son peut étre indislinctement un uf, un mi ou un sol, ou
méme tout autre son intermédiaire , suivant la tonique, tout & fait
arbitraire , a laquelle on voudra le rapporter. Les réflexions que
jai faites postérieurement sur le phénoméne des couleurs relatives
m’'ont paru, si non répondre complétement a cette objection , du
moins lui 6ter une grande partie de sa force , en montrant que
les couleurs , comme les sons, ne nous présentent souvent tel
ou tel aspect que relativement. A la vérité, comme dans la sé-
rie des sons perceptibles 3 1l'oreille , on rencontre une suite d'ut,
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une suite de mi, une suite de sol, les uns plus graves et les au-
tres plus aigus, il resterait toujours a expliquer, dans le paraliéle
qu'on voudrait établir enire les sons et les couleurs, pourquoi,
dans la série des couleurs perceptibles & l'ail , on ne rencontre
pas plusicurs rouges , plusieurs jaunes et plusicurs bleus. et pour
quoi conséquemment l'expérience du prisme ne nous présente pas
une série de spectres , comme celle du monocorde nous présente
une série de gammes. La réponse la plus plausible qu'on pour-
rait opposer i cette objection , consisterait 3 admettre que les on-
dulations de l'éther, comme celles de 'air, ont des limites de ra-
pidité et de lenteur, aa-deld desquelles les premiéres cessent d'éire
perceptibles & I'eil comme les derniers cessent de I'étre a l'oreille,
mais que -ces limites sont beaucoup plus resserrées pour les ondu-
lations de 1'éther que pour celles de l'air, On congoit, en effet,,
que si, par exemple, pour qu'un son fut perceptible & l'oreille ,
il était nécessairc que le corps sonore n'exécutit ni moins de 100
ni plus de 200 vibrations par seconde , nous ne connaitrions qu'une
gamme unique en acouslique , comme nous ne connaissons qu'un
spectre unique en oplique. Au surplus, tout en hasardant cette
explication , nous ne dissimulons pas qu'une analogie rigoureunse
entre les sons et les couleurs nous paraitra toujours irés-difficile

a bien établir.

Aprés cette digression , revenons i ce qu'on appelle proprement
couleurs accidentelles. Nous allons voir qu'a I'aide de nos prin-
cipes , il devient extrémement facile, je ne dis pas seulement d’es-
pliquer, mais méme de prévoir a I'avance les résultats des expé-
riences qui leur sont relatives.

Retournons d’abord & notre chambre garnie de rideaux rouges,
Supposons que , ces rideaux étant percés de trés-petits trous, assez
distans les uns des autres, on recoive les images de ces trous sur
un grand carton trés-blanc , et demandons-nous de quelle cou-

leur ces images doivent nous paraitre ?
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La réponse i cetle question est exirémement facile. Les images
des trous sont réellement blanches, c'est-a-dire qu'elles offrent un
mélange de rcuge et de vert; mais comme teul le reste du car-
ton parait et est effectivement de couleur rouge, 'eil qui le con-
temple assez long-temps pour se blaser sur cette couleur et laju-
ger blanche , nc voit plus, dans les images réellement blanches
des trous , que la couleur verte excédante. Les images des trous
doivent donc paraiire veries , et elles le paraissent en effet,

Des résultats tout a fait analogues auraient lieu si les rideaux
étaient de toute autre couleur; la couleur apparente des images
des trous serail constamment complémentiaire de celle des rideaux.
C'est en cela que consistent les expériences de Meusnier et de
Hassenfratz.

Voici des expériences du méme genre qui ne paraissent point
avoir été décrites , et des résuliats desquelles on se rend aisément
raison a l'aide des m&mes principes.

Si, a travers un verre transparent coloré, on regarde assez long-
temps un grand carion blanc exposé au soleil , pour que la couleur
du verre n’ait plus dinfluence et n'empéche plus conséquem-
ment de juger le carton de couleur blanche, et qualors, sans
cesser de diriger son regard vers le carton, on retire subitement
le verre, ce carton , pendant un temps plus ou moins long, sem-
blera , a I'eil du spectateur , de la couleur complémentaire de celle
du verre. C'est ainsi, en particulier, que les personnes qui font
habituellement usage de lunettes vertes, voient tous les objets sous
une apparence rougedire , au moment ou ils les quittent,

Il faut, au surplus , pour obtenir un plein succes de ces sor-
tes d’expériences , se tenir soigneusement en garde contre les re-
flets latéraux et toutes les autres causes étrangéres qui pourraicnt
en compromettre les résultats.

Les détails dans lesquels nous sommes entrés jusqu'ici tendent
a prouver qu'un article, sur le sujet qui nous occupe , pourrait n’é-
tre point du tout déplacé dans le Journal des modes. 1l faut dire,
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au surplus, qu'en ceci, comme en beaucoup d’autres choses , Vins-
tinct des femmes les sert merveilleusement bien, et beaucoup
mieux , peul-étre, que ne pourraient le faire les conseils des plus
habiles physiciens. C'est probablement cet instinct qui a mis en
vogue , parmi elles, les chapeaux verts doublés en rose. Cetle com-
binaison de couleurs est , en effet , extrémement heureuse. La
couleur rose de la deublure réfléchit une couleur pareille sur leur
visage ; et U'ceil des personnes qui les abordent , bicntét blasé
sur le vert de l'extérieur de leur coiffure , en devient d’autant
moins sensible & ce qu'il pourrait y avoir d’analogue dans leur
carnation, Ce qu'elles pourraient faire de plus contraire al'incar-
nat de leur teint , serait de porter des chapeaux violets, doublés
en jaune , ou des chapeaux rouges, doublés en vert ; aussi trés-
peu d'euntre elles s'en sont elles avisées (¥).

Je passe a des phénoménes d'un autre ordre , en apparence ,
dont on se rend également raison, a l'aide des mémes priucipes.
Si l'on regarde long-temps et fixement une petite tache rouge
sur un carton blane exposé au soleil , on la verra bientdt bor-
dée d'un liséré vert, plus ou moins étroit. Si alors on porte su-
bitement son regard sur un aulre endroit du carton , on croira

(*) Voici encore des pkénoménes du méme genre que ceux que j'ai
décrits plus haut , que j'ai ea long-temps I'occasion d’observer. Les rayons
du soleil ne parviennent le matin , I'été , dans une des classes de Mathématiques
du eollége de Monipellier , exposée au levant, qu’aprés aveir traversé le feuil-
lage des accacias dont la cour est plantée. Quand on entre dans cette classe,
tous les objets intérieurs se présentent sous une teinte verditre qui, peu a
peu , semble s’effacer ; mais alors un autre phénoméne succeéde ; toates les
traces de craie , sur la planche noire, semblent se revéiir d’une teinte plus
ou moins rosée. Le méme phénoméne se remarque , au milien du jour ,
dans 'Amphithiitre de la Faculté des sciences , dont les fenéires , exposées
au midi, sont garnies de jalousies récemment peintes ea vert.
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¥ voir une tache de méme grandeur, de méme figure et de méme
situation , colorée en vert.

Expliquons d'abord la seconde pariie du phénométne. La tache
rouge du carton affecte une portion déterminéde de la réiine , la-
quelle , par Peffet d'une contemplation suffisamment prolongée ,
finit par se blaser sur l'impression du rouge. Lorsqu’ensuite l'ceil
se dirige subitement vers une-aulre partie du carton , cetle méme
portion de la réiine se trouve impressiennée par la lumiére blan-
che, c'est-a-dire , par une combinaison de rouge et de vert; mais
les extrémiiés nerveuses étant alors devenues insensibles & 1'im-
pression dela couleur rouge , la couleur verte doit seule les affecter.

On voit aisément par la que , si I'eil, en contemplant d’abord
Ia tache rouge , pouvait demeurer rigoureusement immobile, il
n'y apercevrait aucune bordure, mais Hl ne saurait en éire ainst ;
et , quoi qu'aient pu dire certains physiclogistes, de l'existence ,
dans les muscles des hommes et des animaux , de je necsais queile
force de situation fixe , la vérité est qu'au contraire la fixité est,
pour les muscles, un état tout a fait contraint, dans lequel ils
ne sauraient persister quelques instans que d'wne manifre mmpar-
faite. Lors donc que nous dirigeons nos regards vers une lache
rouge , située sur un fond blanc, notre téte oscille toujours plus
ou moins ; de telle sorte quil n’est pas vrai de dire quela tache
se peigne sur une portion tout a fait déterminée de la rétine
elle vacille un peu, en tous sens, sur cette membrane. Iln'ya
donc proprement que la portion de la réline commune a toules
les images de la tache qui doive étre constamment affectée de l'im-
pression du rouge , tandis que les bords de celle portion recoi-
vent , d'instant en instant , l'impression du blanc qui , comme
il a é1é expliqué plus haut, doit s'offrir sous l'aspect du vert;
et de 1 le liséré vert que l'on remarque autour de la tache, li-
séré d'auntant plus large et pile que la 1fte oscille davantage. On
voit méme que la tache pourrait éire de tellement petiles dimen-
sions qu'elle pariit verte en totalité,

Tom, XXI. 39
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Il est aisé de voir, d'aprés les explications théoriques dans les-
quelles nous venons d’entrer , que , le carton étant toujours sup-
posé blanc, si la tache , au lieu d'étre rouge , était de couleur
verte, clle semblerait bordée de rose, et, en portant les regards

en un aulre endroit du carton, on croirait y voir une tache

rose, de méme figure , grandeur et situation que celle-la. -

Si la tache était jaune, elle semblerait bordée de lilas; et
c'est aussi une tache de cette derniére couleur qu'on croirait aper-
cevoir , en portant ses regards autre part sur le carton. Il est
presque superflu d'ajouter que si, au contraire , la tache éiait
violette , son bord , ainsi que la tache idéale , paraitraieat coulcur
citron.

Eunfin, si la tache était bleue, son bord et la tache iddale
sembleraient de couleur orange; le bord et la tache idéale sem-
bleraient bleus, au contraire , si la tache effective était de cou-
leur orange. ‘

Généralement , quelle que puisse étre la couleur de la tache
effective , son bord et la tache idéale sembleront toujours de la
couleur complémentaire de celle-la.

Tous ces phénomeénes ont été expérimentalement découverts
par Buffon ; mais on voit aisément qu'on aurait fort bien pu les
prévoir , & priori , sans recourir & aucune expérience. En voici
d’autres qui n’ont pas été expérimentés , mais sur lesquels néan-
moins on ne saurait élever le moindre doute. Ils sont relatifs a
des cartons colorés.

Si le carlon est vert et la tache effective jaune, le liséré et la
tache idéale sembleront de couleur bleue; ils sembleraient , au
contraire, de couleur jaune, si le carton étant toujours vert, la
tache effective était bleue.

Si le carton est violet et la tache effective bleue, le liséré et
la tache idéale sembleront de couleur rouge; ils sembleraient, au
coniraire , de couleur bleue si, le carton étant toujours violet,
la tache effective était rouge.
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Si enfin le carton est de couleur orange et la tache effective
rouge , le liséré ct la tache idéale sembleront de couleur jaune ;
ils sembleraient , au contraire , de couleur rouge , si le carton
étant toujours orange, la tache effective était jaune.

Il ne faut point perdre de vue , au surplus , que, d'aprés ce que
nous avous dit plus haut, ces expéricnces peuvent ne pas réussir
également bien pour toutes sorles de couleurs ou pour toutes sor-
tes de personnes , ni méme pour la méme personne en diverses
circonslances ; mais ce sont 1a de pures exceplions accidentelles,
qui ne sauraient rien Oter a la vérité du principe général.

1l est certains phénoménes dans 'explication desquels il faut te-
nir ‘comple , non seulement des principes sur lesquels nous nous
sommes appuyés jusquici, mais encore d'unc persistance plus ou
moins durable des ixnpressioné recues par l'organe, aprés que la
cause qui les a produites a cessé d'agir; persistance suffisamment
prouvée par I'expérience du charbon allumé qui , agité rapidement
dans l'obscurité , offre 'apparence d'un ruban de feu continu.

Par exemple, si, pendant un temps plas ou moins prolongé,
on regarde fixement le soleil , ce qui ne peut se faire impunément
qu'un peu aprés son lever ou avant son coucher; en portant en-
suite subitement ses regards sur d’autres objets , on croira y voir
tantdt une tache brillante et tantét une tache noire , d'une gran-
deur égale a la grandeur apparente du disque solaire. La tache
noire qui , communément parait la derniére , est trés-facile & ex-
pliquer ; elle tient a ce que la portion de la rétine ou limage
solaire s'élait peinte , éprouve , par l'effet de 'action trop vive de
cet astre, une sorte de paralysie momentanée qui la rend, plus
ou moins long-temps, insensible d la lumiére, beaucoup plus fai-
ble , qui peut lui venir des autres objets ; et , quant a l'appa-
rence lumincuse qui précéde , elle tient & ce que l'impression que
I'eil a reca des rayons solaires , a raison de son extréme vivacité ,
survit plus ou moins long-temps a I'action de ces mémes rayons.

Nous ne saurious ici, sans excéder les hornes que nous deyons
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nous prescrire , euntrer dans le délail de tous les phénomenes dans
lesquels les couleurs accidentelles ou relatives jouent un réle plus
ou moins important; nous terminerons donc par un cas qui, bien
qu’il soit journellement sous nos yeux, avait néanmrgins échappé
jusqu’a Buffon & I'attention des observateurs.

Les ombres que les corps opaques projétent sur les sarfaces pla-
cées dans leur voisinage , sembleraient devoir étre parfaitement noi-
res , puisqu'elles sont l'effet d'une privation de lumiére ; Jmais, a
raison des reflets qui viennent des autres objets ou méme de la
lumiére envoyée par les nuages , ces ombres sont d'un gris plus
ou moins clair. Néanmoins , a I'époque du lever et a celle du
coucher du soleil , ces ombres paraissent quelquefois d’'un bleu ou
d'un vert trés-sensible , surtout lorsqu’elles se projtient sur une
surface blanche. Cela tient & ce qu’alors la lumiére solaire , ayant
a traverser les vapeurs atmosphériques , avant de parvenir aux ob-
jets qu'elle éclaire ; peut, suivant la nature de ces vapeurs, pren-
dre une teinte orange ou rouge , plus oa moins prononcée, qu'elle
communique a la portion de la surface blanche qui environne
Iombre ; cette portion , bien que nous la jugions encore blan-
che, est donc récllement orange ou vouge , et son aspect doit nous
porter a juger bleu ou vert le peu de blanc dont se compose la
teinte plus ou moins grise de 'ombre.

Je ne pense pas qu'il existe aucun fait du genre de ceux que nous
ayons passé ici en revue qui, bien examiné, ne puisse trouver
son explication dans les principes fort simples qui nous ont con-
duit a 'explication de ceux-ci.

Je sens, en terminant, le besoin de m’excuser auprés de mes
lecteurs d’oser leur présenter une ébauche si imparfaite, que jai
en & peine le temps de relire avant de la livrer a l'impression,
et qu'il m'a fallu interrompre sans cesse en la composant; mais
je n'ai le loisir ni de rédiger , pour mon propre compte , des ar-
ticles plus sérieux ou‘plus soignés , ni d'examiner les mémoires
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qui me sont adressés du dehors avec assez de soin pour m'assu-
rer jusqu'a quel point ils sont dignes de voir le jour ; et, dans
une telle situation, j'aime beaucoup mieux courir le risque de me
comprometire moi-méme que de m’'exposer & comprometire au-
trui , ainsi qu’il m’est malheureusement déja arrivé une fois. J'a-
vais espéré quaprés les deux ou trois premiers mois d'une admi-
nisiration acceptée par pur dévouement , au milieu des convul-
sions politiques , les choses reprendraient leurs cours ordinaires ,
et qu’alors je pourrais jouir de quelques loisirs ; mais 1'état de
crise se prolonge, sans qu'on puisse facilement en prévyoir le terme.
De telles circonstances sont bien peu favorables aux méditations

scientifiques.

QUESTIONS RESOLUES.

Démonstration des deux théorémes de géométrie
énoncés a la pag. 182 du XIX.™° volume du
présent recuell ;

Par M. Crova, professeur de mathématiques spéciales au
collége de Perpignan.

VMWV VLV VWUV

TIIEORE ME I. Les milieux des cordes intercepiees par une ligne
du second ordre , sur des droiles issues d'un méme point, sont sur
une aulre conigue qui lui est homothelique et qui passe par le point
dont il s agit.

Demonstration. Soit pris le point donné pour crigine des coor-
doanées auxquelles nous supposerons d’ailleurs une direcuon quel-
conque, et soit alors I'équation de la courbe proposée
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Azx*+By +20xy+ 2D.1‘+2E)'+Ii'7': . (1)

Soit alors y==ma I'équation de 'une des droites dont il s'agit; on
obtiendra les coordonnées de ses points d’intersection avec la courbe,
en considérant leurs équations comme celles d'un méme probléme
déterminé , ce qui , en éliminant » entre elles donnera , pour
avoir les valeurs de & qui répondent a ces intersections , 1'équa-
tion du second degré,

(A+4+-Bm*+2Cm) "+ 2(D+ Em)x—+-F=0 <

Si I'on représente par x/la valeur de x qui répond au milieu de la
corde interceptée , cette valearsera , comme l'on sait , la demi-somme’
des valeurs de x données par cette équation. Or, dans une
équation du second degré , sans coefficient 3 son premier terme,
le coefficient du second terme, pris en signe contraire , est égal
a la somme des racines , d'ou l'on voit qu'on aura ‘

D4-Em

L T et
= A4Bmr2Cm °

ou bien encore
.Bx’m’—i—(sz/—[—E)m-{—(/I:c/—i—D):o .

Si, de plus , on représente par »/ la valeur de y qui répond a ce
milieu, on aura

¥y =mx’/ ;
£liminant donc m entre ces deux ¢quations , I'équation résultante

Ax*+4- By 4 2Cx'y' +Dx'4-Ey'—=o0 , (2)
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sera celle du lieu des milieux des cordes interceptées par la courbe
proposée sur toutes les droites issues du point donné. Or , cette équa-
tion est du second degré, d’ou il suit que la courbe dont il s'a-
git est une ligne du second ordre; cette équation est privée du
terme indépendant de x et de », dou il suit que la courbe en
question passe par l'origine , c’est-a-dire, par le point donné ; en-
fin les cocfficiens des termes du second ordre dans 1'équation (2)
sont les mémes que dans I'équation (1) ; d'ou il suit que'la nou-
velle courbe est homothétique avec la premicre.

THEOREME II. Les milicuz des cordes Interceplees par une surface
du second ordre , sur des droiles issues d'un méme point de lespace
sont sur une aulre surface du second ordre qui lui est homotheti-
que et qui passe par le point donne.

Démonstration. Soit pris encore ici le point donné pour origine des
coordonnées qui pourront d'ailleurs avoir des directions quelcon-

ques , et soit alors
Ax*4By* 4 C34-2Dyzd-2Ezxt 2 Fry426Ga42Hy 42 Ke4L=0 , (1)

I'équation de la surface dont il s’agit. Une quelconque des droi-
tes issues du point donné aura des équations de la forme

r=—m3z , y=nz .

Si, considérant ces trois équations comme celles d'un méme pro-
bléme déterminé , on élimine entre elles x et », I'équation ré-
sultante en z donnera les valeurs de z qui répondent aux deux

extrémilés de la corde interceptée. Cette équation est
(Am*4Bn24pC42Dn+4-2Em=+-2Fmn) 2342 Gm+-Hn+ K) e+ L=0 .

Si I'on représente par z/ la valeur de z qui répond au milieu de
cette corde , pour les mémes raisons que ci-dessus , on aura
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Gm+IIn+$+K
AmrBur~C4-2Dn4-2Em~4-2Fmn

Py —

=

oa bien
A m*~+Binr -2 Fe'nmt- (2 Ez'+ G)m-{-(zDz’-{-H)n-}-(Cz"—}—Kj:-‘o .

Si, de plus, on représente respectivement par &/ et » les valeurs
de x et » qui répondent. aux mémes milieux , on aura

x/'=mz , y/=nt ;
<liminant m et n entre ces trois équations , 'équation résultante
A/ By Ci 2Dy’ e/ 2 Ed/a/ 2 Faly' 4 G/ Hy ' F Ko'=0 , (2)

sera celle du lien des milieux des cordes interceptées par la sur-
face proposée sur toutes les droites issues du point donné ; or,
cetie équation est une équation du second degré , dépourvue du
terme indépendant de z/, »” et z/, et dans laquelle les coefficiens
des termes du second ordre sont les mémes que ceux de I'équa-
tion (1); donc le lieu dont il s’agit est une surface du second
ordre , homothétique avec la surface proposée , et passant par le
point donné.
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Préliminaires dun cours.de Mathématiques
pures ;

Par M. GERGONNE.
VRAVWVLVAAT AL LV VWY

PrEmMiERE LEecgonw.
Objet des sciences mathémaltiques.

LES ¢ires divers qui vivent sur notre terre naissent généralement
pourvus de toutes les facultés et doués de toute l'intelligence qui
leur sont nécessaires pour se conserver , pourvoir i leurs besoins
divers et rendre leur existence aussi hecureuse que le comporte
leur nature. Un méme jour voit le papillon déchirer sa chrysa-
lide , déployer ses ailes brillantes et butiner le nectar des fleurs
de nos parterres. Le caillcteau, trainant encore apres lui les dé-
bris de la coque ou l'instant d’auparavant il était retenu captif,
déméle aussitot , parmt des graines diverses , celle qui peut le mieux
lui servir d’aliment. Le faon, a peine échappé des flancs de la
biche , bondit avec grice dans nos prés. L'homme seul a Lesoin
de tout apprendre; ses premiers accens sont des cris de douleur,
et I'époque de son entrée dans la vie en marquerait infaillible~
ment le terme , si des soins les plus assidus ne venaient, du-
rant un temps plus ou moins long , au secours de sa débilité.
Il nait avec des yeux ; mais il ne sait d’atord ni les tourner vers
les objets qu'il est intéressé A conmalire, ni leur faire prendre la

om. XXI, n.° 11, 1.°° Mai1831. 4o
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configuration propre a leur faire apercevoir ces objets d'une ma-
nitre distincte. Il est pourva de bras mobiles dont les extrémi-
tés sout ingénicusement ariiculées ; mais ce n'est quaprés des
essais multipliés et long-temps infructueux , qu'il parvient & les
(iiriger stirement vers ce qu'il veut saisir, et, du moment qu’il
a atteint le terme de cet apprenlissage , une surveillance de
tous les instans devient nécessaire pour soustraire i sa vue , pour
écarter de sa main, tout ce qui pourrait le blesser, tout ce dont
il voudrait imprudemment faire sa nourriture. Ses extrémités in-
férieures sont destinées a soutenir le poids de son corps, a le
transporter vers les objets auxquels son bras ne saurait atteindre ,
et a le soustraire , par la fuite , aux dangers divers qui pourraient
le menacer ; mais combien ne lui faudra-t-il pas de temps pour
apprendre 4 se lenir ferme sur ses pieds? et combien de chutes
douloureuses n'aura-i-il pas & essuyer avant de savoir marcher
et courir? Plus tard, et plus péniblement encore, il étudiera
les sons vocaux et les caractéres visuels a l'aide desquels les in-
telligences communiquent entre elles ; il apprendra a produire
lui-méme ces sons et ces caracleres, et alors seulement il méritera
de prendre rang dans la société et de compter pour quelque chose
au milieu de ses semblables.

Peut-étre aurions-nous tort de nous plaindre d'avoir €€ traités
par la nature d'une manicre si peu libérale. Si des hommes qui
ont fait une ¢étude spéciale des meeurs des diverses classes d’éires
qui vivent sur nolre terre, voulaient prendre la peine d’en faire un
examen comparatif , peuat-é&tre trouveraient-ils finalement que,
toutes choses égales d'ailleurs, les plus industricux et les plus in-
telligens d'enire eux , sont ceux-li méme dont I'éducation est la
plus lente. Si, en effet , la nature avait pris soin de nous ga-
rauntir contre la rigueur des frimats et les ardeurs de la caunicule;
si elle avait placé partout a nolre portée des alimens immédiate-
ment propres a nolre subsistance ; si elle ne nous avait point en~
vironnés d’animaux hostiles, ou sidu moins elle nous ayait armés



D'UN COURS. 307
de défenses suffisanies contre leurs attaques; si, dés notre en-
trée dans la vie, nous avions pu nous passer de I'assistance des
auteurs de nos jours; si, en un mot, la nature avait tout fait
pour nous , peut-élre n'aurions-nous pas songé i rien ajouler aux
avantages dont elle nous aurait doués; peut-étre l'art social se-
rait-il encore a naitre ; et noire vie, assez semblable A celle des
plantes , n'offrvirait sans doute d’autre speclacle que celui d'une
continuelle et monotone répélition des mémes actes. C’est donc
précisément , peut-étre , par cela méme que la nature nous a trai-
tés d'une maniére si sévére que nous sommes parvenus i nous
I'assujétir et & nous en rendre les suprémes dominateurs.

Si c'était ici le lieu d'expliquer comment, malgré l'excessive
inégalité d’intelligence qui se fait remarquer entre eux, dans un
age plus avancé, tous les hommes néanmoins réussissent a peu
prés également bien dans le premier apprentissage de la vie so-
ciale , je ferais d'abord observer qu'il ne s’agit uniquement 1 que
de connaissances qui touchent essentiellement a notre conserva-
tion et i notre bien-étre de tous les instans, et quon apprend
toujours trés-bien et irés-vite ce qu'on est fortement intéressé a
bien savoir. Je ferais observer, en second lieu, qu’excepté peut-
étre les heures du sommeil , la vie d’'un enfant en bas ige est
un apprentissage continuel; et quon ne saurait manquer de sa-
voir bientdt ce dont on fait une étude de tous les instans. Je fe-
rais observer enfin que I'enfant en bas 4ge étadie sans maitre ,
qu'aucune tiche ne lui est imposée, qu'aucune géne ne lui est
prescrite, ni pour le choix des sujets d'études ni pour la ma-
niére ni pour le temps ni pour le licu; que personne ne vient
systématiquement, et & des heures fixes, détourner son attention
d'un objet qui l'intéresse, pour la diriger forcément vers un au-
tre qui alors lui offre moins d’attrait ; et que nous ne faisons
rien de mieux que ce que nous faisons librement et en suivant
notre pente naturelle. Je pourrais ensuite tirer de ces diverses re-
marques quelques conséquences pratiques , relatives a l'art d'en-
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seigner, et apprécier ainsi , avec uae équitable et impartiale sévé-
rité , tant de méthodes d'ensecignement prdnées tour i tour d'une
manitre fastueuse, par la cupidité et le charlatanisme , et que
le besoin Lien senti d’améliorations notables dans nos plans d'é-
tudes a fait quelquefois accueillir par des imes géncéreuses avec
beaucoup trop de faveur.

Muis qu'il me suffise de noter ici qu'il est un fond commun
de connuissances dont tous les hommes parviennent également a
se metlre en possession , les plus ineptes comme les plus intelli-
gens ; que ce fond, a y regarder de prés, est beaucoup plus ri-
che qu'on n'est généralement porté a le supposer; et qu'a 1'épo-
que ou le vulgaire se figure que l'éducation commence, I'enfant
méme qui passe pour le plus stupide sait déja incomparablement
plus de choses que ne pourra se prometire d'en apprendre le plus
heureusement organisé , dans tout le cours d'une longue et la-
borieuse carriére.

Un besoin insatiable d’aliment et d’activité, que souvent I'esprit
partage avec le corps , cu peut-étre seulement le besoin d'un pré-
secvalif contre 'ennui qui nait de 'oisiveté, a déterminé des hom-
mes , doués d'un esprit méditatif, a consacrer leurs loisirs a des ré-
flexions , & des recherches spéciales sur certaines branches du sa-
voir commun , dans la vue de les mieux étudier, d'y découvrir
des rapports et des combinaisons inapercus jusqu’d eux; et c’est d
Pensemble des résultats de leurs travaux qu'on a donné le nom
de sciences ; tandis qu'on a appelé sacans les hommes qui, sans
mime avoir pris aucune part a la découverte de ces résuliats,
ssot néanmoins parvenus a se les rendre familiers. Ce n’est qu'im-
preprement qu'on applique quelquefois ce qualificaiif aux inven-
teurs mméme des sciences.

Toute science donc, quel qu'en puisse éire d'ailleurs 1'objet ,
n’est.,, comme on le voit, que I'extensicn el le développement de
quelque connaissance généralement familicre 4 tous. Une science

.
M

méme ne saurait éire yraiment digee de ce nom qu'autant qu’elle
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se rattache i ces notions vulgaires, 4 ce fond commun de con-
naissances universellement répandues parmi les hommes ; et de la
celte maxime qui, pour si triviale qu'clle puisse paraitre, n'en
est pas moins trop souvent négligée par ceux qui parlent ou qui
écrivent dans la vue d'instruire les autres ; savoir: que ce n'est
qu'en parlant de ce que nous savons dcja qu'on peut espérer de nous
conduire & ce que nous ne savons pas encore. Découvrir des consé-
quences non encore apercues de quelques vérités déja admises ,
c'est ineenler ou perfectionner une science ; faire apercevoir a au-
trui la filiation entre ces conséquences ct les vérités auxquelles el-
les se rattachent, c'est 'enscigner. Les découvertes, dans quelgue
science que ce puisse étre, sont l'apanage exclusif du génic qui
crée et combine ; pour les étudier , au contraire , il suffit simple-
meunt du bon sens qui congoit.

Les sciences peuvent diflérer les unes des autres ou par la di-
versité des objets auxquels elles sec rapportent ou par les divers
points de vue sous lesquels elles envisagent les mémes objeis;
et, lorsqu'on s'engage dans 1'étude d’une science, le premier soin
qu'il convient de prendre est de se former une idée bien précise
de son étendue et de ses limites, afin de ne pas courir le dou-
ble risque et d'en négliger des applications importantes ca d'cn
faire inconsidérément des applications déplacées. On peut deman-
der plus encore, ct, a raison des nombreux points de contact
qu'ont entre elles les diverses brauches dua savoir et des secours
qu'elles peuvent mutuellement se préier, on peut désirer de sa-
voir , en particulier, quelle est préciséiment la place quoccupela
science qu'on se propose d'¢tudier dans le systime général de nos
connaissances. Livrons-nous donc a cet examen par rapport a la
sciecnce qu'un homme célébre, & toute aulre titre, n'a pas hésité
de proclamer la premitre de toutes.

Si quelqu'un, en nous présentant un homme fait et un enfant
en bas 4ge, nous disait du premier que sa taille est exactement
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double de celle du second , qu'il pése neuf fois pius que lui et
qu’il est onze fois plus 4gé , il n'y aurait certainement rien , dans
de telles assertions , qui diit nous surprendre, et nous concevrions
trés-aisément qu'on ait pu parvenir 3 assigner avec précision tous
ces divers rapports. Mais si Ja méme personne ajoutait que l'in-
telligence de 'homme fait , est exactement ou seulement 3 peu pres
quintuple de celle de l'enfant, nous nous récrierions aussitot, et
non sans raison , parce qu'en effet nous ne concevrions pas qu'on
'pﬁl parvenir , a l'égard de telles qualités , a des comparaisons
aussi rigoureuses.

Ce simple exemple suffit donc pour nous faire comprendre clai-
rement que les objets de nos pensées peuvent étre rangés en deux
classes trés-distinctes , dont 'une comprend tous les objets qai
peuvent étre exactement comparés a d'autres de méme nature
qu'cux , tandis que l'autre renferme tous ceux qui ne peuvent
étre que vaguement comparés a ceux de leur espéce. Dans la pre-
miére classe , on peut ranger , par exemple, les nombres , le temps,
I'étendue , soit en longueur, soit en surface, soit en volume ; dans
la seconde se trouvent entre aulres toutes les qualités morales et
les facultés intellectuelles , tels que le génie , le courage, le dé-
sintéressement , etc.

Or , comme rien n’est plus propre a aider I'action de la pen-
sée que d'affecter des dénominations spéciales aux objets qui se
distinguent de tous les autres par des qualités qui leur sont ex-
clusivement propres, nous convenons, pour l'avenir, de désigner
sous la dénomination de grandeurs ou de quantilés les objets de
la premiére sorte, c'est-d-dire, les objets que L'on congoit étre ri-
goureusement comparables & tous ceux de leur espéce ; sur quoi nous
devons nous hater de faire remarquer que ces mots ne sont pomt
pris ici sous leur acception vulgaire. Dans le langage ordinaire ,
en effet, le mot grandeur exprime 1'état de ce qui est fort étenda
ou fort élevé, soit au phbysique, soit au moral, et le mot quan-
tité , équivalent du mot multitude , emporte avec lui l'idée de la
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réunion d'un irés-grand nombre d'objets ; tandis qu'ici , dans le
sens particulier que nous attachons % ces deux mots, un objet uni-
que , quelque minime qu'il puisse étre d'ailleurs , sera réputé
grandeur ou quantilé, par cela seul qu'il sera rigoureusement com-
parable a d’autres objets d'une nature parcille a la sienne ; de
sorte que , sous ce point de vue, les mots grandeur et quantité
doivent étre considérés comme tout a fait synonymes. Seulement
le mot grandeur est employé de préférence dans le style élevé.

Il arrive assez fréquemment , dans la langue des sciences, de
détourner ainsi les mots de leur acception commune, pour leur
donner une signification plus ou moins différente de celle que la
langue vulgaire a consacrée. C'est 1a, sans contredit, une chose
trés-facheuse, tant parce que , pendant un temps plus ou moins
long , l'esprit éprouve une sorte de peine a séparer l'acception
scientifique d'un mot, de son acception vulgaire, que parce qu'on se
trouve quelquefois contraint de l'employer sous ses deux acceptions
dans une méme phrase, ce quientraineinédvitablement del’embarras
dans le langage et de la confusion dans les idées, et ajoute ainsi, sans
aucune nécessilé ni compensation , aux difficultés que présente
naturellement I'étude des sciences. Il vaudrait sans doute incom-
parablement mieux , en telles rencontres, créer des mots tout a
fait nouveaux ; mais la répugnance du public pour ces sortes de
créations , répugnance non moins inyincible qu’elle est peu fon-
dée , et qui nuit beaucoup a la netteté du langage, et par suite
au développement de l'esprit humain , y oppose un obstacle in-
surmontable, et nous impose impérieusement la loi de parler ici
comme tout le monde.

Il faut donc se tenir pour bien averti que, lorsqu'a I'avenir
nous employerons le mol grandeur ou le mot guantité , ce sera
comme l'équivalent de ceux-ci : objet rigoureusement comparable
aux aulres objets de méme nature que lui. Lors donc que nous vou-
drons découyrir si un objet déterminé est ou n’est pas de la classe
de ceux que nous nommons grandeurs ou quanlilés , nous n'au-
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rons autre chose a faire que de concevoir un autre objet de méme
nature que celui-la, et de nous demander si nous trouverions rai-
sonnable ou inepte que l'on prétendit assigner un rapport précis
eatre l'un et l'autre. Dans le premier cas, l'objet en question
sera grandeur ou quantité ; dans le second, il ne le sera pas.

Ainsi, par exemple , nousjugeons que le poids d'un corps est
une quanlité ou grandeur, parce que nous trouverions tout na-
tarel que quelqu'un , aprés l'avoir comparé au poids d'un autre
corps , nous dit que cinq fois le premier fait précisément trois.
fois le second; mais nous trouverions fort étrange, au contraire,
que quelqu'un vint nous affirmer sérieusement que sept fois le
génic de Galilée fait exactement onze fois celui d'Huygens ; d'ou
nous devons conclure que le génie n’est point de ces objets que
nous avons enlendu compréndre sous la dénomination de gran-
deur ou de quaniité.

Il est, au surplus, aisé de reconnaitre, d'aprés cela, que l'art
de découvrir parmi les objets de nos pensées , ceux auxquclson
peut justement appliquer la dénomination de grandeur ou de quan-
tité , se réduit finalement & l'art de discerner quels sont ceux
dont on peut reconnaitre 1'égalité rigoureuse lorsqu’elle a lieu.
Dire, en effet, d'une longueur qu’elle est les trois quarts d'une
autre longuear, c’est dire , en d'autres termes , que quatre fois
la premitre est égale atrois fois la seconde’, ou encore que la
troisieme partie de la premicre est une longueur égale i la qua-
trieme partie de la seconde.

Au moyen de cette remarque , 1'art de déméler ce qui est gran-
deur ou quantité de ce qui ne lest pas, se trouve réduit a la plus
grande simplicité. Tout se réduit , en effet, a se demander de
I'objet que 1'on consideére , si 1'on congoit ou non qu'il soit possible
de reconnaitre qu'un autre objet lui est rigoureusement égal. Ainsi,
par exemple, la probabilité qu'un certain numéro sortira a un -
rage déterminé de la loterie royale , est grandeur ou quantiié ,
parce que l'on congoit clairement que cette probabilité est rigown-
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reusement égale A celle de la sortic de tout aulre numéro au méme
tirage ou du méme numéro & tout autre tlirage ; mais le poids
d'un témoignage , au contraire , ne saurait €tre réputé grandeur
ou quantité , parce que l'on congoit également bien qu'aucun
homme sensé ne voudrait affirmer de deux témoignages , qu'ils
sont rigoureusement du méme poids.

Si nous examinons avec atiention ce qui se passe journellement
dans la société, nous aurons bientét lieu de remarquer que les
dis. ussions et la dissidence des opinions ne s’y manifestent, ou du
moins ne s'y prolongent que lorsque ces discussions et cette dis-
sidence n'ont pas les grandeurs ou quantités pour objets. Dispute-
t-on, en effet, sur la plus forte des sommes d'argent contenues
dans deux sacs? En les comptant l'une et 'autre , on mettra fin
3 la dispute. Est-ce sur la taille relative de deux individus qu'on
se trouve n’'étre pasd'accord ? Ilsuffira , pour vider le différent,
de les rapprocher I'un de l'autre. La contestation roule-t-elle en~
fin sur le rapport entre le poids de deux corps ou sur la durée
de deux intervalles de temps? La balance ou I'horloge deviendra
I'arbitre entre les opinions opposées. Mais s'il s’agit , au con-
traire , de fixer Jes rangs entre deux productions littéraires ou en-
tre deux actions verlueuses ou criminelles, 3 moins d'une diffé-
rence trés-apparente , on courra risque de disputer fort long-temps ,
sans jamais tomber parfaitement d'accord.

A y regarder de trés-prés, il n'y aurait peut-éire proprement
que les nombres qui méritassent la dénomination de grandeurs
ou de quantités. Lorsqu’en effet nous prononcerons de deux lon-
gueurs qu'elles sont égales, il peut fort bien se faire qu'il existe
entre elles une différence assez légére pour échapper & la vue
et au tact; et lorsque nous portons un pareil jugement sur le
poids de deux corps ou sur la durée de deux intervalles de temps ,
il peut également se faire qu'il existe enire I'un et l'autre une
inégalité assez petite pour ne douner aucune prise a l'action des
balances les plus sensibles ou i celles des horloges les plus artis-

Zom. XXI. 41



314 PREMIERES LEGCONS

tement construites ; de sorte que, pour pouvoir comprendre toutes
ces choses sous la dénomination commune de grandeur ou quan-
tité , il faudrait peut-étre appeler ainsi lous les objets compara-
bles a dautres de méme nature , sinon rigoureusement , du moins de
telle sorte que lerreur de la comparaison , si toutefois elle existe
se derobe , par son exiréme petitesse , a lous nos moyens de con-
naitre. Au surplus, on peut toujours supposer , en théorie , que
les comparaisons sont tout i fait rigoureuses ; il arrivera seule-
ment que, dans les applications pratiques , on n’obtiendra que des
a peu prés , d’autant moins différens d'ailleurs de l'exacte vé-
rité que les moyens de comparaison auront été plus précis.

Dans tout ce qui précéde nous avons constamment parlé de com-
paraison enire les objets de méme nature , parce qu'en effet ce
sont les seuls que 1'on puisse raisonnablement se proposer de com-
parer les uns aux autres , attendu que ce sont les seuls suscepti—
bles d’égalité. Les grandeurs ou quantités de méme nature , tel-
les, par exemple , qu'une longueur et une autre longueur , un
intervalle de temps et un auire invervalle de temps, sont ce qu'on
appelle des grandeurs ou quantités homogénes; et on appelle, au
contraire , grandeurs ou quantités hetérogenes celles qui sont de na-
ture différentes ; telles, par exemple , qu'un temps et une lon-
gueur. Les grandeurs ou quantités homogénes sont donc les seu-
les qu'on puisse se proposer de comparer les unes aux aulres ; et
demander , par exemple , quel est le plus grand d'une aune
ou d'une heure , c'est faire une question tout a fait inepte qui
ne mérite aucune sorte de réponse.

Ce sont les grandeurs ou quantités qui sont l'objet exclusif de
toules les sciences comprises sous la dénomination commune de
Mathématiques pures ; et c’est uniquement comme susceptibles de
comparaisons rigoureuses que ces sciences les envisagent. Ainsi,
ces expressions : science mathémaliques , science des grandeurs ,
sciences des quantites , sciences des choses rigoureusement compa-
rables & leurs homogénes , sont des expressions tout a fait synony-
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mes. On donne ensuite le nom de mathématiques mixtes d I'en-
semble des applications diverses qui ont pu ou qui peuvent en-
core étre faites 2 l'avenir, des mathématiques pures a toules les
autres branches des connaissances humaines.

Or , lorsqu'un méme nom est ainsi susceptible de plusieurs de-
terminatifs , il est toujours permis , pourvu qu’on en prévienne ,
d'en sous entendre un quelconque, mais un seul ; et le bon sens
dit qu’il faut alors sous entendre, de préférence, le déterminatif
dont 'emploi devrait étre le plus fréquent, puisque, dela sorte ,
le langage en devient plus concis. Nous profiterons de cette re-
marque pour employer & l'avenir le mot mathématiques , comme
V'équivalent des mots mathématiques pures ; mais dés lors , toutes
les fois que nous voudrons faire mention des applications des ma-
thématiques aux autres sciences , nous serons obligés d'employer
I'expression matheématiques mixtes tout au long et sans sous-
entendu.

Bien que la géoméirie ne soit qu'une simple branche des scien-
ces mathématiques, et qu'on puisse méme, en toule rigueur, sans
Pavoir cultivée , étre fort instruit dans ces sciences ; par l'appli-
cation de cette figure de rhétorique qui consiste & donner au tout
le nom de la partie , ceux qui cultivent quelque branche que ce
soit des mathémaliques se traitent généralement entre eux de géo-
meires , et ne sont guére appelés mathematiciens que par les gens
qui ne le sont pas (*).

Dans tout ce qui précéde, nous nous sommes vus, i tr(‘:s-grand
regret sans doute , contraints de nous écarter un peu des notions
ou peut-éire seulement de la langue que beaucoup d’écrivains, fort
recommandables, ont cherché A faire prévaloir, et nous devons ,
avant d’aller plus loin , tenter de nous justifier de cette témérilé,

(*) Voy. Annales, tom.VIII, pag. 255,
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et metire le lecteur en situation de pouvoir prononcer équitable-
ment entre eux et nous.

La plupart des auteurs d’élémens ont appelé grandeurs ou quan-
t:1es toutes les choses susceptibles d augmentation et de diminution , et
ils en avaient incoutestablement le droit , puisque les mots ne
sont , au fond , que de vains sons , absolument insignifians par
eux -mémes , et ne pouvant figurer utilement dans le langage
qu'apris avoir recu une acceplion déterminée , par leffet d'une
convention tout a fait libre. Il arrivera seulemeunt que , dans le
sens de ces écrivains , tout ou presque tout pourra étre qualifié
grandeur ou quantité , puisqu’il nest rien ou presque rien qui
ne soit susceplible de plus ou de moins. Et ne peut-on pas éire,
en effet, plus ou moins éclairé , plus ou moins courageux, plus
ou moins patient, plus ou moins magnanime, et ainsi du reste?

Les mémes écrivains ont dit ensuite qu'on appelait mathemati-
ques les sciences qui avaient les grandeurs ou quantites pour objet ; et
ccla sans doute leur élait encore permis. Il serait seulement ré--
sulté de leur définition des grandeurs ou quanlités , que toutes les
sciences auraient été des sciences mathématiques puisqu’il n'en
est aucune qui ne traite de choses suscepti.les de plus ou de
moins. Toutefois , il n’en est aucun, sans doute, qui, interrogé
si la morale ou la législation , la théologie ou Ja médecine étaient
des sciences mathémaiiques , eGt hésité le moins du monde a ré.
pondre que non; ce qui prouve que , dans leur définition des
mathématiques , ils avaient tout i fait perdu de vue l'acception
qu’ils avaient cux-mémes donnée d'alord aux mots grandeur ct
quantité,

Il semblerait, au surplus , que cette contradiciion , trés-réelle
4 ce qu'il nous parait, n'a pas échappé tout i fuit & quelques-
uns d’entre cux. On rencontre quelquefcis, en effet, dans leurs
écrits , expression grandeur mathematique , de laquelle on peut
wférer qu'ils admetitent des grandeurs qui ne sont pas mathé-
matiques ; mais alors n'auraient-ils pas dd distinguer soigncuse-
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ment les grandeurs qu'ils appelaient mathématiques, de celles qu'ils
ne réputaient pas étre telles? Et ne se seraient-ils pas vus de la
sorte ramenés forcément a la distinction qu’il nous a semblé né-
cessaire d'établir. En procédant, au contraire , comme nous l'a-
vons fait , en prenant les mots pour ce que nous leur avons fait
signifier , tout se trouve dans une harmonie parfaite ; le mot ma-
thémaliques conserve son acception commune , et il deyient tou-
jours facile de distinguer ncttement ce qui est du domaine des
sciences mathématiques de ce qui leur est étranger. A la vérité ,
la signification des mots grandeur ct guantité se trouve ainsi un
peu plus restreinte ; mais il y a a cela plus d’avantage que d'in-
convénient ; les mots ne devant figurer dans le langage que pour
noter les différences entre les choses.

Par tout ce qui précéde , on se trouve naturellement conduit
a se demander si le domaine des sciences mathématiques est tel-
lement circonscrit, si les limites en sont tellement invariables qu'il
ne puisse recevoir a l'avenir de nouveaus accroissemens? Ceite
question revient évidemment & demander si la barriére qui sépare
ce qui est réputé grandeur ou quantiié de ce qui n'est pas re-
connu pour tel, est tellement inébranlable qu'il devienne a jamais
impossible de la porter plas avant; ce qui revient encore a de-
mander si tels objets qui aujourd’hui ne nous semblent suscepii-
bles que de comparaison vague , ne pourront pas, & une autre
époque , éire rcconnus susceptibles de comparaison tout a fait ri-
gourecuse ? Or , soit que nous comparions l'état de 'homme en-
core sauvage a cclui de I'homme civiiisé , soit que nous compa-
rions au siécle ol nous vivons ceux qui l'ont précédé, tout sem-
ble concourir & noas montrer que le domaine des sciences mathé-
matiques est de nature a s'accroitre sans cesse , et nous averlir
que nous ne pourrions sans léinériié lenter d'en assiganer la der-
nic¢re limiie. .

Les voyageurs ont rencontré des peuplades sauvages qui , au-
deld du nombre frois, n’ont plus qu'une idée confuse des nom-
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bres et un nom commun pour les exprimer tous. Certainement
de tels hommes ne concevraient pas que l'on pit affirmer , avec
certitude , de deux tas de blé tant soit peu considérables , qu'ils
contiennent exactemert le méme nombre de grains. Ils conce-
vraient encore moins que l'on pht s'assurer exactement de 1'éga-
Lié d'étenduc de deux propriéiés territoriales, de figure tant soit
peu différente , comparer avec précision les temps nécessaires pour
les ensemencer ou pour en recucillir les produits, et comparer
aussi ces produits , sous le rapport de leur poids; d'ou I'on est
contraint de conclure que, pour des hommes aussi peu avancés
dans la civilisation , les grands nombres, I'étendue en surface,
le temps et le poids des corps ne sont point encore de ces cho-
ses (ue nous avons nommées grandeurs ou quanlilés.

Mais nous-méme , il y a moins de deux siécles , n’aurions pas
cru possible de comparer rigoureusement la probabilité d'un évé-
nement & celle d'un autre événement ; nous n'aurions pas cru
davantage que 1'on piit jamais comparer, avec exactitude , les tem-
pératures de deux localités éloignées , 4 une méme époque, ou
celle d'une méme localité & des époques éloignées ; d'our I'on doit
conclure qu’alors ni les probabilités ni les températures n’étaient
pour nous des grandeurs ou quantités. Un essai exirémement re-
marquable de Maupertuis, sur le Bonheur , laisse méme entrevoir
quiil pourrait n’étre pas impossible de soumetire un jour les af-
fections morales i des comparaisons rigoureuses ; de sorte qu’il
est vrai de dire que rien ne semble devoir limiter le champ des
sciences mathématiques , et qu'il n'est guére possible de prévoir
a quel degré d'étendue le temps et les travaux accumulés de ceux
qui les cultivent pourront un jour le porter.

Parce que les sciences mathématiques n’ont pour objet que les
choses susceplibles de comparaison rigoureuse , on les a appelées
sciences exactes. 11 est clair qu’elles seules méritent proprement
cette dénomination ; et voila précisément ce qui leur assigne le
premier rang entre les sciences , sous le point de vue de la certitude.
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Dans tout ce qui précéde nous avons eu soin d'accoler cons-
tamment 'un a l'autre les deux mots grandeur et quantile', afin
d’accoutumer mieux le lecteur i les considérer comme de parfaits
équivalens. Désormais nous nous dispenserons de ce soin , et
nous ne ferons plus simplement usage que de 1'un ou de l'autre
seulement. Il est toutefois assez commode d’avoir i choisir enire
eux, surtout dans la construction des phrases ou l'on est con-
traint de les employer a la fois sous leur acception vulgaire et sous
celle qu'il recoivent en mathématiques. On évite de la sorte des
locutions choquantes de la natures de celles-ci : /a grandeur d'une
grandeur , une certaine quantité de quantités, que l'on peut alors
remplacer par celles-ci : la grandeur d’'une quantité, une certaine
quantite de grandeurs. Nous remarquerons aussi que , par cela méme
que le mots grandeur est réputé plus noble que le mot quaniite,
on dit plus volontiers, dans le style élevé , la science des grandeurs
que la science des quantites.

DEUXIEME LEGON.

Nous ne connaissons que des rapports.

Si, au moment présent , tous les objets matériels qui existent
dans I'Univers , notre propre corps compris, devenaient tout & coup
deux fois plus grands, dans tous les sens, et qu'il en fit de méme
des intervalles qui séparent actuellement ces corps les uns des
autres , aurions-nous quelque moyen de nous aperceyoir d'un
changement aussi subit et aussi étrange ? On serait dabord tenté
de répondre affirmativement ; mais pour peu quon se donne
la peine d'y réfléchir sérieusement , on s’assurera bientdt que la
chose serait tout a fait impossible. On voit , en effet , que les
objets qui se trouvaient dabord a la hauteur de notre main s'y
trouveraient encore, puisque eux et elle seraient également deux
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fois plus élevés au-dessus du sol. Pareillement ceux que nous ne
pouvions atteindre qu'en élevant ou en abaissant le bras, n’exi-
geraient pas de notre part, pour étre saisis, un mouvement dif-
férent , puisque notre bras serait devenu exactement deux fois plus
long. Et quanta ceux qui étaient d'abord hors de notre poriée , nous
n’aurions pas alors un plus grand nombre de pas a faire pour ar-
river a eux, puisqu'en méme temps qu'ils seraient deux fois plus
¢loignés de nous , 1'étendue de nos pas se trouverait doublée.

Des considérations tout a fait semblables prouvent que si, a
I'inverse , tout 1'Univers et les intervalles entre les corps dont il
se compose devenaient tout a coup deux fois plus petits , nous
serions également tout & fait dépourvus de moyens de la recon-
naitre. .

C’est uniquement pour ne pas choquer d'une maniére trop brus-
que les préjugés que le lecteur pourrait s'étre fait sur ce sujet,
que nous avons cru devoir nous arréter d'abord a4 une supposi-
tion aussi modeste. Il est évident, en effet, que ce que nous ve-
nons de dire du cas ou I'Univers deviendrait tout a coup deux fois
plus grand ou deux fois plus petit, nous pouvons le dire, & tout
aussi bon droit , du cas ou ce méme Univers deviendrait subite-
ment dix, cent, mille, un million , mille millions de fois plus grand
ou plus pelit ; et pour pez qu'on y songe bien , on ne tardera guére
i demeurer convaincuqu’un changement siénorme en apparence, de-
meurerait tout a fait inapercu. Si donc quelqu'un affirmait que
d’instant en instant I'Univers entier devient alternativement mille
miliions de fois plus grand et mille millions de fois plus petit,
il nous serait tout aussi impossible de lui prouver qu'il se trompe,
qu'il le serait & lui de nous prouver qu'il dit vrai ; de sorte que ,
quelque peu probable que la chose puisse paraitre , il y aurait de
la témérité A affirmer qu'il n’en est pas ainsi.

Quelle réponse raiscnnable peut-on donc faire i cette question:
Quelle est la grandeur des hommes , des animaux, des arbres , de
la terre , des astres ? Aucune absolument ; car , sans que nous
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nous en dowu'assions . cette grandeur pourrait varier d'instant i au-
tre , auquel cas la réponse deyrait varier, suivaut 'époque a la-
quelle on la fzrait, sans qu'on pat d'ailleurs savoir quelle elle
deyrait étre & quelqae épogue déierminée que ce fut.

Mais aa milieu de ious ces chasgemens, sinon réels du moins
possibles , il reste pourtant quelque chose d'invariable , et ee sont
les rapports de grandeur des différentes diaiensions des corps , com-
parés les uns aux autres. Tant que ces rapporis subsistent , les chan-
gemens a"solus demecurent tout a fait inapercus ; de maniére que
ces mémes rapports sont les seules choses percepiibles poar nos
seas et pour nolre intelligence ; tandis que la grandeur absolue
des corps et des intervalles qui les séparcnt nous restcront a tout
jamais inconnus.

Tout n'est pas fiction , aa surplus , dans ce quc moums avons
admis tout a l'heure comine une simple hypothése, et , si la
chose n'érait complitement inutile , nous pourrions invoquer ici
le témoignage de l'expérience. 1l est prouvé, par exemple , que
ceux qu'on appelle myopes voient les objets plus grands, et que
ceux qu'on appelle presbytes les voient, au contraire, plus petits
qu'ils ne le paraissent aux vues ordinaires; et cependant les
uns et les auires en portent exactement les mémes jugcmcns,
parce que ccs jugemens nc porlent uniguement que sur des rap-
ports , et que ces rapporls soni exactement les mémes pour tous
les étres doués du sens de la vue. Il est également prouvé que
Vaction de la chaleur augmente les dimensions de tous les corps ,
tandis que l'action du froid les diminue ; mais ce phénoméne n’au-
rait jamais é1é découvert, si le chaud et le froid agissaient éga-
lement sur tous les corps. C'est parce que leur action varie d'une
substance a lautre, c'est parce qu'elle change les rapports de
grandeur que nous avons pu en étre informés ; mais aussi n'a-
vons-nous pa saisir que les différences , et il faut nous résigner
a ignorer a jamais les changemens que l'action du chaud et celle

‘du froid peuvent opérer dans le volume absolu des corps.
Tom. XXI. 42
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Ce que nous venons de dire de I'étendue peut également s'ap-
pliquer 4 toutes les autres sortes de grandeurs, a la durée, par
exemple. Si, en effet , tous les mouvemens, et par suite tous les
changemens qui s'exécutent dans I'Univers, devenaient tout a coup
un million de fois plus rapides ; pourvu qu'en méme temps nos
pensées se succédassent dans nolre esprit un millien de fois plus
vite ; bien que la durée de notre vie s’en trouvat singuli¢rement
abrégée , nous ne gongerions pas méme i nous en plaindre, at-
tendu que nous n'aurions absolument aucun moyen de nous en
apercevoir. Cette durée pourrait, a l'inverse , devenir un million
de fois plus longue, sans que nous nous en apercussions davan-
tage , pourvu que fous les mouvemens qui s'exécutent dans I'U-
nivers et la succession de nos pensées vinssent a se ralentir sui-
vant la méme loi.

Et ici encore mous pouvons invoquer le témoignage de notre
propre expérience. Chacun sait, en effet, que, dans I'absence de
tout moyen extérieur de mesurer le temps, nous jugeons fort mal
de sa durée , et qu'un méme intervalle de temps nous parait
tan1dt plus court et tantdt plus long , suivant la disposition d’esprit
dans laquelle nous nous trouvons. '

Demander donc si un jour est un intervalle de temps bien con-
sidérable, est une question tout aussi insoluble que celle qui
consiste i demander si une lieue est bien longue. On peut donc
dire, avec vérité , que rien n'est proprement ni grand ni petit;
et que ces mols grand et petit, que novs avons sans cesse dans
la bouche , n'expriment que des rapports. Le ciron, par exemple,
est bien petit par rapport 4 'hemme; mais qu'est-ce que 'homme,
par rapport 4 une montagne tant soit peu élevée? Qu'est-ce que
cetle montagne par rapport & la terre? Qu'est-ce que la terre,
a son lour, par rapport a notre sysi¢me solaire? Et qu'est-ce enfin
que ce systtme par rapport i la vaste étendue des cieux?

Il est donc rigoureusement vrai de dire que tout ce qui existe
dans la nature se trouve placé enire denx infinis, I'un en grandeur
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et l'autre en petitesse, sans qu'il soit possible d'assigner, en
particulier, le rang d'aucun des anneaux de cette chaine sans
limites. Si donc quelqu'un venait nous annoncer que 1'un des glo-
bules du sang de quelqae animal que sa petitesse dérobe au meilleur
microscope, renferme un Univers tout pareil au nétre, ou bien
encore que tout I'Univers visible fait partie de I'un des globules
du sang de quelque animal, & peine visible pour d’autres étres
qui nous sont inconnus , non seulement nous devrions bien nous
garder de le nier, mais nous ferions méme preuve de bien peu
de jugement si, aprés y avoir miiremeut réfléchi , nous en té-
moignons la moindre surprise.

Si quelqu'un nous reprochait d'insister sur ce sujet, beaucoup
plus qu'il ne semble nécessaire , nous lui répondrions qu'il ignore
apparemment combien sont peu nombreux les esprits dans lesquels
les idées que nous venons d'émettre ont jeté des racines tant soit
peu profondes. Que si, au contraire , d'autres pouvaient ne voir
dans tout ceci que des exagérations, des hyperboles telles qu'en
emploient quelquefois les rhéteurs et les moralistes, dans la vue
de remuer fortement les imaginations , nous lui conseillerions de
s'arréter ici et de ne pas poursuivre plus loin I'étude d’une science
qui repose tout entiére sur les principes que nous venons de dé-
velopper.

Voila qu’a peine engagé dans l'étude des sciences exactes nous
nous trouvons amenés a des considérations philosophiques d'un
ordre extrémement élevé, et tel doit étre, en effet, le résultat
naturel des études bien conduites. Désormais , par exemple , nous
laisserons le vulgaire s’extasier tant qu’il lui plaira 3 la vue de
Porganisation compliquée et délicate des animaux microscopiques ,
en nous disant bien que , si l'organisation d'un animal est une
chose tout a fait digne d'admiration, il importe fort peu d'ailleurs
qae cet animal soit éléphant ou ciron ; et que , dans 'espace méme
que nous jugeons le plus petit, il y a toujours beaucoup plus de
place qu'il n’en faut pour y concevoir tout ce gu'il plaira a no-
tre imagination d'y supposer.
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Oa a vu souvent opposer aux idées de Ptoléméde sur l'arrﬁngc—
ment des corps célestes, et a celles de Newton sur la nature de
la lumi¢re , la prodigicuse vitesse qu'il fallait atiribuer aux étoi-
les dans le sysitme de l'astronome grec et aux molécules lumi-
neuses dans celui du géométre anglais. Ceries , il est loin de ma
pensée de vouloir ici prendre la défense dusysttme de Prolémée,
ni méme de me prononcer sur celui de Newlon ; mais ce n’est
certes pas par ce cdté qu'ils pourraient étre vulnérables. Il n’est,
en effet , aucune vitesse qui puisse raisonnablement étre dite pro-
digieuse , parce qu'il n'en est aucune qui soit tellement grande
qu'on n’en puisse concevoir une aulre incomparablement plus
grande encore.

Nous mnoas plaignons souvent de la britveté de notre vie. La
vérité est pourtant que la vie humaine n'est, 4 proprement par-
ler, nilongue ni courte. L'insecte éphémeére qu'un méme jour voit
naitre et mourir, peut, dans la courte durée de scn existence
éprouver la méme somme de sensations , d’idées et de jouissan-
ces qu'en éprouve la carpe et le perroquet, dans une carri¢re de
plus d’un si¢cle. La vie est toujours trop longue quand on I'emploie
mal ; elle est toujours trop courte quand on en fait un bon usage.

Nous parlons sans cesse de I'expérience des siceles, et nous nous
appuyons des cinq i six mille ans de guerres, de révolutions et
de désastres de tous genres dont nous possédons les chroniques,
pour désespérer de tcute amélioration sociale. Mais qu'est-ce , au
fond , que cinquante ou soixante siécles , que serait-ce méme qu'un
million de siécles comparé ala durée possible des choses ? Au licu
de dire, avec quelques hommes moroses , que le genre humain
touche 2 1'époque de sa décrépitude , ne serait-on pas tout aussi
fond¢ a penser qu’'a peine débarrassé des langes de la premiére en-
fance , il est appelé , peut-&éire , a des destinées que l'imagination
la plus brillante et la plus féconde pourrait i peine concevoir : et,
peut-éire pour peut-éire , ne doit on pas préférer celui qui en-
courage a celui qui afflige?
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Il est donc tout & fait hors de doute gque nos pensées et nos
raisonnemens n'ont pas et ne sauraicnt méme jamais avoir pour
objet les grandeurs clies-mé&mes, mais seulement les rapports que
nous remarquons entre celles qui sont comparables. A la vérité
nous semblons quelquefois employer les mots grand et petit dars
un sens tout a fait absolu; mais, en y regardant de plus prés,
nous ne tarderons pas de nous convaincre qu’alors il y a toujours
quelque comparaison sous-entendue. Ainsi, par exemple , lorsque
nous disons d'un arbre qu'il est grand ou petit, nous le compa-
rons implicitement 4 la moyenne stature des arbres , au-dessus
ou au-dessous d¢” laquelle nous entendons exprimer qu'il se trouve;
el nous ne pouvons nous exprimer ainsi que parce que la hauteur
des arbres a deux limites extrémes , qui méme ne se trouvent
pas fort distantes I'une de l'auire ; mais il ne saurait plus en éire
ainsi 2 l'egard d’objets dont la grandeur ou la petitesse n'onl point
de limites nécessaires; et celui qui, par exemple, demanderait
qu'on lui tragdt une ligne droite ou un cercle de grandeur or-
dinaire ferait une question dont l'ineptie serait manifeste pour tout
le monde.

De cela méme que nous ne connaissons des grandeurs que les
rapports qui existent entre elles, c’est aussi tout ce qu’il nous est
possible d'en faire connaltre a autrui. Envain tenterait-on de tor-
turer la langue, d'y introduire des mots ou des tours nouveaux,
jamais on ne parviendrait a lui faire exprimer une grandeur, in-
dépendamment de quelque autre grandeur de sa nature. A la vé-
rité , nous autres habitaus de la terre , nous pouvons parvenir
3 nous entendre assez bien, sur les longueurs et sur les poids,
en les comparant & la taille et au poids moyen d'un homme , ou
aux dimensions et au poids de quelque production naturelle; et
nous nous entendons également bien sur les temps, en les com-
parant soit a la durée moyenne de notre vie, soit a celle des di-
verses révolutions célestes. Mais supposons que nous ayons a don-
ner i un habitant d'un autre Univers dont nous ignorerions tout
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4 fait la structure , et qui ignorerait également lui-méme com-
ment les choses sont conslituées ici bas, une idée de la longucur
d’une aune, du poids d'une livre, de la durée d'un jour, et nous
reconnailrons bientdt que cela nous serait tout a fait impossible ,
parce que ces choses nous sont absolument incounues i npous-
méme (*).

GFOMETRIE ELEMENTAIRE.

Note sur la détermination du volume du seg-
ment sphérique a deux bases paralléles ;

Par M. Barvy.

VWUV VWUV VWUV AVL VWU

POUI{ fixer les idées , supposons que Jes deux bases du segment
a mesurer soient situées du méme c6té du grand cercle dont le
plan leur est paralléle. Soient a la plus grande base , p la dis-
tance de son plan au centre de la sphére, & la plus petiie base,
¢ la distance de son plan au centre de la sphere , r Ie rayon de
cette sphére; nous aurons d’abord

(®) Dans cet essai , écrit fort 2 la hite, je puis bien n’avoir pas dit tout’
ce qu’il fallait dire , et ce que j'ai dit je ne l'ai certainement pas aussi bien
dit qu'il pourrait 1'étre. Mais , si je ne me fais pas illusion, je crois n’a~
voir rien dit d'inutile. Cependant, combien de gens qui enseignent les ma-
thématiques depuis longues années, et passent méme pour les bien ensei-
goer , qui nont jamais songé a toutes ces choses et ne se sont jamais avi-
sés, a plus forte raison , d'y faire songer leurs auditeurs. A lears yeux,
des définitions , des théorémes et des problémes constituent seuls toute Ia
science.
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r=d+p=b-+q° , (1)
d’odr nous tirerons encore
@=b'=q'—p*=(p+9)(9—p) ;

de sorte qu'en nommant 4 la hauteur du segment, ce qui donnera

g—p=h , (2)

nous aurons
a—b'=(p+q)k ,

€t , conséquemment ,

Q-2
pHg=—— ©)
et alors les équations (2) et (3) donneroat
Q=2 k az—1b? /.
P="" T2 9= +t7 W

Cela posé , soit 7' le volume du segment ; ce segment est la diffé-
rence de deux autres, ayant pour base commune le grand cercle
paralléle i ses bases et se terminant a ses mémes bases , et dont
les hauteurs sont conséquemment ¢ et p. Soient Q et P respec-
tivement les volumes de ces deux segmens, nous aurons

V=Q—-2> . &)

Les deux segmens Q et P sont respectivement composés de deux
cOnes ayant b et @ pour rayons de leurs bases et ¢ et p pour hau-
teurs et de deux secteurs terminés par des zdnes sphériques dont
les hauteurs sont également ¢ et p; de sorte quon a

Q=jobig+iwry, P=jwaptiorp,
ou bien (1) ‘
Q=3 obg+ = +g)g=wbg+iwg ,
P= wdp+tiw(d+p)p=vdptiop’ ,
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ce qui i}onnera; en substiivani caus (35,
V=w(bg—ap)t 1o —p )=l 9-ap)+ ;= (5-p) 0P +a )
c'est-a-dire (2),
V=o(b'q—a’p)+2ioh(p+pg+¢) . (6)
Mais les valeurs (4) donnent

’—’h___ (az+bz)h . (az.._b'_))z
- 2 2k

. I G L

b’q—a

?

substituant ces valeurs dans (6) et réduisant, il viendra finalement

= a4 =zb?

V—=h —4—%1::]13 ’

qui est précisément le résultat donné par M. Legendre.

Si, du volume de ce segment, on retranche le volume du trone
du cOne qui se termine a ses deux bases, lequel a, comme l'on
sait , pour expression

> g—(a’—t—ab +4% ,

on obtiendra , pour le volume du corps engendré par un segment
de cercle tournant autour d'un diamétre qui lui est extérieur ,

ﬂb 2 2
Mais, si I'on représente par ¢ la corde du segment générateur,
on aura -

(a—b)*+h'=c" ,
ce qui donnera, en substituant, pour le volume cherché,

ahc?

6 ¢

expression remarquable par sa simplicité.
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.
Premiére lecon sur la numération ;

Par M. GERGONNE.

AATTRAIART TRV

UN livre extrémement curieux et utile serait celui qui nous pré-
senterait 'histoire détaillée de toutes les inventions et découver-
tes dans les sciences et dans les arts. Le défaut de documens suf-
fisans semble devoir rendre , & tous jamais , impossible la compo-
sition d’un tel ouvrage.

Un livre plus utile encore peut-éire , et que I'on concoit exé-
cutable , serait celui dans lequel , faute de savoir comment cha-
que découverte a été réellement faite , on expliquerait du moins
de quelle maniére elle a pu 1'étre. Le premier pourrait étre re-
gardé comme histoire de lesprit humain , tandis que l'autre en
serait le roman. Or , de méme que la lecture des bons romans,
dans lesquels tout est soigneusement disposé pour l'effet qu'on
veut produire, semble plus propre peut-éire que celle des traités
historiques a porter I'homme a la pratique des actions vertueuses ,
on est fondé & croire que pareillement 1'étude de la succession d'i-
dées par laquelle on aurait pu le plus naturellement et le plus
directement étre conduit aux inventions et découvertes nombreu-
ses dont les sciences et les arts sont en possession , serait beau-
coup plus propre a accéiérer le développement de l'esprit humain ,

Tom, XXI, n.° 12, 1.* juwn 1831. 43
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que 1'étude des tentatives , si souvent maladroites , et d'ordinaire
wés-lentes et trés-compliquées , des véritables inventeurs.

Ce que je désirerais ici que I'on fit pour le systéme entier des
connaissances humaines, je n'ai jamais négligé de le faire , dans
mon enseignement , par rapport & la langue des nombres. Je vais
présenter ici une premiére lecon sur cet intéressant sujet , telle
que je désirerais qu'elle fut faite dans nos écoles.

De méme que 'habitude nous rend presque insensibles aux dé-
fauts des instilutions les plus vicieuses , aux inconvéniens des usa-
ges les plus incommodes, cette méme habitude nous empéche sou-
vent de sentir tout le prix des inventions les plus ingénicuses ,
les plus utiles et les plus dignes de notre admiration. Nous som-
mes depuis huit siécles, en Europe, en possession d'une langue
des nombres qui est un chef-d’ccuvre d'uniformiié, de clarté et
de concision , d'une langue qui, en quelques heures, peut éire
complétement apprise , pour n'éire jamais oubliée ; mais par cela
méme qu’'elle est depuis trés-long-temps connue , parlée et écrite
par tout le monde , peu de personncs sentent bien toutes les dif-
ficultés que présentait l'irstitution d'une telle langue , et tout ce
gu'il a fallu d’adresse et de sagacité pour les surmonter.

Afin donc de ne pas partager nous-méme cette indifférence , aussi
injuste que peu philosophique , pour une invention dont nous
avons journcllement a faire les applications les plus usuelles comme
_les plus sublimes, afin de bien saisir I'esprit et l'ingénieux mé-
canisme de la langue des nombres ; et de former ainsi notre in-
telligence a I'art d'inventer , reportons-nous, pour un moment ,
par la pensée, a l'époque ou ni cette langue , ni aucune de cel-
les qu'elle a remplacées n’existait encore, et ol conséquemment
tout était encore a créer dans cette branche de notre savoir; et,
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suppléant aux documens historiques dont nous sommes dépourvus ,
par ce qui nous est connu de la marche ordinaire de l'esprit hu-
main, dans ses diverses investigations , examinons par quelle suite
de réflexions et de tentatives on a pu étre conduit & une inven-
tion si précieuse. Efforcons-nous, en un mot, de substituer a
I'histoire peu connue de la découverte de la langue des nombres,
un roman qui ne sera pas dépourvu d'intérét et d'utilité , s’il n'est
pas tout a fait dépourvu de vraisemblance.

Mais avant d'entrer en matiére, et afin de nous rendre plus
intelligibles , posons d'abord quelques principes généraux sur les
langues , sur les divers genres de services que nous pouvous en
attendre , et sur l'esprit qui doit présider a leur formation. Ces
principes seront d’autant moins déplacés ici que la langue des
nombres est peut-éire la plus propre de toutes a bien faire res-
sortir la toute puissante influence des signes surla faculté de penser.

Les hommes, répandus sur la surface de la terre, y seraient
éternellement demeurés étrangers les uns aux autres , s'ils n’étaient
parvenus, au moyen d'une collection de signes sensibles , a s’aver-
tir réciproquement de ce qui se passait dans leur esprit et des
sentimens divers dont ils étaient animés. L'ensemble des signes
destinés a un tel usage constitue ce qu'on appelle les langues , en-
visagées sous le point de vue le plus général.

Ces signes peuvent éire permanens ou fugitifs. Les signes de la
premiére sorte constituent la langue écrite qui jouit exclusivement
du précieux avantage de transmettre la pensée, sans aliération
aucune , a toutes les distances et a toutes les époques. Ceux de
la seconde sorte appartiennent & la langue parlee dont Veffct est
purement instantané , et qui ne pourrait transmetire la pensée
qu’a des distances trés-limitées , si la mémoire ne venait a son se-
cours. A celle-ci se rapportent la langue d’actions et les sons inar-
ticulés. L'usage de la langue écrite parait exclusif a I'homme , tan-
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dis qu'il partage avec tous les animaux, mais dans un degré éyi-
dent de supériorité, l'usage de la langue parlée.

Les signes de l'une et de l'autre langues peuvent étre naturels
ou conventionnels ; ceux de cetle derniére sorte sont aussi appelés
des signes d'institution. Les premiers jouissent seuls de l'avantage
précieux d'étre universellement compris ; mais leur nombre est né-
cessairement limnité. Les derniers , au contraire , peuvent étre in-
définiment multipliés par le jeu des combinaisons ; mais il varieat
de peuple i peuple, de siécle A siécle , et demeureraient a ja-
mais inintelligibles pour qui ne serait pas mis au courant des
conventions qui ont présidé a leur création. Ceux - ci paraissent
étire exclusivement a l'usage de I'homme; tandis quil partage
I'usage des autres avec lous les animaux.

En considérant donc les signes de nos pensées sous ce double
point de vue , nous nous trouvons naturellement conduits i les
ranger sous quatre chefs principaux qui sont :

1.° Les signes naturels fugitifs , tels que les cris, le rire , les
pleurs , les gestes , etc. Ils paraissent conslituer i eux seuls la
langue des animaux ;

2.° Les signes naturels permanens, tels que les étalages de nos
marchands , au-devant de leurs boutiques , le dessin, la peinture,
la sculpture, elc. ; telle devait étre aussi , sans doute, l'écriture
hiéroglyphique, dans sa simplicité primitive ;

3.° Les signes conventionnels fugitifs , tcls que les signaux en
mer , les coups de canon dans une féte publique , le pas de charge
a la guerre, et presque tous les sons de nos langues arliculées;

4.° Enfin les signes conventions permanens , tels que les marques
distinclives des grades dans l'armée , les costumes variés de nos
fonctionnaires et tous les caractéres de nos langues syllabiques.

Il est nécessaire d'observer , au surplus, qu’il en est de cette
classification comme de la plupart des autres, et que, si elle sou-~
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lage notre attention , en offrant & notre esprit des points de re-
pos, ce n'est , d'un autre ¢6té, qu'unc sorte de fiction , souvent
peu conforme a l'état réel des choses. On congoit, en effet, qu'il
peut exister une multitude de nuances , soit entre le signe le plus
naturel et celni qui I'est le moins, soit entre le signe le plus du-
rable et le signe le plus éphémére. Il y a donc des signes plus
ou moins naturels , plus ou moins conventionnels , plus ou moins
fugitifs , plus ou moins permanens; et c’'est la une remarque qu'il
ne faut jamais perdre de vue.

Si, dans nos langues , soit parlées, soit écrites , on avait pu
se borner au seul emploi des signes tout a fait naturels , les hom-
mes , sans aucune culture préalable, se seraient facilement en-
tendus d'un péle & l'autre; nous ne nous trouverions pas dans
la déplorable nécessité de consumer les plus belles années de no-
tre vie & nous rendre familitres les langues des divers peuples
avec qui nous voulons correspondre, ou des divers écrivains que
nous voulons consulter; et nous n’en serions pas réduits, a no-
tre grand préjudice , a sacrifier & 'étude des mots un temps que
nous pourrions si utilement employer i I'étude des choses. C'est ,
par exemple , parce que les horloges parlent une langue fort na-
turelle que celles de Berlin sont tout aussi bien comprises par un
Espaguol que le sont celles de Madrid par un Prussien ; et c'est
encore parce que le dessin et la peinture sont des écrilures natu-
relles que nos badauds de Paris ne s’arrétent pas avec moins de
complaisance devant les carricatures de Londres que ne le font ceux
de Londres devant les carricatures de Paris. La foule ne se porte
guére , au contraire , devant les étalages de nos marchands de
musique , parce qu'une éducation spéciale est nécessaire pour I'in-
telligence des caracitres musicaux, qui n'ont de sens qu'en vertu

de certaines conventions ignorées du gros du public.

Mais les nuances de nos idées sont st nombreuses et si variées
que , méme dans l'état de civilisation le moins avancé , les signes
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naturels n'auraient pu suffire pour les exprimer toutes sans con-
fusion : et comment dailleurs exprimer auirement que par des
signes de pare institution , tant d'idées dont l'o’jet n'a aucune
prise sur nos sens et ne peat Ctre offert & aucun deux ? Il est
probable , toutefois , que I'usage des signes naturels a di précé-
der partout l'usage des signes de convention , et en aura méme
fait naitre l'idée. On peut conjecturer , avec assez de vraisemblance,
que, soit par la négligence ou la maladresse de ceux qui les em-
ployaient , soit par le désir de rendre la langue plus concise,
soit enfin par le besoin d’étendre aux idées intellectuelles les signes
des idées sensibles, ces signes se seront graduellement altérés et
éloignés de leur formes primitives ; que voyant que les altérations
qu'ils avaient subies n’empéchaient pas d’eu retirer les mémes usa-
ges, on aura congu lidée d’employer , concurremment avec eux,
d’autres signes de pure inslitution qui peu a peu auront prévalu
et seront démeurés seuls dans nos langues.

Si les conventions qui ont donné naissance aux signes de ceite
derniére sorte avaient pu étre , & la fois , universelles et dura-
bles, une seule langue nous aurait suffi pour nous metire en re-
lation soit avec nos contemporains de toutes les coutrées , soit avec
les écrivains de toutes les époques, et on ne saurait douter que
la civilisation n'y edil trouvé un immense avantage ; mais, dune
part, l'isolement ol ont long-temps vécu , les uns des aulres, les
différens peuples de la terre et la diversité de leurs meeurs et de
leurs usages , et de l'autre , les altérations progressives , et en sens
divers, que les signes de nos idées ont successivement éprouvées
n'ont point permis qu'il en fit ainsi, et ont prodigicusement mul-
tiphé les ididmes , soit chez les anciens, soit chez les modernes.
C'est 1a un trés-grand mal sans doute, mais c¢’est un mal qui.ne
pourr:it trouver de reméde que dans I'institution d'une langue phi-
losophique , trés-difficile & créer , bien plus difficile encore a faire
universellement admettre , et qui d'ailleurs subirait bientét, peut-
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étre , les mémes altérations que toutes les autres ont lour a tour
éprouvées.

Le besoin d'une communication prompte d'idées et de senli-
mens , entre les hommes qui habitent une méme contrée , a fait
créer les langues parlées ; on a trouvé ensuite , dans les langues
écrites , le moyen de correspondre a toutes distances , sans dé-
placement, de metire en dépdt ses propres pensées et celles d’au-
trui , de maniére a pouvoir les conserver sans altération , les re-
trouver a volonté, et se mettre ainsi a l'abri des erreurs aux-
quelles pourrait nous exposer l'infidélité de nos souvenirs. Mais le
plus grand service, peut-étre, que nous retirions des langues,
soit parlées , soit écrites , service qui pourtant n’a été bien apercu
que dans des temps irés-voisins de nous, consiste en ce qu'elles
ne sont pas moins l'instrument que le signe de la pensée; de
telle sorte qu’elles ne seraient pas moins nécessaires 2 1'’homme
isolé , pour perfectionner son intelligence, qu’elles le sont 3 'hom-
me vivant en société , pour entrer en communication d'idées avec
tout ce qui l'environne; or, de méme qu'un artiste exécute des
ouvrages d'aatant plus beaux et les exécute d’autant plus facile-
ment qu’il est pourvu d’outils plus parfaits , on peut dire, avec
tout autant de vérité , que le progrés plus ou moins rapide de
I'esprit humain se trouve dans la plus éiroite liaison avec la plus
ou moins grande perfection des langues dont les hommes emprun-
teront le secours dans la recherche des vérités nombreuses qui

sont encore a découvrir.

Les hommes méme qui sentent le mieux toute I'influence des
signes sur les idées ne sauraient gulre perfectionner les langues
vulgaires , livrées comme elles le sontau caprice de la multitude ;
ils ne pourraient davantage tenter des réformes de quelque im-
portance dans la langue des sciences, sans s'exposer a indisposer
conire eux tous ceux dont ces réformes contrarieraient les habi-
tudes ; mais il n'en importe pas moins de noter soigneusement ,
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dans la langue de chaque science , ce qui mérite d'étre conservé
et ce qui, au contraire , pourrait réclamer d'uiiles modifications,
ne fusse que pour préparer, dec longue main, les esprits a ces
modifications et pour hiter ainsi I'époque ou le progrés de la rai-
son pourra permetire de les introduire.

Ce serait peut-&ire ici le lieu de poser quelques principes fixes
sur ce qui, en général , constitue la perfection des langues; mais
des principes purement abstraits pourraient ne pas captiver suffi-
samment l'attention du lecteur, ou du moins ne lui présenter qu'un
attrait médiocre ; nous croyons donc plus convenable de ne les
lui offrir qu'da mesure que nous aurons l'occasion de lui ea faire
sentir I'importance, par leur application a I'o’jet spécial de nos re-
cherches.

Revenons donc i notre sujet ; rappelons-nous qu'il s’agit de
créer une langue particuliére pour les nombres , c’est-a-dire d'in-
venter des signes propres a nommer et a écrire uniformément tous
les nombres naturels dont la série est illimitée. C'est a cet art
qu'on a donné le nom de numération. La numération devra donc
comprendre deux parties bien distinctes , savoir: la numeération
ecrite. ou l'art de peindre les nombres aux yeux par les signes
permanens de l'écriture , et la numeration parlee ou Part de rap-
peler les nombres a l'oreille par les signes fugitifs de la voix.

On congoit d'ailleurs que ce double but peut étre atteint par
divers ensembles de moyens plus ou moins heureux, plus ou moins
convenablement appropriés & leur destination. Ainsi , les Grecs
avaient leur numération , les Romains avaient aussi la leur , et
ni 'une ni l'autre ne ressemblaient a la ndire. En conséquence
on a appelé systéme de numeration , tout ensemble de moyens ima-
ginés pour peindre et nommer tous les nombres ; et c'est dans ce
sens qu'on dit qu'il est posdible de concevoir plusieurs systémes
de numération , comme nous avons plusieurs langues vulgaires.
Dans chacun d'eux les caracteres , auires que ceux de l'écrilure
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ordinaire que l'on consacre & peindre les nombres, sont appelés
des chiffres.

Nous ewmployons ici, comme l'on voit, le mot systeme dans le
-sens qu'y attachent les naturalistes , c'esi-d-dire, comme signifiant
un cnsemble de moyens propres a conduire @ un but delernune : et
c'est dans ce sens que l'on dit , par exemple, en Fotanique, les
sys-émes de Linnée, de Tourncfort, de Jussieu, de Lamarck , etc.
Mu:is malheureusement ce mot , comme lant d'autres, a encore
une autre acception asscz différente de cclle-1a. Le mot systeme ,
en effet, signific aussi , trés-souvent , une supposilion purement gra-
tuite & laguelle on a recours , dans la cue d expliquer comment pour-
‘raient étre produits des gﬂels dont les causes sont inconnues ; et ¢est
dans ce sens , par exemple , que l'on dit, en parlant des phé-
noménes électriques, les systémes de Dufaye, de Frauklin, d'CEpi-
nus, de Coulomb , etc. Nous sommes donc obligés de prévenir,
avant d'aller plus loin , que ce n'est jamais sous cette dernitre
-acception que le mot syst¢me est employé quand il s’agit de nu-
mération.

Lorsqu’on songe a inventerun systtme de numération, la premiére
pensée qui doit s'offrir aux inventeurs, s'ils sont guidés par la saine
raison, c'estd’établir entre la numération parlée el lanumérationécrite
-une relation assez intime pour qu’en entendant nommer un nom-
bre on sache de suite comment il doits’écrire , et qu'a I'inverse, en
-le voyant écrit on sache aussitét de quelle maniére il doit étre énoncé
dans le discours. C'est ainsi qu’il en arrive pour nos langues vulgai-
res d Europe ou , abstraction faite de quelques bizarreries de 'or-
1hographe , nous sommes a la fois en état d'éerire sous la dic~
ice un mot que nous entendons prononcer et de prononcer un
mot que nous voyons écrit pour la premiére fois , sans méme que
nous ayons aucunement besoin d'en connaitre la signification , et
quand kien méme il n'aurait de sens dans aucune langue.

Quelque simple et quelque naturelle que cette idée puisse pa-
raitre , il est pourtant sur la lerre de grandes nalions qui ne s'en

Tom. XXI. 44
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sont point avisées , et chez lesjuelles la 1angue écrite est essen-
tiellement difiérente de la langue parlée. Aussi, tandis que tout
le monde y sait parler comme parmi noas, on y renconlire (rés-
peu de gens qui sachent lire et écrire ; et veild, sans doute, pour-
quoi la civilisation y est depuis si long-iemps stationnaire; tant
il est vrai que la destinée des pecuples tient souvent & bicn peu
de chose.

De tous les sysiémes de numdération , le plus simple et le plus
naturel sans doule qu'on puisse imaginer, et duquel , pour cette
raison , on renconlre des traces presque parlout , est celui qui
consisterait & ineenler un chiffre et un mo! pour écrire et nommer
Tunilé, et & écrire ou énoncer un nombre quelconque , en écrivant
ce chiffre ou en pronongant ce mot aulant de fois que le nombre
gu'tl s'agirait d'écrire ou d énoncer contiendrait d unités. On congoit
d'ailleurs que ce chiffre ct ce mot ne pourraient étre que de purs
signes d'institution ; car un caraciére d'écriture et un son de la
yoix ne sauraient ayoir aucune liaison nécessaire avec l'idée gi-
nérale de l'unité , qui est une idée purcment intellectuelle ; mais,
a cela prés, cette langue des nombres serait 1rés-natarelie , puis-
que rien n'est plns prepre a donner l'idée du nomnbre que lI'im-
pression que nous recevons d uune collection de signes semblables.
Le choix du chiffre et du mot serzient d’silleurs tout i fait in-
différent. 11 conviendrait seulement d'adopter de préférence un ca-
vactére facile a tracer et un mot d'une scule syllabe.

Eu destinant, par exemple, a cet usage notre chiffre 1 ctson
nom un , qui remplissent complétement ces conditions , les nom-
bres que nous appelons vu]gairemem un , deux |, trois , qualre , .....,
¢'est-2-dire , les nonhres de la suite naturelle s'écriraient respec-

ilvenment comme il suit :

I, IT , IIL , TIILIE , seieens

H

et se prononceraient de la sorte ;
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un, Un UN, UN UN Un , Un UN UN UN, ..eveeee

’

C'est exactzment de celte manitre que les Romains écrivaient
les quatre premiers nombres naturels ; et c'est également & ce sys-
ttme que l'on doit rapporter et les Zailles dont se servent les gens
du peuple qui font comp'e chez les boulangers, la manidre de
raarquer les points au billard , les jetons qu'on «‘o*mc et qu’ on
receit dans la plupart des jeux de cartes et beauccup d'autres in-
veulious analoﬂucs. Le signe peut varier d'on cas a laulre , mais
1idée fondamenmlc de:ncure com!amment ]a méme ; c'est lou-
je urs , dans tous les cas, un mcme signe xcpu«, aulant de fonsl
que lon veat exp: nnm‘ d'unités. A la vérité, ceux qm font usage
de ceite manitre de r.xp veler aux yeux I]dcc dcs nombres , les
éooncent de la méme manitre que nous’; mais les horloges, lors-
gu'elles sonnent les heures, se conforment exaciement & l'esprit
de ce sysitme, Elles ne disent pas, comme nous, un, deux,
trois , quatre, ......., mais elles répétent le son par lequel el'les’
avertissent qu'il est une heure autaul de fois qu’elles ¢n veulent

indiquer,

Outre que l'adoplion d'un tel systtme serait peu fatigante pour
la mémoire qui n'aurait 3 se¢ charger que de la forme d'un ca-
raciére d'écriture et d'un son unique , il offrirait le précicux avan-
tage d'unc liaison étroite entre le signe et l'idée signifiée ; car,
comme nous l'avons déja fait observer , il est presque impossible
de voir plusicurs signes ou objets pareils , il est presque impos-
sible que l'oreille soit frappée plusicurs fois consécutivement d'un
méme son, sans qu'aussitét , et presque involontairement, l'idée
d'un certain nombre d'unités ne soit réveillée dans I'esprit. Clest
donc li une langue trés-naturelle ; aussi est-elle universellement
comprise par toul le monde, sans qu'elle ait aucunement besoin
d'ére enseignée.
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C'est aussi d'ordinaire le moyen 2uquel on a recours pour ap-
prendre & compter aux eunfans en bas idge, auxquels on fait ac-
quériv les premicres noiions sur les nombres, en leur montrant
plusicurs objets semblables , tels que des jetons , des fruits ou méme
les doig!s de la main, Mais nous ferons remarquer qu'en pronon-
cant successivement les mols un, deux, frois, ....., sur tous les
doigts, comme on le fait communément, on court le risque de
leur faire prendre le change , et de leur faire croire que ces
mots son! des noms individuels imposés aux différens doigts. Il
faut donc ne, prononcer le mot deux ni sur un doigt ni sur un
autlre , mais sur 'ensemble de d'eux doigts. On prononcera pa-
reillement le mot frois sur l'ensemble de trois doigts, et ainsi
du reste , en leur expliquant bien que chaque doigt isolé s'ap-
pelle un. Nous nous plaignons assez souvent du peu d'aptitude des
eufans pour les choses que nous voulons leur enseigner, et nous
ne songeous'pas que , la plupart du temps, la lenteur de leurs
progrés a pour cause principale notre maladresse dans la manicre

de les iustruire.

Quelque simple et ingénicuse qu'une invention puisse paraitre

a certains égards , ce n'est qu’aprés I'avoir envisagée sous loutes
es faces que l'on peut esxactement en apprécier le mérite. kxa-
minons donc si les avantages, incontestables dailleurs , du systéme
de numeération que nous venons de décrire ne se trouveraient pas
plus que compensés par les inconvénicns de diverses sortes que pour-
rait entraiver son adoption.

Un inconvénient qui frappe d'abord, c’est qu'un nombre un peu
grand , écrit suivant ce systdme , occuperait un espace fort consi-
dérable, et qu'il faudrait beaucoup de temps pour I'écrire et guére
moins pour l'éuoncer. Aiusi, par exemple, en ne mellant que
I'intervalle d’une ligne du pied de roi entre les chiffres et un in~
tervalle d'une seconde entre les mots, l'année dans laquelle nous
nous trouvons occuperait dans I'éceiture une longueur de plus de
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deux loises , et demanderait au-deld d'une demi-heure pour éire
¢énoncé,

A cet inconvénient, déji plus que suffisant pour faire abandon-
ner une pareille invention , vient s'en joindre un autre , peut-
&tre beaucoup plus grave encore ; il nait de la confusion
que laisse inéyitablement dans T'esprit cette multiplicité de ca-
racicres et de mots semblables , du moment qu'ils deviennent
tant soit pcu nombreux. Ecrivons , en cffet , de cetie maniére, deux
nombres un peu grands et peu différens, tels, par exemple, que

ceux-ci :
YIITITIITYRIID®IIIIIT , XITIINIQIITITIITRLYIIIIT ;

il serait certes bien difficile de prononcer, i la simple vue , s'ils
sont égaux ou inégaux , et, lors méme qu'on serait averti i I'a-
vance qu'ils sont inégaux , on auraii peine a reconnaitre quel est
le plus grond des deux ; et il en irait exactement de méme si,
au lica de les voir écrils , on les entendait énoncer, tour a tour,
de la manitre qui a été expliquée plus haut. Pour peu méme
que les chiffres du plus grand seraient serrés plus que ceux du plus
petit , ou que la lecture en serait plus rapide , on pourrait trés-
bien prendre le change, et jugcr le plus grand des deux celui-la
précisément qui serait le plus petit. On en serait réellement ré-
duit a juger de la grandeur relative des nombres par le plus ou
le moins d'espace qu’ils cccuperaient, par le plus ou le moins de
femps qu’exigcrai{ leur énoncé ; moyens peu propres, on le sent
fort bien, & les faire exactemeunt apprécier.

Oun apercevra Irés-sensiblemeunt le vice radical d'untel systéme, en
supposant qu'entendant sonner unc horloge , vers les dix ou onze
heures du matin, on écoute atientivement les coups de cloche,
sans songer , en aucune sorte , aux noms vulgaires des nombres;
il est manifeste que, quelque soin dailleurs qu'on y apporte ,
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on se trouvera dans l'impuissance de dire exaclement quelle heure
I'horioge a indiqude.

Daris ‘certaines contrées sauvages ot on ne s'est pas encore avisé
de donner des noms colleciifs aux divers groupes d'unités , on n'a
d’aulres ressources, pour faire un partage égal de {ruils ou d’'au-
tres okjets, enire plusieurs individus, que celle d'en donner, tcue
a tour, un a chacun des copartageans, jusqu'a cuticr épuise-
ment de la quantité a partager. Aprés le parntage fait, les ayant-
droit n'ont qu'une idée confuse de la valeur de leurs parts; mais
ils savenl que ces parts sont égales, et c'est 1a ce qui leur im-~
porte principalement. Veulent-ils s'assurer qu'entre deux nouvel-
les lunes conséeutives, il s'écoule un méme nembre de jours ?
A partir d'une nouvelle lune , ils mettent chaque jour une petite
picrre en réserve , jusqu'a la nouvelle lune suivanie ; ils en font
de méme de celle-ci a celle qui la suit immédiatement ; ils ont ainsi
deux tas de petiles pierres, et , pour s'assurer qu’ell;:s sont en
méme nombre dans 'un et dans l'autre , ils n'ont dauires res-
sources que d'Oter coniinuellement, et & la fois, une pierre de
chaque tas, afin de voir s'ils seront épuisés en méme temps. Clest
13 aussi ol nous en serions nous-mémes réduits , pour nous assu-
rer de l'égalité de .deux nombres, dans le sysitme de numéra-
tion dont il est question ici ; mais nous saurions simplement ainsi
que ces deox nombres sont égaux , sans savoir bien claircment
ce qu'ils sont I'un et l'autre.

Une evpérience fort simple peut aisément nous convaincre que
n.ire intelligence , réduite A ses propres ressources, et tolalement
dépourvue de signes et de moyeus artificiels, ne serait gucre ca-
pable de concevoir ncticment l'idée de plus de trois unités. Si, en
effet , nous voulons prononcer un méme mot ou répéter un méme
acte quatre fois consécutivement, et avoir bien la conscience de
ne l'aveir répété ni plus ni moins de quatre fois , nous aurons
naturellement soin de faire une pelile pause , réelle ou mentale,
entre la deuxiéme etla troisitme ; ce qui revient a considérer qua-
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tre comme decux collections de deux. uniiés. Voulons-nous répé-
ter cc méme mot ou ce méme acte cinq feis? Nous ferons une
pose , réelle ou mentale , scit entre la scconde et la troisiéme ,
soit entre la troisitme et la quatriéme ; ce qui revient a consi-
dérer cinq comme deux augmenté de trois ou comme trois aug-
menté de deux. S'il est question de le répéter six fois, nous con-
sidérerons six comme formé de trois groupes de deux unités ou
comme formé de deux groupes de trois uniiés. Nous userons na-
turcllement d'artifices analogues pour les nombres supérieurs a
six , du moins tant qu'ils ne dépasscront pas une certaine limite
au-deld de laquelle notre art pourrait fort bien devenir tout a fait
impuissant. C'est sans doute un pareil instinct qui a déterminé
les poétes a ménager , dans les grands vers , des repos , faute
desquels ils n'a2uraient eu aucun charme pour l'oreille, incapable
alors de juger si le rythme y est exactement observé; et c'est,
en cffet, A l'aide de ces mémes repos que nous nous assurons
qu'un vers est exact ou défectucux , sans &tre tenus d'en compter
les pieds un A un.

Les remarques ct les réflexions qui précédent sont plus que
suffisantes pour montrer, qu'excepté pour de (rés-pelits nombres,
le systtme de numération qui s'est le premier offert & notre pen-
sée, et dont l'apparente simplicité avait pu un moment nous sé-
duire , ne saurait, en aucune sorte, &tre adopté comme moyen
général d’éerire et de nommer les nombres. Aussi voyons-nous
que , pour la numération é rite , les Rom:ins 'avaient abandonnée
au-de!d de quatre, et qu'ils n'en out jamais fait usage pour la

numdération parlée (¥).

(*) Pour ne rien liisser & dire sur ce systéme, nous devons ajouter , &
Tusage des personnes 2 qni les opdrations de l'arithmétique ne sont pas tout
a fail étrangéres , qu'ils rendraient ces opérations d'une exdcation extrdimement

faciles , car, par exemple, pour ajouter un nombre a un autre, il sutlirait
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C'est une chose fort ordinaire & l'esprit humain, lorsqu'il s'est
mal trouvé d'un parti extréme, auquel il avait d'abord cru de-
voir sattacher & raison des avanlages qu'il avait pensé pouvoir
-s'en promelire , de se jeter aussitdét dans l'extréme coutraire. Il
est donc présumable que , frappés des défauts du sysitme que
nous venons de repousser , les hommes aurant songé aussitot & un
sysi¢me lout contraire, consistant & inventer un chiffre particulicr

pour representer chacun des nombres naturels , & donner un nom a
ce chiffre el a convenir que te nom du chiffre serail aussi le nom du

nombre ¢u'il representerait. Clest ainsi que nous en usons nous-
mémes pour les neuf premiers nombres naturels; de sorte que,
pour continuer sur le méme plan , il ne serait questions que d'in-
ventler de nouveaux caractéres et de nouveaux mols pour écrire
et nommer les nombres que nous appellons douze , treize , qua-
torze , .....

Ce systtme sauve complétement les inconvéniens qui nous avaient
frappés dans l'autre et qui nous avaient déterminé & lui donner
Pexclusion. On voit, en effet , qu'en Padoptant , it ne faudrait ni
plus d'espace ni plus de temps pour écrire et énoncer un grand
nombre que pour en écrire et énoncer un pelit, paisque l'un et
-T'autre s’éeriraient avec un chiffre unique et s'énenceraient par
un scul mot. Ajoutons qu'on ue courrait plus alors le risque de
coufondre enire eux , soit dans l'écriture, soit dans 1'énoncé ,
deux nombres qui ne différeraient sculement I'un de l'autre que
par quelques unités, puisqu'a chacon d'eux se trouverait affecté
un chiffre ¢t un nom spécial.

Mais , pour peu qu'on se donne la peine d'y réfl(ehir, on com-
prendra aisément que Vadoption d'un tel systéme nous priverais

d'écrire le second 2 la droite du premier, et, ponr I'en retrancher, il suf-
firait de supprimer dans le premier autant d’unités qu’en offrirait le second.
On trouverait dans les autres opérations une facilité analogue.
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complétement des avantages précieux qui nous avaient d'abord sé-
duits dans l'autre. Il ne manque pas de gens , cn effet , a qui
on a bien de la peine i easeigner i lire et a écrire, paree qu'ils
ne peuvent que difficilement parvenir a distinguer les unes des au-
tres , de maniére i les nommer sans hésitation, les vingt-quaire
letires de notre alphabet , et qu’ils ne peuvent que plus diffici-
lement encore apprendre a les figurer avec la plume. De telles
gens éprouveraient évidemment le méme em'wsrras et les mémes
peines pour apprendre seulement, dans un parcil sysi¢me de nu-
mération , & nommer et daécrire les vingt-qualre premiers nomhres
naturels , ce qui serait ceries trés-loin de pouvoir satisfaire méme

aux besoins d'une civilisation encore au berceau.

Des supputaions faites sur des résuliats d'expériences , en petit,
ont conduit & conjeclurer , avec quelque yvraisemblance, que toute
la durée de la vie d'un hommme d'une capacité commune luoi suf-
firait & peine pour apprendre i discerner, les uns des autres ,
cinquante mille caractéres différens, en retenir les noms et ap-
pliquer sirement chaque nom 3 chaque caractére. Voila donc
qu'en adoptant un semblable sys:éme de numération , tout le cours
de la vie humaine serait nécessaire pour apprendre & nommer ct
écrire , 4 volonté, les cinquante mille premicrs nombres natu-
rels, sans qu'il nous restit du temps pour faire quelque utile ap-
plication de cette vaine connaissance , lorsqu’aprés beaucoup de

temps et de peine , nous scrions parvenus a l'acquérir.

Nous avons fuit, d'ailleurs, une concession beaucoup trop large ,
en admeftant que , dans ce systeme , les nomhres écrils occupe-
raient peu d’espace, exigeraient peu de temps pour éire énoncés ,
ct se distingueraient” trés-facilement les uns des autres, soit dans
I'écriture , soit dans le langage. Nous n'avons que vingl-quaire
caracteres sculement dans netre alphalet, et vingt-quatre non:s qui
leur répondent, et déja , pourn’avoir point voulu compliquer trop
les uns et les autres, il arrive fort souvent que, soit dans I'écri-

Zom. XXI, 43
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ture cursive , soit dans un ¢énoncé rapide , plusicurs de ces ca-
ractéres et de ces noms se distinguent mal les uns des autres;
combien de gens , par exemple , qui, pour écrire le mot mini-
mum , ne fout autre chose que d'écrire quinze barres verticales
consécutives, sur l'assemblage desquelles ils placent deux poinis
i peu prés au hasard. Oa congoit, d'aprés cela, que, s'il fallait
secalement inventer cinquante mille caractéres et leur imposer des
noms , de telle sovte que deux de ces caraciéres et de ces noms
ne risquassent jamais d'étre pris I'un pour l'aulre , ce ne serait
pas par des formes et par des sons Irés-simples que 'on pourrait

se {flatter d'y parvenir.

Riemarquons bien d'ailleurs qu'il n'en estpoint du tout ici comme
des mots de nos langues vulgaires, qu'il y a souvent peu d'in-
convéniens 2 écrire mal et & mal prononcer, attendu que le sens
du discours, dans lequel ces mots se trouvent enchassés, offre d'or-
dinaire un préservatif suffisant contre les méprises qu'on pourrait
commetlre ; tandis que communément les mots qui précédent et
ccux qui suivent unnombre mal écrit ou mal prononéé ne sauraicut
ofivic aucune lumitre pour en découvrir la véritable signification (¥).

Ce que nous venons de dire ici de la langue des nombres est
exactement applicable a nos langues vulgaires. On pourrait fort

bien tenter, en cffet, d'écrire ct d'énoncer toutes nos pensdes a

(*) Ajoatons, pour les lecteurs & qui les procédds du calcul ne sont pas éiran-
sers, que, daus ce sysicme de numération, les grands calculs seraient & pea
prés impossibles. Llart d'opérer sur les grands nombres se réduit, en effet,
a decomposer les caleals en d’autres plus simples, dans lesquels les nombres
sur lesquels on opére n'ont qu'un chiTre unique, et dont il faut savoir les
rdantiars de mdmoire. Or, ici les nombres ¢tant tous d'un seul chiffre , il
faudrait savoir de mémoire tous les résultats d’opérations, sans avoir aucune

veszource pour lis découvrir,
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I'aide d'un caractére et d'un son unique, de la letire @, par exem-
ple, et de son nom. Il suffirait pour cela de Convgnir de rem-
placer chacun des mots de nos langucs par un nombre d'a plus
ou moins grand, écris ou prononcés consécutivement ; ¢l nous ne
ferons pas a nos lecteurs l'injure de nous défier assez de leur in-
telligence pour lenr expliquer au long tout ce que cetle pratique
entrainerait de confusion dans l'éeriture et dans le langige. On
pourrait tenter , & i'inverse, de remplacer par un caractire et un
son particulier chacun des mots de nos langues; mais alors l'art
de lire et d écrire deviendrait un art_trés-difficile , comime il Pest
chez quelques peuples de 1'Orient.

Voild donc deux systémes de numération tout a fait opposés I'un
a 'autre , que nous sommes également contraints de rejeter , at-
teanda que l'un et 'autre ne scraient d'un usage supportable que
pour de trés-petits nombres seulement ; d'ou l'on voit, pour le
dire en passant, qa'ici, comme dans tant d'autres rencontres, les
partis exirémes ne sont pas ceux desquels on retire le plus d'a-
vantages. Nous sommes donc naturellement amenés & nous de-
mander si l'on ne pourrait pas imaginer quelque systi¢me de nu-
mération dans lequel, en sacrifiant le moins possible des avanta-
ges que nous avons reconnu appartenir a ceux dont il vient d'é-
tre question , on ne rencontrit, qu'au moindre degré possible, les
inconvéniens qui nous ont déterminés a les rejeter 'un et lautre.
Voici comment les Arabes , ou plutdt les Indiens , sont parvenus

a résoudre cet important probleme.

On concoit que , dans I'expression des quantités , on peut pren-
dre également pour unité soit un ohjet unique, soit une collec-
tion de plusieurs objels pris antéricurement pour unités , et c’est &
cela, en pariiculier , que revient, dans le commerce , I'usage ol
l'on est de liyrer cerlaines denrées & la douzaine ou au cent,

On peut faire plus encore , on peut former de plusicars unités
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simples une unité coliective a laquelle on imposera un nom ; faire
ensuile de plusieurs unités collectives réunies une unité collective
d'un ordre plus élevé , a laquelle on imposera un autre nom, et
ainsi gradueliement ; el exprimer ensuite les quantités en faisant
conuailre combien elles conliennent d'unités collectives de chaque
orjdre.

Clest la , eneffet, ce qui se pratijue communément. Par exem-
ple , de vingt-quatre unités de poids appelées grains , on forme
une unité colleciive appelée denier ; de irois deniers on forme
une uaité collective appelée gros ; de huit gros on forme une
unité collective appelée once ; de seize onces on forme une unité
collective qu'on a appelé Zivre ; et on esprime le poids d’'un corps
en exprimant combien ce poids conlient de livres , d'onces , de
gros , de deniers et de grains.

Ces choses ainsi entendues, convenons, pour toules sortes de
quantités, de former de dix wunites simples, que nous appellerons
aussi unile du premier ordre , une unilé collective que nous appel-
lerons dizaine ou dix , ou méme simplement wnité du second or-
dre ; de dix dizaines ou unités du second ordre, une unité collec-
tive que nous appellerons cenfaine ou cent , ou méme simplement
unile du troisieme ordre ; de dix centaines ou unilés du troisiéme
ordre une unité collective que nous appellerons mille, ou unite du
qualriéme ordie , et ainsi de suite indéfiniment , en réunissant cons-
tamment dix auités de chaque ordre dans wne unité de l'ordre
immédiatement supéricur, el en imposant continuellement un nom
vouveau a chaque collection nouvelle.

lustituons , en outre, les ncuf caractéres ou chiffres

r,2,3,4,5,6,7,8,9,
que nous appellerons respcctivenien’t

un , deux . irois, quatre, cing, six , sept, huit, neuf,
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pour représenter, dans leur ordre, les neuf premiérs membres
naturels ; et convenons en méme temps que le nom de chaque
caraclére sera aussi celui du nombre qu'il est destiné a repré-
senter.

Nous allons voir qu'en considérant les nombres comme compo-
sés d'unités , de dizaines, de centaines, de milles, .,..., il n'em
est aucun quon ne puisse , a l'aide de ces quelques conventions ,
parvenir a écrire netlement , et, ce qui est trés-digne de remar-
que, sans que, pour cela, il soit nécessaire de sayoir compter
au-dela de diz.

Supposons , en effet , que nous ayons devant nous un tas de
blé, et qu'il soit question d'écrire en chiffres le nombre de grains
dont il se compose. Formons d’'abord des tas de dix grains de blé
chacun ; ces tas partiels seront des unités du second ordre. Lors-
que nous en aurons fait autan! que le nombre total des grains de
bié & cxprimer en aura pu fournir; s'il reste encore quelques
grains de blé , ils seront certainement en moindre nombre que dix,
puisqu’autrement il ne serait pas vrai de dire qu'on ne saurait
plus former de tas de dix grains de blé. Le nombre des grains
de blé excédant , lesquels seront des unités simples ou du premier
ordre , pourra donc étre noté au moyen de quelqu’un de nos neuf
caractéres. Supposons , pour fixer les idédes, qu'il en reste trois ;
nous pourrons les ¢crire ainsi , par abréviation, (3 ™*), et il nous
restera & écrire le nombre des tas de dix grains de blé.

Pour cela réunissons ces tas dix par dix ; nous formerons sinsi
de nouveaux tas de dir feis div ou cent grains de blé chacun ,
c'est-a-dire ; des unités du froisicme ordre. Aprés en avoir formé
ainsi le plus grand pombre possible , s'il reste des tas de dix grains
de blé, pour la méme raison que ci-dessus , ils seront en moin-
dre nombre que dix, et leur nombre pourra conséquemment étre
exprimé par quelqu'ua de ncs neuf chiffires. Supposons, pour fixer
{es idées , qu'il en reste. sept ; nous pourrons, par abréviation ,
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les écrire ainsi (7 %), et les placer 4 la droite ou & la gauche
du nombre (}es‘ unités. 1l nous restera alors & exprimer le nom-
bré des tas de cent grains de DIé.

Nous pourrons semblablement réunir ces derniers dix par dix,
pour en former de nouveaux tas de dix fois centf ou mille grains
de blé , c'est-d-dire, des unités du quatriéme ordre. Lorsque nous
en aurons fait ainsi le plus grand nombre possitle , s'il nous reste
des tas de cent grains de blé, ils seront en moindre nombre que
dix , et conséquemment leur nombre sera exprimable par quel-
qu'un de nos neuf chiffres. Supposons, pour fixer les idées, qu'il
en reste gualre ; nous écrirons , par abréviation , & la droile ou
a la gauche des deux autres nombres déja écerits, (4™ ) ; et
il restera a noter le nombre des tas de mille grains de blé.

En continuant de réunir ainsi, dix par dix, les tas de l'ordre
le plus élevé , pour en former de nouveau d'un ordre supérieur,
et en nolant chaque fois le nombre des tas restant du premier
de ces deux ordres, on parviendra finalement & des tas de I'au-
tre ordre tellement considérables qu'ils se trouveront en moindre
nombre que dix ; de sorte qu'il deviendra impossible de pousser
I'opération plus avant. Autant pour en finir que pour fixer les
idées , supposons qu'il en arrive ainsi pour les tas de mille grains
de blé, et que ces tas soient seulement au nombre de siz, on
écrira , par abréviation , ( 6 ™" ), que l'on placera a la droite
ou i la gauche des trois nombres déji écrits ; et le probléme

sera ainsi résolu.
Y . - ’ 2. ., N
On pourra donc écrire le nombre de grains de blé qu'il s'agis-
sait d'exprimer en chiffres de la maniére sulvante :

6 mils 4 @ent. 7 dix. 3 unit.
. . . .

et I'on congoit que , tant qu'on fera accompagner ainsi chaque
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chiffre du nom des unités dont il sera l'expression , on pourra,
sans craindre aucun équivoque , se permetire toutes sortes d'in-
versions dans l'arrangement des chiffres , comme on s'en permet
dans la succession des mots de la plupart de nos langues. Toute-
fois, comme 'ordre plait naturellement a l'esprit, parce qu'il fa-
cilite les comparaisons et les recherches, on jugera convenable
d’écrire constamment les unités des divers ordres des plus petites
aux plus grandes ou des plus grandes aux plus petites. Or, comme
ce sont les plus grandes qui nous intéressent plus spécialement ,
dans notre maniére de lire de gauche a droite, on s’arrétera de

préférence au dernier de ces deux partis,

Tel devait étre, a peu prés, le systtme de numération indien
sous sa forme premiére, et, sans doute, pendant un temps plus
ou moins long , on aura constamment accompagné chaque chif-
fre du nom de l'espéce particuliére d'unités collectives qu'il re-
présentait ; et c'est ainsi que nous-mémes nous écrivons commu~
nément

6.tois. 4‘pi. 7 pe- 3 .Iigt

Mais , de méme que les arpenteurs de profession se dispensent
souvent , pour leur propre usage, de ces sortes d'indications, at-
tendu qu'ils savent trés-bien que le premier nombre qui est écrit
a droite exprime des lignes , et que les suivans expriment, tour
A tour , des pouces, des pieds et des toises , on peut conjectu-
rer , avec vraisemblance , que ccux qui, par état, avaient beau-
coup de nombres & écrire , en auront usé de la méme maniére,
et que, dans la scule vue d’abrégcr, ct sans prétendre aucune-
ment faire une découverte , ils se scront dispensés, peu i peu ,
d'écrire les noms des divers ordres d'unités , en remarquant que
ces noms se trouvent suffisamment indiqués par le rang des chif-
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fres destinés & en indiquer le nombre ; de sorte qu'au licu de
6’mil- 4.eent. 7 ‘diz. 3 .uui!,

ils auront eecrit, comme le font souvent les arpenteurs ,

Mais ce que ne sauraient faire les arpenteurs, qui rencon!rent sou-
vent des nombres de pieds, de pouces et de lignes exprimés par
plusieurs chiflres , les calculateurs indiens, dans la seule vue de
ménager le terrein , aurout peu i peu supprimé les barres entre
les chiffres , et auront écrit plus simplement

6473 .

Il est pourtant un cas , que pous n'avons pas meniionné, ou
cette maniére abrégée d'écrire les nombres ne pourrait étre mise
en usage si l'on n'opposait quelque correciif & 1'équivoque qui en
pourrait résulter. Il peut bien se faire qu'un nombre ne contienne
pas d'unités de certains ordres, inférieurs & l'ordre le plus élevé
des unités qui en font partie. Un nombre peut, par excwple , ren-
férmer sevlement 6 mille , 7 dizaines, et 3 unités. Tant qu'on ac-
compagnera chaque chiffre du nom de I'ordre d'unités qu'il exprime,
cela sera tout & fait sans difficulté, et l'on pourra écrire

( =il 8iz, i
6.~ 1z 3.-um¥

7

comme un arpenteur ¢crirait
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6.lo’i. 7 .pou. 3.“;-

Mais si 'on supprime les indices et qu'on rapproche les chiffres ,
le 6 ne se trouvant plus alors qu'au troisiéme rang sera pris pour
des centaines. Ce serait un mauvais moyen de parer a cet incon-
vénient que de laisser vide la place des centaines, et d’écrire

6 73 ;

car , dans un écriture rapide , on risquerait souvent de laisser trop
ou trop peu d'espace ; de sorte qu'on serait souvent en doute s'il
manque oa s’'il ne manque pas d'unités collectives intermédiaires ,
et combien il en manque conséculivement; & quoi on peut ajou-
ter encore que ce moyen ne pourrait étre appliqué lorsque les
unités collectives qui manqueraient seraient celles des derniers or-
dres A droite.

Il a donc dit paraitre incomparablement plus commode et plus
sir d'instituer un chiffre qui fut le représentant de réien , et d'écrire
ce chiffre dans tous les rangs , qu'autrement il aurait falla lais-
ser vides. C’est, en effet, le parti qu'on a pris; ce chiffre est
le 0 qui se prononce zéro, et qui, pendant long-temps , portait
seul le nom de chiffre. On écrit donc

6073 ,

A

pour peindre aux yeux le nombre dont il était question tout a
I'heure.

Tom. XXI. 46
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Telle est la numération é:rite généralement en usage aujour-
d'hiui dans tout le monde civilisé ; et voila par quelle suite d'es-
sais et de perfectionnemens successifs on aurait pu y &tre fort
natareilement conduit, sans que de grands efforts d'intelligence
cussent-di éire- nécessaires pour y parvenir *).

Nous nous trouvons présentement , par rapport a la numéra-
tion écrite, - a peu prés dans le cas ou nous aurions été si, com-
me nous le supposions tantdt, on avait institué un chifire par-
ticulier pour représenter chacun des nombres naturels. A quel-
que muliitude de chiffres qu'il nous faille recourir , en effet, pour
¢erire un nombre douné, suivant le systéeme auquel nous venons
de nous arréier , rien ne nous empéche de considérer cet en-
seinile de caractéres comme un caractére unique -, dont les di-
vers chiffres qui le compose sont les élémens. Mais nous avons
ici l'avantage que ces caractéres composés , bien qu'en nombre
ithiwité , sont assujélis dans leur tracé a des rigles tellement
précises , tcllement uniformes qu’on peut se dispenser d'en for-

(*) C’est, ce me semble , un devoir rigoureux pour celai qui enscigne,
non sculement d'expliquer de quelle maniére on a pu &re conduit acha-
qne dzocouverte , mais encore de présenler de préference a ceux a qui il
s’adresse , parmi toutes les maniéres dont une découverte aurait pu étre
faite , celic qui semble avoir dd exiger le moins d'cfforts de la part de l'in-
teliigenice. Cela fait prendre courage a ceux qui s'instruisent et les accou-
tnme , en mdéme temps , 2 hien conduire leur esprit dans les recherches
anxquelles ils peuvent étre appelés. Pour qui considdérerait, par exemple,
Parithmélique comme sortie en entier et tout d'un jet d’'une méme téie ,
P'inventeur semblerait avoir dd posséder des facaliés surhamaines , et c’est
Fidée que je m'en étais faite moi-méme la premiére fois que je I'ai apprise.
Le ¢

r

qui Vétadie puisse se persuader que, pour pea qu'il et voulu y réfléchir

omble de la perfection de son enseignement consiste 3 ce que celui

scricusexment, il en awrait découvert de lui-méme tous les divers procédés.
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mer & l'avanae le tableau géaéral, aitendu que l'un quelcon-
que ¢étant donué, on saura toujours posilivement de quclle ma-
nitre devra étre figuré celui qui le précédera ou le suivra immé-
diztement.

On peut dire exactement la méme chose de naotre écriture vul-
gaire. Rien n'empiche, en effet , de considérer tous les mois
du vocabulaire d'une langee comme autant de caractéres compo-
sés ; et il sera vrai alors de dire qu’une langue a autant de let-
tres qu'elle a de mots, Cest méme 13 ce qui arrive communé-
ment dans une lecture rapide ol nous nous arrétons gu'a la phy-
sionomie générale des mots ; et cela 4 tel point que certaius mots
peuvent manquer d'uue lettre , d’autres en avoir une de trop,
ou bien encore contenir une lettre au lieu d'une autre , sans
que cela nous empéche de les reconnaitre, et quelquefois méme
sans que nous y fassions la moindre attention.

Aujourd’hui nos chifires

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9‘;

au nombre de diz ,lorsqu'on y comprend le zéro ,n'ont aucun
rapport natarel avec les nombres qu'ils sont destinés a représen-
“ter, et ce sont de purs signes dinstilution qu'on ne peut, quen
Papprenant d'autrui, et par un pur effort de la mémoire , lier aux
idées qu’ils sont déstinés & rappeler ; mais il n'en dat pas éire
de méme dans lorvigine, ct il est méme présumable que, silin-
venteur de ces chiffres leur et donné , dés l'abord, la figure
qu'ils ont aujourd’bui, il n'aurait jamais réussi 2 les faire admet-
tre. Par une bizarrerie assez remarquable il arrive, en effet |,
que , bien qu'aujourd huila presque totalité des signes dont se compo-
sent nos langues , soit éerites , soit parlées , soient des signes pu-
rement conventicnnels , n'ayant aucun rapport naturel avec les
objels ou les idées qu'ils sont destinés & représenter, nous nous
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révolietions néanmoins contre quelqu'un qui nous proposerait1'u-
sige d'un signe nouveau , dont le choix n'aurait d'autre motif
qe sa volonté, tant l'arbitraire nous déplait sous quelque forme
qu'il se produise.

Aussi, en remontant, par les manuscrits , jusqu'a linvention
premicre de nos chiffres arabes , trouve-t-on que tels que nous
les employons aujourd’hui , ces chiffres, comme tous les autres
signes d'institution , ne sont que le produit des dégradations qu’ont
subi successivement d’autres signes d’abord trés-naturels, c’est-a-
dire des signes qui, dans la pensée des inventeurs, avaient ane
liaison étroite avec les idées dont ils étaient le rappel. On congoit
que les mémes recherches n'ont pu étre tentées par rapport aux
noms de ces chiffres , attendu que les mols sont des signes fugi-
tifs dont on ne saurait suivre la trace, comme on le fait des signes
permanens , et daillears ces mots , étant employés par les clas-
ses méme les plus grossiéres de la société , ont dii s’aliérer d'une
manitre beaucoup plus rapide. Nous nous bornerons donc a re-
marquer i ce sujet que, si l'on en excepte les mots guatre et zero ,
les noms de tous nos chiffres sont d'une seule syllahe , comme il
convient pour des mots qui doivent étre d'un emploi fréquent.

Venons présentement a la numération parlée , et reprenons de
nouveau le nowbre

6473 ;

on pourrait fort bien 'énoncer ainsi: sixz wnités du quairiéme or-
dre , quatre du troisiéme , sept du second et lrois du premier , et
en user de méme pour tout autre nombre , ce qui n’exigerait
la c¢réation d'aucun mot nouveau ; mais nous avons déja vu que ,
pour exprimer les unités du secord, du troisieme et du quatriéme
ordres on avait inventé , sans doute pour abréger le langage , les
mots dizaine ou dix , centaine ou cent et mille ; et on a éga-
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lement créé des mots pour exprimer les unités des ordres supé-
rieurs. A la vérité il résulte de 13 que, pour pouvoir nommer
tous les nombres , il faadrait créer une infinité de mots ; mais on
doit remarquer, d'une part, que les besoins de la société , méme la
plusavan:ée, exigentrarement I'emploi des nombres composés d'une
grande muliitude de chiffres , et , d'une autre, que, quand cela ar-
rive quelquefois , on se contente d'écrire les nombres sans songer
a les énoncer dans le discours. Nous allons voir , an surplus,
qu'en formant la nomenclature des unités des différens ordres , on
a cherché a faire quelque économie sur la création des mots.

Nous venons de voir que, dans le sysitme de numération en
usage , les unités des qualre premiers ordres ont regu, des plus
petites aux plus grandes, ou de droite a gauche, les dénomina-
tions d'unites, dizaines , centaines , mille. Ces dénominations n'ont ,
comme on le voit, aucune analogie ni entre elles ni avec le rang
des unités qu’elles expriment. Ce sont de purs signes d'institation,
ne représentant les idées signifiées qu'en vertu d'une convenlion
tout a fait arbitraire.

Si 'on elt voulu continuer sur le méme plan, il aurait fallu
créer , pour les unités des ordres de plus en plus élevés, des dé-
nominations également arbiltraires et indépendantes entre elles , ce
qui aurait surchargé la mémoire d'autant de noms nouveaux quon
aurait eu d’ordres d'unités 3 considérer. Pour éviter cet embar-
ras , on a eu recours a un expédient qu'il convient de remarquer
avec quelque attention, parce qu'on peut user d'une ressource ana-
logue toules les fois qu'on a des nomenclatures a créer, ce qui
arrive assez fréquemment dans les sciences.

On a donc considéré que , paisque les unités du cinquiéme or-
dre étaient dix fois plus grandes que les milles ou unités du qua-
tricme , on pouvait fort bien les appeler des dizaines de muile ,
tout ecomme celles du second ordre sont des dizaines d'unites. On
a considéré pareillement que , puisque les unités du sixie¢me or-
dre étaient dix fois dix fois , c’est-a-dire, cent fois plus grande que
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les milles , on pouvait fort bien les appeler des centaines de mille
tout comme les unités du troisicine ordre sont des cenfaines d unités.

Quant aux unités du septi¢me ordre, on leur a donné un nom
tout a fait nouveau ; on les a appelées des mi/lions ; considérant en-
‘suite que celles des huitiéme et neuvitme ordres sont exactement,
par rapport a celles-1a, ce que sont celles des cinquiéme et sixieme,
par rapport a celles du qualri(‘:me , ou encore ce que sont celles
du second et du troisidme , par rapport i celles du premier ., on
les a appelées respectivement des dizaines de millions et des centaz-
nes de millions. Quant aux unités du dixidme ordre , on a créé
‘pour elles une dénomination propre , on les a appelées des billions.
Ce sopt aussi ce que les financiers appellent des milliards.

On 2a conlinué ainsi & n’introduire une dénomination nouvelle
que dc trois en trois ordres, en-donnant constamiment aux uni-
tés des deux ordres immédiatement supéricurs les noms de dizai-
nes et de centaines de cet ordre; de sorte que, pour former les
noms de tous les ordres d’'unités , il suffit sculement de connai-
tre les mots dizaine et cenlaine , et de connaitre en outre , sii-
vant leurs rahgs, les dénominations indépendantes, lesquelles sont :

Unités , milles , millions , billions, trillions , quatrillions , ....;

sur quoi nous devons remarquer , en passant, que ces dénomi-
nations n'ont point éié trés-heureusement choisies. Les mots &i/-
lions , irdlions , quatrillions , ....... correspondent, en eflet, aux
noms de nombres deux , trois , quatre, ...... dont ils rappellent
I'idée , tandis que ces mots ne sont point les deuxiéme , troisiéme ,
quatrieme , ..... dénominations , mais bien les quatricme, cinquieme ,
sixieme . ...... Toutefois , ces dénominalions ainsi convenues , on
sent que rien n'est plus facile que de former le tableau complet
des noms successifs des différens ordres d'unités ; el 1'on voit qu'au
moyen de cette ingénieuse nomenclature, pour nommer et carac-
. Aériser nettement des unités d'un grand nombre d'ordres différens ,
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on n'a guére 2 employer qu'un nombre de mots trois fois moin-
dre ; et tel est 'avantage que l'on trouve dans I'art de combiner.
méthodiquement quelques racines simples pour en former des mots
composés. -

Pour énoncer, dans le discours, un nombre écrit en chiffres,
on aurait pufbnvenir , comme nous le disions tout a 1'heure ,
d’énoncer tour i tour, en allant de gauche A droite , les noms’
des chiffres qui le composent, en ajoutant, i la suite de chacun, le
nom de l'espéce des unités qu'il exprime; mais cetle maritre de
lire les nombres aurait é1é excessivement longue et fastidieuse, et
on a trés-adroitement profité de l'ordre introduit dans la nomen-
clature des unités des diiférentes classes pour en rendre la lecture
beaucoup plus concise, et pour réduire celle des nombres qui ont
ples de trois chiffres a la lecture d’une suite de nombres de trois
chiffres senlement. Expliquons donc, en premier lieu , comment
on lit ces derniers , et faisons remarquer surtout les irrégularilés{
malheureusement trop nombreuses, que l'usage a.introduites dans
leur énoncé.

D'abord les nombres qui s'écrivent
100 , 200 .,h 300, 4oo, ... goo;
s'énoncent
Cent , deux cents , tr()z'.f cents , quaire cenis, ....... neuf cents.
En suivant 'analogie, les nombres qui s'écrivent
10, 20, 30, 40, .«uieeen 9O,
devraient s'énoncer

Div , dewr dix , trois dix , quatre dix, ..... neuf dix ;
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mais le premier seul est soumis a celle régle 5 les cing qui le
suivent immeédialement sénoncent

Vingt , trenle , quaranie , cinquante , soiranle ;
dénominations qui seraient passablement réguliéres si , comme on
I'a proposé , on remplagait le mot vingt par le mot duante.

Pour contliLuer sur le méme plan, les nombres qai s'écrivent

70 , 8o, go

devraient s'énoncer
Septante , huilante , nonante ;

c'est ainsi , en effet , que le peuple les énonce dans nos conirées
méridionales , et que nous conseillons au lecteur de les énoncer
comme nous le faisons nous-méme ; mais, dans les salons du midi
et dans tout le nord de la France, on a trouvé , et il serait as-
sez difficile de dire pourquoi, qu'il était de plus bel air de dire

Soizxante et dixv , quatre-vingts , quatre-vingt-dix . (*)

Il est trés-vrai que soixanle, augmenté de dix, font septante; mais
quaranle augmenté de dix fout bien cinquante , et pourtant on
n’a jamais songé & remplacer cetle derniére dénomination par I'ex-
pression quarante et dix. Il est encore vrai que quatre-vingls ou
quatre fois vingt font huitante ; mais frois vingts font aussi
soizanle; I'on n'a pourtant jamais songé i remplacer cette derniére
locution par la premiére. On comprend d'aprés cela que I'expres-
sion quatre-vingl-dix est encore plus barbare que les deux au-

(®*) La bonne société dit pourtant, en parlant de la Bible, /a cersion des
septante.
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tres (*). Aprés avoir fait de la dizaine une unité colleclive, on
ne voit pas irop pourquoi nos péres en ont été faire une autre de
la cingtaine , et se sont avisés de la combiner avec celle-1a. Clest
pourtant la ce qui est arrivé ; voild comment nous trouvons dans
nos vieux auleurs six vingls pour cent vingt; et voila encore com-
ment , aujourd’hul méme, un établissement de bienfaisance fondé
a Paris en faveur de trois cens aveugles, conserve la dénomina-
tion des gquinze-vingt , qu’'on n’a pourlant jamais songé a appliquer
aux braves compagnons de Léonidas. Il est certain que, quand
de dessein p:émélité on aurait résolu d'embrouiller une langue
qui pourrait ére si simple et si régulicre , on aurait pu s’y pren-
dre d'uue maunitre plus heurecuse.

Il serait bien temps enfin de faire disparaitre des bizarrerics
aussi choquantes. L'Académie frangaise , souveraine législatrice du
languge vulgaire, n'a jamais prétendu exercer sa suprématie sur
la langue de l'histoire naturelle , de la physique, de la chimie,
ni méme de la géoméirie ; elle a recu humblement, et enregisiré
dans son code , ces langues diverses , telles qu'il a plu aux savans
dz les lui présenter ; nous ne voyons donc pas pourquoi elle se
croirait plus compétente a I'égard de la langue des nombres, qui
est aussi une langue scientifique. Que , si elle ne veut point rayer
absolument de son Dictionnaire les mols soirante el dix, qualre-
vingls et quatre-vingt-dix , nous désirerions du moins que, gardant

(¥) Si I'on dicte lentemcent le nombre guatre-cingt-dixz 3 quelqu’un d'un
peu prompt , son oreille étant d’abord frappée du son guatre, il écrira tout
naturellement un 4; le son oing?z qui se fera entendre ensuite , 'avertira qu'il
faut changer ce 4 en un 8 ; enfin, en entendant le son dix , il reconnaf-
tra qu'il faut corriger une seconde fois et remplacer de nouveau le 8 par
un g. Si, en faisant une addition , en trouve septante pour la somme d’une
colonne, et qu'on se serve de la locution soixante et diz , on scra souvent
tenté de retenir siz au lieu de sepz , pour la colonne suivante,

Tom, XXI. 47
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un juste milieu, elle voulut bien, toutau moins, déclarer que les
wmots seplante , huilaale , nonaste sont également de recette,

Toutefois nous n’hésiterions pas a leur préférer les expressions
dewx div, trois dix , quatre dix ,.... De méme, en effet, qu'un
enfaut en bas dge ne se fail jamais expliquer , par exemple , ce
que c'est que gualre cens, il ne s'aviserait jamais de demander da-
vantage ce que c'est que guatre div; la dénomination lui indiquant
Ia chose d'une manire assez claire ; tandis qu'on est obligé de
lui expliquer que guaranie est le nom de la collection de quatre
dixaines. Un cufant qui sait que cing et trois font huit ne de-
mandera jamais non plus combien valent ensemble cinq cens et
trois cens, parce quil verra évidemment de lui - méme que cela
fuit huit cens ; il ne demandera pas davantage combien font en-
semble cinq dix et trois dix, tandis qu'il sera, au contraire ,
trés-fondé @ demander combien valent ensemble cinquante et trente ;
parce qu'ici les mots ne rendent les idées que d'une maniére im-
parfzite. D'ailleurs , I'ordre et I'uniformité plaisent et attachent na-
tarclicment, parce qu'ils offrent plus aisément prise a 'action de
la mémoire et a celle du jugement , et de 13 sans doute ce pen-
chant des enfans en bas ige a faire tous les verbes réguliers ; or,
comment veut-on qu’ils prennent quelque golt pour les spécula-
tions numériques , eux chez qui I'étude de la numération parlée
doit nécessairement précéder celle de la numération écrite , si cette
numération parlée présente , deés le début, des anomalies dont il
est impossible de se rendre compte? Cependant telle est I'in.diffé-
rence générale du public sur toutes ces choses, tel est le petit
nombre des hommes qui en senient I'importance que nous ne se-
rions pas surpris de voir beaucoup de lecteurs nous reprocher d'y
avoir beaucoup trop insisté,

Pour lear prouver que nous sommes peu disposés & nous cor-
riger, signalons encore une derniére irrégularité. De méme que
les nombres qui s'écrivent
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39, 38,3

s'énoncent {rente-newf . lrente-huit et irente-sept ; les nombres qui
s'écrivent
19, 18, 17,

s'énoncent dix-neuf , dix-huit et dixv-sept; de méme donc que les

nombres qui s'écrivent

[$¥)

36, 35, 3f7, 33, 32, 31,

s'énoncent frente-six , lrenle-cing , trente-quatre , trenle-trois , trente-
deux et lrente-un ; les nombres qu'on écrit

~
, 13, 12, 11 ,

-

16, 15, 1

devraient s'énoncer dix siv , dix cing , div quatre, dix trois , div
deur et dix un; cependant I'usage veut qu'on les énonce seize ,
quinze, qualorze , ireize , douze et onze.

Ces anomalies ne portent heurcusement que sur la numération
parlée et non sur la numération écrite qui , comme mnous la-
vouns déja fait observer, est d'une régularité parfaite. Cela s'ex-
plique facilement si l'on considére que la numération écrie n’est
gucre employée que par des hommes qui ont déja acquis assez
d'instruction pour sentir tout le prix de 'uniformité, et pour ne
point y porter atteinte partout ol ils la trouvent établic; tandis
qu’au contraire la numération parlée est a 1'usage de tout le monde
des ignorans aussi bien que des savans. 7Vest la méme raison
sans doute , qui fait que la langue parlée des plus petits nombres,
a I'usage de plus de geas , et des gens des plus basses classes , est
plus altérée que celle des plus grands. C'est sans doute la méme
cause qui fait que, dans toutes les langues , les verbes dont I'emn-
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ploi est le plus fréquent, et notamment les verbes auxiliaires sont
les plus irréguliers de tous.

Du moment qu'on sait lire couramment les nombres qui n'ont
pas plus de trois chiffres, la lecture des nombres é.rits avec un
grand nombre de chiffres peut &tre réluite & la régle suivante :
Dartages , par la pensee , le nombre propose en tranches de trois chif-
fres chacune , en allunt de droite & gauche , sauf lg derniére & gauche
qui pourra forl bien en acoir moins ; donnez ensuile successivement
aux tranches , toujours en parlant de la droite , les noms suivans :
unités, milles , millions , Lillions , trillions, .....; alors, en par-
tani de la gauche , ¢noncez chaque trancke comme si c'etait un nom-
bre isole d'un , de deux ou de trois chiffres, et ajoutez @ la fin de
Tenoncé le nom que vous aviez d abord donné & la tranche.

. Nous pouvons dire ici de la numération parlée ce que nous
avons dit plus haut de la numération écrite. Rien ne nous em-
péche de considérer le nom de chacun des nombres naturels comme
un mol unique, mais composé; et alors il sera vrai de dire que
nous avons invenlté autant de mots différens qu'il y a de nombres
4 nommer ; mais , par l'effet de I'art avec lequel ces mots sont
composés, il arrive que mnous n'avons pas besoin de les appren-
dre tous A l'avance pour éire en étal de prononcer chacun d'eux
en particulier , lorsque le besoin i'exige.

Il y a dans ce syst¢tme , deux choses de pures conventions que
I'on pourrait fort bien y changer sans nuire , en aucune sorte ,
i sa régularité. D’abord on pourrait, réunir plus ou moins de dix
unités de chaque ordre pour en composer une de l'ordre immé-
diatement supérieur, ensuite on pourrait dansla nomenclature des
unités des différens ordres , introduire une dénomination nouvelle
de deux en deux ou de quatre en quatre ordres , tout aussi bien
que de trois en frois. On ne voit pas trop, sur ce dernier point,
ce qui a pu déierminer le choix du nombre de trois , quant an
premier : le choix du nombre dix est évidemment le résultat de no-
tre organisation , c'est-a-dire , qu'il a pour cause le nombre de
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nos doigts quiont éié, sans doute , les premiers instrumens dont nous
nous sommes aidés pour compler. Aussi voil-on le nombre dix jouer
un rdle plus ou moins important dans les sysiémes de numération
les plus divers, dans ceux mémes des peuples qui jamais n'ont cu
enitre eux aucune communication.

Il n'en est pas moins vrai qu'en réunissant plus ou moins de
dix uniiés de chaque ordre dans unc wnité de l'ordre immédiate-
ment supérieur, on peat, i l'imitation de notre systéme de nu-
méralion, en conceveir tant d'autres qu'on voudra, tout aussi ré-
guliers que celui - 13, dont plusieurs n’auraient rien a lui céder
du cd1é des avantages et dont quelques-un> méme pourraient lui
€tre préférables a certains égards. Nous n’avons donc pas seule-
ment en mains une langue unique, mais bien une infinité de lan-
gues propres 4 cxprimer uniformément tous les nombres. Dans char
que systéme de numération , ainsi calqué sur le ndtre , le nombre
qui exprime combien on réunit d'unités de chaque ordre, pour
en faire une de I'ordre immédiatement supérieur, est ce qu'on
appelle la base du systéme ; et on dit, en conséquence , que no-
tre systéme de numération a dix pour base. Il est aisé de voir
que chacun de ces sysitmes exigera 'usage d’autant de chiffres , y
compris le zéro, que sa base contiendra d'unilés. $i donc sa base
est moindre que dix, nos chiffres n'y seront pas tous employés;
si , au eontraire , elle est plus grande, il exigera l'introduction
de nouveaux chiffres. Il parait que, dans une antiquité trés-recu-
1ée , le systéme binaire , c’est-i-dire , celui qui a deuxr pour base,
et qui n'exige conséquemment que l'emploi des chifires oet 1,
étail connua et pratiqué dans l'empire de la Chine,

Il convient de remorquer ici que notre maniére de lire les nom-
bres en les partageant en tranches de trois chiffres revient exac-
tement a considérer tous les nombres inféricurs i mille , sauf a
#crire un ou deux zéros 4 la gauche de ceux qui n'ont que deux
ou un chiffre , comme les chiffres d'un syst¢tme de numdration
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qui a mille pour base , et dont les uniiés des différens ordres sont

les tranches successives de trois chiffres.

Dans le systéme de numération qui aurait wn pour base, les

unités des différens ordres auraient toutes la méme valeur, et consé-
quemment ce systéme ne serait autre que le premier des deux systé-
mes extrémes de numération que nous nous sommes vus conlraints
de rejeler au commencement de cette dissertation. On pourrait
fort bien y faire usage du zéro , et méme le placer parlout et au-
tant de fois qu'on le voudrait, mais il n'y produirait qu'un en-

combrement superflu.

Dans le systéme de
il faudrait une infinité d'unités de chaque ordre peur en former

une de l'ordre immédiatement supérieur ; tous les nombres finis
n’exprimeraient donc que des unités du premier ordre, et seraient
conséquemment des nombres d'un seal chiffre ; ce sysitme exige-

rait donc l'emploi d'une infinité de chiffres différens; ce scrait donc
le dernier des deux systémes extrémes que leur incommodité nous

aveit d'abord conduit a rejeter. Celui-ci n'aurait pas a faire usage
du zéro, ou plutdt I'unité suivie d'un zéra y serait le symbole de
Uinfiui.

"Tous les aufres systémes de numération, & base plus ou moins
grande , se (rouvent compris enire ces deux sysi¢mes extrémes,
et le ndtre occupe conséquemment le dixiéme rang dans la série.
On seut aisément que l'un quelconque des sysitmes de numéra-
tion qui s’y trouvent compris participera plus ou moins'des avan-
tages et des inconvéniens de 'un ou de l'autre des deux sysiémes

extrémes, &4 mesure qu'il s’en rapprochera davantage.

Nous avons essayé, dans ce qui précéde , d'écrire le roman
de notre numération , roman auquel nous nous sommes altachés
principalement & donner autant de vraisemblance qu'il nous a é1é
possible de le faire; ceux de nos lecteurs qui désireront des dé-

numdration qui aurait une base infinte ,-

>
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tails sur son Aistoire pourront consulter , entr'autres, un savant
mémoire allemand de M. le baron Alex. de HUMBOLD , inséré d
la pag. 205 du IV.™¢ volume du Journal de Matheématiques de
M. CRELLE, mémoire dont nous pourrons quelque jour publier
une traduction dans le présent recueil.

FIN DU VINGT-UNIEME VOLUME,
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d2u dtk du £

dux? dv dx @
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culs 2 intégrer I'équation (b) ; car, en posant dans I'au-
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. . N ds .
Pag. 248, lig. 10, premier binéme — i lisez : rr




LIVRES NOUVEAUX.

Recherches de géométrie pure, sur les lignes et surfaces du second degré,
comprenant les principes des transformations polaires des coniques et des cé-
nes du second degré, les propriétés générales des surfaces du second degré
de révolution , quelques propriétés générales des cones du second degré et
une construction des directions des lignes de courbure des surfaces du se-
cond degré ; par M. CHAsLES. In-4.° de 8o pag., de I'imprimerie de M. Hayez ,
a Bruxelles.

Le mérite éminent des nombreux articles publiés par M. Chasles, soit dans
la Correspondance de M. Hachette, soit dans le présent recueil, soit enfin
dans la Correspondance de Bruxelles , nous parait un titre suffisant de recom-

mandation pour l’cuvrage que nous annongons,

Journal fiir die reine und angewandte Mathématik , c'est.d-dire, Journal
de Mathématigues pures et appliquées ; par M. A. L. CRELLE , membre du Con-
seil supérieur des batimens civil du royaume de Prusse. Tom. IV, 3.me et
4.melivraisons , et tom.V, 1.1° livraison; ensemble 300 pag. , plus trois plan
ches , chez G. Reimer , 4 Berlin,

Les articles dont se compose ces trois livraisons sont: de feu M. Abel, de
Christiania (en francais ), Précis d’'une théorie des fonctions elliptiques — de
M. le baron Alex. de Humbold, un mémoire sur les systémes de numération
des différens peuples. =~ De M. Gauss, de Gottingue, sur un nouveau prin-
cipe de mécanique. == De M. Clsusen , d’Altona, divers théorémes et som-
mation de diverses séries de fonctions circulaires. = De M. Gudermann ,
de Cléves , sur les fonctions cxponentielles. — De M. Scherk , de Halle, sur
les nombres de Bernouilli. — De M. Crelle, une démonstration nouvelle de
la formule du binéme et une notice sur M. Abel. — De M. Plucker , de
Bonn , sur les contacts des différens ordres. == De M. Jacodi, de Konisberg,

sur les fonctions elliptiques, == De M. Hill, de Holm , un mémoire sur les

séries , etc, , etc,




LA

6

ARRRBERRAARAITC VY

e oA
{ 37 TS0 R
P B 1 g
0 & e
N )

RAGIPIIIFAARIBRIBNIABAIRRABIBRARRBAADAABRADARRRARBA2RABABAARAARRANRA

fi == =

¢d

V9o 9l

TABLE SOMMAIRE

Des matiéres contenues dans cetle livraison.

GEOMETRIE TRANSCENDANTE. De la courbure des courbes =
planes ; par M. Gergonne. Pag. 1

QUESTIONS PROPOSEES. Probléme de géométrie dont on pro-
pose de donner la solution. 4o

| LIVRES NOUVEAUX.

i W B 71 AN X Wi AN 0L RO
J y i N ’ \ ) | aril AR -
N\ g it \ 3 i F AR
g o /AN T e ¢ ! N e " /AN ! ! e 1 20 (it Xl
e Vg A W LA VT ) oo At ) S R pf) * Suorbi I A A,
e s ) b e e T S e ]

s
S ———

C2uLL® 90080090 9e 00000000000 00L0LLLOLNELLLLNLLLLLLLLLLLE 20 0LLLLLLOLOLOLLOLOOLLE

et o0 et CtlOtePieecteolsslddisssrltissteteetirvtittteetttsstcas.t



LIVRES NOUVYEAUX.

Rapport & I' Académie royale des sciences, sur 1'ouvrage de M. Jacos:r, inti-
tulé : Forndamenta nova theoriee functicnum ellipticarum , avec des mnotes ; par
M. Poisson. In-4.° de 45 pag., imprimé par ordre de I’Académie ; chez
A, Firmin Didot, imprimeur du Roi et de I'Institut, rue Jacob, n.s 24.

On prendra, dans ce rapport, une idée exacte de I'état présent de la théo-
rie des transcendantes elliptiques et de ce qu’elle doit, en particulier, aux
travaux de MM. Abel et Jacobi,

Correspondance mathématique et physique da Royaume des Pays-Bas ; par
M. QueteLEr, directeur de l'observatoire de Bruxelles, etc., etc. Tom. VI,
3.me, 4 me et 5.m% livraisons; ensemble 184 pag., in-8.2, plus deux plan-
ches; chez M. Hayez, imprimeur de 'Académie, rue de la Montagne , n.° 10,
4 Bruxelles.

Les principaux articles mathématiques countenus dans ces trois livraisons
sont , savoir; de M. Fan Rees , sur la convergence des séries et produits in-
définis , et sur l'analyse des sections angulaires, = De M. R. Lobatfo, sur
une question d’intérét composé. — De M. Roche , sur diverses sortes de piles
de boulets. = De M. Weiler, la solution d’un probléme sur le contact des
sphéres, == De M. Chasles , sur la génération des focales, et sur diverses pro-
priétés des surfaces du second degré, — De M. Lévi, sur une nouvelle ma-
niére de déterminer les pesanteurs spécifiques, et sur quelques propriétés
des systemes de forces, — De M. Pagani ,sur l'intégration d’une équation
aux différences partielles et sur d’autres sujets. == De M. Obici, sur le qua-
drilatére de moindre périmeétre inscrit & un rectangle, — De M. le docteur
Beiss , sur la surface enveloppe du plan de niveau d'un liquide contenu dans
une hoite cubijue mobile. — Etc., etc.




TABLE SOMMAIRE

Des matiéres contenués dans cetle livraison.

)| ANALYSE ALGEBRIQUE. De I'élimination entre un nombre quel- :

congue d équations de degrés quelcongues ; par M. Gergonne. Pag. 41

QUESTIONS RESOLUES. Solution de quatre des problémes

de géoméirie énoncés dans le X.™ numéro du précédent co-

lume ; par M. Vallés.

QUESTIONS PROPOSEES. Enoncés de deux problémes de géo-

mélrie dont on propose de donner la solution.

3| LIVRES NOUVEAUX.

e
et 9SletCeOlePreeeee 9 9599099309

OQQG'GOQQOQOQGQGGOOGOQSO

[



LIVRES NOUVYEAUX.
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seil supérieur des bitimens civils du Royaume de Prusse. Tom. VI.me  ye
livraison, in-4.c de 106 pag , plus une planche. Chez Bachelier, & Paris.

Les principaux articles de cette livraison sont: de M. le professeur Gu-
dermann , de Cléves, un mémoire trés-étendu sur les fonctions hyperboliques
équilatéres, cousidérées comme Ies analogues des fonctions circulaires, = De
MM. Lamé et Clapeyron , colonels du génie en Russie, deux mémoires ( en
francais ) I'un sur deux nouvelles formules analogues aux séries de Taylor et
de Maclaurin, et lautre sur le développement des fonctions suivant de sé-
ries de lignes trigonométriques d’arcs imaginaires. — De M. le professeur
Lehmann , de Greifswalde, sur la théorie de la courbe tautochrone, traitce
a la maniére des anciens géométres. — De M. le comte Guillaume Libri, de

Florence, une note ( en francais ) sur la discontinuité de la fonction o°”-
— De fea M. Abel, de Christiania , une lettre 4 M. Legendre ( en francais ),
sur la théorie des fonctions elliptiques. — D’un Abonné, un mémoire sur
la courbe de moindre périmétre sur une surface courbe, o Pauteur démon-
tre que, si I'on circonscrit a la surface courbe une sarface développable qui
la touche suivant cette courbe de moindre périmétre, la courbe, devenue
plane par le développement de la surface circonscrite, sera un arc de cercle.
— De M. le docteur Ferdinand Minding , de Berlin , un mémoire sur les in-
tégrales doubles. — De divers auteurs , la solution d'un grand nombre de pro-
blémes proposés dans les précédentes livraisons du recueil, ou dans d'autres

collections scientifiques.
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LIVRES NOUVEAUX,

Journal flir die reine und angewandte Mathematik ; c’est.d.dire, Journal
de Mathématiques pures et appliquées, par M.CRELLE, etc. Tom, VI.me 6 2 me
et 3.m€ livraisons ; ensemble 200 pages in-4.¢, plus deux planches; chez Ba-
chelier 3 A Paris.

Les principaux articles contenus dans ces deux livraisons sont: de M. Pluc=
ker, professeur 4 Bonn, sur un nouveau moyen d'exprimer les points et les
courbes dans la géométrie analytiques =~ De M. le docteur Stern, de Got-
tingue , remarque de haute arithmétique. =~ De M. le docteur Minding, de
Berlin, des remarques sur le développement des courbes tracées sur les
surfaces. — De M. le P.r Guderman , de Cléves, une théorie des fonctions
cylindrico-hyperboliques; sur I'analyse sphérique et sur les élémens de géo-
métrie. = De M. Jurgensen , de Copenhague , des remarques ( en francais )
sur une certaine tranformation des fonctions, fondée sur les racines de I'u-
nité, = De M. le P.X¥ Mibius, de Leipzie, des additions 3 la théorie des
fractions continues, avec application 4 la dioptrique. — De M. Kohlau , of-
ficier prussien , la démonstration élémentaire d’une expression qui se rencon-
tre dans le calcul différentiel. — De M. le professeur C. G. J. Jacobdi , de
Konisherg, De resolutione mquationum -per series infinitas. == De M. T2,
Clausen , de Munich, sur une quadrature mécanique et Alia solutio proble~
matis a celeberrimo Gauss in opere Demonstratio attractionis , quam ,etc. , trac-
tati. = De M. ledocteur Dictlein , de Berlin , solution d’un probléme_de mé-

canique,
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LIVRES NOUVEAUX,

Mémoire de géométrie pure sur les propriétés générales des cénes du se-

cond degré; par M. CHasLES, correspondant de l'académie de Bruxelles, de
la société philomatique de Paris, etc. In-4.° de 6o pag.; chez Barchlier , a
Paris.
Dans un précédent mémoire annoncé dans notre livraison de juillet der-
nier, M. Chasles avait deja démontré occasionnellement quelques proprié-
tés des cones du second degré, en les déduisant, comme conséquences , des
principes qu’il avait établis sar les transformations polaires de ces cénes et
des coniques.

Dans le présent wémoire, M. Chasles reprend ces mémes recherches d’une
maniére plus large et plus directe, et parvient & un grand nombre de pro-
priétés curieuses et non encore apercues des cénes du second degré , en par-
tant uniquement de ces deux propositions connues, savoir : 1.° que, dans
tout céne du second degré, il existe trois axes conjugués rectangulaires;
2.° que tout ‘cone du second degré peut, dans deux directions différeates ,
étre coupé circulairement par un plan.

Ce mémoire , que le nom et le talent hien connus de I'auteur recommandent
suflisamment, sera lu avec beaucoup d'intérét par tous les amateurs de la

belle géométrie.
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RECLAMATIONS.

J'ai eru devair, a la pag. 18« du présent volume , témoigner 3 mes lec.
teurs Pextréme déplaisir que J’éprouvais d'avoir été entrainés, par des cir-
constances indépendantes de ma volonté, a leur présenter un mémoire dont
la rédaction me paraissait extréme.nent maussade, et tout i fait dépourvue
de goit et de clarté.

Bien que cette manifestation de mon opinion sur le mérite littéraire d’un
ou‘*rage que son auteur avait livré volontairement au jugement du puvblic,
soit tout & fait dans mon droit de journaliste , je n’en suis pas moins ex-
trémement peiné d'avoir été amené a faire quelque chose que je reconnrais
devoir étre estrémement désagréable a M, Liouville, dont je n’ai aucune-
ment prétendu d’ailleurs contester le talent mathématique.

Ce qui me peine le plus encore, c'est que , comme je I'avais préva, M.
Liouville est un malade qui.ne sent pas son mal. Il signale d’abord quel=
ques erreurs dins les formules , erreurs que jaurai soin de corriger dans
lerrata du volume; il déclare n’avoir point revu avec assez de soin les ar-
ticles 25 et 25, qu’a'ors il n’aurait pas di m’envoyer; il suppose que je lui
reproche de n’avoir point démontré les formules, trés-connues, qu'il a em-

pruntées & MM. Poisson et Fourier, tandis que mes critiques ne tombent
. . . N . i
réellement sar rien de toat cela, mais uniquement sur l'art de disposer et

de rédiger , sur Part d’éviter les alternatives de marche trainante et ue sauts
brusques, enfin sur ce je ne sais quoi presque indéfinissable qu’on a nommé
goit , et an défaut duquel on s’expose infailiblement & ne point trouver de

lecteurs.

A la pag. 118 da présent volume, j’ai reproché aux aateurs d’élémens de
ne point donner de préceptes généraux pour réduire des fractions au méme
dénominateur de la maniére la plus simple. M. Develey, professeur distin-
gu€ a Laucanne, me fuit observer , 4 ce sujet, que son Arithmétique d&’Emile ,
qui a paru en 1823, et son Algébre d’Emile , dont la derniére édition a
paru en 1828, ne sout pas passibles de ce reproche, comme on peut le voir
4 la pag, 160 du premier de ces deus ouvrages et a la pag, 208 du second.
C’est bien , je crois, ici le cas de dire : I’exception prouve la régle.
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LIVRES NOUVEAUX.

Correspondance mathématique et physique publiée par M. QUETELET, direc -
teur de I'Observatoire de Bruxelles, ete.; tom, VI, n.0 6, in-8.2, d’environ
60 pag., plus une planche. Chez M. Hayez, i Bruxelles.

Les principanx articles mathématiques contenus dans cette livraison, sont:
Des considérations sur la figure du soleil, par M. L. Thilo. — Ure l:ttre
de M. le D.r Reiss sur quelques problémes. — Un mémoire de M. Bock sur
la mullisection des angles. — La construction des cing polyédres réguliers,
par M. Horner. — Une note sur la texture de la cornée transparente; par
M. Fohmann. — Sur l'action réciproque entre un courant électrique et des

aiguilles d’acier non aimantées; par M. Gloesener.

Journal fir die reine un angewandte Mathematik ; c’est-a.dire, Journal de
Mathématiques pures et appliquées 5 par M. A. L. CRELLE , membre du Conseil
supérieur des Batimens civils du royaume de Prusse, Tom. VI.m®¢ quatrieme
livraison ; in-4.° de plus de 100 pag., plus une planche; chez Bachelier , 1i-
braire , a Paris. \

Les principaux articles dont se compose cette livraison sont : Suite de la
théorie des fonctions cylindrico-hyperholiques; par M. Gudermann. — De
functionibus ellipticis commentatio altera; par M. C. G. J. Jacobi. — Solu-
tion de divers problemes de M. Ste/ner; par M. Th, Clausen, — Sur la dé-

termination des orbites des corps célestes; par le méme.
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1'sur quelques-unes de ses causes ; par M. Ch. Basrace , professeur de mathé.

LIVRES NOUVEAUX.

Journal fir_die. reine und angewandte Mathematik ; c'est-d-dire : Journal
de Mathématiques pures et appliquées; par M. CRELLE, mcmbre da Conseil
supérieur des bdlimens civils du royaume de Prusse. Tom. VII, 1.7¢ li- 1
vraison , in-4.° d’environ 100 pag., chez Bachelier , i Paris,

Les principaux articles contenus dans cette livraison sont: de M.lle Sophie |
Germain 4 de Paris, un mémoire ( en francais ) sur la courbe des surfaces.-
= De M. Tk, Clausen , de Munich, les solutions de deux problemes, I'un
d'arithmétique et l'autre -de geéométrie; et la-démonstration d'un théoréme
de geomélrie, ainsi que la solution d’un probléme relatif aux sections coni-
ques. = De M. C. G. J. Jacobi, de Konisberg, une note ( en francais ) sur
une nouvelle application de l'analyse des fonctions elliptiques & Palgéhbre.
— De M. C. J. D Hill, de Londres, additamenta ad conalum, casum ir-
reducibilem solvendi. — De M. G. Libri , de Florence , un mémoire ( en fran-
cais ) sur quelques formules générales d’analyse. — De M. L. Feldt, de Brauns.
berg , une démounstration nouvelle des formules de trigonométrie sphérique
de M. Gauss. — De M. Guderman, de Cléves, sur les fonctions hyperboli-

ques équilatérales , avec des tables.

Reflections on the decline of science in England, and on some of its cau-
ses 3 c’est-a-dire : Réflexions sur la décadence des sciences en Angleterre et

matiques a 'Université de Cambridge et membre de la Société royale de Lon-
dres. In-8° de plus de 200 pag. ( Londres, 1830 ).

Je n'ai pu encore que jeter un coup d’eil rapide sur tet ouvrage; mais’
c’en est assez pour que je puisse en recommander la lecture comme trés-
propre a nous consoler, nous autres Francais, de quelques abus qui régnent
dans nos écoles et dans nos corporations savantes. Peut-étre, au surplus,
M. Bablage aura.t-il pensé que , pour mieux faire sentir I'urgence du re-
méde , il pouvait étre bon d’exagérer la peinture du mal; car, chez une
nation qui compte encore des hommes de son mérite , le feu des sciences
ne saurait étre tout A fait éteint,
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OPTIQUE. Essai sur les couleurs accidentelles ; par M. Ger-
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LIVRES NOUVEAUX.

Histoire des recherches sur la quadrature du cercle , avec une addition concer-
nant les problemes de la duplication du cube et de la trisection de I’angle ;
par MonrucLa. Nouvelle édition revue et corrigée, avec des motes, in-8°
de 300 pag., plus deax planches; chez Bachelier , 4 Paris. ’

Cel intéressant ouvrage manquait ‘2 notre librairie scientifique ; la premiére
édition , qui a paru en 1754, étant depuis long-temps épuisée , I'éditeur en a
revu, corrigé el éclairé soigneusement le texte auquel il a ajouté quelques
notes qui tiennent l'ouvrage au niveau de I'état actuel de la science. L'édi=
tion est du reste trés-é.égamment imprimée.

Une Histoire des recherches sur le mouvement perpétuel est encore
el pourrait étre convenablement placée dans nos bibliothéques a coté de 'ou~

a écrire,

Vl'age que nous annongons.

BRecherches sur la loi de la croissance de I'homme ; par M. QUETELET, direc=
teur de l'ohservatoire de Bruxelles, etc. In-4 ¢, de 32 pag., plus un tableau

et une planche, chez Hayez , 4 Bruxelles.
La taille et le poids d'un individu sont des fonctions de son 4ge que Ion

peut sz proposer de déterminer , si non & priori , du moins empiriquement,

par des expériences, et dont la connaissance peut conduire a quelques con-
séquences utiles ou tout au moins curieuses. Jai long-temps désiré de me

trouver dans une position favorable aux recherches de ce genre, mais je n’en

ai jamaijs rencontré l'occasion.

Dans le mémoire que j'annonce ici, M. Quetelet s’occupe de la relation
entre I'dge et la taille, considérée dans chacun des deux sexes en particulier.
Les réflexions générales par lesquelles il fait précéder 'exposé des faits, et les
conséquences qu’il en déduit , donnent beaucoup d'intérét a cette publication.
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LIVRES NOUVEAUX.

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, c’est-A-dire , Journal de
Mathématiques pures et appliquées ; recueil périodique publié par M. A. L.
CreLLE , membre du Conseil supérieur des Batimens civils du royaume de
Prusse. Tom. VIL.me, 2 me [ivraison, in-4.° de 100 pag., plas une planche; chez
Bachelier, & Paris,

Les divers articles dont se compose cette livraison sont : de M. Th. Clausen,
de Munich, une nouvelle maniére de déterminer la hauteur du pole ; sur les
équations de condition servant 2 corriger les élémens des planétes et des comé-
tes; sur la sommation de deux séries; solution d’un probléme d’astrouomie.
— De M. le comte Gurlleume Libri, de Florence , un mémoire ( en frangais )
sur la théorie de la chaleur, — De M. le docteur Ferd, Minding, Observatio
pertinens ad solutionem eequationum indeterminatarum secundi gradus. — De
MM. les colonels du génie Lamé et Clapcyron, un mémoire ( en frangais )
sur l'équilibre intéiieur des corps solides homogénes, == De M. le baron Pois-
sor, lintroduction ( en francais ) d'une nouvelle théorie de I'action capillaire,
— De M. le professeur Gudermann de Cléves, des tables des fonctions circu-
laires hyperboliques. == De M.l\® Sophie Germain , de Paris, une note ( en [ran-

cais ) eur une question d’analyse.
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