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SUR LA DETERMINATION DES FONCTIONS HARMONIQUES
CONJUGUEES PAR CERTAINES CONDITIONS AUX LIMITES.

Applications a 'Hydrodynamique.

INTRODUCTION

Il est bien connu que les grands progrés réalisés en Hydrodyna-
mique & deux dimensions sont dids en majeure partie au secours essen-
tiel qu'apporte lathéorie des fonctions analytiques d’une variable complexe.

Les problémes aux limites qu'on y rencontre et dont nous nous
proposons d’étudier quelques-uns d’une fagon systématique, sont des
problémes mixtes faisant intervenir les parties réelle et imaginaire et

e du dv
les dérivées normales — , =

an’ dn
en général ces problémes sont non linéaires. Ils sont posés par la théorie
des problémes mixtes inverses (probleme de Levi-Civita-ViLLat dans
fa théorie des sillages, étude du mouvement des liquides pesants
dans un plan vertical, théorie des ondes ete.).

Pour I’étude de tels probléemes il est utile de considérer d’abord
les problémes linéarisés correspondants. C’est-ce que nous avons fait
dans la premiére partie de ce travail, en généralisant la méthode de
FrepHoLM et en cherchant & représenter les fonctions w et v par des
potentiels de simples ou doubles couches et par les potentiels associés.
correspondants.

Nous étudions ainsi le probléme généralisé de DIRiCHLET qui con-
siste & déterminer une fonction f(z)=w -+ v, réguliére en chaque
point d’un domaine multiplement connexe, connaissant les s 'leur< que
prennent w ou v sur des frontiéres distinctes. Le probléme généialisé
de NEuMANN, associé au précédent, revient a la détermination de f(2)

d’'une fonction analytique f(z)=u+ iv;

. w . dv R .
connaissant an ol —- sur les mémes frontieres ().

(1) Nous avons résumé les principaux résultats concernant ccs pioblé=-
mes dans une Note des Comptes rendus, t. 198, 1934, p. 2225,
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La méthode employée n’est d’ailleurs qu’'un cas particulier d’une
autre permettant de ramener la résolution des problémes aux limites
de Poincart et de M. HiBerT & celle de deux équations intégrales
associées de FREDHOLM.

Nous introduisons certaines fonctions de GrREEN permettant de
résoudre les problémes considérés et nous en étudions les propriétés.
Ea particulier, on retrouve par la méthode précédente les impor-
tantes formules de M. H ViLrat résolvant effectivement ces problémes
dans le cas de I’anneau circulaire.

Dans un autre chapitre, en supposant pour simplifier que le domaine
soit doublement connexe, nous considérons des conditions aux limites
du type

du .
an — A(s) u—C(s),

sur 'une des frontiéres, et

‘0‘% = B(s)v —D(s), ou v= B(s),

sur PPautre courbe frontiere, ou encore d’une facon plus générale

du dv
%—f\u’ v, 8)y an =g(u7 v, 3)

sar les frontiéres considérées. Les méthodes des chapitres antérieurs
permettent aisément de ramener la résolution de ces problémes a celle
d’équations fonctionnelles d’un type connu, grace aux travaux récents
de MM. J LgrraY et J. SCHAUDER.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous appliquons quelques-
unes des méthodes précédentes a I'étude du mouvement plan, perma-
nent, irrotationnel, discontinu et symétrique, d’un jet liquide jaillissant
d’'un canal rectiligne et heurtant un obstacle convexe. Ce probléme a
déja fait I'objet de recherches de M. V. Varcovict; la détermination
rigoureuse de la solution se rameéne & la résolution d’un probléme aux
limites non linéaire d’un type considéré dans la premiére partie. Cette
solution dépend de trois parameétres qu'on doit déterminer suivant les
données du probléme. En particulier, si l'obstacle est cir ulaire on
peut obtenir des renseignements trés précis sur la variation dela solu-
tion lorsque les paramétres varient. Il en résulte quelques propriétés
simples des éléments géométriques du mouvement.

Signalons encore que les méthodes employées sont susceptibles
d’applications & d’autres probléemes d’Hydrodynamique; elles permet-
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tent aussi de retrouver par des voies plus simples des résultats connus,
tels que ceux concernant la multiplicité des solutions des problémes
de MM. ViLrat et Tairy. Nous nous proposons de faire ces extensions
-dans un prochain travail.

Qu’il nous soit permis, en terminant, d’exprimer nos sentiments
de profonde reconnaissance a notre Maitre, M. HENrr ViLLat, pour les
conseils et encouragements qu’il n’a cessé de nous donner. La lecture
de ses Mémoires nous a été un guide précieux pour l’achévement de
-ce travail.

Je tiens également & remercier M. PiErRE SERGEscu, professeur a
d'Université de Cluj, de lintérét pris & ce Mémoire et du bienveillant
aecueil gqu'il lui a réservé dans , Mathematica“.



PREMIERE PARTIE:
CHAPITRE 1.

Remarques sur !fa mise en équations intégrales des problémes:
aux limites de Poincaré et de Hilbert.

19, — Considérons, dans le plan z = & 4 iy, un domaine (2)sim-
plement ou multiplement connexe, limité par des courbes ayant une-
courbure con'inue ; soient a(s), b(s), ¢(s) des fcnctions 1éelles de 'are s de-
la frontiére. On appelle probléme de HnserT le probléme qui consiste
4 déterminer une fonction analytique f(z) = u <4 v, réguliére en chaque
point intéricur a (2) et telle que ses parties réelle et imaginaire véri—
fient sur les contours la relaiion(?)

) a(s)u + b(s)v = c(s).

Nous appelons probléme de PoiNncart le probléme de déterminer-
[(2)=wu+1iv, réguliere en chaque point intérieur a (), par la condi-
tion aux limites (3)

du d
Q) als) 7 — b(s) 5 —" = ¢(s),
fllz an deswnant les dérivées normales de u et v, prises suivant la

normale intérieure au domaine.

On doit & M. HiLBert une méthode qui permet de ramener, sous-
certaines conditions, la résolution du probléme (1) & celle de deux.
probléemes de Diricurer. Lorsqu’on cherche & ramener les problémes
(1) et (2) a la résolution d’équations intégrales, en exprimant la solu-
tlon par des potentiels de smples ou de doubles couches, on est con-

3) D. HiLBERT, U vmdzuge einer '‘zemeinen Theorie der linearen Inte-
gralgleichungen (Lep,,\ 1912, Tvubner), p. 81,

(3) H. Poixcarr, Licons de Mécanique céleste, t, 11l,, p. 251, 1910y,
(Gauthier-Villars),
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<duit & des équations intégrales singulieres auxquelles les théorémes de
iFrepHOLM ne sont plus applicables (4).

Nous nous proposons d’indiquer une méthode qui permet d’ama-
-cher, sous une certaine condition, aux problémes (1) et (2) deux équa-
‘tions intégrales du type de FreonoLm. Rappelons auparavant quelques
[propriélés des potentiels, de simples ou doubles couches, dont nous
smous servirons constamment dans la suite.

20. — Le potentiel logarithmique de simple couche
1 _
«(3) Vi =\ p(sv) log - dsp , r= MP
*(c)

-correspondant 3 une densité p(s) bornée et intégrable, étalée sur la
courbe fermée (C), & tangente continue, est une fonction harmonique
-des coordonnées z y du point M, réguliére a lintérieur de (C) et con-
tinue sur le contour; a l'extérieur, il représente une fonction harmo-
spique réguliére en chagque point & distance finie.

Au voisinage du point & l'infini on a

Vi = ‘lslog%{m + partie régul.ére, (nulle a Pinfini),
;avec
k= § u(s) ds , R=0M
+(C)
Si la densité p(s) est continue, les formules, dues & M. PrEmELs,

~concermant la discontinuité des dérivées normales de Vm au point Mg,
-situé sur (C), sont

avy  dVi
" dn = 2rlend
{(4)
dVy  dVm __ cos ¢
an T an T 28{36"’) ;e

—
) étant l'angle, compté dans le sens direct, que fait M¢P avec la nor-

(4) Cf. H. Pomncarg, loc. cit. (3), F. NoeTHER, Uber eine Klasse sin-
gulirer Integralgleichungen, Mathematische Annalen, 82, 1920, p. 42—63,
‘G, BERTRAND. La théorie des marées et les équations intégrales,  Aunales de
@ Ecole Normale, t. XL, 1923, p. 151—258.
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male intérieure en M,, a la courbe (C).
La fonction

__ - o
5 Vm=—§ pisp) (O, MP) dsp
*(c)
est harmonique, réguliére, par rapport aux coordonnées #, y du poing
M, a Pintérieur de (C); elle représente aissi une fonction harmonique
a l'extérieur de (C), qui est réguliere en chaque point & distance finies
sauf au point & l'infini ou elle se comporie comme — /®, en posant

-> >
0 = (0Oz, OM).

Vu et Vyu sont des fonctions harmoniques conjuguées tant & Vin-
térieur qu’a l'extérieur de (C).

Lorsque lintégrale singuliére (valeur principale au sens de.
Caucay)

©) ——S 1(sp) S“; Y dse
(c)
existe, la dérivée tangentielle de Vi et la dérivée normale de Vy exiss

tent et sont continues en traversant (C); elles sont égales et données
par I'expression (6).

30, — Le potentiel de double couche, correspondant & la densité:
continue p(sp),
,
() Wy= BP(SP) P dsp ,
r
(©)
—p

ol ¢ désigne l'angle, compté dans le sens direct, que fait PM avee-
la normale intérieure a (C) au point P, représente une fonction harmo-
nique, réguliére, & l'intérieur de (C); a V'extériear c’est encore une fone-
tion harmonique réguliére, nulle & l'infini.

Les valeurs que prend Wy par continuité intérieure_ou extérieure,,
lorsqu’on traverse (C) au point M, sont données par

“711'\/10 = \VIVID”}‘R”(SMO)
Wit,=Wto-—7(sn1,)

®
L’expression

= sin
© m«:—ﬁ u(se) 22 dsg
,
Jo
représente aussi deux fonctions harmoniques réguliéres suivant que M
est a lintérieur ou a lextériéur de (C). Elle est réguliere au point &
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I'infini et s’y annule. Les fonctions Wy et Wy sont conjuguées. On a :

(10) Wu+iWy = %Q w(sp) dze

, zp—zm
(c)

en intégrant dans le sens diréect.
Si l'intégrale singuliére

(1 Wi | o) S22 g,
<(©)

existe pour My situé sur (C), on peut montrer, en tenant compte des

propriétés classiques de la formule-intégrale de Cauvcmy, que Wy est
cont nu lorsqu’'on traverse (C) au point Mg. On a (5)

(12) Wi, = Wa, = Wi,
- 2n
Lorsque p(s) =1, on a W+1W={n suivant que M est a l'intérieur
0

de (C), sur (C), ou a l'extérieur.

4. — Ces préliminaires étant posés, cherchons la solution du
probléme (1) sous la forme

dzp
Zp—2

18) Her=utiv= -\ o o) w0
“(v)

en prenant comme inconnue p(c) et en intégrant dans le sens direct;

la formule (18) donne

u = Sa(o)p.(o) coiqb do + \b(o) w(e) E;—é do

(c) ~(c)
1%
v=—\ (@) S o (b(c)p(c) s ¢ 4.
-(c) ! (c) !

Supposons que « et v tendent vers des limites lorsque le point intérieur
M tend vers le point Mg de la frontiére. Ces limites étant données
par les formules (8) et (12), on constate aisément que le probléeme (1)

(%) Cf. J. PriwaLOFF, Jowrnal de U'Ecole Polylechnique 2¢ série, 24°
cahier, 1924 p. 110.
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conduit & envisager l'équation intégrale

.
w[a?(s) + BA(s) + 4 3 p(ENa(s)(6) + U] 2 F g
o)
(15)

+2 gp.(o)[a(s)b(o)-——a(o b/ )]S'“ ? do = c(s)
“(c)

ou l'oa do.t faire A=-1; on suppose a?s)+02(s) &= 0. Cette équation
n’est pas singuliére toutes les fois que le noyau

K(s, o)=]a(s)b(s)—a(s)b(s)] sm¢>

est tel que les théorémes de FreEpHOLM puissent lul étre appliqués. llen
est ainsi en particulier lorsque a(s), U(s) vérifient une inégalité de
LipscHiTz, ou encore une condition de HoLper d’exposant « > 0. En
effet, on peut écrire

K(s, 0)={la(s)— a(a)]b(e) +1(e) — b(s)la(o)} 22

et d’autre part, (C) ayant une courbure continue, on a

sin ¢ 1 . .
= -+ fonction continue.
r G—sS

L’équation intégrale associée de l'équation (15) est

a(s)a(o)+b(s)b(c) cos ¢ io

nX(S)-H% X(a)

Jeo) a?,6)-+b%(o) r
(16)
a(s b(e)—a(a)b(s) sin¢g .,
- XS(Z%(O) @@T e v 10Tl
Posons

v(s) = 3(5)A-§-sb2(s) ei(s)= —c(s).

La fonction v(s) vérifie I'équation intégrale

cos¢ do

.
n[42(s) + b2(s) v(s) + A \ v(a [a(s)al0) 4 b(s)b(a)]

-(c)

¢7) ’

——RQV(O) (9)L(a)—a(a)F ()] m¢ do= —c(s)
(c)
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©Cette équation, pour A=—1, est liée de trés prés a la résolution du
gprobléme aux limites de Poincark. En effet, cherchons la solutlion de
ce probléeme sous la forme

(18)  f@)=utiv= K[a@ — b)) T log A i

(©) T

ou ap désigne 'angle que fait, avec Ox, la tangente positive de (C).
La formule (18) étant équivalente &

u =§ a(0)¥(o) log%do - \ b(o)v(c) © do

(©) (c)
(19)

v=—> a(oM(s) O do — & b(o)(a) log - do
(©) J(c) ’

-> >

en posant ® = (0x, MP), on constate tacilement, en verlu des
formules (1) et (6), qu2 le probléme (2) se traduit par I’équation (17)
pour A=—1 (5.

On peut d’ailleurs toujours supposer qu’on a a?(s) 4 4%(s) =1 de
sorte que les €quations (16) et (17) cowncident.

Supposons maintenant que le domaine () soit multiplement con-
nexe et que sur certaines portions distinctes de la frontiére on ait
a(s)=1, b(s)=0; sur les autres portions de la frontiére, sans aucun
point commun avec les premieres, on suppose qu'on ait a(s) = 0,

(6) La méthode employee peut étre général sée et permet de ramener

a4 des équations intégrales non singuliéres la resolution du probléme aux
Limites

a(s) 3—1; + b(s) % + o(s)u = d(s)

pour I'équation du type elliptique L(u)= Au 4 A%?c + Bg—z + Cu=0, (Pro-

bléme de Porncark dans la théorie des marées ; voir Legons sur la Mécanique
céleste, p, 251, t 1),

Il suffit pour cela d'associer & la solution fondamentale de M. PicArD
Y—1
une aufre non uniforme, v=P(x, y; xy, y,) arc tang H + Q(x,y;70,%0)
—

dont l'existence se démontre facilement., Par la méme méthode on peut trai-
ter le probléme de HiLBERT

a(s)u+b(s)v=c(s)

Jorsque u et v sont deux fonctions conjuguées de BELTRAMI
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b(s)=1. On constate alors facilement que les équations (15) et (17p
sont toujours du type de FreonoLm. Les problémes (1) et (2) corres-
pondants seront appelés problémes généralisés de DIRICHLET et de
NEeumanN

Nous nous bornerons dans la suite 4 I’étude de ces deux pro-
blémes (7).

CHAPITRE 1II.
Etude des problémes généralisés de Dirichlet et de Neumann.

50, — Soit (?) un domaine d’un seul tenant, mul!tiplement con-
nexe, dont la frontiére est formée d’une courbe extérieure (C,) et des
courbes fermées intérieures (C7), (j=1,2,...,p) ®), (Dx) (k=1,2,..,9),
sans aucun point commun. On suppose que leur combure varie d’une
facon continue.

I. Le probléme généralisé de DiricHLET s’énonce comme suit:
déterminer une fonction analytique F(z) = U - ¢V, réguliére en chaque
point de (2). uniforme ou pouvant avoir des périodes cycliques imagi-)
naires autour des (Cj), (j =1, 2,...,p), réelles autour des (Dx) (9),
connaissant les suites de vileurs continues ¢((s), ¢,(s) vers lesquel es
tend U lorsque le point intérieur (#, y) tend vers un point de (Co) ou
des (Cj), et les valeurs continues ¢u(s) vers lesquelles tend V lorsque
le pomt (z, y) tend vers un point des (Dg).

Il. Le probléeme généralis¢ de Nrumann, associé au précédent
est le suivant: déterminer f(z)=wu-1iv, réguliere en chaque point de

(") Lorsqu’une méme courbe frontiére est divisée en portions sur les-
quelles on a respectivement a(s) =1, b(s)=0 ou a(s)=0, b(s)=1, les
équations (15) et (17) sont singuliéres, Le probléeme (1) correspondant a fait
Vobjet de recherches de MM. V. VoLTERRA (dnnali di Malematica,t. 11, 1883),
H ViLpar (Acta Mathematica, t. 40, 1916), V. Vircovicr (Bullelin scienté-
fique de UAcadémie Roumaine, 4" série, t.4, 1915 - 16) A. SicNoRINI (Annalé
di Matematica, 80 série, t. 25, 1916), B. Demtcninko (Comptes Rendus,
t. 192, 1931, p. 141). On doit & M. A, Sicnorint la solution explicite de
ce prob.éme dans le cas du cercle et & M B, Demtcuenko dans celui de
I'anneau circulaire ; ces solutions sont obtenues en appliquant la méthode de
M. H.LBERT.

Pour la multiplicité des solutions, dans 1’anneau, voir aussi C.
JacoB (Comptes Rendus, t. 196, 1933, p 91).

(8) Ilnous arrivera quelquefo's de donner a j aussila valeur zéro lors-
qu’il s’agira de la combe (Co).

(%) La somme de périodes cycliques relatives aux courbes (D), déeri~
tes dans le méme sens, devra étre nulle,
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(Q) connaissant les valeurs go(s), ¢i(s) que prend Z—Z sur (Co), (Cj) etles

. d . .
valeurs hi(s) prises par d_:; sur (Dx). Les dérivées normales sont prises

suivant la normale fntérieure au domaine.
D’aprés la méthode exposée précédemment, nous cherchons la
solution du probléme I sous la furme

(20) ¢<z>=%j§p,<o» +2§ (o)

J=0 ~(c;) k=1 (D)

1j(s), va(s) étant des fonctions réelles de V’arc s de (Cj) ou de (D)
Pintégration est faite dans le sens direct par rapport a (Q).
Posons

W= Sw (@) E’S—f——‘ ds, W, =-§ pr(o) T g, (=0,1,..p) -
(i) -(c;)
@1

Tee= S v4(0) Eoiﬂ do, Tp=-— S vi(0) s'"r"”"“ do, (k=1,2, ..q),

(ox) (Dx)
-

en désignant par ¢;m , $xm, l'angle que fait PM avec la normale &
(C;) ou (Dx) au point courant P, la normale étant dirigée vers Vinté-
rieur de (2).

En séparant les parties réelle et imaginaire dans la formules (20)

on trouve
q
NaPg
3
k=1

Le probléeme I conduit, en vertu de (20), a4 considérer le systéme:

H

I ME ! M'vs

(22)

!l

‘ cos qb/ g sin <l>k1
mp (s)+A  (6) ——— do + A vi(a) ————do=d(s)
) ]I 2 K( 1/) /c—El “(ok) ‘
| P . q
Il V() —A 28 smrdo,p do + X 2 Q vi(o) _C“O—S,",i)‘kﬁ'do": bels)
=0 (c,) =1"(Dx)

=0,1,...,p; e=1,2,...,9
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ou l'on doit faire A=+41. C’est un systéme de p+q-+1 équations inté-
grales du type de Frepmorm. Pour A quelconque, le systéme (A) cor-
respond au probléme aux limites suivant

( I;XU‘—%—AU”= si(s) sur (C1),  (1=0, 1, 2,...,p),
(A’
- { 14a., 1=

| = V’——g— Ve= ¢ (s) sur (D), =1, 2,...,9),

en désignant par Uf, U, V!, V¢ les déterminations de U et V & l'inté-
rieur et & l’extérieur de (Q).

Nons allons maintenant mettre en équations le probleme généra-
lisé de Neumann. Cherchons-en la solution sous la forme

14 q
u@?)) W(z)== 2 ( v (6).~% log Pl — dzp — 4 2 &vk(o) "Wlog

=0 (c¢j) k=-1+(Dg)

1 dzp
—Z

en désignant par «;, B« les angles que font avec Oz les tangentes,
positives par rapport 4 (2), des courbes (C;), (Dx) et en intégrant dans
le sens direct.

En séparant les parties réelle et imaginaire, on a:

P q
{ u= 2 U;+ Z‘ Vi
) { j=0 k=1
( 4) P __ 9
I v= 2 U — 2 Vi
l j=0 k=1
avec
! U= gw(O) log —1~d° ; —U—/="'§E(°)@i do,
(25) { ) o)
b v = K;}(o) log 1 do, Vi=-— gv—k(c)fhmdo,
l “(pk) " * (&)
-> > -> >

et Om= (Oz, MP;), Bim= (Ox, MPy)
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Cela posé, le prob'éme II conduit & envisager le systéme

—_— : q
{ o (5) + 4 Egm )< g zgm ) SRV dom —gi(e)
7=0*(c;) k=1+(ok)
(B) { ,
| 7y, (5)+A Zgw( ySI0der go 4 a 2 g c—()iMdo=hp(s)
l =o' = (m)
(l: , 1, 2:---,17)’ (P'—_ ’ t-“’Q)a
ou l'on doit faire A = —1. On a désigné par ¢y ’angle de sens direct

>
que fait PM; avec la normale & la courbe (C;) au point courant P, M;
étant un point situé sur la courbe de méme indice.
dirigée vers lintérieur de (Q).

On constate facilement en vertu de (4) que, pour A quelconque,
le systéme (B) correspond au probléme aux limites ci-dessous : déter-

miner les potentiels de simples couches U;, Vi et leurs associés de
facon & avoir

La normale est

/1 d e 1_1 d'“,i _” /]
( +)\ u ——=—g (s) |ur (C[ ), (l— y Ay veny p)r
I) {

14X dvt 1-—A dvt
——— e —— — l) = 2 e o0 .
l 2 In 2 ln hP (3) sur ( P ): (P 1’ ) ) Q)

Les systémes (A) et (B) sont associés, au sens de la théorie des équa-
tions intégrales linéaires.

60. — Avant de passer a la discussion de ces deux systémes
nous allons donner deux formules dont nous nous servirons constam-
ment dans la suite.

Considérons une fonction j(z)=wu-1v, réguliére dans (2). D’aprés .
la formule de GREEN, on a:

2
gg ‘ % dxdy+ Ku d—~ ds+ S u Z—u.ds=0.
/() i Jxg M Jepy

Or sur la frontiére on doit avoir les relations

du dv du dv

ds dni ’ dny ds ’

en supposant, bien entendu, que w et v possédent des dérivées pre=--
miéres sur la frontiére. Ces relations entrainent par une intégratiom.
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par parties

(0 Sg ‘df)dxdy-l—gu———ds-}dev

Dk
Le formule (I) une fois obtenue, on peut la légitimer a posteriori,

-en supposant seulement que w et Eg— existent sur (C;), ainsi que
1

dv . .
@4 et ano sur (Dk), et y soient continus.
i

Considérons maintenant deux fonctions fi(z) =wu -+ vy , fol2) =uz + it
swégulieres dans (2). En partant de la formule classique

Ydn
2¢; + Zpy

(u d—uz-’MQ gu]) ds = 0,

~on obtient par un procédé analogue

~

duy duy, ( dv, dv‘) .
‘ﬁ(“) (‘ 1 - U W);ds—s vy —5— an 2d ds=0 ’
2C/ ED;‘
. du, duz .
- cette formule est valable siwg, u,, dn  dm existent sur (C;), et vy
-sont continus ainsi que vy, 3, zllm d_vz sur (D).

Signalons aussi les deux lemmes suivants, conséquences immé-
~diates de la formule (I).

Lemme 1

Si f(z2)=u+tiv est une finction réguliere dans (Q), tclle qu’on ait
~du . dv
wd—n=0 sur (Gy), =0, 1,...p), %—=0 sur (D), k=1, 2,...¢q), elle se

réduit nécessairement o une constante.

Lemme IL
Si f(z)=u+iv est une fonction réguliére dans (Q), telle qu'on ait
o= ¢ sur (C;), J=0, 1,...,p), et v=dr sur (), k=1, 2,..., ),

des ¢; et di étant des constantes et si de plus %}: eriste et est continu

swr les (C;) ainst que g—% sur les (Dx), f(z) se réduit mécessairement

<@ une conmstante.
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Il suffit de remarquer qu’on a

du av
S%d8=0 5 ga'vn"dS';O
(¢y) “(ok)

par suite de 'uniformité de f(z), et d’appliquer la formule (I).

70, — Passons maintenant al'étude des systémes (A) et (B) pour
A=+1. Le systeme (A), rendu homogéne, admet pour A=--1, les
p-+q solutions effectives

{PQ(S) = O) ] (S) = /J’ L] (S) = O’ Yk (8)=O}, (l= 1) Qr"’ P)

Ve (=12 ..9
{ro(8)=0, W (=0, v (=1, vi(s) =05, (e=1,2,., 9
(=12,...,p) ke

Ces solutions sont linéairement indépendantes. Pour A= —1, il
admet la solution effective

ro(8)=1, w(8)=1, vi(s)=0
=1, 2rp) (h=1.2,,..,q).

Les solutions du systéme (B) homogéne, pour A= +1, vérifient la
-<condition

p /‘—
126) 2 Sp., (s)ds = 0.
1=0 /(c;)
Les solutions, pour A=—1, du systéme (B) homogéne vérifient

des p+gq conditions

€27) S_;;J(s) ds=0, S\Tk(s) ds=0.
() (0x)
(1=1, 2,...p), k=1, 2,...9)
Les formules (26) et (27) sont des conséquences de la propriété
'bien connue d’orthogonalité entre les solutions fondamentales des sys-
téemes de FrReEpHOLM associes, correspondant & des valeurs caractéris-
tiques différentes.

Discussion des systémes (A) et (B) pour A=-+1.

Nous nous proposons maintenant de montrer que les systémes
"homogénes (A) et (B) n’admettent, pour A=+ 1, plus de p+ g solutions
linéairement distinctes. Pour cela, nous allons raisonner sur les systé-
mes (A') et (B’), homogenes, qui leur sont équivalents.



16 CAIUS IACOB

Lemme III. Le seules répartitions de masses contirues (19) telles
que les potentiels U;, Vi et leurs associés vérifient le systime (B') homo-
géne, pour A=+1, et soient réguliers & Vinfini, sont p,(s)=0, vi(s)=0.

On sait que si une fonction harmonique V est réguliere a l'exté-

rieur (E) d’une courbe fermée simple (C), y compris le point & I'infini,
on a la formule

(28) \/e‘i\f- ds=— Silgzrﬁ— (%n dxdy

(E)

dn,

©)

ave . . .
pourvu que --- existe sur (C) et soit continu. Soit de méme W une
1

fonection réguliere a Vintérieur (I) de (C) On a:

-

, AW! . oW 2 oW 2 _
(29) W ds S[ axJ + (8y J ]a’xdyo 0.
(©) 0]
Dans ces formules les normales sont dirigées vers lintérieur de
{C). En appliquan. ces deux formules aux fonctions » et v qui figurent

dans (B'), on en tire.
u’ = const., a 'extérieur de (Co) et a l'intérieur des (C,).
1¢ = const,, a 'mterieur des (D).
Cela prcuve, en tenant compte de (24), que les déterminations des
potentiels Uy, U;, Vi definies respectivement a l'exterieur de (Cy) ow
a lmntérieur de (C;) ou (Dk), sont prolongeables dans (Q) et y sont
uniformes. On pourrait montrer qu’elles n’y différent des determinations
physiques que par des constantes. Il est plus simple de remarquer que,.
en vertu de la continuiie des U, et Vi sur (C;) et de celle des Uj et
Vi sur (D, ), on a aussi
u!= const, sur (Co), (Ci),
v' = const. sur (D, ).

du! . .. ‘v
e existe sur (Co), (C,), ainsi que 2 Sur Dp), et ces

dérivées nornales <nnt continues; de plus, f(z)=u'+ %' est uniforme

D’autre part

(10) En supposani ~eulement que i, (s), v(s) soient intégrables, ilrésulte
du systeme (B) qu’elles sont nécessairement continues,
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dans (2), en vertu de la régularité de U; et Vi a l'infini. 1l en résulte,
en tenant compte du lemme II, établi plus haut, f(z)=const. dans (Q).

Cela entraine p,(s)=0, v(s)=0, en vertu des formules (4) et (24).
(C. Q. F. D)
Supposons maintenant que le systéme homogéne (B) admette,
pour A=+ 1, p+q-+1 solutions effectives linéairement distinctes,

(06, WA =1 2. ..ptg+1.

On doit avoir

p —(r
30 28“§)<S>ds=0= (r=12,...,p+q+1);
1=0 4(cj)

choisissons les constantes ar de facon que les p+g¢+1 <olutions effec-
tives

P+a+1 ptat+t

G we= D a w6 w= DK,

r==1 r==1

. . (7=0’ 1,---17; k’:'], 2,...(2),
vérifient les relations

(32) S 1 (s) ds=:0, g vk(s) ds=0,
(cr) (ox)

de sorte que les potentiels de simples couches U;, Vi correspondant
aux densités p;(s), vk(s) soient réguliers & l'infini ainsi que leurs asso-
ciés.

Ce choix est toujours possible. En effet, les relations (32) consti-

tuent un systéme de p+ ¢-}1 équations, linéaires en «r, homogénes,
et 4 autant d’inconnues.

Son déterminant

\#o@as | r=t 2. peats,
-(¢7) . .
(33) A= , 1=0,1,..,,p;k=1, 2,...,9q,

g;%')(s) ds
(ox)

est manifestement nul, en vertu de (30). De plus, en vertu du lemme
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précédent, on ne peut avoir a la fois

g;}')(s)ds;—_(), 835{’(3) ds=0, (=0, 1,e,p), k=1,2, ..,
() (Dx)
pour aucune valeur de 7.

On a donc, en appliquant toujours le méme lemme,

PR :
B (S)=Z arp; (6)=0, (7=0 1,...p)
r==1
KRN
we)= Davi (=0, (k=12...9,

r=1

les « n’étant pas tous nuls.Ceci est contraire & '’hypothése.

Ainsi donc, les systémes associés (A) et (B), homogénes, admettent,
pour A=-41, p+q solutions effectives linéairement distinctes.

Soient {pyAs), VAN (=0, L D) 5 (b=, 2peey @)y 7=1, 20 P+ g,
les p + ¢ solutions effectives du systéme homogéne (B), pour A=-1.
En appliquant le troisieme théoréme de FrepnoLM au systéme (A) non
homogéne, on trouve que les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’il admette des solutions sont

4 q
3% > g;}”(s) b ds + ﬂ?ﬁ”@) b (s) ds=0
7=0 J(cj) k=1 (k)

r=1,2...,p+q.

De méme, pour que le systéme non homogene (B) admette des solutions
pour A=+1, il faut et il suffit qu'on ait

(35) S_qj (s) ds = 0, Qhk(s) ds=0
(cy) «(Dk)
(1=1,2,..., p)v (k=1, 2,...,9)

80. — Examinons de plus prés les conditions (34) trouvées plus
haut. Il résulte de ce qui précéde qu’elles sont nécessaires et suffisan-
tes pour qu’il existe une solution du probléme généralisé de DiricHLET,
représentable sous 'la forme (20). Cependant il n’en résulte pas que
ces conditions soient nécessaires pour I’existence d’une solution uni-
forme.

Nous allons montrer que les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il en soit ainsi sont au nombre de p4+g—1. A cet effet, cher-
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«hons & résoudre, par la méthode précédente, le probléme généraligé
«de DiricHLET pour les données ¢o(s), ¢j($)—¢j, (s)—dx, les ¢
=1, 2,...,p) et dx (k=1, 2,..., q), étant des constantes que nous
tacherons de déterminer de telle fagon que la solution du probléme
puisse étre représentée sous la forme (20). En appliquant les conditions
(34) aux nouvelles données, on est conduit & un systéme de p+g¢ équa-
tions linéaires non homogénes, par rapport aux p--¢ inconnues ¢;, dx,

@) > pjg b s) ds + 2 dkS(v (9) ds =

=1 “(cj) k=1 Dk)

p
2 (s) $i(s) ds 4+ ZS r)(s) Pi(s) ds
(

J=0 "(CJ ) k=1 (k)

(r=1,2...,p+9).

tLe déterminant du systéme

r

BE}”(s) s r=1, 2, ..,p+4

Cj )

W37 D= v 5= 2 B, 2 g

S;gcr)(s) ds

Dy

n’est pasInul. En effet, s’il ’était -on pourrait trouver des constantes
«r, non toutes nulles, telles qu'on ait

e £
ay\pj () ds=0
r=1JGj) =12...,p
{38) pour
pre k=12...,q
Ea,yvgﬁ(s) ds=0
“r=1 J(ok)
Oa en déduirait, en tenant compte de (30),
] ) : P+ ")
(39) 2 Q (s) ds =— 2\ (2« By (s)) ds = 0,
r=1  (Co) 1=1.(cj)r

et en appliquant le lemme 1II aux potentiels de simples couches aux-
quels correspondent les masses

iy PE
| () = 2“ r By ©) ’ vk(s) = 2 Oy Vk (s)
» ra=1 r==1

LG=0, 1, .. p) :=1,2,...,9)
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on en concluerait p;(s)== 0, vi(s) = 0, ce qui est absurde puisque le sys—
téme (B), homogéne, admet bien, pour A=+1, p+q solutions linéaire-
ment distinctes.

Les ¢; et dix étant déterminés par (36), désignons par Fy(z) la.
solution du probléme généralisé de DiricHLET pour les données ¢o(s)y-
b3 (8)—ci, Yu(s)—du (M)

Proposons-nous maintenant de résoudre le probléme suivant
{Probléeme C): déterminer une fonction analytique Fy(z) réguliére en
chaque point de (Q), telle qu'on ait: R[F:(z)}] =0 sur (Cy), R[Fy(z)]=¢;
sur (C;), Im[Fy(z)] = dx sur (Dx). Pour cela, nous allons d’abord démon-
trer le théoréme ci-dessous:

On peut trouver p+q—1 fonctions analytiques fi(2), ..., fp+a—1(2),
réguliéres en chaque point de (Q), linéairement distinctes, possédant des
constantes cycliques et tellcs que leurs parties réelles prennent des valeurs
constantes sur (Co', (C;), leurs parties imaginaires éiant constantes sur
Dy, k=1, 2,..., Q)-

Cherchons a représenter ces fonctions sous la forme (23) par des-
potentiels de simples couches et leurs associés. Désignons par f(z)=wu-tv,
1a fonction cherchée.

En employant les notations (25), on a

(2¢)

En vertu de la continuité des potentiels de simples couehes, il

revient au méme de remplacer les conditions u = const sur (Cj),.
e e

» = const. sur (Dy), par Zl;—=0 sur (C)), (j=1, 2,.., pk Z’; = 0
sur (Dy), (k=1,2,..., q), en représentant par »° et v* les p + q fone-
tions harmoniques réguliéres définies par (24") a lextérieur de (2) ete
2 lintérieur des courbes (Cj) ou (Dy):

Supposons de plus que la fonction harmonique w¢ définie parr
(24') a Yextérieur de (Co) soit réguliére a I'infini de fagon qu'on puisse-

e
remplacer la condition » = const. sur (C¢) par gZ— = (. Cela nous-

(11) En tenant compte de la forme genérale des solutions du systéme:
{A) non-homogéne, (A=+1), on verrait immediatement que F,(z} est déterm-
minée d’une fagon unique par (20).,
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conduit, en tenant compte des formules (4), au systéme (B) homogéne,
pour la valeur-A=-1 du paramétre, avec la condition supplémentaire

q
(40 2 §7k<s) ds =0
k=1 "(Dr)

qu'impose'la régularité de u€a l'infini.

Nous allons montrer que ce systéme d’équations intégrales linéai-
res admet p-}-g—1 solutions. Pour cela, nous nous appuyerons sur le
lemme suivant :

Les ¢ -+ q solutions effectives du systéme (B), homogene, pour
sA=+1, sont telles que I'une au moins des quantités

G\ =)
stk (s) ds, \(7'-——‘\1; 2;---»1’+ Q),
k=1 “(0K)

yn’est pas nulle.
Supposons que le contraire ait lieu. On aurait

2 (_
“n 2( Vg)(S)ds =0 pour r=1,2,,..,p+4q.
k=1 (o)

Comme on a aussi, (formule (30),

» '
(30" 2% 2 ds = 0, (r=12...,p+9),
'7=0“'(C1)

-on en déduirait P’existence d'une solution effective du systéme de
@+g+1 équations linéaires homogénes, 4 p-+4¢q inconnues &,

P49 -
Ef“rg'p]r (s) ds =0, (G=01,..., p)
r=1 (Ci)
p+q —r)
Za,g vj, (s) ds ='0, k=1.2,..., 9.
r=1 (Dk)

iEn effet, les déterminants d’ordre.p -9 formés avec les éléments
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de Ia matrice a p+¢g+41 lignes et p4q colonnes

S;}')(s) ds
(Ci) r = 13 2’ ---,P+q

0,1, .,p;k =1, 2..
g—\;y)(s)ds P; e g
/(D)

sont nuls en vertu de (41) ou de (30"). Le lemme III entrainerait:

Ea, by (8) =0, Z’a, W) =0, =0, 4,u0,p) k=1, 2,7, 9

r=1 r=1

.
Il

ce qui est absurde.

Il en résulte que si le probléme envisagé actuellement admet des
solutions, il en admet p+g9—1 au plus. Montrons qu’il en a effective-
ment p+¢—1,

9

Posons Zg_vg)(s) ds = A, les A, n’étant pas fous nuls. Suppo-
k=1(Dx)

sons pour fixer les idées Ay =X = .. = A= 0, Ay 0, .., Xp4F 0,

et posons

(42) p.y)(s) —-—-E}r)(s), v}cr)(s) =-v§‘r)(s) pour 1=r=¢ et pour r=p+q,
(43) pg'r)(s)_:asr);;r)(s) + a(zr)p§r$l), (r)( )=al v%ﬂ( )+ (1) (r-({;)l) .
pour t<<r=<p+gqg—1

Déterminons les constantes a(, ), az) de fagon a avoir, poum

pourt < r<p-+g¢g—1

L(.om O
(44) ngk (s)ds=a; A +ay Ay = 0
k=1 -(Dg)

ce qui est toujours possible On obtient par ce procédé un systéme

de p 4+ g—1 solutions p; )(s y)(s), (r=1, 2,...,7+q—1), du systéme.
(B) homogéne (A==-}1) et de I’équation (40).

Il est clair, d’aprés la méthode méme qu'on a employée, que ces
solutions sont linéairement distinctes. A ces répartitions de masses ik
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correspond, par l'intermédiaire de (24'), p+¢—1 fonctions analytiques
[+ (2), réguliéres en chaque point de (), mais non uniformes, telles qu'on
ait R[f((z)] = ¢{? sur (C)), Im[f/(z)] =df sur (Ds), les o) et d) étant
des constantes.

Rendons doublement connexe le domaine (Q) en tracant conve-
nablement p coupures joignant les courbes (Cy), (Ca)...(Cp) & (Co) et
g—1 coupures reliant entre elles les courbes (Dy). D’aprés les formules
(24'), (40), les fonctions fr(z) sont uniformes dans (2) muni des
coupures.

Je dis que pour aucune valeur de r,(r=1,2, ..., p-+¢—1), on ne peut
avoir ¢”=0, d{’(j=0, 1,...,p; k=1, 2,...9). En effet, la fonction
fr(z) étant uniforme daps (2), muni des coupures, et telle que la déri-
vée normale de sa partie réelle existe et soit continue sur les (C;),
ainsi que la dérivée normale de sa partie imaginaire sur les (Dy),
on peut lui appliquer la formule fondamentale (I}. La contribution
des lacets étant nulle, on déduirait immédiatement f(2)=0,
ce qui entrainerait pi(r)(s) =0, vy/(s)=0, (=0, 1,...p; k=1,
2,...,9), en contradiction avec le fait que le systéme (B) homogéne
admet p-+q solutions effectives distinctes, pour A=+1.

On ne peut, pour la méme raison, avoir ci")=c, an=d,(j=0,1,..p;
k=1, 2,...,9), c et d étant deux constantes réelles différentes de zéro.
Complétons le systéme des [;(z) par les fonctions fp+q(2)=C¢, [p+q+1(z)=id.

Les fonctions f:(z), r=1, 2,..., ptqg+1, sont linéairement
distinctes.

En effet, supposons qu'il existe des constantes réelles B, non
toutes nulles, telles qu'on ait

ptaq+1

2 Brfr(z) = O.

r=1
On en déduirait, en tenant compte de lexpression (24') des fonctio
fl(z>, (r=1, 2y oo ,p‘*'q—l),

a1 et

D) Bers) =0, DTBIs) = 0,

r=1 r=i

Il

ce qui est absurde.
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CoroLLAIRE. Le déterminant

(1, , . -1
co c(0p+q ) I 0

o
o, .

M. . deta-t
cp cpp+q )
(45) v . . . dpta-v

. . .dote-v 0 d

est différent de zéro.

Ces résultats étant acquis, nous pouvons énoncer le théoréme sui-
vant: On peut trouver une fonction f(z), réguliére en chaque point de
(Q), dont la partie réelle premme des valeurs constantes domnées cj sur
des contours (C;), (1=0, 1,...,D), et dont la partie imaginaire premne
des valeurs constantes, di, également données sur les (Dy), (k=1,2, ..., 9).

Les constantes cycliques de cette fonction ne somt nulles que si elle se
réduit & une constante.

Nous obtenons cette fonction sous la forme

P9+
(46) f(z) = 2 arfr(2)

r=1

les o, étant des constantes réelles, déterminées d’'une facon univoque
par le systéme d’équations linéaires,

P9+t
Earc({’=‘.i ’ ()=0> 1?'°°’p)s

r=1
7 ptat

Za,d¥)=dk , k=1, 2,...,9),

r=1

d’aprés les résultats précédents. ‘

Par construction méme, cette fonction f(z) admet une dérivée
normale réclle sur les (Cj), et une dérivée normale imaginaire sur
les (D). Elle est uniforme dans le domaine (Q) muni des coupures. Kn
Vertu de la formule (1), c’est la seale fonction jouissant de toutes ces
proprietés.

Supposons maintenant gue les constantes cycliques de f(z) soient
nulles. Le lemme (II) entraine aussitot f(z =const=c+id, (¢j= ¢
dx==d).
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Ainsi, le probléeme (C), posé précédemment, se trouve étre résolu.

I suffit de faire co=0 dans le formules (47) pour obtenir la fonc-
tion Fy(z) cherchée. Pour que la fonction Fy(z) soit uniforme dans (2),
il faut et il suffit qu'elle se réduise & une constante imaginaire pure id.

Théoréme.

Le probléme généralisé de DiricHLET, correspondant d des don-
nées continues, admet toujours une solution donnée par

{(48) F(z)=F(2) +Fy(2),

Fy(z) étant une fonction réguliere dans (Q), et représentable par des
potentiels de doubles couches et leurs associés, d’aprés la formule (28);
Fo(z) est une fonction réguliére en chaque point de (Q), d constantes
< ‘cliques imaginaires autour des (Cy), ..., (Cp), d constantes cycliques
réelles autour des (Dy), ..., (Dg). et telle que R[Fy(2)]. nulle sur (Co),
prenne des valeurs constantes sur (G, ..., (Cp), Im [F,(z)], prenant
des valeurs constantes sur (Dy),...,(Dg).

La solution ainsi obtenue est la seule solution du probléme.
Pour qw’elle soit uniforme, il faut et il suffit que les données wvéri-

fient les p+q—1 conditions obtenues par Uélimination de Uinconnue
d du systeme d'équations

{49) Zp' 5 (s)qb, (s)ds + 2 S (s)«.pk(s) ds=d 2 S )(s) ds
(CJ (Dk)

7=0 k=1 k=1 Dk)
(r=12...,p9p4+90

oi ui"(s) W), (r=1,2,...,0+9), sont p+ q solutions linéaire-
ment indépendantes du systém: (B) homogéne, pour A= 1.

Il est clair, en effet, que, d’aprés la méthode méme que nous
avons employée, F(z) donné par (48), est une solution du probléeme.
Pour que cette solution soit uniforme il faut et il suffit qu'on ait
F,(z)=id, c’est-a-dire ¢j =0, de=d.

Dans ces conditions, les équations (£6) nous donnent précisément
le systéme (49) qu'on peut encore transformer en éliminant d. Pour
cela passons aux solutions fondamentales définies par les formules
{42), (43). On aura le nouveau systéme de conditions:

(49" Zpg w5y (5) ds + 2\ Vi ()ls) ds =0
7=0

“(cy) 7 (Di)
pour r=1,2 ...,p+q—1.
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La constante d est donnée par

v 9 )
0) d= 1 2 & pFtO(s)ey (s) ds + 2 5 vP+a)(s) Gu(s) ds

Aptq —
“(cy) = (ox)

=0

Passcns maintenant & la démonstraticn de l'unicité de la solution.
Supposons qu’il existe deux solutions du probléme et considérons leur-
difiérence G(z)=U-+iV. Cest une fonction réguliére en chaque point
intérieur a (), ayant peut-étre des périodes cycliques imaginaires pures,
iP;, autour des (Cj), (=1, 2,...,p), réelles, Sk, (k=1, 2,...,9),
autour des (D), la somme de ces derniéres étant nulle. On a U =0
sur (Co), (C;j), V=0 sur (Dx). De plus, V existe sur (Co), (Cj) et y
est continu, ainsi que U sur (Dg). Cela résulte aisément des théoréemes
classiques sur la représentation conforme des aires simplement con-
nexes (12) limitées par des arcs a tangente continue. On sait (13), en
effet, que si une fonction Z(z) = X44Y est holomorphe dans une aire
que 'arc AB, 4 tangente variant d’une facon continue, limite partielle-
ment, si de plus X(z, y) prend sur AB une valeur counstante, Y(z, y}
prend une suite continue de valeurs le long de tout fragment A'B’ de
AB. Dans le cas actuel, les courbures des courbes (Cy), (C;), (Dx) variant

, . . du . .
d’'une fagon continue, on sait de plus que an existe et est continu sur

(Cy), (Cy), ainsi que % sur (Dx) (14).

Cela étant, la formule fondamentale (1) est applicable a la fone-
tion G(z), uniforme dans le domaine (2) rendu doublement connexe
par des coupures reliant les courbes (Cj) & (C¢) et les courbes (Dy)
entre elles. La contribution des chemins décrits en sens inverse étant

(12) Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé pour simplifier que
les courbes (Cg), (Cj), (Dx) avaient une courbure variant d’une fagon con-
tinue, Cette hypothése n’est pas restrictive. En effet, en supposant seulement
que ce soient des courbes fermées simples de JorpAN, on pourrait méme
se ramener par une suite de représentations conformes de domaines simple-
ment connexes & un domaine (2,) limité par des courbes analytiques, (Cf.
G. Juria, Legons sur la représentation conforme des aires multiplen.ent cori-
nexes, p. 35, Gauthier-Villars, 1934).

(*3) P. PainLeve Comples Rendus, t. 112, 1891, p. 653.

(1) Voir aussi: L. LicuTensTEIN, Mathematische Annalen, 1909. t 67,
p. 561, O. D. KerroGgG, Transactions of the American Mathematical Society,
t. 13, 1912, p. 111.
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manifestement nulle dans cette formule, on en déduit

dG
S \E dwdy = 0,
Q)

d’ou G(z) = 0.

9°. — Nousallons étudier maintenant quelques propriétés des fene-
tions 7(z), (r=1, 2,..., p+q—1). Soient PP, (j=1, 2,..., p).
les périodes cycliques de fr(z) autour des (Cj), et Syles périodes cy-
cliques relatives aux (Dx) ('9); Pin et S sont des nombres réels.

On a la proposition suivante: les délerminants d’ordre p+q—1,.
formés avee les éléments de la matrice

jzlv 9,--”]7,

I k=1,2..., q

et contenant ses p premiéres lignes sont différents de zéro.
Remarquons qu’en vertu de (40) on a les relations

l pgl) e e P§p+q~1)

1 (+g-1 ||’
SE. . Slpta

9
(51) 2 Sh=0  (r=1, 2,...,p+g—1).
k=1

Supposons, pour fixer les idées, que le déterminant

PO . . L Pt
(1) ( -1
PUI. L L L Pt

) n+q-1)
’ Sq—l " e o Sq 1

soit nul; on en déduireit l'existence des constantes réelles a,, non tou—
tes nulles, telles qu’on ait

ptq-1 p+a—-1
2 o Pg.’>=0, 2 & 5{N=0
r=1 y==1

(7=1, 2,. .p). (k=1, 2s"'7q—1)'

(*3)Les périodes sont prises pour des chemins entourant respectivement:
les (Cj) et (D), et parcourus dans le sens qui laisse & gauche l'intérieur de
ces courbes,
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On en tirerait, en tenant compte de (51)

pat ") it
> os) == 3 X arsl’=0
r=1 k=1 r=1

AAlors, 1a fonction
p+q-1
f(Z) —_— 2“1 fr(z)

r=1
-serait uniforme dans (?); ceci entrainerait f(z) = const et a,= 0.

Théoréme. On peut construire une fonction F(z. = U+1iV, régu—-
Hiere en chaque point de (Q), telle que U =¢, sur (Gj). (j =0, 1,...,p),
V=udk sur (Dy), (k=1, 2,...,9), les ¢i et dx étant des constantes
-wéelles, et qui posséde des périodes donnédes iP; autour des (Cj)

q

(J=1, 2,...,p), Sk autour des (Dx), pourvu Qu’'on ait 2 Sk = 0,
k=1

“(P; et Sk sont des quantités réelles); une constante ¢; et une d, peu-

vent étre donnédes d lavance

Posons
p+qt+i

«52) F(z) = 2 arfr(z) =U + V.

r=1

Les périodes de F(z) sont données par

pa—1 pac
“(53) Pi = Z xr Pi(r), Sk = or Sg)
r=1 r=1

(7=1, 2, ...,p), (k=1, 2,.., q).
La fonction définie par (52) est bien telle qu'orn ait U=const sur les
(Cy), V=const sur les (Dx). On doit avoir
pig—1

2 “”’57)"!’ %p gt =C1
7=
-(5%) %

S
Dl ad tapiond=d,

r=1

Les formules (53) et (54) donnent p+q9+2 équations & p+4q+1
inconnues o,.
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On a de plus
@
(1) D sp=0,

k=1
ce qui entraine la condition de compatibilité

(85) 2‘1 Sk=0

k=1

qui est vérifiée par hypothése. En tenant compte de (55), les formules:
(53) se réduisent a p+9—1 équations a autant d’inconnues, dont le-
déterminant n’est pas nul, en vertu de la proposition démontrée anté-
rieurement. On en déduit des valeurs bien déterminées pour les a,,
(r=1, 2,..., p+9—1) et en tenant compte de (54) on calcule a,4q
et @,;5+1. Le théoréme précédent peut encore étre généralisé de la
facon suivante:

On peut construire une [onction F(z)=U+1V, réguliére en chaque -
point intérieur & (2), telle gue U prenne des valeurs constantes don-
nées ¢ sur (Co), (Cy), ... , (CX), (Ap), V prenant des valeurs constan-
tes données dx sur (Dg) (D2),. .., (Dws (p < Q); en outre, F(z) doit
avoir des périodes données iPj, autour des contours (Caty),.. ., (Cp), et
Sk autour des contours (Dusi),...,(Dg), U édtant constant sur-
(Cag1) 55 (Cp)y V étant aussi constant sur (Duty) ..., (Dg).

Posons, comme précédemment

p+eHi
Fi2) = D arfr(2)

r—=1

les a, étant des constantes réelles. Les conditions de 1’énoncé se tra——
duisent par le systéme suivant d’équations linéaires en a,

it )
Za,cj =¢; (G=0,1,...,%
r=I1
piot )
Zard =dk (k=1p 27"'a P‘)
r=1
L < .
Dlar P’ =P (f=2+1,...,p)
{ r=1
pt9=—1 "
2«, Sk =Sk (k=p+1,...,9-
r=1
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Tout revient & montrer que le déterminant, d’ordre p+q+1, de
ce systéme n’est pas nul. En effet, s’il ’6tait, on en déduirait 'exis-
tence d’une fonction 7(z), réguliere dans (Q), & partie réelle nulle sur
(Co), (Cy), - - . ,(Cx), constante sur (Capy), - .., (Cp), & partie imaginaire
nulle sur (Dy),..., (Du), constante sur (Duy), . .., (Dq); de plus f(z)
serait uniforme autour des contours {Cxyy), ..., (Cp), (Dut1), .. -(Dg)-

Relions (Cy), ..., (Cx) & (G,) par des coupures choisies eonve-
nablement, et relions aussi entre elles les courbes (D),..., (Ds) par
p—1 coupures. En appliquant a la fonction f(z} la formule (I), dans
le domaine (2), muni des coupures, on concluerait f(z)= const = 0.
Or les fonctions f{(z) sont linéairement indépendantes, de sorte que iz
conclusion précédente est en contradiction avec I'hypothése.

On peut encore énoncer un autre théoréme dont nous nous ser-
virons plus loin.

11 est possible de construire une fonction F(z)=U-1iV, réguliére
en tout point intérieur a () et remplissant les conditions suivantes:
a) U prend des wvalsurs constantes données c¢; sur les contours
(Coyeeey (Cr), (M < p), 1l est aussi constant sur les courbes (Co),
(Cas)y-+,(Cp); b) V prend des valeurs constantes données dx sur
tes contours (D), ... (Du), (1 << Q) et est aussi constant sur les con—
tours (Dut1),«.., (Dg); ) f(z) doit avoir des périodes données iPj,
autour des contours (Cayy), .., (Cp), de plus,la somme iP des pério-

A
des correspondant auz contours(Cy), ..., (Cr), iP=1 Z Py, est don-

)=l
née a Pavance; d) f(z) doit avoir des périodes donmées Sk autour des
courbes (Dut)y. .., (Dg).

La démonstration se ferait comme plus hau.

10°. — Lorsque la frontiére de (R) n’est formée que de courbes
<(C;) sur lesquelles on se donne les valeurs de R[F(z)], on est dans le
cas du probléeme ordinaire de DmricaLer (!6). On peut alors établir, par
des méthodes analogues, les résultats ci-dessous.

L. On peut trouver p fonctions analytiques fr(2), r=1, 2,...,p,
réguliéres en tout point de (Q), linéairement distinctes, possédant des
constantes cycliques, telles que leurs parties réelles prennent des
valeurs constantes sur (Cp), (C;).

II. On peut déterminer une fonction f(z), réguliere en chaque
point de (), dont la partie réelle prenne des valeurs constantes don-

(16) Voir a ce sujet J, PLEMELJ, Monatshefte fir Mathematik und Phy-
sik, 1904, p. 372.
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mées ¢; sur les contonrs (C;), (j=0, 1,...,p). Les p constantes cyeli-
ques de cette fonction ne sont nulles que si elle se réduit & une cons-
tante.

I{Ll. Le probléme de DiricHLET admet une solution et une seule cor-
respondant aux données continues ¢;j(s). Pour que sa fonction conjuguée
soit uniforme il faut et il suffit que les données vérifient les p con-
ditions

o\ 7
456) 2 iy (s) ¢; ‘s) ds=0, (r=1,2 ...,p)
= ey

ou les E](r)(s) sont les p solutions effectives distinctes du systéeme
homogéne

- p —-_— .
B ) r D w(o)ﬁf;ﬂ’ﬂ do=0, (=0, L, ..., p)

7=0
(ci)
pour A= 1.

IV. Soient iPﬁ'r) les constantes cycliques des fonctions f;(z) rela-
tives a (Gj), (J=L 2,...,p). Le déterminant [PP|| (j =1, 2,...,p),
(r=1, 2,....p). est différent de zéro.

V. ('). On peut construire une fonction F(z)=U+iV réguliere en
chaque point de (R), telle que U=¢; sur (Cj), (j=0, 1,..., p), les
¢j étant des constantes réelles, et qui posséde des périodes données
1P; autour des (Cj), (j=1, 2,...,p); une des constantes ¢; peut étre
donnée a l'avance.

VI. On peut construire une fonction F(z)= U+4-iV réguliére en
tout point de (Q), telle qu’on ait U=c¢; sur (Co),(Cy)...,(Cr), (A < p),
les ¢; étant des constantes données; en outre, F(z) doit avoir des
périodes données iPj autour des contours (Cag1) 5o -« (Cp).

119, Discussion des systémes (A) et (B) pour A=—1.

Le systéme (A) se rattache pour A ——1 & un probléme de
DiricHLET extérieur, tandis que (B) est lié au probléme intérieur géné-
ralisant celu1 de Neumann. Nous allons raisonner sur le systeme (B)
homogeéne. Toutes ses solutions effectives, pour A= —1, vérifient les

. p+¢ conditions

(17) Voir & ce sujet aussi: Ch. de la VaLLke-Poussin, Annales de
PEcole Normale, 3¢ série, t. XLVIl, 1930, p. 281.
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@7) Sﬁs (8)ds=0 (j=1,2,... p);\W(®)ds=0, (k=1, 2, .., )5
(ci) (Dx)
les potentiels de simples couches correspondants, Uj, Vi, sont réguliers
a Vinfini.
Appliquons la formule (I) a la fonction f(z) = w+-iv définie par

k
{24), ce qui est possible puisque % existe sur les (Cj) et y est continw

ainsi que E% sur les (Dx). En vertu du systéme (B’), on en tire

r q p q

(B u'= 2 Uj+ 2 Vi=const, o = 2 U — Z Vi = const,
j=0 =1 j=0 k=1

a lintéerieur de ().

Par conséquent U, détermination du’ potentiel U, a lintérieur
de (Cq), est prolongeable a travers (C¢), et en vertu de (27°) est régulier
a liofini. De méme, les fonctions U}, V| définies a Dintérieur de (2}
et a l'extérieur des courbes (C;j) ou (Di) sont respectivement prolon-
geables a Iintérieur de ces courbes Les fonctions Ug+iUs , Ui+l ,
Vi+iVi étant régulieres dans tout le plan, y compris le point a lin-

fini, se réduisent & des constamjes d’aprés la théoréme de LiouviLLE_
On a donc

(88) Uj=const; Ui=0 (j=1, 2,... p); V=0 (k=1, 2,...,9),
ce qui entraine
pi(s) = 0, pour j=1, 2,...,p, v(s)=0 pour k=1,2,...,q.

Quant a os), ¢’est une simple couche sans action a I'intérieur de (Cok
On ne peut pas avoir

[ as=0
(co)

car autrement la fonction harmonique U¢, constante sur (Co), ¥eguliére
et nulle & linfini, serait nulle 4 I'extérieur de (C,). Ceci entrainerait
ro(s) = 0. Or nous avons vu que le systeme (B) homogéne posséde,
pour A=—-1, au moins un sysi*.ne de sclutions effectives.

Le résultat précédent permet de montrer que le sysiéme homogéne
(B), posséde, pour A=—1, un seul systéme de solutions.



SUR LA DETERMINATION DES FONCT. HARMONIQUES 33
En effet, soient

{p6), () =0, VP(s)=0}, {pf(s), pP=0, vP=0},

deux systémes de solutions effectives distinctes. On a nécessairement

WXy ds # 0, STLS”(.«:) as % 0;
(co) (Co)

on peut donc choisir les constantes « et f de fagon que

o (9 = apls) + BulPs), 1y (5)=0, Vi(s)=0

soit un autre systéme de solutions, vérifiant la condition

SEO(S) ds=0.
(co)

Cela entraine aiz'y)(s) + 5;1(()2)(3)=0, ce qui est absurde.

Il en résulte que le systeme (A) homogéne posséde, pour A=—1,
la seule solution

po(8)=1, mE=1, (j=1, 2,...,p), w(s)=0, (k=1, 2,...,q)

de sorte qu'on peut énoncer le résultat suivant, conséquence du troi-
sieme théoréme de FREDHOLM.

La condition mécessaire et suffisante powr que le systéme (B) non
homogéne admette une solution est qu'on ait

P
(59) D\ ds = 0.
j=0
(¢y)

La fonction f(z) = u - iv obtenue & partir des formules (24) est
déterminée a4 une constante pres. En effet, la solution générale du
systéeme (B), (A\=—1), s’obtienten ajoutant & une solution particuli¢re
du systéme non-homogéne la solution générale du systeme homogéne.
Or, on & vu que cette derniére est de la forme

pofs) = p(s), 1@ =0, vi(9)=0.
p(s) étant une simple couche sans action a lintérieur de (Co).
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On a, a lintérieur de (Cp),

S p(s) log ;1— ds=const, S p(s) © ds = const,
(ci) (Co)

u et v sont donc bien définis par (24) & une constante prés.

La fonction f(z) ainsi formée est une solution du probléme géné-
ralisé de Neumann. Elle n’est pas, en général, uniforme. Pour qu’elle
le soit, il faut et il suffit qu’'on ait

SE, () ds =0 Svk(s) ds=0
(ci) (ox)
(7=12,..,p) k=12 .., 9.

Or le systeme (B) donne aisément, (A=—1),

P (_
2n 2 S i (s) ds = S go(s) ds

=) (co)

(60) o SE; (s)ds =— S 9:(s) ds (=1 2,...p)
I (cr) (cr)

2n Szp (s) ds=Sh,,(s) ds (e=1,2,...,9).
(00) (o)

Ces relations, compatibles en vertu de (59), entrainent les condi-
tions suivantes nécessaires et suffisantes pour que f(z) soit uniformes

(61) S 9;(8) ds=0 , S hi(s) ds=0;
(Cj) (Dk)

(=1, 2,...,p) (=1, 21-",4)
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alors en vertu (60) on a aussi

(62) go(8) ds = 0.
(co)

La condition (59) est inhérente au probléme. On obtient aisément son
interprétation en appliquant & la fonction f(z) la formule

du
% ds — O,
T

-ou T désigne 'ensemble des courbes (Cg), (Cy), (D'x), les (D'x) entou-
rant les (Dx), et de certaines coupures, [le domaine (2) étant rendu
simplement connexe par des coupures appropriées}], et en tenant compte
de ce que la fonction f(z) cherchée peut avoir, au plus, des constan-
tes cycliques réelles autour des (D«), imaginaires autour des (Cj),
=@, 2,...,p), la somme des premieres étant nulle (18).

On peut donc énoncer le résultat suivant: le probléme généralisé
.de NEUMANN admet une solution moyennant les conditions

4 q
«(83) 2 g,(s) ds=0, 2 h(s) ds = 0
J==0 k=1
(e (o)

La solution, représentable sous la forme (23), est unique & une
«constante prés. Elle m'est uniforme que si les conditions (61) sont rem-
plies.

L’unicité de la solution s’établit en appliquant la formule (I) a la
différence ®(z) de deux solutious, uniformes dans (2) muni des cou-
pures. On en déduit aussitot $(z)=const.

120, — Dans ce qui précéde nous avons étudié les systémes
thomogénes (A) et (B) pour A=-+1, et A=—1. Signalons encore la
(propriété suivaunte.

Les systémes associés (A) et (B) n’admettent pas de constantes fon-
damentales dans Uintervalle —1 < A < 4 1.

Raisonnons sur ls systéme (B’) équivalent & (B). En multipliant

(18) En appliquant une formule analogue & la fonction v on obtient la
q
snouvelle condition nécessaire - Skk(s) ds = 0,
Jk=17(Dg)
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les relations
due dul
(1+)\.) %-— (1 hand A-) "d—h—=0 sur (Cll, (l='0, 1, 2, .o .p)}.
© d d
ve 1
1+0) 2 — (1 — ) (%=0 sur Dy), (k=1, 2,..., Q)

respectivement par « et v, en intégrant sur les ¢ourbes correspondan-
tes et en ajoutant, on obtient

(65) (1+)\)[ ’u%ds 4 Sv Z;}: ds] —
() - Yo
—(1-=2) Bu% ds + v%:—‘ds] = 03
(c) (o)

on a désigné par (C) l’ensemble des courbes (C;) et par (D) celui des
courbes (Dx). D’aprés les formules (I), (28), (29), le premier erochet
de (8D) est essentiellement positif, l’autre essentiellement négatif. On
ne peut done pas avoir 142 > 0, 1—A > 0 & moins que % et v ne
se réduisent & des constantes; mais alors on aurait p,(s) =0, vi(s) =0+
et A ne serait pas constante fondamentale.

130, — Fonction de GREEN généralisée.

Une conséquence immédiate du théoréme énoncé a la page 25
est D'existence d’une fonction I'(z|zg) = G(x,¥y; a0, Yo)+1H(x,y ; o, Yol
déterminée par les conditions

a) T'(z1zy)4log (z—zp) est une fonction réguliére en ehaque point
z ce (2),

b) on a G(=, y; %o, Yo) =0 si le point z se trouve sur (Cj),
(=01..., p),

¢) on a H(x, y; @0, yo) = 0 si le point z est sur (D), (k=1,2,..,q),
Zo étant un point intérieur a (Q).

C’est cette fonction que nous appelerons fonction généralisée de
GreEN relative au domaine (Q). Il est facile de metirc en évidence une-~
propriété de symétrie de I'(z|zp). Remarquons d’abord qu’en vertw
des hypothéses faites sur les frontieres de (2) et ae certains théorémes-

classiques de Painveve (19) sur la représentation conforme des aires.

. dG dH. . .
simplement connexes, an et an existent sur les frontiéres et sont*

(*9) P. PaiNLEVE, loc. cit. (19).
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scontinus. Considérons les fonctions de Green T'y=I'(z|zg), I''=T"(z|zy),
welatives & deux points intérieurs zo et z;. Entourons zp et z, de deux
petits cercles (z,), (z;) et rendons doublement connexe le domaine (2)
en reliant (z,), (z1), (Cy), ..., (Cp) & (Cg), et les contours (Dx) entre
-eux, par des coupures appropriées.

Il est clair que les fonctions I'y et I'; sont uniformes dans le nou-
"veau domaine ainsi obtenu. On peut donc leur appliquer la formule
‘fondamentale (II).

On a, dans le cas actuel

dGy dG
1(66) &(Gog—-—(},d )d n
<(20) +1z1)
B0 _godboy o aHy o aHg
+ (G"Ezn_ Grldn J“ds (Hod H‘dn )ds—O,
2G; 2Dy

tla contribution .des lacets étant nulle. En tenant compte des con-~
«ditions aux limites que vérifient les fonctions de GREEy, il reste done

dGl dGo dGl dGO .
@ ot a (080022 0o

(20) (=)

«ce qui entraine, en faisant tendre les rayons des deux cercles (zg) <t
(z1) vers zéro, la relation de symétrie cherchée:

«(68) Glx, y; %, yo) = Gz, Yo; 2, Y).

Pour abréger 1'écriture, nous désignerons dans la suite les par-
ties réelle et imaginaire de I'(z]zy) par G(zlzo) et H(zlzp). D’aprés
da relation de symétrie trouvée, G(z|zp) est aussi une fonction harmo-
smique du point z,.

Soit Hy(zz) la fonction harmonique conjuguée de G(z|z,) par
rapport & zo. On peut choisir la constante arbitraire, fonction de z,
qu'on peut ajouter & son expression, de facon qu’on ait la nouvelle
relation de symétrie

{69) H(z 1z)) =H(z012),

guisque H(z | zo) et H(z) | 3)kneypeuvent différer que par une fonction de 2.
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Posons
(70) G(z | z0)+iH;(z 1 z0) = 1(z | 20).

Les formules (68) et (69) peuvent étre condensées en une seule
(71) I(z | zg) = Y(z012)-

149, — Revenons maintenant au probléme généralisé de DiricHLET
et supposons que les p+9—1 conditions d’uniformité (49’) soient sa-
tisfaites. Cherchons & représenter la solution, F(z)=U 4 iV, du
probléme a l'aide de la fonction de Green introduite précédemment,
Pour cela, entourons le point zo d’un petit cercle, dont on fera ensuite
tendre le rayon vers zéro, et appliquons aux fonctions U, V, G, H

la formule (II), dans le domaine (2) muni des coupures.
On obtient ainsi

(72)

EG)% —Ugi) ds -
i

A

au .. dG v ddy
+ (G%—U%)d S(Ha— vl ds =0,
XCj 2Dy

en remarquant qu’en vertu de l'uniformité de F(z), la contribution des-
lacets est nulle. On en tire aussitot la formule fondamentale qui fait
connaitre une fonction harmonique réguliére dans (2), connaissant ses
valeurs sur une partie des frontiéres et les valeurs de sa conjuguée.
sur Pautre partie de la frontiere (20),

dG(z |z dH(z |
@) U, )= g [ U e o [V g

~C; 2Dy

La valeur de la fonction conjuguée sera donnée, & une constante prés,
par
dH (z | zg) 1 dH,(z | zo)
a4 Vi, v) = JU (2120 g ﬁz—nfv E1) g,
2Dk

du  dv
(20) Cette formule a été établie en supposant que W in existent sur
les frontiéres (Cj) ou (Dg). Il est facile de montrer que cette hypothése est
superflue,
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d’ou on tire facilement

(75) Flzg) = — J U I dT(leo) fv d‘((zlzo)
20; Dy
ou encore, en vertu de (71),
)  Fa)=_- j v Geld g o v Tl w12 4,
2Dy

Cas particuliers, formules de M. Henri Villat,

140, — La formule (76) qui donne l'expression d’une fonction
F(z), réguliere dans (?) lorsqu’on connait sa partie réelle sur les con-
tours (C;) et sa partie imaginaire sur les contours (Dy), généralise les
formules bien connues de M. Henrr ViLrat (2') résolvant effectivement
ces problémes pour I’anneau circulaire. Nous nous proposons de retrou-
ver ces formules en suivant la voie indiquée plus haut. Pour cela nous
allons donner I'expression explicite de la fonction généralisée de GREEN
pour Panneau circulaire.

L’anneau est supposé limité par deux cercles de rayons Ry et Ry,
(Rg > R,), ayant l'origine comme centre. Nous désignerons le cercle
extérieur par (Co), en nous conformant aux notations employées anté-
rieurement. Le cercle intérieur peut étre une courbe (C;) sur laquelle
on se donne les valeurs de U, ou bien une courbe (D;) sur laquelle
on se donne V.

Nous allons examiner successivement les deux cas.

Dans le premier cas on a affaire au probléme ordinaire de
Dmmicurer. D’aprés les résultats de la page 34, pour que la fonction
F(z)=U+1V, correspondant aux données U=¢y(s) sur (Co), U=¢y(s)
sur (C,), soit uniforme, il faut et il suffit qu'on ait

(77) f Thols) bo(s) ds + J () ¢i(9) ds =0,
(co) (co)

ol {Txo(s), -;11(3)} est une solution effective du systéme

! TFEO(SH'JEO (o) 99—5—;—0—’9 do+ JEI (o) Eo—?kg de=0, sur (Cy),

(78) (CO) (Ci)
i)+ [ 1 0) 220 ot [, (0) 21 do=0, sur (€.
(co) (c1)

() H. ViLLat, Acta Mathematica, 40, 1916, p. 101 —178.
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En tenant compte de la symétrie de la figure, on constate aisément
qu’on a: _
pa(s)=co, t(s)=ci,

¢y et ¢, étant des constantes reliées par la relation Ry ¢+ Rqci=0.
En effet, on a les formules:

j@ﬂpﬂ do=n j% do=—
r H r ’
(co) (co)

cos o , d 1 _ 1. _ 1
[————r do=— ang (Jlog7do)——0, car jlog " ds=2r RologR—0

(Co) (CO) (CO)
4 l'intérieur de (Co),

‘cosdor , _d R, EYURE 1
j ; do dng (‘ylog do) 27c§;, car Jlog ; do=2n R log o
(c1) (c1) (c1)

a l'extérieur de (C,), en posant p=1]z| et en désignant par ny', n, les
normales & (C,) et (C,), dirigées vers l'intérieur de ces courbes.
Par conséquent, la condition d’uniformité devient

(79) —j% (s)ds = J 1 (8) ds.
(Co) (cy)

C’est la condition donnée par M. H. ViLrar (22).

Construction de la fonction de GREEN ordinaire.

TW3

Posons %: e i, o, étant une quantité réelle, positive et
0o

w3 étant imaginaire pure, telle gue =~ >0 nous ferons la transformation

(80) u=-.—10g£—=a+i{3

pour passer du plan (2) au plan (u), U'intérieur de I’anneau correspon-
dant a lintérieur du rectangle dont les sommets sont u=0, ©w=2uw,,
u=uwz, u=o0z+2w;. Les segments (0,2w;) et (2w,+ w3, w;3) parcourus
dans le sens direct correspondent respectivement aux circonférences
(Co), (Cy) parcourues dans le méme sens; les cotés verticaux du rec-
tangle ne sont pas considérés comme distinets.

() H, ViLLaT, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 33, 1912,
p. 146.
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La fonction de GreeN I'(u|ug) = G+ i¢H doit vérifier les conditions
G=0 sur (0,2w,)

81
( ) G=0 sur (2(})‘ + Wz, (1)3)

. 1 .
-t se comporter au point w=u; comme logu - Considérons la fone-

—Up
dr (u | we)

du

dans tout le plan, doublement périodique, avec les périodes 2v;, 2wg.

tion = ®(u). On constate facilement qu’elle est prolongeable
Elle posséde dans le parallélogramme des périodes les pdles simples
u=1uy, u=uy+20;, avecles résidus —1 et 41. On a posé =0+ 18 ;
ag = ag— ifo, (Bo>0).
La formule de décomposivion d’Hermite fournit immédiatement

82 D(u) = — L (u—ug) + ¢ (u —up—2w3) + C,

les transcendantes elliptiques qui interviennent étant construites avee
les périodes 2w, et 2w;. On en tire, en tenant compte de la formule

C(u—2a3) = Qu—2n3,
O(%—'[Lo)

«(83) T'(uw | ug) = log u—uo)

+ Cu—2v3u+ C/,

G, C' étant des constantes qu’'on détermine aisément par les condi-
tions (81).

ik, I étant un nombre réel, de

On trouve C= 23 ——"— 215:23“ C'=
3

sorte que l'expression de la fonction de Grern cherchée est

__ 2yyiBeu
-(84) T'(ulu,) = log [e 03

o(u—1ug)
o(u —uo)

] + ik (%3).
Dans le cas actuel, la formule (76) doit étre remplacée par

' -1 al(z912) 1 dI‘(Zo 12) "
a8) Fe=g [ o) Tye Dt g 09 e dokicr,

(co) (co)

ou C” est une constante réelle arbitraire. En passant au plan (u) et
en tenant compte de I'expression explicite de la fonction de GREENw,

(23) La fonction de -GReeN pour I'anneau circulaire a été donnée par
M. E. Goursat, Cours d'Anpalyse, t. 111, p, 241, (4° édition),
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on obtient facilement
.\2 tl)l

Y A .

%0,
+2 $4(a) [C(“—uo w3) + La—up+ w3)+ Znsu o]d a-4C"”,
o

(85)

avec do(x)=bo(s), bi(2)=$(s)
En tenant compte des formules

Ya—up— wz)=03(@— ug)—m3 , Gla—ug+wsz)=_{3(a—us)+ns

et de la condition d’uniformité (79), on arrive a la formule définitive

z
(B6) &)= g o[ lom s - ) d—
(Co)
1:28 (d’l( )§3( Rio- 3‘—}348) ds + iC".
(cy)

Cette formule a été donnée par M. Henmt Vicrat (34), qui I'a
déduite par un passage a la limite. D’autres démonstrations et exten-
sions en ont été données par U. Dmv (%), MM. H. ViLar (%) et B.
DemtcuEnko (27).

Nous allons maintenant examiner le cas ou le cercle limitant
intérieurement Panneau est une courbe (D4), sur laquelle on connait
les valeurs J,(s) de V; nous supposons toujours que sur le cercle exté-
rieur (Cp) on se doune la suite de valeurs $¢(s) qu'y prend U.

D’aprés le théoreme général d’existence, le probléme admet une
solution et une seule. Elle est uniforme.

Construction de la [onction de GREEN généralisée.

La fonction de Green généralisée I'(2(2p) doit satisfaire aux
conditions

@7 G 0 sur (Cp),

H=20 sur (Dy),

Il

et se comporter au point 2=z, comme lcg —z

(24) Rendiconti di Palermo t. 33, 1912, p. 134—1174,

(25) Rendiconti di Palermo t. 36, 1913, p. 1—29.

(26) Annales de U’Ecole Normale Supérieure, 3¢ série, t. XXXVIIl, 192t,
p. 183—227,

(37) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 9e série, t. 10,
1931, p. 201—211.
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Considérons comme précédemment le rectangle, du plan w, qui

correspond & l'anneau considéré, et posons ®(u) = @Ldulu_d en dé-
U
signant par I'(u|up) la transformée de I'(z|2,) par la formule (S0).

La fonction ®(u) est prolongeable, par le principe de symétrie
de Scuwarz, dans tout le plan. Elle est doublement périodique, avec
les périodes 2w;, 4w, ayant dans le parallélogramme des périodes les

poles simples u=ug, U=ugy, U=ug+2w3, U=1ua— 203, (mod 2wy , 4wg),
avec les résidus — 1, 4+ 1, — 1, + 1.
Cela posé, la formule d’HermiTeE nous donne
P(u) = —Gu—uo |20, 4dw3) + {u—uol 20, 4w,
— C(u—ug—2w31 20y , 4wz) + L(u—uo—203 | 20y, 4wz)+C.
Bien que des formules classiques nous permettent de passer a
des fonctions elliptiques construites avec les périodes 2d;, 2wz nous

garderons les périodes 2w;, 4w;, pour simplifier les calculs, en indiquant
toujours dans les formules les périodes adoptées. Posons

75 = 3201, 4ws).
En tenant compte des formules
Cu—tto—203 | 201 , 4og) = Lalu—uo | 20y, 4wg)—n's
C(u—uo+2w3 | 20y, 4ws) = Cau—ugl 2wy , 4w3)+7'3}
on obtient

o(u-—;/:o | 204, 4wz)oy(U—1uy | 20¢ ,4 wg)

T(ul = lo Un
(w | uo) 8 o | 20y , dug)oslt—ug| 20, , Awy)

+(C—2n"3u+C,

C et C’ étant des constantes & déterminer de facon que les conditions
(87) soient vérifiées. On voit facilement que la premiére de ces con-
ditions exige que C et C' soient imaginaires pures; pour vérifier la
seconde condition, plagons le point w sur le segment (w3, 2w, + ws), ce
qui revient & poser u=a+w;, (0 = a = 2w,). En vertu des formules

o=y + w3 | 20y, 4wg) = e",“(a—uo"wa)c(?(% |20 , dwz). o5(@-ug-w; | 20y, 4w;),

‘I]ls’a-‘n’;o- w‘,)_____—-
o(203 1 204, 403)

82"7,3“’3

oa{a-ug+ws| 20y, 4wg)=-e a(e-up- w3 | 2wy, 4uwg),

on trouve

030~ g 3] 207, 43)05(@ - Ug -+ w3 | 201,403

o~ g+ w3 | 20, 4ug)33(e-tg- 3| 20,4 03)
+(C—27'3)(@ +w5)+C".

I‘(d+ w3 | uo) =10g [' 02(2(1)3 | 2(1)“4(03)3'271’8”3]
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La condition H= 0 sur (D) entraine C=2y';, puisque la quan-
1tité qui figure dans le crochet est toujours positive; d’autre part, on
doit avoir C = 2kiw, I étant un nombre entier qui dépend de la déter-
mination choisie pour le logarithme. En choisissant convenablement
cette détermination, on peut prendre k = O de sorte que la fonction
généralisée de GREEN est _
+{88) I'(u | wp) = log o(u—1tg) 93(t—1o)

o(u—1us) 03('“_‘%) ’

les transcendantes ou, o3u étant construites a particr des périodes
2&)1 ) v4l.03 .

Cela posé, la solution du probléeme généralisé de DiricHLET s’ob-
tient en appliquant la formule (76). En passant au plan u, on trouve

facilement
20)‘

e =Fy(ug) =— - | e —u)—Coa—uo)d
0
%0,

Gr(@)[G (e F 023- 1)~ § (- w3- o) T C3(@- 03=to)=La(at w3- ug) da

0
«ou encore, par des transformations immédiates

2(1)1
+(89) Fi(u0) =— | po(®) [{(sto—2) — L3 (uo—a)] det

0

2(.0‘

- % -g)n(“) [Gluo—a +wz) — L3 (u—a+w3)] da .

On a posé dola)=9y(s), bi(a)=P(s).
En repassant au plan 2, on trouve en définitive

(90) F(o)= J‘%(s)[ ad log PTO — :— s) {3 ( fio —_ T:go su ds

(Co)
O4)0g £ O w_’:«s)_ (1og 2 — 1 w_s)
~ =R f"“ (s)[ ;Log 8R, 7R T3 ) Sz %8R, T nR, T ) | %
()
!
en posant w3=%~3, de sorte que les fonctions elliptiques sont con-

struites avec les périodes 2w,, 2w’3. La formule (90) a été donnée par
M. H. ViLrat, en suivant un procédé différent, dane le Mémoire déja
<ité (Acta Mathematica, 40, 1916, p. 13°).
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15°. — Introduction d'une fonction généralisant celle de NEumann,
D’aprés le théoréeme de la page 85, on peut déterminer, & une

constante pres, une fonction I'(z12) = G (x,y; %o, ¥o) +iH(x, y; %0, yo)»
vérifiant les conditions suivantes:

a) T'(z12) + log (z—20) est réguliere en chaque point z de (Q),.
b) g% = const. sur (Co), (Cy), . -« , (Cp);

dH .
c) an = 0 sur (Dy), ..., (D)),
z étant un point intérieur a ().

Soit [y la longueur de la courbe (Co). On peut ehoisir ZG 2n sur (Co), .

% =0 sur (Cy),...,(Uy). En effet, en posant

1‘(212'0)~log +g(zlzo),

on doit avoir, d’aprés (59),

vord log——
faunfa T
in ds ds Jn ds =0,
£ XC;
et cette condition est bien ver1ﬁee par le choix fait.

La fonction ggnéralisée de NeumMann étant déterminée 2 wune~
fonction de 2z pres, choisissons-la de fagon a avoir

o [ g5 20,900 52 =0

(co)
la fonction I'(z]2), qui vérifie (91), dépend encore d’une fonction de-
29, imaginaire pure, qu'on déterminera dans la suite.

Il est facile de montrer que I'(z]|z;) posséde une propriété de
swnéirie analogue a celle trouvée pour la fonction généralisée de
GreeN. Remarquons d’abord que les constantes cyeliques de T'(zz)
correspondant aux contours (Cy),..., (Cp), (Dy), ..., (Dg), sont nulles.
En considérant les points 2z, et z; intérieurs a (2) et les fonctions
To=T{zl2), T'4=T1{z|2,), lapplication de la formule (II) au domaine
(22) dori on retranche les deux cercles (zo), (zy), reliés par des coupu--
res 2 (), conduit &

j(G@g%:“"— Gl dGQ d +j GO dGl ?ZGO) d8+ ?‘g‘j(Go—G]) dS == 0‘&

{20} (z1) (€o)
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en tenant compte des conditions b), ¢). En vertu de (91), la relation
précédente, ou on fait tendre vers zéro les rayons des cercles (a), (1)
entraine

92) G(z120) = G(zo12).

Considérons maintenant la fonction H(z|z), conjuguée de G(zlzp) par
rapport & 2. G(zlzp) étant une fonction harmonique par rapport a
(w0, Yo\, d’aprés (92), il en sera de méme de H(2|Zy) en choisissant
coavenablement la fonction de 2y qu’on peut lui ajouter. Cela étant,
considérons la fonction Hy(z|z,) conjuguée de G(z|zp) par rapport au
point (%, o). En choisissant convenablement la constante (28) du’on
peut ajouter & Hi{z|2p) on aura la nouvelle relation de symétrie

93) Hz12,) = Hi(z12),

de sorte que H;(2]2,) est aussi harmonique par rapport au point z.
.Posons

Y(z120) = G(z120) + tHi(z 1 2,).
Les relations (92) et (93) donnent:
(94) I'(2120) = Y(2012).
Introduisons encore la fonction harmonique Gy (2 ]20), conjuguée de
H(z | 29) par rapport & 2o, et posons

(95) Ti(zl20) = Gi(2180) + iH(e | 2o).

Cela étant, supposons que le probléme généralisé de Neumann admette
une solution uniforme f(z) = w + v ; en procédant comme au no 149,
lapplication de la formule (II) conduit & la relation

((G%—u%} ds +J(G%}i — ud—GJ ds— j(H@ — vd—H) ds=0

. dn dn dn
(20) 2C; 2Dk
d’ou l'on tire
1 (du 1 (dv .
(96) wu(@, , yo)= 9z ldn G(z | zo) ds+ o | dn H(Z | zo) ds+¢oy
20; 2Dy

en posant
S j u(s) ds.
b
(o)

{?8) c’est une fonction du point z.
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La fonection harmonique conjuguée sera donnée par
1 du 1 dv

90) v(xg, Yyo)=— o Hi(z | za) ds— S G,(z | zg) ds -+ const.
EG; EDk

Les formules (98) et (97) nous donnent la formule définitive

(98)  fleo)= I‘(zo | 2) ds— om j T'y(z | 20) ds + const,
EC 2Dk

qui résout le probléeme généralisé de NEumAnN lorsque les conditions
d’uniformité sont vérifiées.

RemarqQues. On aurait pu obtenir les formules donnant u(%g, Yo),
o(«o , yo) par une voie différente. Considérons la fonction p(z | zo) =
=¢-+ 14 définie par les propriétés suivantes:a) p(z|z,)-+ % log (z—zo) est

réguliére en chaque point z de (2); b) d—d)-—O sur (Co), (Cp) ..., (Cp),

ka =0 sur (Dy), (Dz),...,(Dg). D’aprés le théoréeme de la page 35,

une telle fonction existe et est déterminée & une constante prés. En
appliquant la formule (II) aux fonctions f(z)=u-tv et p(z | zo)=¢-}iP
on aboutit aisément & :

@7 (@, yo)= —j ¢ (2120) ds — on jd ¥ (2120) ds + const,
LC] XDk

d’ou on peut déduire une autre expression pour u(Zo,Yo). On peut
toujours ajouter & ¢ (zl2z0) une constante additive de facon & avoir la
relation de symétrie

¢ (z120)="(2al 2)-

Cela posé, nous pouvons représenter la solution f(2) du probleme de
Neumann sous la forme f(2)=[1(2)+[fo(2), ou fi(2) vérifie les mémes
conditions aux limites sur les (C;) que f(¢) et une dérivée normale
imaginaire nulle sur les (Di), tandis que f2(2) a une dérivée nermale
réelle nulle ‘sur les (C;), sa dérivée normale imaginaire prenant les
mémes valeurs que celle de f(z) sur les (Dx).

En représentant fy(z) par la formule (98) et f(z) par celle qu'om
déduit de (97'), on a

M8) f(d= —%f%r(zo | 2)ds — %j%ﬁ— p (2 | 2) ds -+ const.
B¢, 2D,
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Lorsque le domaine (2) est limité seulement par des contours (C;), or
est dans le cas du probléme ordinaire de Neumann et la fonctiom
T'(212) se réduit & la fonction de Neumann. La formule (98) doit
étre remplacée par

98) f(20) = —

dn
XC;

‘1 ‘gl_u I'(zq | 2) ds 4+ const.
‘Tt.

16°. — Cas particuliers.

Nous nous proposons de donner ’expression explicite des fonctions:
de NruMANN, introduites au paragraphe précédent, pour l'anneau circu-
laire de rayons Rg, Ry, (R, >R;), et les formules résolvant les problé-
mes ordinaire et généralisé de NEUMANN,

Fonction ordinaire de NEUMANN.

Employons toujours la transformation (80) faisant passer du plan
2z de I’anneau au plan w=a-1if limité par un rectangle de sommets:
#=0, 20, 20,}+wv3, ws, et considérons la fonction

ar o oH . 0G

on voit facilement que Y(u) doit étre réguliére en chaque point dw
rectangle sauf en u=wu, ou elle posséde un pole simple, avec le ré-

sidu —1; de plus sa partie imaginaire doit étre égale a ——~g sur le
1
segment (0,20;) et & zéro sur le segment (w3, 2w, + ;).

Par conséquent, la fonction

X3 i
u — .
g W3 Wy

Uy(u)=W(u)+

a une partie imaginaire nulle sur les deux frontiéres, et a le point
u=1u, comme pdle simple de résidu —1. On peut satisfaire & ces con-
ditions en prenant

Wy (u)=— % (u—1uo) —C (W—uy)+Cu+C', (Uo=aa 1, , Uo==Co — 1Bo)

la transcendante {u étant construite avec lcs périodes 2w, 2wz; la
constante réelle C est déterminée par la condition que Wy(w) ait une
partie imaginaire nulle sur le bord supérieur du rectangle. On trouve

ainsi C= _%%; C/, indépendante de u, est assujettie & la condition
3
d’atre réelle, En tenant compte de la relation classique

{100) Nwz—"N30; == g
AN
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en trouve

-9 ;
(101) W) =—Clu—uo)—Yu—u)+ M u— T 4,

1
et par conséquent
(102) T | w=log | o1+ 0 (0= F e
o(u—ug)o(u—muo) 0y

C”est une constante, (pouvant dépendre de wu), arbitraire. Nous allons
maintenant déterminer C’(xo) de fagon que la partie réelle de I'(u | uo)
soit uniforme. La formule bien connue

(103) 0(u+2w1) —_— 6+ 2, (“’+wl)0u
nous permet de trouver immédiatement

Mot = —y 2y
(104) Clte) =— T (ot o)== 2l g

quantité qui est bien réelle et ne dépend pas de u.
La fonction de Neumann étant ainsi déterminée, la formule (98')
nous fournit aisément la solution du probléme correspondant
2(1)‘ 1 2(1)‘
(105)  fi(ua) = —j gol@) log o(ug- a)da+ — gl(a) log o3(ue-a)da
0

%0,

a[go(@)+g1(@)] da + const,

MUo
+ w7
0

go(e) et gy(@) étant les dérivées normales de la partie réelle de fi(uo)
sur les deux bords horizontaux du rectangle. En repassant au plan z,
on obtient une autre formule, donnée par M. H. ViLrar,

A08) f(e)= — f 70 (s) log o [— 10gB - s) as

(co)
+L (s) loga (2110 Z_ o s]ds
T 9 €% i gBo TCRI
(c1)
_ 041y 2 [ (590(s) 8g4(s)
- e IOgRo [ ds —}—f + const.

(Co) (04)
Passons maintenant & la résolution effective du probléme géné-
ralisé de NeumanN. Pour nous conformer aux notations employées,
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nous désignerons maintenant le cercle intérieur, de rayon (R;), par
(D)) et la suite des valeurs de la dérivée normale imaginaire par hy(s).

Fonction généralisée de NEUMANN.

En désignant cette fonction par T'(u | u,), introduisons comme
précédemment la fonction

dT(u | u) _oH .G
YW= " '

D’aprés le no 15° on voit aisément que ¥(u) doit étre réguliére
en chague point du rectangle qui correspond a l'anneau (z), sauf au
point u=1u, ou cette fonction présente un pole simple, de résidu —1:
sa partie imaginaire doit étre égale & — s le bord inférieur du

1

rectangle, sa partie réelle doit &tre nulle sur le bord supérieur.
D’aprés le principe de symétrie et la condition d’uniformité, ¥V(u-2w;)
= W(u), il est clair que la fonction W'(x) est prolongeable dans tout
le plan, doublement périodique, avec les périodes 2w, 4w; . Elle admet
des poles simples, congrus & w=u,, U=uo+ 203, U=y, U=Ug—203,
de résidus égaux respectivement a —I, + 1, — 1, + L

On a, par conséquent

W(u) =— g‘l— —Cu—uq | 20y, dwg) + Glu—wo— 203 | 20 , 4u;)

—L(u—uo | 201, 463)+C(u—u,+20; | 20, 40;)+C,
ou encore

— — in

W) = — Glu—ato) FC3(u—uo)—§(u—uo)Hia(u—uo) + C—(;l*
C étant une constante réelle. Les fonctions elliptiques qui intervien-
nent dans cette formule et dans celles qui suivent sont toujours cons-
truites avec les périodes 2uv;, 20'5.(w'z = 2w;). Posons encore

7'3=73(20; , 20'3), et cherchons les valeurs que prend ¥'(u) sur le bord
supérieur du rectangle. En posant u=a4-w3, on a

Wartm3) = — G301ty — 003)—La(@—o = w3)t Cala—ug+wg) + Cs{o-14g + w3)-

cette quantité ne peut étre imaginaire pure que si 'on a C=0. Ainsi,
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I'expression de la fonction de Neumann cherchée est

WOD)  T(u | w)= log T tIom) i,
o(u—u,) olu—u,) W1
C’ est une constante (pouvant dépendre de wu,).
Quant -4 la fonction p(w | u,) définie & la page 47, son expres-
sion résulte aussitot des considérations de (14°). On a:

(108) plw | u,)=1ilog o{u— o) o5(u —_’L.l°) + const.
o(U—"1)G3(U—Uo)

Cela posé, la solution du probléme généralisé de NEUMANN s'obtient
simplement a partir de la formule (98’).

On a (la signification de go(«), h(x) étant évidente),

2(1)[
1 (g
1 (109) Afl(’uo)=_ S “) 10 0217 - “a;
0
(uo—ﬁ + 9 ) O3 (uo_“— (92—3

i 20
— EE&}”(“) log o'y NP de + const,
Jo ] uo——a—§ O3 [Ug—% —2—
-ou encore, en tenant compte des formules classiques

’

€

o (up—or+ %3) =" ) ). ow'3. 63 (uo-—-oc— - )
¢110) .
' o~ g7 s
2" ¢ o0 (Hg—o— 2 )
et en repassant au plan (z),
1 z . Wy
1)  fe=-— —*K o(8) log Eao l log R R 3) ds
Y(Co) 0 0
—_ —R—Q hl(S) IOg E30 ( log Ri —_ % S§— —2—) ds - const.
“(p4) 0 !

Extensions. Les formules (86), (90), (106) ont été étudiées par
M. H. Viueat (loc. cit. (2!)), en généralisant les résultats de P. Farou (?9)
et. L. LicatensteIN (30), lorsque les données sont sommables. Dans ce

(%) P.. Fatou, Acta Mathematica, t, 30, 1906.
+{30). L. LicHTENSTEIN, Journal-de Crelle .1912.
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cas, les conditions aux limites correspondantes sont vérifiées presque-
partout ; de plus, si les données sont de carrés sommables, on peut
montrer que les fonctions conjuguées existent presque partout sur les-
frontiéres et sont de carr(s sommables. Dans le cas de la formule
(106) on prouve de méme que les dérivées normales de la partie ima--
ginaire de f(z) existent presque partout sur (C¢) et (C,) et sont de
carrés sommables.

Il est presque immédiat de montrer, en tenant compte du théo-
réeme classique de Fiscuer-Riesz, qu'on a des résultats analogues pour-
la formule (111). Lorsque g4s) et hy(s) sont sommables en valeur abso—
lue, les conditions aux limites

du
% = 90(3) sur (Co)’

d
ok s

sont vérifites presque partout. Si en ouire les données sont de carrés-
sommables, » et v existent presque partout sur les deux frontiéres et:
sont de carrés ecommables.

%’; sur (C,) et de Z—Z sur (D).

Il est facile de légitimer les résultats obtenus plus haut (5°, 6°,.
7°) lorsque les données sont supposées seulement bornées et intégra--
bles au sens de M. Lesescur. Ou sait, en effet, que les formules (4),-
(8) sont valables presque partout (3!). Par conséquent, & toute solution-
des systémes (A) et (B), il correspond par l'intermédiaire des formules-

(20), (23), des fonctions analytiques F(2), f(z) vérifiant presque partout:
les conditions aux limites (A'), (B').

Il en est de méme pour

CHAPITRE III.
Problémes mixtes de Dirichlét-Neumann.

170, — Considérons dans le plan z=x+-4y, un domaine (2), d’un»
seul tenant, muii'plement connexe, limité par une courbe extérieure -
(%), située eniidriement & distance finie, et par les courbes intérieures
C), (J=12....,p); Dx, k=1,2...,9; @), A=12...,m)s
(Hu), (0=1,2,...,n), sans aucun point commun, ayant une courbure-
qui varie d’une facon continue.

(31) J. Priwarowr, loc. cit. (5)..
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Le probléeme que nous nous proposons maintenant de résoudre,
@t qui généralise ceux traités dans le chapitre antérieur, estle suivant:

ProereME I. — Déterminer une fonction analytique F(z)=U+41iV
réguliecre en chaque point intérieur & (Q), uniforme ou pouvant avoir
des périodes cycliques, et vérifiant les conditions: 1°, sa partie réelle
prend des valeurs continues données @;(s) sur (Co), (Cj); 20. sa partie
imaginaire prend la succesion de valeurs continues ¢i(s) sur les con-

itours (Dy); 8. %% prend les valeurs continues ¢,(s) sur les (G,); 4°.

prend les valeurs continues h,(s) sur les (Hy.).

Bien que ce probléeme puisse étre ramené au probléme généralisé
de DimrizHLET, nous allons essayer & le résoudre en en cherchant la
solution sous forme de potentiels de simples et doubles couches et leurs
associés, de telle fagon qu’on soit conduit & envisager un systéme d’équa-
‘tions intégrales auquel on puisse appliquer les théorémes de FrebuoLM.

Posons a cet effet:

0 -
F(Z)=—L2 Su; (SP) oy +2 SYk (sp)
v J=0 (C] k=1

dan

o

(112)
1 iz — 1
+ ZS E(sp)e 7y log — dzp - 123 M. (sp)e B log Tz dzp+1C,
A=1 (G)\ ) pn=1 (H,u,) P

'les (), vi(s); § (), nu(s) étant des fonctions réelles de 'arc 55 on
-a désigné par t,, O, les angles que font avec Ox les tangentes posi-

tives, par rapport & (), des courbes (Gr), (Hx), par C une constante
réelle inconnue. Les intégrations sont faites dans le sens direct par
wrapport a ().

La formule (1) équivaut aux deux suivantes

U= Zw, 2 Tk + 2m+ ZVM

J=0 A=l w=l1
112!
(112) i i

v-3wW+ Snt 353,

avec = w=t

S i (s0) 2222 dsp Tk=5 vie(sp) "O:’“’ dsp

(c3) (o) -
W(113) (r=MP)

U =S E)\(SP) log % dsp, ‘Vu =‘S N (sp) log % dsp .
(@) (84)
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Wj,-Tk,TJ)\,-VM sont les fonctions conjuguées de ces potentiels de~

doubles et simples couches. On a désigné par p langle que fait ls-
-

vectur PM avee la normale intériewre en P a l'une des courbes-
frontieres.

Associons au probléeme (I) le probleme mixte suivant.

ProbLiME 1I. — Déterminer une fonction analytique ®(z)=u-iv ré-
guliére en chaque point intérieur de (2), uniforme ou pirésentant des con-

stantes cycliques, par les conditions: 1° an prend les suites de valeurs

¢ (s), ¢(s) sur les contours (Ca), (Cy), 20 % prend les valeurs-

dk(s) sur les courbes (Dy); 8° u prend les valeurs ¢xa(s) sur les (Gr);
40 v prend les valeurs ¢.(s) sur les (H.). Toutes les données sont.
supposées continues de V’arc s.

Cherchons la solution de ce probléme sous la forme

q
@(2) = 21’ S}L; (sp)e” log —_1_5- dzp — i 2 S vi(sp)e P log — dzp-
J=0 (CJ) k=1 (Dk) g
(114)

~—2 KEA (SP) - Z 371”(8

r=1+(Gr) a=1
ou encore, en séparant en parties réelle et imaginaire, .

m

u——Zw,—{-Ztk-—Zu)\ Zw .

J=0 k=1 =1 =1 3
(114)
m n
o= i3 Sae 3
k=1 =1 w1
avec
. 1 . !
wy = gﬂi (sp) log —dsp, k= SVk(SP) log — dsp .
(cy) (o)
(115)

=Sé>\(sp) F e, vu= S;}M(SP ==
CO N (Hy)
;1;,, tx, Uy Uy , v, sont les fonctions conjuguees des potentiels de simples
et doubles couches (115).

Cela posé, en tenant compte des formules de discontinuité des-
potentiels de doubles couches, et de celles concernant les dérivéese



SUR LA DETERMINATION DES FONCT. HARMONIQUES 55

normales des potentiels de simples couches, les problémes (I) et (I1)se
traduisent, par lintermédiaire des formules (112) et (114’), en deux
systéemes (A), (B) de p+4+9+m4n+1 équations intégrales linéaires a
autant d’inconnues, dont les noyaux sont tels que les théorémes de
FrepuoLm sont applicables. En introduisant un paramétre A, nous con-
densons ces équations en les suiventes

1+ 1—A
—fo' — =5 Ur=qi(s) (Co)y (Gy)
+A . 1—
l?l Vi — 2 e bi(s) (D)
(A’) { ]+)\ . d sur
' aU 1—A dle
S dn O dn — 9:() (Gr)
1+Advi 1—xdVe
T g an = (Ba)
14N dus 1—\ du/ “
[ _‘% ﬁ__ 5 EZ—= —¢j(s) (Co), (Gy)
142X doe 1—A dv
T = —dk(s) (Dx)
(BI) l 2 dn 2 dn sur
By — 20 = 09 (Gr)
) DY 1—A
T:~ V8 — ) vl = —u(s) (Hy)

en désignant par Uf, VI, «f, v'; Ue. Ve, u?, v¢, les déterminations inté-
rieures et extérieures, a (), des fonctions U, V, u, v, définies par les
formules (112'), (114’). On voit ainsi que le probléme (I) correspond
au systéeme (A) pour A==1, tandis -que (II) correspond au systéme
(B) pour A = —1.

L’étude de ces systémes permet d’énoncer les résultats suivants:

10, Les systémes d’équations intégrales (A) et (B) somt associés (au
sens de la théorie des équations integrales linéaires).

20, Les systémes homogénes admetient, pour A= -1, p4q solutions
effectives distinctes.

Ce résultat s’obtient en s’appuyant sur le lemme qui suit:

Les seules distributions de n.asses conlinues auxquelles correspon-
dent des potentiels de simples couches wj, lx réguliers & Uinfini, et des
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potentiels de doubles couches w, , v, vérifiant le systéme (B'), pour
A=+1, sont: pi()=0, v(s) =0, E(s) =0, nu(s) = 0.

En effet, en vertu de la jformule (I) et de l'unicité du probléeme
de DiricHLET pour des données continues sur la frontiére d’un domaine
simplement connexe, on a, compte tenu de (B"),

uf = const a ’extérieur de (C,) et a lintérieur des (Cj),
v¢ = const 4 l'intérieur des (D),
ut=0 a Uintérieur des (Gn),
=0 a lintérieur des (Hy).

On en déduit, comme au ne 6°, que les déterminations des
potentiels w,, wj, u, , v,, & l'extérieur de (2), sont prolongeables &
son intérieur et y sont uniformes. De plus, les fonctions (wj— w")——
—4(1f — ti), régulieres dans (R) ont une partie réelle prenant des
valeurs constantes sur (Co), (Ci), =1, 2,..., p), & dérivée normale
nulle sur les (Gin); leur partie imaginaire prend des valeurs constantes
sur les (Dk), et a une dérivée normale nulle sur les (H.). On en con-
clut, en appliquant la formule (I), po(s) =0, pi(s) =0, vi(s) =0.

D’une fucon analogue on constate que les fonctions (ui—u;) —_

o€ % f L 1ea 5 . .
—i(v,—wv,), régulieres dans (2), sont & parties réelles constantes sur
les (Cj), & dérivées normales réelles nulles sur les (Gi), & parties
imaginaires constantes sur les (Dx), et a dérivées normales imaginaires

nulles sur les (II.). On en déduit aisément & (s) =0, 7,(s)=0.

3. Soient {po ") (s), p )(s), )(s), E(r)(s), nff)(s)} (r=1, ... ,p+9)
p + q solutions effectives de (B) pour A=+41. Le probléme (I) admet
toujours wune solutton. Pour qu’elle soit umiforme, il faut et il suffit
que les données Vérifient les v+q+m+n—1 conditions ovtenues en éli-
minant C du systéme

4
ey > f #i() 1 (5) ds + 2 j WP (5) ds =
7=0"(cy) (px)
()87 (5) ds —2 j I )17 (—C b j s
i =Y ) (i) (De)
€116) r=1,2,... ,p+q)
ae)  {p@as=o0, (e ds = 0
(6n) (8u)
(A=1,2,...,m) (n=1,2,...,n)
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Lorsque les conditions (116") sont vérifiées, la solution est représeniable
sous la forme (112).

Dans le cas contraire, elle est donnée par F(2)+ f(2), f(z) étant
une fonction réguliére en chaque point de (Q), & partie réelle constante
sur les contours (Co), (C;j). & dérivée normale réelle nulle sur les (G ),
4 partie imaginaire nulle sur les (D) et & dérivée normale imaginaire
nulle sur les (Hy). De plus, les périodes cycliques de f(z) relatives aux
contours (Gx), (H.) sont nulles.

Ce résultat s’obtient par des considérations analogues a celles de
80; l'existence de f(z) peut se déduire du théoréme dela page 29, (9°).

4. Les systétmes homogénes (A) et (B) admettent, pour A = —1,
m+n+1 solutions effectives distinctes.

Cela résulte aisément du lam ne suivant :

Les seules distributions de masses continues auxquelles correspon-
dent des potentiels dz simples couches 1wy, ti, réguliers a Pinfini, &
Vexception de w, , et dss potentiels de doubles couches ux, vu vérifiant
le systéme (B') pour A=—1, sont {}_Lo (s) = p (s, pils) =0, i ()=0
g)\(s)=c>\, N (s)=d, Y, ol p(s) représente une densité de simple couche
étalée sur (C,) telle que le potentiel wy correspondant soit nul & Uintérieur
de (Co); les ¢, et d, sont dss constantes réelles arbitraires.

En effet, le systéme (B’) donne, (A=—1),

v' = const sur (Co), (Cy)
u! = const sur (Dk)
w=0 sur (Gi)
vi=0 sur (Hy).

En tenant compte de l'unicité du probléme généralisé de DIRICHLET
(8%, on voit que w' 44! doit étre identiquement nulle, puisque uni-
forme. Par conséquent, les déterminations intérieures a (2) des poten-
tials de simples couches et doubles couches sont prolongeables
dans tout le plan et partout régulieres, On en déduit aussitot le
résultat énoncé plus haut.

Signalons encore le lemme suivant:

Les seules distributions de masses continues pi(s), vi(s), En(s),
N (8), telles que les potentiels correspondants vérifient le systéme (A')
pour A=—1, les potentiels de simples couches étant réguliers a Uinfim,
sont Pi (S)=C ():O, 1; M ] p)? Vk(s)=0) E)\(S)=O, 71#(5)=07
¢ désignant une constante réelle arbitraire.

5. Soient pi(s)=c, v(s)=0, E\()=0, n,()=0 et {p{(s) v{?(s),
Eg\’)(s), 'qg)(s)}, (r=1,2,...,m+n), les solutions effectives distinctes de

(A) pour A=—1.
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Le probléme II admet une solution représentée par (114) si 'on &

17’ 2 Sc, (s) ds=0
7=0 “(¢;)
D q
17" ZS ¢, (8) i (s)ds + 2 S di(s)¥{D (s) ds —
J=0 (c/) k=1 J(Dg)
—2 S #r(s) & (s) ds +2 S Pu(s) 7)/(:) (s)ds=0.
A=t J(Gn =1 Y(Hu)

Pour que cette solution soit uniforme, on doit avoir en outre

¢,(s)ds=0, (1=1,2,...,p); Qdk(S)dS'-‘-O, (k=1,..., ¢~
) +(Dk)

(118) S
(
LemMe, Le déterminant d’ordre m-+n

S E(l‘)(s) ds . .. ngl"'ﬁ)(s) ds
(Gy) (Gy)

............

A= § EM()ds . .. 3 E(m+n)(s) ds
JGm) (Gm)

K-qg) (8)ds . . . Sv“n'"’f"’(s) ds
«(Hn) (Hn)

est différent de zéro.
En effet, dans le cas contraire, il y aurait des constantes réelles.
a,, non toutes nulles, telles quon ait

m--n g m-+n
& E;\r)(s) ds=0, V“r\ 7)("(8) ds=0
2 Jen) = )

k=L 2,...,m), r=12,...,m).
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D’apres le lemme précédent, on en déduirait

m4-n m+4n

2 272 !J«/(.r) (S) =C y 2 “r,Vg) (S)= 0

r=1 r==1
(1=0,1,...,p), (k=1,..., 04

m-+4n m—tn

Dl a5 =0, > a0 () = 0

r=1 r==1
A=1,2,...,mp, ®=12,...,n),

et le systéme (A) homogéne n’aurait que m -+ » solutions effectives:
pour A=—1.

6. — Soit ¢g(z) la fonction vérifiant les conditions suivantes: elle-
est réguliere en chaque point de (R), a4 dérivée normale réelle nulle-
sur (Cp), (C;); & dérivée nurmale imaginaire nulle sur les (Dx); sa
partie réelle prend des valeurs constantes ¢, données sur les contours
(GX), sa partie imaginaire prend des valeurs constantes également données
b, sur les contours (Hy); de plus, les périodes cycliques de g(z) relatives
aux contours (C;), (7=1,2,...,p)et(Dx), k=1,2,...,q) sont nulles;la
somme des périodes cycliques de ¢(z) dues aux contours (H.) est
aussi nulle.

L’existence d'une telle fonction est un cas particulier d’'un théoe
réme énoncé a la page 30.

Prenons pour ¢, et A, les solutions du systéme

ﬁ Q ci(s) " (s) ds+2 S A (8) v§P (s) ds

j=0 (C] k=1 (k)
(r=1,2,...,m+n}s

—2 S [Px (s) — Jx] E(r) {s) ds— 2 S (hu(s) — hu] ")(r) (s) ds.
(

a=1 Y(G\) k=1 Y(uu)

Le déterminant A de ce sysiéme est différent de zéro, en vertus
du lemme précédent.

Le probléme I1 admet une solution moyennant la condition (117%)..
Elle est donnée par ®(z)+g(z), la fonction P (z) correspondant aux
données ¢;(s), di(s), Py (5)—gy, Yul(s)—hu et g(z) élant la fonction dé-
finie plus haut. Pour que cette solution soit uniforme, il faut et ik
suffit que les données vérifient outre les comditions (118), les m=+n—2-
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conditions obtenues en éliminant les constantes g et h du systéme

P
2 SCJ (s) Pm (s) ds +2 Sdk( ) ¥ (s) ds

j=0 *(c;) (Dk)
—2 \[‘P)\ (8) — gl ") () ds —2 S [4u () —R] 7 (s) ds .
(G p=1 J(Hp)

(r=1,2,...,m+n).

CHAPITRE 1V.

189, — Nous allons nous restreindre dans la suite, en vue des
applications que nous ferons & certaines questions d’Hydrodynamique,
a considérer des domaine (2) doublement connexes, limités par une
courbe extérieure (C) et une courbe intérieure, que nous désignerons
par (D) pour nous conformer aux notations employées dans le deuxieme
chapitre.

Nous envisageons dans ce chapitre des problémes qui générali-
sent ceux traités dans les chapitres Il et 1II. Le premier est le suivant:

Déterminer une fonction f(z)=wu -+iv, régulicre dans (Q) et véri-
fiant les conditions aux limites

I Z_u = AA(s)u — C(s), sur  (CQ),
+(119) v
| = AB(s)v — D(s), sur (D),

A(s), B(s), C(s), D(s) étant des fonctions bornées et intégrables de l'are
s, définies respectivement sur les courbes (C) et (D); A est un para-
metre.

D’aprés ce que nous avons vu & propos du probléme généralisé
de NeuMmann, on peut poser

w(xq , Yo) =— %S% G(zo 1 8)ds — Q%{ng $d(zo | Nds+a
(c) )
(120) ‘
U(wo ’ yO) - %} H(ZO I )ds S (IJ Zo | s) ds+ﬁ,
. (c) (0)
ou

G(zo | ) FiH(zo | )=T(2o | 8); H(2o | )+ id(z, | 8)=p(2 | 8),

areprésentent les valeurs des deux fonctions généralisées de NEUMANN
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Jorsque le point z sur trouve sur (C) ou sur (D); a et B sont deux:
constantes réelles.

En faisant tendre le point z,=ux,+1Y, soit vers un point de (C),.
soit vers un point de (D), les formules (120) nous donnent les valeurs
correspondantes de u(s) et v(s). On obtient ainsi, en tenant compte
du comportement bien connu des fonctions de Nrumann sur les con-
tours, le systéme d’équations intégrales:

u(s)=- ; g[lA(o)u(o) -C(0)]G(s,0)ds- —( [AB(a)v(a)-D(a)]¢(s,0)do+ a-
a2i) (¢) (0)

v(s)= - —& [AA(c)u(0)- C(a)]H(s, o)do-——g [AB(s)z(s)-D(0)]d(s,0)da+ B, .
Ac) “(0)

auquel il convient d’adjoindre les conditions d’uniformité

S [XA(s)u(s) = C(s)] ds==0
(c)
122)

S [AB(s)u(s) — D(s)] ds=0.
(0)

Suppeosons SA(s) ds =+ 0, SB(s) ds 3= 0. En introduisant les expres-—
() ()

sions de u(s), v(s),tirées de (121), dans les équations (122), on obtient:

les valeurs suivantes pour a« et §:

S C(s) ds S A(s)G(s, o)ds
_Je) (c)
= 5=\ [AA(0)u(0)-C(0)] ———
A § A(s)ds 0 A(s) ds
(123) J(c) (
g A(s)p(s,0) ds
Q—S [\B(o)s(0)-D(e)] 22—, .
®) As)ds

(c)
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S D(8) ds S B(s)H(s,0)ds
p=® -21; MAGQu(o)-Cra)] B 4g
AS B(s) ds (c) Q B(s) ds
(0) -()
S B(s)$!s,0) ds
+ ; S [3B&)(o)-D(0)] 2 da,
(0) g B(s) ds
*()

Les valeurs « et f introduites dans (121) nous donnent en défi-
nitive le systéme de deux équations intégrales dont la résolution nous
fera connaitre les valeurs de R[f(z)] sur (C) et de Im[f(z)] sur (D). La
fonction f(z), solution du probléme aux limites (119), sera fournie par
une formule analogue & (76), du chapitre Il

Le point A =0 étant une pole simple pour la solution, il suffit
de faire la transformation

S C(s) ds D(s) ds
12)  w)=U+2D— o) =T+,
A & A(s) ds A SB {s) ds
Xc) (o)

pour qu'on soit conduit & un autre systéme d’équations intégrales du
type de FreEDHOLM,

Cela étant, démontrons les propriétés suivantes :

1. Lorsque les fonctions A(s), B(s) conservent des signes constants»
opposés, les valeurs de A pour lesquelles le probléeme (119) homogéne,
admet des solutions effectives, [constantes fondamentales du systéme
(121)], sont toutes réelles.

En effet, supposons que A, = £+17 soit une constante fondamen-
tale, 4 laquelle correspondent la solution w=sus<4-iuy, v=v,4iv, et,
par la formule (76), les deux fonctions fi(2) = uy+ivy, fo(2) = up+ivs,
holomorphes dans (2). On aurait

I dul = A(s) (§uy—nuy)
L

125) sur {C),

| 2 = A6 ()
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dv
[ 9% _ Bs) (Eoym—nna)

{ an. sur (D)
‘ %:;—2 = B(S) (7]01-‘-502)

<d’ou
(204 % - '“2%? )ds=n) S A(s) (ui+u3) ds,
{(126) © “
S( vy o Vg — o, )ds = ")\ B(s) (vi+v2) ds,
W " (o)

En retranchant ces deux relations et en tenant compte de la for-
mule (II), il reste

(27) 7 g A(s) (s +up) ds =2 5 B(s) (v: +v3) ds
J(c) (o)

Les deux membres de cette relation étant de signes contraires,
en vertu de l’hypothése faite, on doit avoir 4 =0, sinon A, ne serait
pas constante fondamentale.

II. Sans faire aucune hypothése sur les signes de A(s), B(s), on
peut montrer que les constantes fondamentales du systeme (121) ne
peuvent pas étre imaginaires pures.

En effet, les équations (125), ou l'on fait £=0, donneraient
(0 2 oy 22 g5 — 0, \(0 20 4 5, %2) g5 0,
(o) dn dan © )d 2 dn

ce qui entrainerait, en vertu de la formule (1),

SS: dhfe, ]dfz\ } dudy=0
(9)

et A, ne serait pas constante fondamentale.

IlI. Lorsque A(s) et B(s) conservent des signes constants, les
meémes pour les deux fonctions, les constantes fondamentales réelles
«du systéme (121) sont toutes du signe opposé.
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En effet, le systéme (119), rendu homogéne, donne

\ dw , 2
Su%ds—ASA(S)u ds ,

(© (c)
(128)

Sv%ds:hg B(s)v?ds,
() (0)

en ajoutant ces relations et en tenant compte de la formule (I) om
trouve

(129) SS 1 % lzdx:dy+ A [S A(s)uds+ S B(s)v2ds] =0,
(@) (c) (o)

Par conséquent, si A(s) = 0, B(s) = 0 (aucune de ces fonctions
n’étant identiquement nulle), on doit avoir A << 0; si A(s) < O,
B(s) = 0, on doit avoir A > 0.

En particulier, lorsque A(s) = 0, B(s) = 0, le probléme (119)
admet toujours une colution pour A== +1.

1l est focile de représenter cette solution au moyen d’une fone-
tion de Green, dépendant du domaine () et des fonctions A(s), B(s)
Cette fonction est définie par les conditions suivantes:

a) v(z|z,) =g(z]| )+ ih(z]| z) est réguliere dans tous les
points z de (@), sauf au point z = z,, ou cette fonction se com=

porte comme log

’

z2—2,
b) elle vérifie les conditions aux limites
dg _ . dh
(130) i = A(s) g sur (C); an= B (s) h sur (D).

D’aprés tout ce qui précede, il est clair qu'une telle fonction
existe et est unique. Cela étant, appliquons la formule fondamentale
{II) aux deux fonctions f(2)=u-tiv et Y(z | 2) =g +th, aprés avoir
exclu le point 2=3z; du domaine d’intégration en en retranchant un
petit cerc's (z,) de centre zo.

On obtient immédiatement

S (93—?:; —u ?E} ds = SC (8) 9(s | zo) ds "'SD () h (s | zo) ds
(z0) () (o)
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et en faisant tendre le rayon du cercle (z,) vers zéro,

131) u (@, , y°)==72,1-3 C(s)g (s | zo)ds — -lg D(s)h(s| z,) ds.
i 2n
(c) (0)
Dans cette formule v(s|z,) désigne les valeurs prises par y(z | o)
lorsque z se trouve sur (C) ou sur (D).

RemarQuEs. Les propriétés trouvées plus haut s’expliquent aisé-
ment en observant que, en veriu des formules (92), (98), (98') et d’un
lemme fondamental du Caloul des Variations, on peut toujours ehoisir
les noyaux G (2| ), H(z | z0), ¢ (2| 20), ¢ (2] 20), de facon a avoir
les relations

G(z | 2) =Gz | 2),
¢(2lzo)=¢(zolz),

En condensant ces quatre noyaux en un seul, d’aprés la mé-
thode de FreomoLM, on obtient un noyau de HiLeerT-LaLESco, en ce
sens qu'il est symétrique dans une portion du domaine ou il est défini
et symétrique gauche dans la portion restante.

H(z [ 2,) =— ¢(2, | 2).

19°. — Etude d'un cas particulier (32).

Nous nous proposons de donner la solution explicite du probléme
(119), dans un cas particulier, celui ou le domaine (Q) est un anneau
circulaire, limité par deux circonférences de rayons R, et Ry, (R,>Ry),
dont le centre est choisi comme origine des axes Oz, 0y, en suppo-
sant que lcs fonctions A(s, et B(s) se réduisent & des constantes que
nous désignerons puar A, et Ag.

Les conditions aux limites sont donc

% — Mu—¢(e) pour z = Rye¥ (circonférence extérieure),
(132)
%:M v—{(e) pour z = Re*, (circonférence intérieure),
0 < e = 2n,

¢(e) et ¢(e) étant deux fonctions de l’angle polaire e, continues, ow
d’une facon plus générale, sommables en valeur absolue au sens de
M. Lesescue (33).

(32) Nous avons donné la solution de ce probléme, sous une forme un
peu plus génér-l¢, dans une Note des Comptes Rendus, t. 196, 1933,p. 1363.

(33) Dans ce cas, les relations (132) seront vérifiées presque partout
sur les frontiéres,
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D’apres les résultats du paragraphe précédent, nous savons que
le probléeme admet en général une solution, & moins que les para-
métres Ay, Ay ne vérifient certaines relations caractéristiques. (Ces
relations ne sont certainement pas vérifiees pour A, > 0, Ay > 0).
Nous les déterminerons par la méthode qui suit.

Supposons d’abord que les fonctions ¢(e), ¢(e) soient dévelop-
pables en séries trigonométriques uniformément convergentes et que
le développement de f(2) en série de Laurent

00 “+oo
(183) &)= ao+ifo + D (ar—iBa)em+ DV (Yn + i8) £77,
1

n== n=

soit valable dans l'anneau, y compris les frontiéres; @, Bn, Yn, On,
sont des nombres réels. Supposons de plus que la série qui représente
['(2) soit aussi convergente sur la frontiere. Les conditions (132) se
traduisent alors aisément par les équations

(o] 0
2 nRA~Y(a, cos ne+Bn sin ne) — 2 nRo™™~(Yn cos ne+3, 