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Séminaire de Théorie des Nombres VI.1
S5 octobre 1978

GRENCBILE

DEMONSTRATICON DE L'IRRATIONALITE DE ¢(3)
(d'aprés R. APERY)

par Henri COHEN

I. - IRRATIONALITE DE ¢(3)

©

Le point central de la démonstration d'irrationalité de ((3) est

la fraction continue suivante :

n®

3403 +51n2+27n+5-.

Il est facile de montrer que cette fraction continue converge rapidement.
Nous allons montrer qu'elle converge effectivement vers ¢(3) , puis nous
montrerons que les approximations de ((3) ainsi obtenues ont un déno-

minateur qui ne croit pas trop vite.

PROPCSITION 1. - Pour n=0 , posons

2 n+k.2 ; 2 nax 2
a = Z N et b= L O
O<k<n Osks<n !
avec ¢, = & — + L T Alors a_ et b
’ lemsn md lemsk 2m°()( m )
vérifient tous deux la relation de récurrence
3 3 2 3
- + + + + = .
(n+1) Uil (34n" +51n"+27n S)un nu 0
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Démonstration. - Posons
\ Oy 2
n,k k k
et
2 2
A = 4(2n+1) (2k" + k - (2n+1)7) A
n,k n,k

Une vérification facile (mais longue) montre que

3 3 2 3
- = (n+ - ) g
An,k An,k—l (n+1) >“n+1,k (34n” +51n +27n+5)"n,k+n n-1.k
Il en résulte que
3 3 2 3
(n+1)"a - (34n" +51n +27n+5)a +n"a = > (A -A )
n+1 n n-1 n,k n,k-1
Osks<n+l
= A A =0,

n,n+l n,-1

PPN n : . s .
puisque par définition (k) =0 si k<0 ousi k>n . D'ou la récurrence

pour a_ . D'autre part, on vérifie que

1 m (m-1)!'" (n-m-1)!
- = + -
Cn,k Cn—l,k 3 z (=1 (n+m)!
n l1<me<k
_ 1 DPm 2mm=1)t D™ Hm-1)1 2 (nem)
= + 3 -~
n l<m<k n (n+m)! n (n+m-1)1
2
_ (1) k! “(n-k-1)1
n {n+k)!
Il en résulte que si l'on pose
S = (n+1)3> c —(34n3+51n2+27n+5)>\ c +n3> c
n,k . “n+1,k 'n+1,k n,k n,k ‘n-1,k"n-1,k
on aura
S =(A -A Je +(n+1)3x (c -c )—ns)\ (c  -c )
n,k nk nk-1""nk mlk ik nk n-1k ' nk "nmlk
k2 -k)! —k-1
= B A G T ! [(nﬂ)?’}‘nﬂ k (nzk) '“3’mk(2 .
‘ ! ! T H{n+1) (n+1+k) “ni(n+k
Mais d'autre part posons
k-1
- +
B = ULk oyt o)
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On a
- = - +A -
Bn,k Bn,k—l (An,k An,k—l)cn,k n,k—l(cn,k Cn,k—l)
— k
5(-1K1% n, n+k, 5(-1)%(k-1), n \,n+k-1
+ (2n+1) [ = A SR YA, Sk,
(2n+1) [n(n+1) WO e -0 0o |
(_l)k—l
Remplagant cn,k_cn,k-l par m une nouvelle vérification assez
k' k
longue montre que Bn,k_Bn,k-l = Sn,k . On en conclut donc que
(n+l)3b —(34n3+51n2+27n+5)b +n3b = > (B, -B )
n+l n -1 nk k-1
O<kan+1
- Bn,n+1 - Bn,—l =0
d'ot la proposition 1.
COROLLAIRE. - £(@3) = lim bn/an et la fraction continue écrite
n-e
au début converge bien vers ((3)
Démonstration. - On voit immédiatement que pour tout m <n
n, n+m e ..
on a (m)( n ) 2z n(n+1) . On en déduit aisément que pour tout k<n on

a lcn k-Q(3)| < 2/n% . Ceci étant une majoration uniforme en k , on en
déduit immédiatement que ((3) = lim b,/a, . Puisque a =5 et b, =6

la proposition 1 entraine donc que

6
13 /23
23 /33

¢(3) =

117,23 -
535 /33 -
n%nﬂ)3

(34n3 +5 1n2+2 7n+5)/(n+1)3 -

ce qui est une autre fagon d'écrire la fraction continue du début.

5 (_l)m—l

PROPCQSITION 2. - ¢(3) == 2 —F—
© 2 3,2m

m=1 m (m)

Démonstration. - D'aprés ce qu'on a vu ci-dessus, on a



— = - + -
cn,n cn—l,_n-l Cn,n cr1,n—l Cn,n—l Cn—l,n—l
G A ) A et TR W 5 s
3.2n 2 2 2n
2n” (“7) (2n-1)1 3*1
n
Il en résulte que
m-1
; e _ _5 (-1)
@)= llr,in; “a,n T L (Cm,m °m-1,m-1 2 X 37m
mx1 mz1 m” (")
Remarque. - Cette proposition 2 ne sera pas utilisée dans la

suite de la démonstration.

PROPOSITION 3. - Appelons dn le plus petit commun multiple

de 1,2,...,n . Alors anEZ , Zdibne Z pour tout n =1

Démonstration. - Il est clair que an ¢ Z . D'autre part :
3 3,n 2 n+k 2
2d°b = ¥ 28°(H)°C. ) ¢
nn nk k n,k
O<k<n
3, n+k . as , s
Montrons que Zdn( K )crl K € Z , ce qui démontrera bien la proposition 3.
On a
3 -1 3, n+tk
zd3(“+k) ) . d_ - (-1)" dn( )
n k Cn,k k 3 3 n, ,n+m
lsm<n m l<m<k m (m)( m )

I1 est clair que m?’ldf1 si ms<n , donc tous les termes de la premiére
somme sont entiers. Montrons que tous les termes de la seccnde somme
sont aussi entiers. Pour cela, nous allons montrer que pour chaque nombre
premier p , la valuation p-adique d'un terme de la somme est positive

ou nulle. En effet :

d3(n+k)
= k) - _ n n+k, ,k
T Vp( 3(n)(ner)) ) 3Vp(dn) Svp(m) VP((m))+ Vp ((k—m)/(m))
m m m
(puisque (n:k)/(n;m) = (rklfl:n)/(;))
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Mais d'autre part, on connait 1'inégalité classique

n _ — [Logn]| _
Vo) < v ) - v () [Logp] v, &)

Il en résulte que
vV = 3vp(dn) - 3vp(m) - vp(dn) + vp(m) - Vp(dk) + vp(m)
vz o) - m) + v @) -

v (@) =0

puisque k<n et ms<sn , d'ou la proposition 3.

THEOREME 1. - (¢(3) est irrationnel. Plus précisément pour tout

¢>0 il existe une constante effective c(e) > 0 telle que pour

tous entiers p et g on ait

P c(e)
|g(3) ql 7 TG+e
q
< _ 8 Log (1+~/-2_) _
Démonstration. - Les formules de récurrence permettent de montrer

immédiatement la relation

5
nn-1 "nn-1 nd
Puisque b _/a — ¢(3) , ceci entrame :

n _ b
a. Z 3
n kzn+l k akak_1

En particulier bn/an est une suite monotone, ce qui montre que pour tout
n, ((8)# b,/a, . Mais d'autre part, en utilisant soit la récurrence, soit
la formule explicite, il est facile de montrer qu'il existe une constante A
telle que
n -3/2
an ~ A a n / '

—4 2
ol a = (1+42) est la plus grande racine du polynéme X -34X+1 = 0

— 2 2 P
(En fait, on peut montrer que A = (1+,2)" (21,/2) 3/ ). On déduit donc

de ci-dessus que
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b
2(3) - = = 0(g~2M)

da
n

Pour obtenir d'irrationalité de ((3) , il nous faut travailler en entiers.
3 3
D'aprés 1 roposition 3, les nombres =2d°Db et = 2d a sont
ap a prop Pn n n 9 nn
entiers. De plus, d'aprés le théoréme des nombres premiers on sait que

Log dn ~ n , et il en résulte que pour tout ¢ >0

Pn -r-g
0 #50) - g% = 0la )
avec r = E—Iﬂ—g- 1 Si on multiplie par et que l'on fait tendre n
Tog at3 . plie p dp q

vers l'infini, on en déduit que qnc;(3)-pn tend vers zéro sans étre égal
a zéro, ce qui montre que ((3) est irrationnel. De plus, si p/qe€ @,

on peut écrire pour tout entier n

P R U RPN
c@) -5l = g -gl- lk@-

2

donc en excluant au plus une valeur de n pour laquelle on aurait a9, =q

on a pour tout e>0

p 1 Pn 1 c
K@) -2 = — - |cB)-=F| = — -
q adp q, qq, q;.+e

pour une certaine constante c¢>0 (dépendant de <¢). Il suffit de choisir

Logq

n au voisinage de Tog a3

pour obtenir le théoréme 1.

Remarques sur la démonstration. -

1) Le point crucial de cette derniére démonstration est que le
nombre qui "gouverne" la vitesse de convergence, a savoir o = (1+ﬂ)4,
est plus grand que le nombre qui "gouverne" la non intégralité de bn ,
a savoir essentiellement e3 . Ceci est équivalent & la condition essen-

tielle r>1

2) L'idée de la démonstration est due & R. Apéry. A cause de
cela, il m'est difficile d'expliquer la raison pour laquelle on introduit les

suites ap et bn . On peut toutefois remarquer que d'aprés la proposi-
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tion 2 , Sy n tend vers ((3) de fagon essentiellement géométrique, et

donc en particulier le développement asymptotique en % de l'expression

¢(3) - 2 1/m3 donné par la formule d'Euler-Mac Laurin doit étre le
l<msn

méme que le développement asymptotique en 1/n de

m-1
1 -1
%,n” Z 5 (3 r)l n+m
l€m<n M 1sms<n 2m” () ( )
m ' m

Ceci fournit d'ailleurs en explicitant des relations combinatoires entre les

nombres de Bernoulli.

I. - IRRATIONALITE DE ((2)

Bien que l'irrationalité de ((2) = TTZ/G soit bien connue, il est
intéressant de voir qu'il existe une démonstration en tout point analogue
a celle qui précéde, et qui de plus fournit la meilleure mesure d'irratio-
nalité connue pour nz . La démarche étant la méme, je ne fais qu'es-

quisser les étapes.

La fraction continue est la suivante

5
¢(2) =
4
3 + 1
4
25 + 2
69 +
4
y i n
1ln +11n+3 +
2 n+k 2 ntk
On pose a;l = (E) (nk) et b;} = 2 (Ikl) (n|< )c;,1 , avec
Osksn O<k<n !
m-1 (_1)n+m—1
CI = 2 Z —1 + Z
+
n.k 1€m<n rn2 1smsk Z(n)(n m)
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On démontre que a'n et b;1 satisfont & la récurrence

(n+1)2u —(11n2+11n+3)u —nzu =0 (n=1) en utilisant
n+l n n-1
2 nH
A = (k% +3(2n+1)k - 11n% - 9n-2)(MH% 7%
n,k k k
et
n+k-1 (n-1)!
] — ] i + —
Bk = AL kCp k T3D) (k-1)!

et l'identité

k+n-1 k !2 (n-k-1)!

%nk %1k - 2N Tnlk)

De plus a;l et dib;1 sont entiers et a;l ~AaPpn Tl oon o =(—li-§5-/—5—)5
wo= (5R)° ATV

On en déduit de la méme fagon :
THEOREME 2. - ((2) est irrationnel et pour tout >0 , il

existe une constante effective <c¢'(e) > 0 telle gque pour tous

entiers p et g , on ait

P c'(€)
‘;(2)—_l > 1
o qe +e
1+./5
10 Log(-*zﬁ‘—s-)
ou #8' = = = 11,85078...
+
5Log(12 5)—2

Comme il a été dit plus haut, ceci donne la meilleure mesure
d'irrationalité connue pour 7w . On déduit immédiatement de ce qui pré-
céde que

c"(g)

8"+¢

m-cl >
q

oa A" = 28' = 23,70156..., ce qui est meilleur que le résultat de
Mahler [2] , mais légérement moins bon que le meilleur résultat connu,

da & Mignotte [3], et qui est de 1l'ordre de 20.

Signalons enfin qu'une méthode inspirée des mémes principes

permet de trouver des mesures d'irrationalité pour certains nombres tels
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a+i1
a
ment les résultats antérieurs (voir Cohen [1]). Par exemple on montre

. 1 . .
que Log(——) (a entier) et Arctgg (a 23 entier), améliorant sensible-

gu'il existe une constante explicite ¢ telle que pour tout rationnel

p/q on ait

C

4,623
q

\LogZ—-g—\ >

alors que le précédent résultat, da a Baker, donnait 12,5 comme expo-

sant de g
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