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Séminaire de Probabilités XVIII

SUR CERTAINES GENERALISATIONS DE L'INEGALITE DE FEFFERMAN

par CHOU Ching-Sung

Dans le travail [1], Yor a récemment démontré une généralisation
utile de 1'inégalité de Fefferman. Nous allons lui donner une forme
plus simple et un peu plus générale.

1. QUELQUES RAPPELS

Nous commengons par rappeler le lemme de Lenglart-Lépingle-Pratelli
( Sém. XIV, p.29 ), amélioré par Yor, et un peu généralisé par Meyer
( nous remercions P.A. Meyer de nous avoir communiqué un cours sur les
inégalités de martingales, dans lequel figure cet énoncé ).

LEMME 1. Soient X un processus prévisible nul en O, B un processus
croissant prévisible tel que BOEO ( sans hypothése de continuité &
droite ou & gauche ). On suppose que pour tout couple (S,T) de t. d'a.
bornés tel que S<T, on a ( q étant une constante >0 )

(1) B[ |Xp-Xg|] < PiS<TfuBTM§°o .

Alors :

a) On a pour A>0, 6>0, B>l

(2) P{Xy >BA , B <8A] < (p-1)%6%p{XX A
(3) E[G(X3 )] < eB[G(B )]

pour toute fonction G croissante et modérée ( non nécessairement con-
vexe ), ¢ dépendant seulement de G et de q .

La démonstration de ce lemme n'est pas vraiment différente de celle
du lemme de Lenglart-Lépingle-Pratelli, et on ne la reproduit pas. Mais
nous démontrerons le lemme suivant du cours de Meyer :

LEMME 2. Soient X un processus cddldg adapté , B un processus crois-
sant prévisible positif. On suppose que pour tout couple (S,T) de t. d'a.
bornés tel que S<T , on a ( en convenant que Xo_=O )

) B[1Xp-Xg_|9Eg] < B[BFIEg]
Alors pour toute fonction G modérée, on a

(5) B[C(|Xp-Xg_ D) | Eg] » B[G(|Xp-Xg_|) | Eg] < cB[G(Bp)|Eg]
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DEMONSTRATION. Prenons S=T dans (4) 3 nous obtenons |XT-XT_I < By pes..
Puis, comme |a+b|q§ Cq(|&|q+|b|q)

B[|Xp_-Xg_|91Es] g oB[BgIEg]
Appliquant alors le lemme 1, on a
X
E[G(Xm )] < cE[G(BGD )]

Soit AeF . Nous appliquons ce resultat & (,'=A, avec la loi P' =

T T . .y
(. ﬂA)/P(A) B! = FS+t|A y X1= XS+t g- » Bl = Bg,. . Oz cbtient 1'iné-
galité suivante, plus forte que les inégalités (5)
(6) E[ G( sg% |Xt-XS D) |F ] < cE[G(By )]F

REMARQUE. Comme on peut prendre G(t):tp , on voit que toutes les rela-

tions du type a q
B[ |Xp-Xg_|®IEg] < ¢ E[BplEg] (a>0)

sont équivalentes.
Nous appliquons ce résultat :

THEOREME 1. Soit (At) un processus croissant adapté continu 3 droite
( Ao_=O ) et soit (Zt) 1'unique processus optionnel tel que

h) Z% = E[(Aa)—AT_)q|gT] Pes. pour tout t. d'a. T 3

ici g0 est tel que E[Ag)] < 00 « Alors le processus croissant
-— t *

(8) Ct = é dAS/Zs

engendre un potentiel gauche borné ( par une constante dépendant seule-
ment de q ).

]
DEMONSTRATION. Soit e>0 . Posons U, =Zx+s y Uy = / dA /U, . Nous avons

d'aprés (7)

Up 2 Zp 2 Bl(Ap-Ap )%ER]Y9 = ang

T
donc les sauts de V sont bornés par 1 . Ensuite

o q 1 q
BL(V, Vg)%Es) = BL(L akg /0)YEG] 5 g BLCAg -A5)%IEg]
< Zq/Uq < 1.
Comme les sauts de V sont bornés par 1, on a EECVq;'Vs-)q|ES] SCq s
et on peut appliquer le lemme précédent ( avec B constant ), qui nous

montre que E[V S |FS] est borné par une constante dépendant seule-
ment de q . Aprés cela, on fait tendre e vers O .

Nous arrivons maintenant A 1l'inégalité de Fefferman-Yor. Elle est
simplifiée ( car on voit apparalitre z* 1ui méme et non un processus
prévisible majorant Z ) et étendue & toutes les semimartingales, conti-

nues ou none.
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2. AMELIORATION DE L'INEGALITE DE FEFFERMAN

THEOREME 2. Soient X et Y deux semimartingales, q une constante >0.
On suppose que la v.a. [Y,Y]oo est p.s. finie, et 1'on désigne par
(Zt) 1'unique processus optionnel positif tel que

(9) zg = B[ ([Y,Y], -[¥,¥]p )% Ep ] pour tout t. d'a. T .
Alors on a

(o) 00 % 1/2
(10) B[ [a0%, Y]] 5 oBL(™ ZgalX,X],) /2]
oll la constante ¢ dépend seulement de q .

DEMONSTRATION. Rappelons l1l'inégalité qui est & la base de la démonstra-
tion de 1'inégalité de Fefferman classique, et qui repose uniquement sur
1'inégalité de Kunita-Watanabe pour le crochet . Soient (Ut) et (Vt)
deux processus optionnels positifs. Posons

t t
= é U a[X,X), , B, = é v a[Y,Y],

Alors on a ( cf. Dellacherie-Meyer n® VII.86 ;3 les processus désignés
ici par U,V sont les processus U2 V2 de la référence )

(1)) B[PV Ial, Y] 1] 5 /2 BLVE T 2Bl b, By 00,12
Ici nous appliquerons cette inégalité en prenant U _Z*+s ( £ tendra
vers O & la fin de la démonstration ) et Vt-l/U . Le cdté gauche de
(11) est donc le méme que le cdté gauche de (10). Dans la dernidre es-
pérance & droite, on peut remplacer le processus Boo"ps- par sa pro-
jection optionnelle, qui d'aprés le théoréme 1 est bornée par une cons-
tante dépendant seulement de q . Le cdté droit devient donc simplement
ch[JEZJ, et le théordme est établi.

En suivant Yor, nous obtenons le corollaire suivant :

THEOREME 3. On a pour toute fonction modérée G

© ©
(12) BIG( 1[X,¥]gD] 5 (g, @B[6((/ z¥a[x,x] )2)] .
DEMONSTRATION. Nous considérons les deux processus croissants

t T ox 1/2

= [Pl Il By =/ 2RaXX]) /

et nous appliquons le lemme de Lenglart-Lepingle-Pratelli ( lemme 1 )
aux processus prévisibles (At—) et (Bt-)’ avec q=1 . L'1né%alité (1)

revieng au théorédme 2, appliqué aux semimartingales Xé Xt+S S_ 9
Yé = Yt+S'YS pour la filtration (FS+t)'
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REMARQUE. Plus généralement, si (Ht) est un processus optionnel. on
. 0o . .2, % 1/2.

peut majorer E[é |HS||d[X,Y]S|] au moyen de E[(é HIZ A[X,X].) / 1.

La démonstration est la méme, et le théordme 3 se généralise de méme.

Lorsque H est prévisible, ce résultat découle directement du th.2 ou
3 en remplagant X par HX .

3. UNE VARTANTE PREVISIBLE

Pratelli ( Sém. Prob. X ) a établi une inégalité de Fefferman faisant
intervenir les crochets obliques de deux martingales. Nous allons généra-
liser ici cette inégalité. Ici nous devrons prendre q=1 .

THEOREME 4. Soient X et Y deux semimartingales admettant des crochets
obliques. On suppose gque la v.a. <.Y,Y>oo est p.s. finie, et 1l'on désigne
par (Zt) l'unique processus prévisible tel que

(13) Zqp = E[<X,Y> - <Y,Y>T|£T_] pour tout temps prévisible T
Alors on a
© © % 1/2
(1%) E[/ |a<X,Y>_|] < cB[(J Z _dX,X>)7"°] .
0 sld = o s s

DEMONSTRATION. Le méme raisonnement que pour (11) nous donne - avec la
possibilité de choisir U et V optionnels

(o) - 11/2 (e0) ~ -1/2
(15) B [CATT 01 ] < 2 BLEIYZBL T (g -8y RN

t t
avec &y = é Usd<X,X>S , at = é Vsd<:Y,Y>s « En effet, ce calcul repose

seulement sur 1l'inégalité de Kunita-Watanabe. Nous prendrons ici
Ut=Z¥_+e , Vt=l/Ut . Alors «a, J/a sont des processus prévisibles, et
il nous suffit de vérifier que la projection prévisible du processus

(B -Bg_) est uniformément bornée, autrement dit que E[BOO—ST_IET»]g c

pour tout temps prévisible T . Utilisant une suite annongant T , il

suffit de vérifier que E[ﬁd)-BTIET] < ¢ . Or ceci vaut
1
E[ / a[Y,Y]. /2% +¢ |E,] < E[<Y,T> <Y ,T>q|Fn] < 1.
[ ]‘1‘,00] [ ’ s’ 8- =T = Z;"’E ? (e 0] ? TioTd =
et le théordme est établi.

11 est ensuite facile de démontrer le théoréme analogue au th. 3 .
REMARQUE. Si l'on définit Z optionnel par

Z% = E[(<Y,Y>a)-<Y,Y>T_)q|£T] pour tout t. d'a. T

on a un résultat exactement analogue au théordme 2 ( avec Z: et non
Z:_ au second membre ) et la méme démonstration que pour le th. 2 .

Ref.[1] M. Yor: Inégalités de martingales continues arrétées & un temps
quelconque. Preprint (1933). A paraitre dans un volume consacré au
grossissement de filtrations.



