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FORMULE DE TAYLOR STOCHASTIQUE ET DEVELOPPEMENT

ASYMPTOTIQUE D’INTEGRALES DE FEYNMANN

Robert AZENCOTT

INTRODUCTION : :

Soit xE une famille de diffusions indexées par le paramètre e, et convergeant,

quand ~ ~ 0, vers une diffusion x, éventuellement déterministe. Au voisinage de
e = 0 nous construisons un développement limité de (x~ - x°) en puissances crois-

santes de E ; ; le coefficient gk de e ~ est une semi-martingale continue, et les gk se
calculent par quadratures stochastiques successives explicites. La forme du reste

est analogue à celle du reste de Young pour la formule de Taylor usuelle. La partie

polynomiale de ce développement peut vraisemblablement, dans certains cas particu-

liers, se déduire d’une formule de Taylor récemment annoncée par Platen [P1] qui ob-

tient un reste sous forme intégrale. En effet, nous développons suivant les puis-
sances d’un paramètre, tandis que la formule de [Pl] correspond en gros à développer

suivant les puissances de/t.Notre présentation fournit des majorations précises des

queues de distribution pour les coefficients et le reste. Ces estimations sont cru-

ciales dans les applications aux développements asymptotiques des "intégrales de

Feynmann du type E[F(E,x~)], où F est une fonctionnelle sur IR x {espace des trajec-

toires}, quand e -*’ 0.

Par changement de temps, ces résultats s’appliquent aux diffusions en temps

petit. Si yt est une diffusion sur un ouvert de IR , on obtient un développement

du type 
1 

gk (t) + t 
2 

vecteur g1(t),...,gk(t)... a même
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loi que t g (!),...,! g, (1),... et où R .,(t:) est borné "en probabilité" quand
t -~ 0. En particulier, si f est une fonction bornée et lisse sur se

développe pour t ~ 0 en puissances de t1/2. 

Le cas délicat d’expressions du type E[exp - F(x2)] , avec F fonctionnelle
E

bornée sur l’espace des trajectoires est traité complètement dans le cas

dxE = E Q(xE)dw + b(E,xE)dt

où w est un brownien et 03C303C3* inversible. Nous étendons ainsi à leur domaine naturel

de validité les résultats antérieures de Schilder [Sc] et Doss [Do] ; ; Schilder trai-

tait le cas (proposé par Donsker) où xE = E w ; ; Doss résolvait celui où les colonnes

de la matrice 0 commutent entre elles (en tant que champs de vecteurs).

Quelques résultats élémentaires sur les équations stochastiques linéaires et

sous linéaires sont rappelés, pour la commodité de l’exposé, dans un appendice,
faute de référence publiée adéquate.

1.- FORMULE DE TAYLOR STOCHASTIQUE

1.1.- HYPOTHESES : : Soit U un ouvert de IRm. Pour chaque e > 0, t ~ 0, considérons

un champ de m-vecteurs b(t,e,x) et un champ de m x k matrices Q(t,e,x) sur U. Soit

(wt) un brownien k-dimensionnel. Considérons l’équation stochastique

(1) Q(t,e,xt)dwt + b(t,e,xt)dt
sous l’hypothèse

(2) pour chaque t >_ 0, b(t,.) et ~(t,.) sont de classe CN+1 en (E,y) sur

[ x U, et leurs différentielles d’ordre  N+1 sont continues en t > 0 ; ; noter

l’inclusion de E = 0 dans le domaine de régularité de b,Q.

Pour chaque 0, x E U, il existe alors une solution de (1) issue de x au

temps 0, continue et déterminée de façon unique sur [0,~£[ où ~£ est le temps de .
vie (ou encore temps d’explosion) de xE.

Pour T > 0, notons xÔT la trajectoire de xE sur [OT], considérée comme variable



239

aléatoire à valeurs dans un espace de fonctions convenable. Les notations P (.),
Ex(.) sont relatives à la situation où les x~ sont issus du point x au temps zéro.

1.2.- CONVERGENCE FAIBLE LOCALE : Notons C([OT],U) l’espace des fonctions continues

de COT] dans U muni de la norme uniforme. L’hypothèse (2) entraîne facilement (voir

Stroock-Varadhan CSV1,2] pour des résultats analogues

(3) pour tout T > 0, x E U, et F : : C([OT],U) 1R continue bornée, le terme

est continu en e. En particulier, lim  03B6o) = 0.

1.3.- THEOREME: : Sur l’ouvert U considérons les diffusions xE issues de x 
vérifiant (1) (2), de temps de vie ~~. Il existe alors des semi-martingales gj,
1 _ j  N, à valeurs dans nulles au temps zéro, continues sur [0,~°[ , , telles

que le processus RN+1 défini par

(4) xt = xt +  ~jgj(t) + ~N+1R~N+1(t) sur t  

et par R~N+1(t) = point à l’infini de IRm sur 03B6o A cE, ait la propriété suivante :

pour tout t > 0, x E U fixés, on a

(5) lim Px [sup |R~N+1(s)| ~  ; t  03B6o] = 0.
’E-~ 0 SE [ 0, t]

Les propriétés(4) (5) déterminent les g. J de façon unique sur [0,~°[ , , comme

solution d’un système, triangulaire et résoluble par quadratures stochastiques,

d’équations différentielles stochastiques données par un calcul formel détaillé au
§ 2. Le processus est une diffusion de temps de vie ~°, °

PREUVE : La démonstration est reportée en 4.8.ci-dessous.

1.4.- GENERALISATION : Le théorème précédent et la plupart des résultats ci-dessous

s’étendent très facilement au cas où le paramètre E varie dans un ouvert de 1Rq ~y~,

il suffit de reformuler de façon naturelle l’énoncé des résultats. Le développement
de Taylor s’écrit

x~t = gj(t) . ~j + 
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et les g.(t) sont des processus à valeurs dans l’espace des applications multili-
néaires de 

. 

dans lR. Nous nous sommes limités au cas q = 1 pour simplifier
l’écriture.

1.5.- APPLICATION AUX PETITES PERTURBATIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES

Le cas particulier où x° est déterministe, c’est-à-dire où

(6) Q(t,0,y) = 0 pour t >_ 0, y ~ U

est particulièrement intéressant pour les applications. En effet xE modèlise alors
l’effet d’une petite perturbation aléatoire appliquée au système dynamique x°
défini par

dx° .

(7) dt = 

(voir Ventcell-Freidlin [V-F] Azencott [AzJ] par exemple).Dans ce cas, le temps

d’explosion ~° de (7) est déterministe, fixé par le point initial x E U.

Le système en cascade donnant les coefficients de Taylor g. J est à coefficients

déterministes et en particulier gl est un processus gaussien. Renvoyons au § 2.3

pour plus de détails. Du théorème 1.3, nous déduirons plus bas, essentiellement par

changement de temps, le théorème 1.6 ci-dessous, qui, une diffusion (yt) étant
donnée, fournit un développement de yt - yo suivant les puissances de t1~2, , quand
t -~ 0.

1.6.- THEOREME : : Sur l’ouvert U de lR, soit (yt) la diffusion minimale solution de

dyt = + B(yt)dt

où r et B sont respectivement un champ de matrices rectangulaires et un champ de
vecteurs sur U. Supposons F et B de classe CN+1 . Fixons le point initial x ~ U de

(Yt) et soit 03B6 le temps de vie de (yt).
Il existe alors une diffusion Eg.,...,g.j] à valeurs dans 

’ nulle au temps

zéro, à temps de vie infini, ayant les propriétés suivantes

(8) pour chaque t ~ 0, les processus s -~ et
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s + 
1 (s),...,tN/2 gN (s)] ont même loi ;

(9) Le processus I~+1 défini sur 0 _ t  ~ par

N N+1

Yt 
= x + L g.(t) + t 

2 
-N+1(t)

révifie lim Px(|RN+1(t)|re)=0.
Les propriétés (8) (9) déterminent les gj de façon unique pour x donné, par

un système d’équations stochastiques en cascade, à coefficients constantsp résoluble

par quadratures explicites. Les g sont des combinaisons linéaires d’intégralesj
(stochastiques) multiples du brownien.w, et en particulier g1 

= r(x)w est gaussien.

2.- LES COEFFICIENTS DU POLYNOME DE TAYLOR STOCHASTIQUE

2.1.- CALCUL DES COEFFICIENTS: Fixons le point initial x des x£. Considérons les

développements formels

( 1 ) x~ ~ xo + G ~jgjj>_1 J

dx~ ~ dxo + ~ ~jdgj.J
Définissons les formes multilinéaires (aléatoires sui x° n’est pas déterministe)

Q.. (t) : ( IRm)j 
. 

~ IRm  IRk et b.. (t) : ~ IRm
1J 1J

par les formules

( ) Qi j ( t) i-- ~i+j03C3 ~~i~xj J 
(0, , t

bij(t) = 1 i1j1 ~i+jb ~~i~xj (0,t,xot).

Pour j ~ . 1 et y EIRm, notons Qij(t)yJ et bij(t)yJ leurs valeurs au point (y,...,y)
de {1Rm)J. Les séries de Taylor 1J formelles de o(t,.) et b(t,.) au point O,xt
s’écrivent
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(3) 03C3(t,~,y) ~  ~i03C3ij(t).(y-xot)j

b(t,~,y) ~  ~ibij(t). (y- x°)J . .

Dans l’équation 1.1 (1) remplaçons formellement x~, , b par les développements

(1) (3) et identifions les coefficients de EJ pour obtenir les identités

(4) + 

1 
= + 

1 
... + 

1 
... ~dt

avec 1 5 j et la condition initiale gj{0) = 0 pour tout j. Les Sj+1 et KJ+1 1 sont des

processus aléatoires à valeurs dans l’espace des applications polynômiales de
dans IR  IRk et 1R respectivement, données par la formule (5) ci-dessous,

et dans les notations du type a0lgj, etc... on a sous-entendu le

temps t au lieu d’écrire explicitement QO1{t)g (t), S.+1 tf_gl(t) ... gj(t)], etc...

Le calcul élémentaire ci-dessus donne pour yl,...,yj  IRm

(5) = et = 

... yj) = 03C3j+1,0(t) + 03C3ir(t).[yp1 yp ]

... yj) = bj+1,0(t) + 03A3 bir(t).[yp1 ... ypr]
en notant H(j+1) l’ensemble des (i,r,pl_ ... Pr) où les lettres sont des entiers
vérifiant

1 1 ~ ~ ’1 s j

Une transformation linéaire permet de ramener le système (4) à un système en
cascade à solution calculable par quadratures.

2.3.-PROPOSITION : : Sous l’hypothèse l.l (2), le système d’équations différentielles

stochastiques (4) admet une unique solution (gl,...,gN) continue sur , où 03B6o
est le temps de vie du processus limite ~ . De plus, le processus {x°,gl,...,gH) est
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une diffusion de temps de vie 03B6o.

I1 existe une diffusion (xo,Q) de temps de vie ~o, avec Q t automorphisme
linéaire de Qo = I, telle que les h.(t) = Qtg.(t) vérifient sur le sys-

o J t J
tème en cascade

dhj+1 = 
... + Kj+1 (h1 ... 

où les Sj+1 et Kj+1 sont des processus aléatoires à valeurs dans les applications

polynômiales.

PREUVE : I1 suffit d’utiliser les résultats de l’appendice A.7 avec W = IRk, F = lRm.

Soit L(F,F) l’espace des applications linéaires de F dans F. Pour n E LCF,L(W,F)]

définissons ~r* E LCW,L(F,F) ] par

f EF, w ~ W.

Définissons l’application bilinéaire aléatoire B t : W x W + L(F,F) et sa trace

Ct E L(F,F) - cf. appendice A.6 pour la définition de la trace d’une application
bilinéaire - par

(6) a C~01(t)°][a01(t)W] W

Ct = Tr Bt

et soit Qt E L(F,F) la solution (cf. A.7) continue sur CO,~°] de l’équation linéaire

(7) dQt = - . + b01 (t)dt]+ QtCtdt

Qo = I . .

Alors (cf. A.7) pour t E , Qt est inversible et on a

8> Qtl.
De plus, le changement de variables (cf. A.7)
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(9) h.(t) = Q g.(t) J > 1

définit une diffusion (xo,hl,...,hN) ) solution du système

(10) = 
... ... 

avec Sj+1, , K. 1 donnés par la formule (12) ci-dessous, ’ et toujours en sous-entendant
le temps t dans hj, 1 

Pour chaque z E FJ notons ~.+ t(z) l’application bilinéaire de W x W dans F
donnée par

où v,w E W

et soit E F la trace Ainsi est une applicationpolynô-

miale de Fj dans F.

D’après A.7 (17), on a alors

(12) 

K. J+l,t ° (Q t )®~ = 
°

Une récurrence immédiate prouve que le système en cascade (10) admet une unique so-
lution continue (hl ... hN) sur qui s’obtient par quadratures successives

(riemannienne.et stochastique) ; on revient aux gj par l’inversibilité de Qt. .

2.3.- CAS PARTICULIER : : PETITES PERTURBATIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES

Considérons le cas particulier o(t,0,y) = 0 introduit en 1.5. Alors x°, ~° sont
déterministes et x° est la trajectoire du système dynamique 1.5 (7) issue du point
initial x commun aux Les coefficients Q i:(t), b..(t) définis en (2) sont des

fonctions déterministes de t, continues sur [0,03B6o[. La nullité de Q(t,.) entraîne

(13) Q oj(t) - 0 pour j > 0.

Le changement de variables h.(t) = Q g.(t) défini par (7) (8) est ici très
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simple car les matrices Qt sont déterministes, données par l’équation différentielle
ordinaire

(14) = - Qo _ I

Les polynômes S. , K. , S. , K, introduits en (5) et (12) sont déterministes,
J,t J,t J~ô J,t

à coefficients continus sur et les systèmes en cascade donnant les g. J et les

h. sont à coefficients déterministes. L’équation stochastique
J

dhl(t) = 

montre que hl et gl sont des processus gaussiens que l’on peut expliciter facile-

ment (cf. Chaleyat-Maurel-Elie [C-E]).

Le cas particulier des systèmes perturbés associés aux diffusions en temps

petit (cf. 5.1) est encore plus simple car xt est alors constant en t et encore dé-

terministe, hj ~ gj, et le système en cascade (4) est à coefficients constants.

3.- UNE FORMULE DE RECURRENCE POUR LE, RESTE DE TAYLOR STOCHASTIQUE

Soit xe la diffusion solution de 1.1 (1), sous les hypothèses 1. 1 (2). Soient

g. J les coefficients de Taylor stochastiques calculés formellement dans la section 2,

de temps de vie ~o. Pour j = 0 ... N définissons polynôme et reste de Taylor par

(1) z _ 0 ; z. - ~ 
o J 1~k~j J

+ 
1 

sur [0,03B6o039B03B6~[

R.+1 - point à l’infini de IRm sur C~° ~ ~£, + ~ C.

Bien entendu zj, 1 dépendent de ~.

Ecrivons la formule de Taylor usuelle pour y,z E U,

gt,e,z> = i à cr 
t,o,y> . 

. 
. 

+ à .

Pour tout compact connexe K c U, tout voisinage compact L de K dans U, tout T > ~,
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il existe c > 0 tel que pour E ~ 0, t _ T, y,z E K, on ait

.. N+1 1~~N+1 I ~ c G 
~~i~yj

où L = 1 tels que t  T, a  E, z ~ L}. Résultat analogue pour
b. Avec les conventions de 2.1 1 on peut écrire

E B . E J N+l(2) a 

. 

~ ElQi.it) . + EN+luN+1 1J t +

’E . E J N+ 1
. L .fxt xt] + 

i+j~N

et affirmer que, en notant TK le temps de première sortie de K pour x£,

(3) à chaque compact connexe K ~ U, et chaque.T > 0, on peut associer c > 0

fixe tel que

1 N+1| + IV N+1 | _ c(1 + |R1|)n+
1 

pour t _ T n T~K n To . K
Examinons en passant le cas particulier 6(t,0,y) = 0 (systèmes dynamiques per-

turbés). Pour i ? 1, les . sont nulles en (t,0,y), ce qui entraîne avec les- ----- 

~~q-1~y1
notations ci-dessus.

Il aqa ., .11 - pour 1 5 i  q s N+ 1 .

~~q-1~y1 T,~,L
Pour K,T donnés on trouve ainsi un nombre c~ tel que y,z E K, t  T impliquent

|1| ~ c1~ ; |2| ‘ c1~2 ; |3| ‘ c,(E3+E2IZ-Y) + 

Ceci fournit, toujours en supposant Q(t,0,y) = 0, des estimations plus fines des

restes dans (2), à savoir

c3 bis) pl)  cl ; | 2| s cl ; | 3| s c1(1 + |R1|)2
pour t ~ T n TK n TK.

Revenons au cas général, et introduisons deux processus aléatoires continus
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sur 

(4) bt = Qt = J 1.+J- t 1.J 1.+J-

C l1 IV N
Dans les calculs ci-dessous les processus x(r, aV, b, o, g., z. etc... sont toujours

J J
considérés au temps t, qui est le plus souvent omis pour alléger l’écriture.

Enonçons un lemme élémentaire; soient F, G deux espaces euclidiens, 1

un entier; soit L(F®J,G) l’espace des applications multilinéaire de F~ dans G. Il

existe une application polynômiale ,

. : x F X F ~ L(F,G)
J

telle que pour tout u,v,w E F, tout B E la relation u = v+w implique

(5) B , u~ = B (v + w)J = B . v~ + r. (B,u,v) . w .
J

De plus, rj(B,u,v) est linéaire en B, de degré total (j - 1) en u, v. Ceci se vérifie

par récurrence sur j.

Pour N ~ 2, i + j >_ 2, appliquons (5) avec u = R1, v = £ 1 zN-1, w = 
B = b..(t) pour écrire ~1b... (x~ - xo)j = ~1+jbij . (v+w)J sous la forme

1J 1J 1J

E i+j bi. ~ 1 zN-1) j + E N+i+j-1 zN-1). ~ .£: J( (- zN-1) + J J R l ,- ZN 1) . RN .

Le terme el+J 2 l’.(bi’.,R1,É zN-1) appartient à L( lRm, 1Rm) et est d’après (1)(5) une
J J £: N-

fonction Yij polynômiale (à coefficients constants) en ~, bij(t), R1(t), gl(t),
Eg2(t),..., E N-2 gN-1(t). Ceci donne pour i + j >_ 2, N >_ 2 

1J

(6) ~ibij (x£ - xo)J = ~ibij (z )J + ~N+103B3ij (E,b..,Rl,g 1 ...,eN 2gN-1) . RN .1.J y N-1 y y 1 - 

- 

N

Pour i + j = 1, écrivons directement

(7) b 0 1(x£ xo) = b01zN + EN+1b01-N+1 ’ .

Mais les polynômes aléatoires Sj, K~ définis en 2.1 (5) vérifient clairement,

pour N >_ 2,
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b01zN + ~b
10 

+ ~ 2~i+j~N ~ibij(zN- 1)j = ~jKj (g1 ... gj- 1) + ~N+103BBN

où À est une fonction polynômiale (à coefficients constants) de e, Ô(t),

~Îl~’~~’°’~~ 
Sommons (6) (7), reportons dans (2) et tenons compte de l’égalité précédente

pour écrire

(8) b(t,~,x~t) - b(t,0,xot) =  ~jKj(g1 ... 

de même

(9) 03C3(t,~,x~t) - 03C3(t,0,xot) = ~jSj(g1 ... gj-1) + ~N+1(03C301RN+1 + N+1 + 03C6N . RN)

avec 03C6N = 

P N_2

©~ = 

où 03A6N et sont des fonctions polynômiales à coefficients constants, à valeurs dans

l’espace des applications affines de lR dans lR) et lR respectivement.

Dans l’é.quation 1,1 (1) vérifiée par x~ remplaçons x~, J, b par les développe-

ments (1) (8) (9). Comme les g. sont solutions du système stochastique 2,1 (4), les

termes en  N, disparaissent et on obtient pour t  ç° A cE, N z 2,

~~~~ ~~N+1 
= ~ ’N ° ~N ~ ~ ~ ’~N ° ~N ~ 

R~+10> > 0.

Un calcul direct montre que «0) est vraie pour N 
= ,2 avec

«i> +, > .1 > °

~2 ° ~ ~ ~02~~~ ° pour tout ~ ~ ~~

&#x26; 2° v = b 11 (t)v + b 02 (t) . (R  (t),v) pour tout v ~ IRm .

Le,changement de variable linéaire 2.2 (7) (8) (9), noté ici
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( 12) = sur 0 S t  

transforme (cf. appendice A.8 (20) (21)) le système (10) en

(13) 

avec (le temps t étant toujours sous-entendu dans l’écriture ci-dessous)

1

Q - 1 GN = ~N . ~ + vN+1 + ~ + uN*1] .

où B est une forme bilinéaire à coefficients constants.

En particulier, FN(t) et GN(t) sont des fonctions polynomiales (à coefficients cons-

tants) de e, Ô(t)~ b(t), rN(t).

4.- ESTIMATIONS DE LA QUEUE DES COEFFICIENTS ET DU RESTE DE TAYLOR STOCHASTIQUE

4.1.- ESQUISSE DES RESULTATS : Pour chercher un développement asymptotique de

E -~ 0, où F est une fonctionnelle numérique assez lisse, à partir
du développement de Taylor stochastique de xE, il est crucial de savoir quand

est fini et quand E( ~ R~+1 (t))~) est borné pour e  1.

Dans le cas général 1.1(2), ces moments peuvent ne pas exister. Par contre

1 ( sup ~g.,) et 1 
0 £ sup JR~ J ont des moments de tous ordres,~

uniformément bornés 1 pour K compact donné, T temps fixé, et T ~ temps de
sortie de K pour xE. Des restrictions sur la croissance en y de o(t,E,y),
b(t,e:,y) et de leurs dérivées garantissent un résultat analogue avec K = U.

Dans le cas Q(t,0,y) = 0, c’est-à-dire des systèmes dynamiques perturbés, les

moments de sup existent toujours- si t est antérieur au temps (déterministe)

[0,t]o 
’’ 

. e
d’explosion de xO, et dans la même situation, 1 

{ tTK} [0, t ] 
|R~N+1| a des moments

uniformément bornés en 1.
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Par contre, les et ) ne sont en général pas d’espérance

finie, même pour les systèmes perturbés, dès que j >_ 2, N + 1 _> 2.

4.2.- PROPOSITION : : Considérons les diffusions xE vérifiant 1.1 (1), 1.1 1 (2) avec

x E x. Définissons les g. par le système stochastique 2.1 (4) et R~N+1 par

x 
E 

= x 
0 

+ ~jgj + e: RN+1 .
Fixons 

un temps 
T et un compact K de U. Soit TÉ le temps de première sortie de K

pour xE. Alors il existe p,c > 0 tels que pour tout xeU, r > p, t  T on ait

(1) P x[ sup |gj(s)| ~ r ; t  s exp [- c (Lo g r) 
2 

] pour j 
. 

= 1 ... N
x J ~ t

P C sup |R~N+1(s)| ~ r ; t  ToK A 5 exp[-c r) 2 J pour £ s 1.

os_t

PREUVE : cf. ci-dessous en 4.6.

4.3.- PROPOSITION : : Particularisons la situation précédente 4.2,au cas où xE est
un système dynamique faiblement perturbé, c’est-à-dire où cr(t,0,y) = 0. Fixons un

point initial x E U et un temps T strictement antérieur au temps d’explosion (dé-

terministe) de x°. Alors il existe a, p, c > 0 tels que pour tout r >_ p, t s T on

ait

a
(2) P [sup r]  exp (-cE-) pour j = 1 ... N.

Si K est un compact de U, il existe B, p, c > 0 tels que pour tout r >_ p,

t  T, E  ], on ait

Px [sup |R~N+1(s)| ~ r ; t 5 

PREUVE : : cf. ci-dessous en 4.6.

4.4.- PRECISIONS SUR LES TERMES D’INDICE INFERIEUR A 3 : : La situation est celle du

paragraphe 4.3 précédent, et donc Q(t,0,y) = 0. Enonçons quelques estimations

plus précises utiles dans la seconde partie de cet article. Les preuves sont données

plus bas en 4.7, et on suppose t  T  ~°.
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- Dans (2) on peut prendre a = 2 si j = 1, et a = 1 si j = 2 ; ; ainsi

, 2 , r

sup [ est à queue en exp(- c t ), et sup (g2~ est à queue en exp(- c t).
Co.ij ’ 

’ ~ 
[O,t] 

"

- Dans (3) on peut prendre 03B2 = 2 si N + 1 = 1, 03B2 = 1 si N + 1 = 2, 03B2 = 2 3 si
N+ ! 1 = 3. Ainsi le suprémum de resp. , sur [O,t A T~] est à

2 
~ 

r 

~ 
2/3 ,

queue en exp(- c ~), resp. en exp(- c et exp(- c t ), uniformément sur E sI,
t S T.

- Enfin, soit f la trajectoire (déterministe) sur du système dynamique

limite x°, issue du point initial x commun aux xE. Soit V la boule de centre f, de

rayon X pour la norme uniforme sur [OT] ; ; supposons X assez petit pour que les tra-

jectoires appartenant à V soient toutes à valeurs dans U. Soit T~ le temps de pre-
mière sortie du "tube" V d’axe f pour x£. Alors il existe p,c > 0 tels que pour

[O,tATy] 
~ Px-p.s.

Px[[0, sup~ |~R~2| ~ r] ~ exp(- c t r2 X2)

Px [[0, |~R~3| ~ r] ~ exp(-c t r X)

4.5.- LEMMES PRELIMINAIRES : : Fixons le point initial x EUdes xE ; ; considérons tous

les processus x , etc... comme définis sur l’espace de probabilité 
naturel associé au brownien w. Donnons-nous un temps d’arrêt ~. Pour tout processus

(Xt) défini sur à valeurs dans un espace euclidien, et continu sur [0,~[,

notons

(3) X « 1 sup 
t {t03B6} 0~s~t 

s

Nous dirons que X est du avec ~,c > 0 si pour tout t ~ 0, r ~ c,

on a

(4) P(Xt 2 r)  
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et que X est du type ~(c,~) avec c > 0 si pour tout 0, c, on a

(5) P(t ~ r) ~ exp [- (Log r)2 °
Par exemple w(03B1,c,03B6) et exp|wt| ) E 03BE(c,03B6). Par des arguments élémentaires,

on vérifie les propriétés (6) et (7) ci-dessous, où le même temps d’arrêt ~ reste

sous-entendu dans les écritures etc...

(6) Soit ~t un processus aléatoire continu sur [0,~[ , , à valeurs dans l’espace
des applications polynomiales de degré s q, en p variables euclidiennes, à coeffi-

cients bornés par une constante A sur [0,~[ ; ; alors l’application qui, aux processus
X~ ... XP associe le processus Zt = ... Xp) envoie P ,c P )
dans un et 03BE (d1) ...  03BE(dp) dans un 03BE(d) où (a,c) et d sont resp. dé-

terminés par ... et p,q,A,dl ... dp.
En particulier Xl E ) et X2 E impliquant ~ 

avec 1 03B1 = 1 03B11 + 1 03B12 , pour toute forme bilinéaire bornée B.

(7) Si 03B6 est borné par T fixe, l’intégration stochastique X -)- Zt = t Xsdws
envoie dans t,(r(a~,c~) et ~(d) dans ~(d~), avec â - â + 2 etc, d déter-
minés par T,a,c,d. L’intégrale riemannienne envoie dans et ’~(d)
dans ’~ (d ~ ) .

4.6.- PREUVE DES PROPOSITIONS 4.2 ET 4.3 : : Fixons T, x E U, et K compact de U.

Prenons C = T A T. D’après l’appendice (prop. A.2), les matrices aléatoires

Qt et Q ~ solutions des équations linéaires 2.2 (7) et (8) à coefficients bornés

sur [0,~[ , , sont donc dans un *~(c ,~). D’après 2.] (5) et 2.2 (12), les polynômes
aléatoires S.. et K. sont à coefficients bornés par une constante sur
0 5 t  ~. Le système en cascade 2.2 (10) vérifié par les h. J 

= 

Qg. J montre alors par
récurrence sur j et utilisation des propriétés (6) et (7) ci-dessus que

h. J E ~ (c.,~), j - J = ! 1 ... N. Mais g. J est un polynôme en Q ~, h. J et donc par (6) on

conclut que g. J E ~(c,~), j = 1 ... N.

Prenons maintenant ç’ = TK A de sorte qu’a fortiori g. J E ’ê(c,~’),
j = 1 ... N.Supposons prouvée l’existence de d~ ... dN tels que Rj E ~(dj,~’) pour
j = 1 ... N et e  1. La formule 3 (3) majore et par un multiple
constant de (1 + pour t  ~’, E _ 1. Les coefficients F , G de l’équation
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stochastique 3 (13) donnant ~ où = sont par suite, pour t  ~’,

£ s 1, majorés en norme euclidienne par des polynômes (~ coefficients constants) en

Tous ces processus étant dans des f~ (c,~’) pour
diverses valeurs de c, on en déduit, toujours avec e  1, d’abord par (6) que FN,GN
sont dans puis par (7) que est dans et enfin par (6)

que RN+ ~ 1 E ’~ (dN+ ~ , ~’ ) . °

Il ne reste qu’à amorcer la récurrence sur N. Notons pour cela que

(8) dR1(t) = 1 ~[03C3(t,~,x~t) - 03C3(t,0,xot)]dwt + 1 ~[b(t,~,x~t) - b(t,0,xot)]dt
ce qui s’éctit

(9) dR~(t) ~ + 

avec y - et pour e:  1, t  ~’, la majoration

(!0) + + 

où la constante M est déterminée par K et T. La proposition A.2 de l’appendice en-

traîne donc R~ 1 E ~ (c~,~’) avec cI 1 constante indépendante de e _ l. Ceci achève la

preuve de la proposition 4.2.

Supposons maintenant comme en 4.3, que Q(t,0,y) - 0. On a vu en 2.3 

Q t ~ sont déterministes. Fixons le point initial x des x et un temps (fixe) T  ~°.
Le processus h l est évidemment d’après 2.3. Comme dans la preuve pré-

cédente, une application répétée de (6) (7) fournit a.,c. tels que g. E 

pour j = ,1 ... N. 
’

Donnons-nous K compact dans U, et soit ç" = T A T~. Les systèmes 3(10) et 3(13)
montrent par une récurrence analogue à la précédente, que l’ hypothèse R. E 

pour 1 _ i _ j et e - 1, entraîne R. J+ lE 1,03B6"). Pour amorcer la récur-

rence, on note que dans l’équation (9) donnant dR1, on a uE(t,yt) = p 1 et

 
avec les notations du § 3. Comme ?(t,0,y) = 0, l’estimation 3(3bis)

fournit une constante M telle que pour E S 1, t  ~" on ait

M M(1 + 
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Par la proposition A.2 de l’appendice, on conclut que R l E où la cons-

tante dl ne dépend pas de e  1. Ceci achève la preuve de la proposition 4.3.

4.7.- ETUDE DETAILLEE DES TERMES D’INDICE 1,2,3 : : On suppose Q(t,0,y) - 0. Les sec-

tions 2.2, 2.3 et les relations 3(10), 3(11) donnent alors

gl est gaussien

= 

v2dt

dR3 - b01R3 " 

Soit un tem p s fixe T  ~ . ° Le processus gaussien gl est bien sur dans ~(i(2,cl,T).
Puisque Qt, , 

’ 
sont déterministes bornées sur [OT], l’équation donnant dg 2 montre

alors par 4.5(6) et 4.5(7) que g2 E 

Soit K c U un compact, et posons C = T A TK. Les estimations 3(3) et 3(3bis)
fournissent un nombre fixe c tel que pour t  03B6, ~  1, on ait

(11) ~ c(1 + 

 c(1 + |R1|)2 , |03BD3|  c(1 + 
.

On sait déjà (voir section 4.6) que R 1 E ~(2,d1,~). Appliquons les lemmes
4.5(6) et 4.5(7), et les majorations (11) aux équations stochastiques donnant dR2
et dR3 pour conclure d’abord que R2 E t,(Î(1,d2,~), et enfin que R3 E ?~i%~(3,d 3 ,~), ’ tou-

jours pour E  1.

Ces estimations uniformes en E s 1 s’améliorent si on remplace Ri par eRi,
i = 1,2,3. Soit f : : [OTj -)- U la trajectoire (déterministe) de x° issue du point ini-
tial x. Soit V une boule de centre f, de rayon X assez petit, comme décrite en 4.4.

Imposons e s X _ 1.

Posons n = T A Tv, où ’r~ est le temps de première sortie du tube V d’axe f,

pour xE. Par définition, on a xo~ s X sur (11) ceci en-

traîne pour t p, E s 1,
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|~ 2| ~ c~ , |~03BD2| 
s 2c X(1 + 

|~ 3| _ 2c X(1 + , |~03BD3| ~ 2 c ~(1 + |R1|)2

Par 4.5(6) et 4.5(7) appliquées aux équations donnant dR2, dR3, on en tire d’abord

~R2 ~ (2,~2d4,n) puis u ) 3 E et

~3J E d’où enfin ER3 E où les cons-

tantes d4 ... d~ sont indépendantes de e, X pourvu que E 1. Ceci prouve les

assertions de 4.4.

4.8.- COROLLAIRE : Dans la situation générale 4.2, pour x E U et T > 0 fixés,

on a

lim P ; T  ~ oJ = 0.
0-s_T

Ceci achève la preuve du théorème 1.3.

PREUVE : : Soient K, L compacts dans U avec K c LO. Pour tout évènement A c Q on a

Px[A ~ (t  03B6o)] ~ Px[A ~ (t  ToK ^ T~L)] + Px[T~L ~ t  ToK]+ Px[Tok ~ t  03B6o].

Le troisième terme tend vers 0 quand K croît vers U. Le second terme est majoré par

Px( sup 1 > -~ ; ; t  T~) où a > 0 est la distance de K à U - L. La proposition
~ "

A.2 de l’appendice appliquée à (9)(10) fournit c > 0, e o > 0 tels que pour t _ T,

E  E on ait
o

(!2) P ( sup a ; ~t (Log x L K 1 E K c C

Prenons A = { sup ~RN+1(s)~ >_ r} avec r fixé assez grand. Majorons
0_sT 

~’

Px[A n (T  T~ A par la proposition 4.2. Il suffit de choisir K assez proche de

U, puis de fixer L, et enfin de prendre e assez petit pour rendre Px[A n (T  ~ o )]
arbitrairement petit.


