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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1971/72

QUESTIONS DE THEORIE DES FLOTS (I1)
par J, de SAM LAZARO et P,A.MEYER

Nous continuons 1'étude des flots sous une fonction et des pro-
cessus ponctuels discrets, commencée dans 1l'exposé I, Nous commen-
¢ons par montrer que ces deux notions sont, en fait, absolument
équivalentes . La caractérisation des flots sous une fonction don-
née dans 1'exposé I, Prop.2, donne alors un résultat fondamental
de la théorie des processus ponctuels discrets, par simple traduc-
tion : 1l'existence de la mesure de PAIM d'un processus ponctuel,
NEVEU nous a signalé que cette présentation de la théorie de la
mesure de PALM, que nous croyions nouvelle, avait été développée
par HANEN ( Processus ponctuels stationnaires et flots spéciaux.
Ann, Institut Henri Poincaré, 7, 1971, p.23-30 ).

Nous consacrons ensuite un paragraphe & la filtration du flot
sous une fonction. Enfin, le paragraphe 3 est consacré au théoréme
de représentation d'AMBROSE-KAKUTANI : tout flot ( filtré ) raison-
nable est isomorphe & un flot sous une fonction. Mais nous n'avons
pas vraiment besoin de ce résultat, et le paragraphe est rédigé

sous forme de bavardage mondain .
1, MESURE DE PALM D'UN PROCESSUS PONCTUEL DISCRET

PROCESSUS PONCTUELS DISCRETS = FLOTS SOUS UNE FONCTION

Nous n'insisterons pas ici sur le fait que le flot sous une
fonction contient un processus ponctuel discret naturel ( les
" points" correspondant aux discontinuités de la composante tem-
porelle ) : nous verrons cela en détail plus loin. Nous nous occu-
pons ici de la démarche inverse , consistant & interpréter le flot
d'un processus ponctuel discret comme un flot sous une fonction.

Nous considérons un flot (O,é°,P,(Ot)) ; 1l'application (t,w)
— Otm est g(m)xé°—mesurable s nous notons é* la complétion univer-
selle de A°, A la complétion de A° pour P. Soit (Xt) un processus
ponctuel discret, stationnaire, & valeurs dans (E,E). Plutdét que d'
exiger la mesurabilité de (t,w)—> Xt(w), nous exigerons ( ce qui

est plus facile a4 vérifier, et se préte aussi bien aux démonstra-

tions ) que les v.a. ‘I‘n,Xn correspondantes soient é*—mesurables.
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Nous commencerons par supposer que pour tout w 1'ensemble P(w)
des sauts est non borné des deux cdtés. Mais ce n'est pas indis-
pensable, et nous léverons cette hypothése par la suite.

Désignons maintenant par W le sous-ensemble de Q formé des weQ
tels que To(m)zo y i.e. des w qui sautent & 1l'instant O, C'est un
ensemble de mesure nulle pour P, Nous le munirons de la tribu in-
duite par g* . 3i weW , nous poserons sw = O w e W, de sorte
que T (sw) = T, (w) -1, (w) , et que X%(sw) = i X%+1(w) : 8 est
mesurable de W dans W, et c'est en fait une bijection mesurable,
toutes les puissances de s s'écrivant s"w = S D (w ) (neZ). On pose
aussi f(w)=T (w), c'est une fonction partout 20 sur W, finie,

Formons W = WxR , dans lequel nous distinguons comme dans l'ex-
posé I les"boites" W , W =W, ; introduisons les ﬁ sur W, les Ot
sur W , 1'application s , la relation d'equlvalence R, Et maintenant,
définissons une application de W dans O , mesurable d‘'aprés I.(2.3).

P (w,u ) = QW
qui commute évidemment avec 3t et Ot (Eﬁtzgtﬁ) . 9 applique évidem=-
ment W sur Q , car tout w se raméne par translation(de n'importe
quel t=T (w)) dans l'ensemble W, La relation d'équivalence ¢(w,u)=
w(w',u ) est exactement R , de sorte que ¢ = ¢| est une bijection1
de W sur Q , Elle commute avec Ot et Ot par passage au quotient.
La mesure obtenue en ramenant P sur W est donc invariante par les
Et s et la proposition 2 nous dit qu'elle peut s'éecrire u®é , ol
p est une mesure positive o-finie sur W, invariante par s . On rap-
pelle que W est muni de la tribu induite par é* , non complétée pour
P,

DEFINITION, La mesure p sur (W,A*) est la mesure de PAIM du processus
ponctuel discret.

I1 est agréable de considérer p comme une mesure sur Q portée
par W . Lorsqu'on ne suppose pas que P(w) est non borné des deux
cdtés pour tout w , on se restreint simplement & 1l'ensemble Oo des
w tels que P(w) soit non borné, dans lequel on construit WO comme
ci-dessus, et la mesure de PALM est considérée comme une mesure sur
Q portée par WO .

Le théoréme suivant est une importante caractérisation de la
mesure de PAIM, due & MECKE ( Stationfire zuf#llige Masze auf lokal-
kompakten Abelschen Gruppen, Z.W-th, 9, 1967, p.36.58 ). Rappelons

1 La bijection réeciproque s'derit wr—= (UT (w),~T (w)), elle est
donc aussi mesurable.
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que (Nt) est 1'hélice croissante qui compte les sauts du processus
ponctuel (Xt) entre O et t ( exposé I, § 2 ). Nous devons remercier
NEVEU de nous avoir fait connaltre 1'article de MECKE,

Pour des raisons de simplicité, nous supposons & nouveau que
P(w) est non borné pour tout w , mais les résultats s'étendent immé-
diatement au cas général .

T1 THEOREME. Soit h une fonction sur OxR, A*xB(R)-mesurable et positive.
On a alors N
- 00
(1.1) B[/ “h(oLw,t)dN (w)] = 4 . n(w,t)p(dw)dt
X

DEMONSTRATION, Identifions Q & W, Le membre de gauche est 1'espéran-
ce d'une somme, correspondant aux différents sauts du processus ponc-
tuel., Le premier terme est, par exemple

B[ h(QT1m,T1(m)] , sur W [n(sw,f(w)-u)p(dw)du
de méme E[ h(OTOw,Tx(w)] , sur W a(w,=u)p(dw)du

etc., On reconnalt dans le membre de gauche l'intégrale de la fonc-
tion h'(w,u)=h(w,-u) sur W, par rapport & la mesure périodifiée P
de P. Mais celle-ci vaut p®4 . On change u en -u et on obtient le
coté droit,

Cette formule a des corollaires importants., Le premier :

T2 THEOREME, La masse totale de la mesure de PAIM p sur W est le

par unité de temps ).
DEMONSTRATION, La formule (1.1) avec h(w,t) = Iy, ,9(%).
’

La supériorité de la formule (1.1) apparalt bien lorsqu'on essaie
de démontrer directement ce théoréme : on se place sur W et on a

B[N, ] = I:in Pi{N, 2k} = I:T>%I{fk(y).u§1¥“(dy)du

T e du
10 By (y)-1)
Le premier terme de cette somme est 1'intégrale par rapport a p de
f—(f—1)+ = fAM, On démontre alors par récurrence que la somme des
k premiers termes est / A dp o, et le théoréme en résulte. C'est
beaucoup plus compliqué que (1.1).
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REMARQUE, La mesure de PAIM n'est pas absolument continue par rap-
port & P ( d'ol nos précautions quant aux complétions ). Cependant,
si HeA® est P-polaire, i.e. si le processus (IH°Ot) est P-indistin-
guable de 0, alors u(H)=0 : prendre dans la formule (1.1) h(w,t)=
IH(w). Cela s'applique en particulier au cas ou H est invariant et
P(H)=0 ,
Ensuite, considérons un ensemble Heé° ( on peut étendre cela
a Heé* , mais peu importe ). Définissons un nouveau processus ponc-

tuel X

; en posant
. . H .
Xg(w) = Xt(w) si Otw e H, Xt(m) =9 sinon .
On peut déterminer la mesure de PALM de ce processus ponctuel :

THEOREME, La mesure de PATM de (X}) est Iy.p

DEMONSTRATION Construisons 1'hélice NH qui compte les sauts de
(Xt ) : on a dNE = IHOO dNt , et par consequent avec les nota-
tions de (1 1)

E[f h(O 0, )aN, (0)] = E[f h(@ 0,%)T;(0,0)aN, () ]
=/ h(w,t)I.(w) (dw at
OxE ’ H p )
et on voit apparaitre & droite la mesure Igep

D'oll 1la valeur de p(H) elle méme : c'est le paramétre du processus
croissant XH .

INTERPRETATION DE LA MESURE DE PALM
Identifions Q a W . L'événement { il y a au moins un"point'entre
-¢ et O }| est représenté dans W par la bande
B, = {(w,t) : t<f(w)Ae |
Alors, pour tout HSW, A*-mesurable

%P({(w,t) s welH , t<f(w)Ael})= é ii%lﬁi p(dw)

Si p(H) < w, on peut appliquer du coté droit le théoréme de conver-
gence dominée, et il vient
L(H) = lim %P{ weH , t<f(w)Ae }
e>0
En particulier, si le paramétre est fini, on peut appliquer ceci

a4 H=0, et diviser, de sorte que

H ) P{weH, t<f(x)A
%‘l= . {ge{td(mg)tei

Le second membre est la probabili¥ conditionnelle pour que XOeH ,

sachant qu'il y a un saut entre —-&¢ et O, D'ou 1'interprétation
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intuitive de p(H) : probabilité conditionnelle de H, sachant qu'il
y aun " saut" & l'instant O .

2, FILTRATION DU FLOT SOUS UNE FONCTION

Nous revenons & la situation de l'exposé I : une " cascade" (Q,4,
s,p ), une fonction f , et nous construisons le flot bati sous f

(2.1) 8= {(y,u)enx® : Ogu<f(y) |}
(2.2) E°= Q@(E)Ia

La notation a été légérement changée : cette tribu n'étant pas com-
plétée, nous la munissons d'un ° , et nous désignerons par g sa com-—~
plétée pour la mesure P=y®%|~ . De méme, nous enléverons les ~ au
dessus des opérateurs de translation Ot , les dangers de confusion
ayant disparu.

Nous nous donnons maintenant une tribu éO sur Q filtrant la cas-
cade : A,C A et S~1(éo)cﬁo , et nous posons comme d'habitude én =
sn(é), famille croissante de tribus., Nous supposerons que é:% .

=n
~
Nous pouvons associer aux An les tribus sur Q

(2.3) Ko = A xB(B)|g

Nous noterons X, la v.a. (y,u) —> Ot(y,u) sur (5,5), considérée

comme prenant ses valeurs dans (S,EB). La composante de Xt(y,u) sui-
vant Q sera notée Yt(y,u) [ par exemple, Yo(y,u)= y], et la compo-
sante suivant R, Tt(y,u) [ To(y,u)=u] .

On peut " dessiner" les trajectoires des deux processus T, , Yt .
Celles de(TQ sont des fonctions en dents de scie, dont les sauts
successifs sont les valeurs

T, (y,u) = £,(y) - u
et celles de (Yt) des fonctions en escalier continues & droite.

TU®  Lumra  Tew-fae *

" pATEN)
Ay
{ 54
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L'application (t,) he>Xt(G) est donc mesurable pour la tribu

B(R)xA® : si h(y,u) est une fonction gg—mesurable de la forme a(y)b(u),

ou a est continue sur B, b bornée sur (O,éo), le processus hoXt est
continu & droite, donc mesurable. Cn passe de 14 au cas général par
le raisonnement habituel.

Nous avons mentionné au §1 1l'existence d'un processus ponctuel
fondamental dans le flot sous f : c'est celui dont les instants de
sauts sont les T , 1'espace d'états étant (E,Q)=(Q,é0), et les
positions aux instants de saut étant les v.a. ™= YTn.
DEFINITION, La tribu ﬁO étant fixée sur QO , on pose
(2.4) Fo = I(X, , st )

( famille naturelle du processus (Xt) a valeurs dans (5,58)). Cette

filtration est appelée la filtration naturelle du flot sous f, asso-
cide 3 la filtration discréte(én) sur Q .

En fait, il est bon de distinguer les filtrations dues aux deux

composantes

(2.5) Ge = I(Y, , sst )
(2.6) B = I(t  , st )

Ces filtrations ne sont vraiment utiles que si 1'hypothése sui-
vante , introduite par GUREVI& ( Conditions pour 1'existence d'une
K-partition d'un flot spécial, Tr. Mosk. Mat. ObS&. 17. 89-116
(1967 )) est satisfaite.

PROPOSITION 1, Si f est A,-mesurable, on a FQ = A3y . La famille

(gg), sans complétion, est continue & droite, et les T (n>0) en

sont des temps d'arrét . On a ga)= §°.

8i f est Aj-mesurable, on a BR_= gg et Ff = E? , et dans ce cas
le temps d'arrét T, est prévisibld, !

DEMONSTRATION, 1) XO est g%-mesurable par définition , donc ses deux
coordonnées le sont . La premiére est (y,w)+=> ¥y , 4 valeurs dans
(O,éo), la seconde (y,u)~>u . Donc KQCFR .

Supposons f é1-mesurable, et établissons 1l'inclusion inverse.
Toutes les fonctions (y,u)+> -u, (y,u)—> f(s_ky) pour k>0, sont
ga—mesurables, donc aussi les fonctions (y,u)r— Tn(y,u) (n<C), et

1 Les résultats qui suivent sur la filtration du flot sous une
fonction sont empruntés & l'un des mémoires ( non encore publié )
de la thése de J. de Sam Lazaro, & 1l'exception bien sir d'une ou
deux remarques trés simples, qui font partie du folklore des flots.
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(y,u) = £(sy) (n<0 ). Il suffit alors d'écrire explicitement
les fonctions Tt(y,u), Yt(y,u) en fonction des Tn,Yn pour vérifier
que tous les X, (t<0) sont gg—mesurables, donc que £6C§8'

[ I1 est agréable de savoir que la condition de mesurabilité ne
peut étre améliorée. En effet, si les Ty (t<0 ) sont g&-mesurables,
un instant de réflexion ( nécessaire a cause de l'absence de com-
plétion des tribus ) montrera que les T, (n<0 ) le sont aussi, donc
aussi TO—T_1 . Autrement dit , (y,u)r> fos_1(y) est éoxg(m)—mes.
sur ( ., Sous des hypothéses trés faibles ( celles qu'on ajoutera
ci-dessous ) sur les tribus 4, Ay et sur f, cela entraine que fog™!

est Aj-mesurable. ]

2) Soit (U,g) 1l'espace d'états (OxB , éoxB(R)), et soit (Zt) le
processus (Yt’Tt—t ) & valeurs dans (U,U). La raison pour laquel-

le on a pris T,~t est que le processus (Zt) est continu & droite pour

la topologie discréte sur U, et on a encore Z%:g(ZS,SEt). On va mon-

[ Jy Y] _ 3
trer que zt—g‘lﬁ’ Le cas t=0 suffira.

Notons Z? le processus ZtA1/n (teR ), et Z: le processus ZtAO .

Soit h une v.a, £8+—mesurable, donc E?/n -mesurable pour tout n .
I1 existe alors une fonction Hn sur Um muni de la tribu produit

UR, telle que

= h(w) = H ( zfcl(w), teR )

Soit H = 1lim inf Hn . Pour tout w on a pour n assez grand Z?(w):ZT(w),
donc aussi Hn(zg(:),tem ) = Hn(Z:(w), teR ) = E(w) est indépendant

de n, et vaut H(Zt(w), teR). Ia formule h=H(Zt , te® ) montre que

h est gg—mesurable.

3) Montrons que T1 est un temps d'arrét ( les suivants se traitent

de manidre analogue ). Soit T%® 1'inf des t rationnels > O tels
que T.<€ ; T est un temps d'arrdt de la famille (£%+), et Tetg lors—
que €40 , donc T, est un temps d'arrét de la famille (£§+), et on

conclut en remarquant que EP =FP .

4) YT s Vea. & valeurs dans éO s est FJ -mesurable pour tout n,
aulrement dit (y,u) —> s 3 valeurs dans (Q,éo), ou encore
(y,u) > y & valeurs dans (Q,én),Nestvgg-mesurable. Comme A=Y A ,

on voit que FJ contient la tribu 4 . L'inclusion inverse est

évidente.

5) Supposons f éo—mesurable. Dans ce cas T1 est une v.a,. Eg-mesura—
ble >0 , on peut l'approcher par une suite croissante SU de v.a.
F3-mesurables, partout > 0 et < Ty . ILes S" sont des t.d'a. annongant
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T1 . On procéde alors par récurrence pour les autres T, (n>0).
6) La tribu 58 = FQ est contenue dans FR  du fait que O et T, sont

des temps d'arrét avec 0<T,. Dans 1'atfre sens, la tribu Ff _ est
engendrée, par définition, par les ensembles de la forme HH§t<1T1},
ou HeF? . L'événement &<T1i = {(y,u) : t<f(y)-u} appartient a o .
D'autre part, il suffit de considérer des générateurs de E% , et
donc des ensembles H de la forme {YseUi, {TSeV} avec st o 81 s<0
il n'y a rien & démontrer. Si O<s<t , on remarque que sur {t<T1} on

a Y=Yy, T4=Tgts . Plus généralement, £T2-= E? etc .

7) L'application (y,u)w~>u est Eg-mesurable, donc F{ -mesurable.
L'application (y,u)=>sy & valeurs dans (0,40) 1! est aussi ,
car c'est X, . Donc (y,u) >y & valeurs dans~(0,§1) est PR -mesura-

ble, et on déduit de tout cela que §1x§(ﬂ)= A? est contenud dans
5%1. Pour obtenir l'inclusion inverse, on remarque que FR < 2%2- du
fait que T1<.T2 , et §T2_ = E? . Plus généralement, £%2=£§ y ete.
UTILISATION DES ESPACES DE BLACKWELL

Nous allons maintenant faire 1'hypothése suivante : la tribu A
sur Q est une tribu de BLACKWELL, la tribu éO qui filtre la " ca;-
cade" est séparable ( donc aussi une tribu de BLACKWELL ), Nous al-
lons étudier des questions de mesurabilité un peu plus fines. On
peut supposer, sans restreindre la généralité, que les atomes de A
sont les points de Q ,

Notre premier résultat concerne la comparaison entre les tribus
g% et S% engendrées respectivement par les composantes spatiale (Yt)
et temporelle (Tt) de (Xt)’

PROPOSITION, Supposons gue {.w : sw=w} soit p-négligeable, Alors il
existe un ensemble s-invariant Qb portant p , tel que l'on ait pour

0 |l~o C @O |~ - o) 5 :
tout t Et |QO gt |QO ( 55 _(Qoxﬂ)ﬂ Q , ensemble invariant portant

P).

DEMONSTRATION, Soit (Ck) une suite d'ensembles engendrant A, , et
soit ¢ la fonction J_ B-klc 3 la fonction réelle bornée c engendre
Ay. Le processus (CoYt)teR est un processus réel i trajectoires
en escalier ( continues & droite et pourvues de limites i gauche
pour la topologie discréte sur B ), constant entre les sauts T, -
Notons T} ses sauts , numérotés 3 partir de O 3 la maniére des sauts
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d'un processus ponctuel discret., Les T& figurent parmi les Tn, nous
les appellerons les sauts vus sur la composante spatiale.
Le saut T (m u) est non vu si et seulement si c (8™~ )— c(s™),

i.e., si s® 1w et sTw sont dans le meme atome de AO o Mais alors,
CoS =1 étant Aj-mesurable, on a c(s™ m) c(s™ m) etc., Autrement dit,
si Tn(w,u) est non vu, tous les sauts Tn_i(m,u) sont non vus, et
1'ensemble des Té(w,u) est borné inférieurement,

Soit Q  l'ensemble des w tels que pour tout neZ, on ait c(sn+1w)
# c(s™w). Clest évidemment un ensemble invariant, et tous les sauts
Tn(m,u) sont vus pour weQ . D'autre part, jetons ume fois pour toutes
1l'engemble des w tels que w=sw ( invariant, p-négligeable par hypo-
thése ), Alors w et sw figurent dans des atomes différents de A
puisque A sépare les p01nts, donc dans des atomes différents de A

pour n assez grand, et s%w et sn 1

w figurent alors dans des atomes
différents de éO . Donc pour tout w, au moing un saut est vu.
Ainsi, si méﬂo , l'ensemble des Ti(w,u) est non vide, et borné
inférieurement. Mais nous savons que l'ensemble des (w,u) possédant
cette propriété est P-négligeable (exposé 1, prop.l1). Cela entraine
que Qg est p-négligeable.
Jetons Og ¢ pour jout w, alors, tous les sauts T _ sont vus, et

T, {w,u) =sup { t+ rationnels < 0, coY, (w)# c(w)} est §3-mesurable,

(
t
Par translation, il en est de méme de TO(Os(w,u)), s<0 . Mais To(w,u)
=Uu = —To(w,u), done T =108 = ~TyoOy est G@-mesurable pour s<0, et

cela signifie Egcgg .

[ Noter qu'on a pas utilisé seulement la séparabilité de éC’ non la
propriété de BLACKWELL ]

Pour le second résultat, quelques motivations sont utiles. Nous
nous intéressons a un probléme étudié par GUREVIE et TOTOKI, consis-
tant & rechercher & quelles conditions le flot sous f, au dessus d'
un K-flot discret, est un K-flot. On se donne donc une K-filtration
discréte (éh) sur Q, et 1'idée naturelle consiste & supposer f A, -me-
surable, et & étudier la filtration naturelle (g%). Mais si 1'on
remplace AO par §5=é1 y Oon obtient une seconde filtration du flot

discret, An n+1

sente des avantages techniques., La filtration correspondante gz sur

) satisfait 3 Fé :>F6, done E;D g% pour tout t . Il est intéressant

de savoir que ( grice aux propriétés de BLACKWELL )

, et cette fois f est éé—mesurable, ce qui pré-

=-m
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DEMONSTRATION. Soit h(w,u) une fonction F* ~-mesurable, nous voulons
montrer qu'elle est gga)-mesurable.

Ngtre hypothése signifie que pour tout teR, hoOt est gg-mesurable
sur Q , ou encore que

h(Ot(w,u)) est éaxg(m)=§1x§(ﬂ) mesurable.

Considérons la fonction (%, (w,un)) > h(Ot(w,u)) ; elle est mesurable
sur B(R)x(Ax3(R)) , tribu de BLACKWELL, et la propriété précédente
entralne qu'elle est constante sur les atomes de E(B)x(§1x§(m)),
tribu séparable. Le théoréme de BLACKWELL entraine l'existence 4!
une fonction j(t,w,u), g(ﬂ)x§1x§(m)—mesurable, telle qu'on ait

ident iquement
h(Ot(u’,u)) = j(t,0,u)

Soit e tel que 0<e<f(s_1w) 3 nous avons O_u_a(m,u)z(s—1w,f(s—1w)),

donc Ot(w,u) = Ot+u+ag-u-e(w'u) et
B0 (w,u)) = 3(t+ure, 87w , £(s™ w)-e )

ou
h(0, (w,u))

. . -1 -1
lim  j(t+ute, s~ 'w, f(s w)-e)I -1
e>00 ’ ’ fe<f(s~1w)}

et le cotéd droit est, pour tout t , E(E)xéoxg(ﬁ)-mesurable. Donc
h est aussi Egoo—mesurable.

Autrement dit, nous ne perdrons rien quant & E:oo en supposant,
dans la suite, que f est éo mesurable au lieu de é1-mesurable.

Nous reviendrons sur tout cela lorsque nous déterminerons les hé-
lices du flot sous une fonction. Pour 1l'instant, on change un peu de
sujet.

3., LE THEOREME D'AMBROSE-KAKUTANI

Le théoréme d'AMBROSE - KAKUTANI se présente comme une condition
( nécessaire et suffisante ) pour qu'un flot soit isomorphe & un
flot sous une fonction. A certains égards, ce n'est pas trés inté-
ressant, les flots sous une fonction n'étant absolument pas plus
faciles 4 étudier que les autres. Mais, vu sous un autre angle,
le théoréme peut étre considéré comme une construction de processus
ponctuels discrets dans tout flot qui n'est pas absolument trivial.
Dans certains cas, celui du mouvement brownien par exemple, c'est
un résultat surprenant.

Nous ne donnerons pas d'énoncé formel du théoréme, et nous nous

bornerons essentiellement au cas ergodique, avec de bréves indications

sur le passage au cas non ergodique.
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Nous partons d'un flot (Q, 4°,P,0 ), filtré par une famille (Ft)tem

de sous tribus de A° telle que é°=§&). Comme d'habitude, nous enlevons
les ° pour indiquer l'adjonction de tous les ensembles P-négligeables.
Nous supposons que (t,w)> 0,w est mesurable de B(R)xA° dans A°, et
de B(J-c0,0[)xEY dans E§ . Nous choisissons un ensemble AeF8 tel que
pour un reR 1l'ensemble

(3.1) ACN%KA)= B

ait une probabilité non nulle. De tels ensembles existent toujours
dans les flots ergodiques , car si A e 26 est de probabilité > O
et < 1

B[ %ét I,00, 1 ¢ ar] — B[I,c B[T,|1]] = P(A%)B(4) # O

Mais 1l'existence de tels ensembles, et méme d'un systéme "P-dense"
de tels ensembles, est une propriété bien moins forte que l'ergodi-
cité ( voir l'article d'!'AMBROSE KAKUTANI, Duke M,J, 9, 1952 ). A
étant choisi, quitte & 1'échanger avec Ac, nous pouvons supposer
que r est > 0 ,

Nous posons maintenant H = A [ j IAOO ds : c¢'est une fonction
-1/A
E% - mesurable , comprise entre O et 1, et la fonction sr%»HoOs(m)
est , pour tout w, lipschitzienne de rapport A . D'autre part, 4!
aprés le théoréme ergodique local, H converge p.s. vers IA lorsque
A > ® , de sorte que si 1l'on pose

(3.2) O={H< 1/4) , D = {E> 3/4]

ces ensembles différent respectivement de A® et de A par des ensem-
bles de mesure petite pour A grand. Donc pour A assez grand,

(3.3) M = cno (D)

a une mesure non nulle. Tous ces ensembles sont A°-mesurables. Je
dis que pour presque tout weM on a O w e M pour des valeurs de %
arbitrairement voisines de * ® . En effet, si 1l'ensemble des t>O

tels que OtmeM est borné, par exemple, on a %1m Eét M(O w)ds = O,
>

alors que cette limite vaut E[IMlg], fonction p.s. >0 sur M,

Nous noterons U l'ensemble invariant des w tels que OtweM pour
des valeurs de t arbitrairement voisines de oo . Il revient au
méme d'exiger la méme propriété pour des valeurs rationnelles de t,
donc UeA®. Nous venons de voir que U contient M p.s., donc U est
de probabilité > O : dans le cas ergodique, P(U) vaut alors 1.

1 Noter l'absence d'hypothése de continuité & droite .
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Nous avons aussi UeEO ¢ c'est un résultat classique, que nous
démontrons rapidement pour étre complets :

LEMME, ICF, ( donc ICE_ ).

DEMONSTRATION, Soit ¢ bornée I-mesurable, et soit ¥=E[¢|F,l. Par
translation on a Vo0t=E[¢|£t] , donc ( d'aprés le théoréme des mar-
tingales, et compte tenu du fait que la filtration est exhaustive )
¢ = Ble|E ] = lim
¥o8, converge au sens de Cesaro vers E[¥]I], donc q:E[¢|EO|£]. Les

¥08, . Mais d'aprés le théoréme ergodique,

deux membres ont donc la méme norme dans L°, et ceci entralne que
9 est I,-mesurable.

Nous allons maintenant travailler sur le flot restreint & U,

filtré par la famille zle . Cela suffira complétement dans le cas
ergodigue.[Pour traiter le cas non ergodique, il faudra recommencer
la construction dans l'ensemble invariant Uc, extraire un nouveau
flot sous une fonction de la maniére décrite ci-dessous, itérer
transfiniment ce procédé jusqu'a 1'épuisement de Q, possible si le
flot est "propre" au sens d'AMBROSE-KAKUTANI : on renvoie & leur
article pour plus de détails ].

Ainsi nous supposons désormais gque O=U,

Soit K 1l'ensemble
(3.4) {ws: Hw)=1/2, H(Osw) > 1/2 pour sel-1/4x,0[ |

Je dis d'abord que K est Fj-mesurable ( dans Q=U): pour écrire que
Ho® > 1/2 pour se ]-1/4A,0[, écrire que pour tout & de la forme 2™
il existe un 7 de la forme 2" tel que HoOS > 1/2 + 7 pour tout s
rationnel de 1l'intervalle ]-1/4A+e,-el.

Ensuite, pour tout w on a OtweK pour des valeurs de t arbitrai-
rement voisines de *m . Nous savons en effet ( du coté positif, par
exemple ) qu'il existe de trés grands t pour lesquels S well . Alors
OtweC , donc H(Otw)<1/4 s €t OtmeOrD, done Ot_r(w)eD et H(Ot—rm)>3/4'
I1 existe donc entre t-r et t au moins un s tel que H(Osw)=1/2, je
dis que le plus petit de ces s satisfait & OsweK . En effet, entre
t-r et s, HoO, (w) est >1/2, et varie de 3/4 & 1/2, donc la longueur
de cet intervalle est au moins 1/4A puisque HoO, est lipschitzienne
de rapport A.

Notons enfin que deux t distincts tels que GtmeK sont séparés
par un intervalle de longueur au moins égale & 1/4A. On définit donc
un processus ponctuel discret en posant

Yt(w) = Otw si OtweK , Yt(w)za sinon .,
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Démontrons rapidement que TO est gg—mesurable sur O=U, ce qui en-
tralnera que toutes les v.a. Tn, Y% de ce processus ponctuel sont
A°~mesurables,
- Soit e>0, Soit Ls l'ensemble de tous les r rationnels <O tels
que Hon>1/2 pour se[r+2e~1/4A,r] et HoOr—1/2 < Ae . Les rationnels
de 1l'intervalle ]To—e,TO] appartiennent 3 L, » done sa: sup L est
> TO . Lorsque ¢ - O, Ls diminue, donc Se décrolt vers une v.a. S.
Comme S est Fg—mesurable, il en est de méme de S . Or on a HoOS_
1/2 , ce qui entraine que S =3 pour ¢ assez petit., Il en résulte
aisément que S=T o

Prenons W=K, muni de la tribu induite par A° , Prenons s—OT ,
automorphisme de W , et f= ’l‘1 sur W, fonction partout >0 et flnlé
dont les itérés tendent vers #o . Formons W={(w,u)eWx® : O<u<f (w) }.
Pour (w,u)eWxR, posons ¢(w,u)= O W . On vérifie comme au paragraphe
1 que ¢ applique WxR sur Q, 1ndu1t sur W une bijection bimesurable
de (W , éOXE(R)IW ) sur (Q,§°) qui commute avec les translations.
D'ol l'existence d'une mesure 4 invariante par s comme au paragraphe
1, etc., Nous avons établi le théoréme d'AMBROSE pour un flot ergo-
dique : un tel flot est isomorphe & un flot sous une fonction f, et
cette fonction peut méme &tre choisie bornée inférieurement ( ici,
par 1/4)\).

QUZSTIONS DE FILTRATION

Si 1'on identifie W et O au moyen de l'application (w,u)—> O w o,
et de l'application réciproque wr€>(0 (w),-T (w)), 1la flltratlon
(F°) n'est en général pas du type enVlgage au paragraphe précédent.
Ln effet, dans une telle filtration " il ne se passe rien' entre les
instants Ti et Ti+1' Ce que nous allons montrer ici, c'est que la
filtration(gg) peut €tre bien encadrée entre deux telles filtrations.

Nous commengons par faire une hypothése anodine : dans les calculs
précédents, nous n'avons fait aucune hypothése de continuité sur la
famille (F°) Nous supposons dans la suite que F@=F8_ , quitte &
changer de notations si nécessaire. Alors W est F8 -mesurable, ainsi
que Ty , et T1 est un temps d'arret de la famille (F° _), car {T <t}

= {T, 06, > -t} e oL (FL ) = .

Nous faisons maintenant les hypothéses suivantes, qui ne sont pas
déraisonnables, comme nous le verrons dans la suite :
-A° est une tribu d e BLACKWELL
-F3_ est séparable ( donc une tribu de BLACKWELL )
-28_ est engendrée par des v.a. h telles que la fonction hoO soit
continue & gauche sur B
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1
Nous verrons plus loin, par exemple, que tout flot muni d'une
K-filtration est isomorphe & un flot de ce type.
Introduisons alors les tribus suivantes sur W et W=0

(3.5 Ce=E_ly ., S3=cpa®l,
(3.6)  cy=E§ I, » §5=CoR®I
W

Toutes ces tribus sont séparables, et les tribus (3.5) sont con-
tenues dens les tribus (3.6). Notre premier résultat entraine que
Gl et 26 filtrent le flot discret ; comme f=T1|w est gs—mesurab e,

gg et gz filtrent le flot continu ( prop.1).

LEMME, On a 26 = 1(C ) sur W .

DEMONSTRATION, Nous utilisons le théoréme de BLACKWELL, en montrant
que les deux tribus ont les mémes atomes.,

A quelle condition w et w' e W appartiemment ils au méme atome
de C* ? On a d'abord T (w)—T (w') . Puis on écrit que w et w' appar=-
tlennent aux mémes ensembles générateurs de la forme Aﬂ{t<T i, AeFt .
Ecrivant A sous la forme O (H), HeFO , on voit que la condltlon est

m — 0 —
l1(w)—T1(m'), et pour tout HeF?_ on a IH(Otw)_IH(Otw') pour
tout t<T(w)
Mais notre hypothése sur l'existence de fonctions continues a gauche
engendrant 25_ entraine alors que IH(Gtw)=IH(Qtw') pour t=T(w) aussi,

Raisonnons de méme sur s_1(C°). L'appartenance & un méme atome
signifie que pour tout HeFO on a IH(OT (w)(m)) IH(OT (w )(w )).
Comme T__1 est E° -mesurable, on a T 1(O w) =T 1(@ w'), ce qui

=0 1

s'écrit aussi T1(w)—T0(w)=T1(w )—To(w ) , et comme w et w' sont dans
W, T (w)—T (w'). D'autre part, notons u cette valeur commune. Si
l'on a IH(O w) IH(O w') pour tout HeF°_ , on peut appliquer cette
égalité 3 O (H)eF pour tout v<O , et en déduire que IH(O w)=
IH(Otw') pour tout t<u .

Les deux tribus ont donc bien les mémes atomes.
Voici l'encadrement cherché.

PRCPOSITION 4, On a C°CF8CCO,

Notons tout de suite deux conséquences., Considérons les filtrations

(G°) et (G*) assocides 2 C° et CO . Le fait que la famille (G*) soit

contlnue 3 droite ( prop. 1) entraine que Fg < C° . Le fait que G° =
(prop 3) entrailne que ces tribus sont égales ] F° . Enfin, le

ﬁalt que G° —G ( prop.1) entraine que les flltratlons sont exhaug-
tives.

1 Voir exposé VI, p.13, la remarque.
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DEMCNSTRATION, Ici encore, nous utiliserons le théoréme de BLACKWELL.
Deux points (w,u) et (w',u') de W appartiennent au méme atome

- de gg si u=u', IH(Otm)le(th') pour HeF§ , t<0

- de FR_ si IH(Ot(w,u))=IH(Qt(w',u')) pour Hef¢ , t<O. Comme To(w,u)
= -u est ES_-mesurable, cela entraine u=u'. Ensuite, nous avons
w=(w,0) = O_u(w,u), donc la relation IH(Ot(w,u))=IH(Ot(w',u)) pour
t<0 entralne IH(Ot-u(w’u))le(Ot-u(m"u))’ et enfin IH(Otw)le(OtwO
pour t<0

- de §6 si u=u', IH(Qtw)=IH(Otw') pour t<T1(w,u)=T1(w',u')=u

I1 est alors évident que les trois relations d'équivalence associées
aux trois tribus sont de plus en plus fines, d'ol les inclusions
énoncées,

BIBLIOGRAPHIE COMPLEMENTAIRE

Les mesures de PALM, les processus ponctuels ( stationnaires ou
non ) ont donné lieu 4 une bibliographie considérable, La présenta-
tion traditionnelle est celle de
KHINTCHINE (A.Ya.). Mathematical methods in the theory of queuing

( traduction ) Griffin, 1960
qui contenait la premiére démonstration risoureuse ( mais bien peu
instructive ) de l'existence de la mesure de PAIM, Il faut citer
ensuite
RYLL-NARDZEWSEI (C.). Remarks on processes of calls., Proc. 4-th
Berkeley Symp. t.2, p.455-465 (1961)

et sur la réalisation canonique des processus ponctuels discrets,
la Note aux C.R. de NEVEU , t.267, 1968, p.561-564,
Enfin, citons un article tout récent :
CHUNG (K.L.) . Crudely stationary stochastic processes. Amer. Math.
Monthly 79, 1972, p.867-877 .

Nous avons traité a part la théorie des mesures de PAIM des pro-
cessus ponctuels discrets. Nous verrons dans 1l'exposé IV qu'elle
entre dans la théorie beaucoup plus générale des mesures de PAIM des
hélices croissantes ( théoréme de MECKE ),



