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A

Le mémoire en q u e s t i o n  e s t  i n t i t u l é  "TJber S ë t z e  v on  

S t o n e  und Bochner” (A c t a  de  S z e g e d ,  V I ,  1933 ,  p . 1 8 4 - 1 9 8 )  e t

s e  compose  d e  deux p a r t i e s  ( I . -  Ehéorème de  Bochner  g é n é r a l i s é

I I . -  th éo rème  de  S t o n e )  p r é c é d é e s  d ’une  i n t r o d u c t i o n .

In t ruu vo  t-i on

On c o n s i d è r e  un groupé  c o n t i n u  à  un p a r am è t r e  t  d ’ o p é 

r a t e u r s  u n i t a i r e s  de  l ’ e s p a c e  de  H i l o e r t  (V o i r  dans  l ’ exposé  C 

de  © e î s a r t e ,  l a  d é f i n i t i o n  d ’un o p é r a t e u r  u n i t a i r e )  . Ut  d é s i 

g n an t  l ’ o p é r a t e u r ,  on  aura

us  l i t  = Us+ t  , U0 = î  (o p é ra teu r
i d e n t i q u e ;

JJ e a t  p a r  h y p o t h è s e  une  f o n c t i o n  f a i b l e m e n t  c on t i n u e  de  t  , 
t

c ’ e s t  à d i r e  que  ( U . f . g )  e s t  une  f o n c t i o n  c o n t i n u e  de  t ,  

q u e l s  qu e  s o i e n t  f  e t  g  .

Le th éorème  de  S t o n e  ( P r o c e e d i n g s  N a t .A c a d . ,  16 ,  1930  

p . 1 7 3 - 1 7 5 )  a f f i  rm© que TJ-̂  admet une  r e p r é s e n t a t i o n  s p e c t r a l e  

de  l a  fo rme

( I )  u t  « J  • * * *  4
-C X ?

l e s  E. c o n s t i t u a n t  une  d é c o m p o s i t i o n  s p e c t r a l e  de  l ’u n i t é ,
A

i n d é p e n d a n t e  do  t .  D’une  f a ç o n  p r é c i s e ,  ( O f . l ’ e xpo s é  F do  

C hov a l l o y )  l e s  S .  s o n t  d e s  o p é r a t e u r s  de  p r o j e c t i o n  f o rman t
A

une  s u i t e  non d é c r o i s s a n t e  ( B ^  — B . a i  X — ^  ) ,  c o n t i n u o
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à  g a u c h e ,  aveo

1 im. B ̂  9  0 , .3 im S x = 1  
X —V »  *  >  - * * 0 ° A

La n o t a t i o n  ( 3 )  s i g n i f i e  que  l ’ on a ,  q u e l s  que  s o i e n t  f  e t  g

, c + ° °  i X t  ,
(2) (utf.g) = 9 a ( B f,gl

Jé.OO

e t  en  p a r t i c u l i e r
f . V

(3) (Ut4*** =1 0 a
— OO

Bn d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  l e  t h éo r è& o  de  S t o n e  a f f i r m e  quo

t o u t  g r o up e  c o n t i n u  à  un  p a r am è t r e  d ’ o p é r a t e u r s  u n i t a i r e s  e s t

engendró  p a r  un e  t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  qu i  s e  met

s o u s  l a  forme  d ’ un o p é r a t e u r  hypermax ima l  
r  + 0 0
l 1 A d (C f .  3 ’ exposé F ) .

J  -  o «

Pour  d ém on t r e r  l e  t h é o r èm e  do  S t o n e ,  13 f a u t ,  c o n n a i s 

s a n t  U , d é t e r m i n e r  B \  * Ce prob3ème p r é s e n t e  3 f a s p e c t  p a r -  
t  A

t i c u 3 i e r  s u i v a n t  1 d ans  ( 3 )  , f  é t a n t  s u p p o s é  f i x é ,  3 e  p r em io r  

membre e s t  une  f o n c t i o n  c o n t i n u e  connue  p ( t ) ;  au s e c o n d  mem

b r e ,  {B f . f )  e s t  un e  f o n c t i o n  in c o n n u e  V (  X ) , b o r n é e ,  non  

d é c r o i s s a n t e ,  c o n t i n u e  à g a u c h o ,  a v e c  3a c o n d i t i o n  su pp l ém on -

t a i r e  : 3 im .  V (X  ) = 0
X ---—00

D’ où 3 c prob3èmc : A  que3 3 e s  c o n d i t i o n s  une  f o n c t i o n  c o n t i n u e  

p( t )  (à  va3 e u r s  comp3exe s )  a d m e t - e l l e  une  r e p r é s e n t a t i o n  d e



Four l  ©r-S t i  ©1 t  j o s  ^  +o#

(4 )  p ( t )  =  1 o * d V( >v )
©o

V( X ) s a t i s f a i s a n t  aux c o n d i t i o n s  é n o n c é e s  p l u s  h a u t  ?

D* a i l l e u r s  d V{ A ) d é s i g n e  un© moaure  de  Radon , 

p a r t o u t  non  n é g a t i v e ,  d© ma3s© t o t a l e  f i n i © ;  i n v e r s e m e n t ,  une  

t e l l e  m esure  do Radon d é f i n i t  V ( X ) d ’un© f a ç o n  u n i q u e .

La r é p o n s e  e s t  d onnée  p a r  l e  théorfeme d© B o chn e r  

(V o r l e s u n g e n  ü b e r  P o u r r i  e r s ch©  I n t é g r a l e ,  p .  7 4 - 7 6 ;  L e i p z i g  

1932 )  : i l  f a u t  e t  i l  B u f f i t  q u e  p ( t )  s o i t  do  t y p e  p o s i t i f  

c ’ e s t  à  d i r e  qu© l ’ on a i t  :
m

( 5> }  p ( t  -  t  ) P j r  s  o
y* ^ V  's>

q u e l s  que  s o i o n t  t  ̂  .............. ..  t m r é e l s  on nombro q u e l c o n q u e ,  e t

q u e l s  que  s o i e n t  P ,  p c om p l e x e s  .
j « m

C e t t e  c o n d i t i o n  © n t r a in o  en p a r t i c u l i e r  :

I ° -  p ( - t )  =  pJTT

2 ° -  p ( 0 )  — 0 , p ( t )  ^  p ( 0 )  , donc  | p ( t ) |  b o r n é .

But  du mémoire  do F . RII3SZ : a p p l i q u e r  l a  t o c h n i q u c  d e s  s é r i e s  

do F o u r i e r ,  d ’ abord à  l a  d é m o n s t r a t i o n  du t h é o r èm e  do  B o chn e r  

{ s o u s  1 * h y p o t h è s e  p ( t )  m e s u r a b l e  , h y p o t h è s e  p l u s  l a r g e  quo  

l a  c o n t i n u i t é  ; on  d é t e r m in e  a l o r s  V( X ) e t  l ’ on  m on t r e  quo  

( 4 )  a l i e u  p r o sq u o  p a r t o u t  p ou r  t  ) ,  p u i s  à  l a  d é m o n s t r a t i o n  

du th éo r èm e  de  ¿Stone d é d u i t  do  c e l u i  do Bochnor  ( on  no  sup  —
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