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La théorie des fonctions presque périodiques sur 3a droite
et dons 3es espaces vectorie3s a n dimensions a éte établie
par E.Bohr a partir de 1924. LTexposé qu’on va en donner repo-
se sur 3a définition due a Bochner : une fonction f(x) est
presque périodique si 3fensemble de ses "translatéees"”

ft (x) = f(x+t)

est compact. Cette définition a été étendue par V.Neumann ré-
cemment aux groupes que3conques . DTautre part (dans 3e cas
de Bohr), Stépanoff et Tychonoff en avaient déduit 3a notion
d Mespace™ d’une fonction f(x), dont 3es éléments sont 3es
f.(x) et 3eurs fonctions 3imites . On va ici réunir ces diveis
points de vue en montrant que Ja théorie des fonctions presque
periodiques équivaut essentie33ement a 3a réso3ution du pro-
bleme suivant : comment peut-on représenter un groupe donné G
dans un groupe compact. 3a représentation étant continue si G
est supposé donné comrae groupe topologique ? On va voir , en
effet, que toute fonction presque periodique permet de défi-
nir une te3 3e représentation, et réciproquement une te3 3e re-
presentation définit une c3asse de fonctions presque périodi-
ques, a savoir 3es va3eura prises sur G par 3es fonctions con-
tinues dans le groupe compact ou G est représenté . L?app3 lca-
tion des théorémes de Weyl (cf. exposé | de De3sarte) sur 3a
representation des groupes compacts donne a3ors tous 3es théo-
remes de la théorie des fonctions presque périodiques : ce

qui rend Inutiles les démonstrations données pour celles-ci



par Weyl et von Neumann, démonstrations qui apparaissent main-
tenant comme cas particuliers de celles données pour les grou-
pes compacts. Les autres probléemes de la théoiie (fonctions
presque périodiques analytiques, généralisations des fonctions
presque périodiques) trouvent aussi leur interprétation natu-
relle par cette méthode d?exposition

Soit G un groupe quelconque : soit f(x) une fonction bor-
née sur G , quelconque si G est supposé discret, continue Ssi
G est supposé donné comme groupj topologique . s étant un élé-
ment fixe de G, x et y des éléments variables, considérons la
fonction

fa(x,y) = f(y“3s x )

On dira, d’aprés la defibition de Bochner généralisée par von
Neumann, que f(x) est presque périodique sur G, 3i 1llenienble
des fonctions f,(x,y) est compact au sens de la convergence
uniforme , crest a diro si de toute suite de fonctions fs on
peut extraire une suite uniformément convergente . Ces fonc-
tions et leurs limites forment donc un ensemble qui peut étre

considéré comne un espace topologique comptact ( c'est , dans

le cas de Bohr, 1,Tespace" do la fonction tel qu’il a éte de-
fini par Stepanoff et Tychonoff), Les fonctions fS étant en
correspondance avec les éléeéments 3 de G, il revient au morne

d’introduire dans G la topol ogie definie par la distance

(s»t) = borne [fg(x;y} - ft(x,y)]

borne "| f(y“3s x) - f(y“3t x)|



Cette distance jouit évidemment des propriétés suivantes

(s, t) £a(s,u) + (0,1)

(s,t) * (su,tu) = <us,ut)
D’ou l'on déduit

(ss* tt' ) m (as*,ts*) 4 (ts’, tt»)

= (s,t) + (s',tT)

Si e est I'élément unité, on voit en particulier que les élé-
ments s tels que (s,e) =0 forment un sous-groupe g ; et
l'on a

(3,t) =(st“30) = (t”3s,0)
g est donc un sous-groupe invariant, et 1fon a (s,t) =0
si s et t appartiennent a la méme classe suivant g, et dans
ce cas seulement

f étant presque périodique, on pourra, de toute suite s,

extraire une suite convergentj au sens de la distance (s,t)
c'est a dire telle que

lira, (s,,s ) =0
1,3 & 1]

DTapres 1les' inégal ités trouvées, on voit aussi que si Sj et
tj sont des suites convergentes, Sjtj en est une encore ; de

méme s”3 , car S S = (s s”3 ,e) = (s”71,s”3
(5,59 = (5,573 &) = (s71,573)

Complétons donc le groupe G en lui adjoignant toutes les Ili-
mites de suites convergentes ; ou plus exactement, considérons
toute suite convergente (s®) comme un élément d'un nouveau

gr?v-P° G qui sera defini comme espace meétrique au moyen de



