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La t h é o r i e  des  f o n c t i o n s  p r e s q u e  p é r i o d i q u e s  s u r  3a d r o i t e  

e t  don s  3 es  e s p a c e s  v e c t o r i e 3 s  à n  d im e n s i o n s  a é t é  é t a b l i e  

p a r  E .B o h r  à  p a r t i r  de  1924 .  L Texposé  q u ’ on v a  en d o n n e r  r e p o 

s e  s u r  3a  d é f i n i t i o n  d u e  à B o chn e r  : u n e  f o n c t i o n  f ( x )  e s t  

p r e s q u e  p é r i o d i q u e  s i  3 f e n s emb l e  de  s e s  " t r a n s l a t é e s "

f t ( x )  =  f ( x + t )

e s t  c ompa c t .  C e t t e  d é f i n i t i o n  a é t é  é t e n d u e  p a r  V . Neumann r é 

cemment  aux  g r o u p e s  q u e 3 c o n q u e s  . DTa u t r e  p a r t  ( d a n s  3e  c a s  

de  B o h r ) , S t é p a n o f f  e t  T y c h o n o f f  en a v a i e n t  d é d u i t  3a  n o t i o n  

d Mt e s p a c e "  d ’u n e  f o n c t i o n  f ( x ) ,  d o n t  3 e s  é l é m e n t s  s o n t  3 e s  

f . ( x )  e t  3 e u r s  f o n c t i o n s  3 i m i t e s  . On v a  i c i  r é u n i r  c e s  d i v e i s  

p o i n t s  de  v u e  en m o n t r a n t  q u e  Ja t h é o r i e  d e s  f o n c t i o n s  p r e s q u e  

p é r i o d i q u e s  é q u i v a u t  e s s e n t i e 3 3 ement  à  3a r é s o 3 u t i o n  du  p r o 

b l èm e  s u i v a n t  : comment  p e u t - o n  r e p r é s e n t e r  un  g r o u p e  donné G 

d a n s  un  g r o u p e  comp a c t .  3a r e p r é s e n t a t i o n  é t a n t  c o n t i n u e  s i  G 

e s t  s u p p o s é  donné comrae g r o u p e  t o p o l o g i q u e  ? On v a  v o i r  , en 

e f f e t ,  q u e  t o u t e  f o n c t i o n  p r e s q u e  p é r i o d i q u e  p e rm e t  de  d é f i 

n i r  u n e  te3 3 e r e p r é s e n t a t i o n ,  e t  r é c i p r o q u em e n t  u n e  t e 3  3e r e 

p r é s e n t a t i o n  d é f i n i t  u n e  c3 a s s  e de  f o n c t i o n s  p r e s q u e  p é r i o d i 

q u e s ,  à s a v o i r  3 es  va3 e u r a  p r i s e s  s u r  G p a r  3 e s  f o n c t i o n s  c o n 

t i n u e s  d a n s  l e  g r o u p e  c ompac t  où  G e s t  r e p r é s e n t é  . L ?app3 1 c a 

t i o n  d e s  t h é o r èm e s  d e  Weyl ( c f .  e xpo s é  I  de  D e 3 s a r t e )  s u r  3a 

r e p r é s e n t a t i o n  d e s  g r o u p e s  c ompac t s  donne  a3 o r s  t o u s  3 e s  t h é o 

r èm e s  d e  l a  t h é o r i e  d e s  f o n c t i o n s  p r e s q u e  p é r i o d i q u e s  : ce  

qu i  r e n d  I n u t i l e s  l e s  d é m o n s t r a t i o n s  d o n n é e s  p o u r  c e l l e s - c i
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p a r  Weyl e t  v on  Neumann, d é m o n s t r a t i o n s  qu i  a p p a r a i s s e n t  m a i n 

t e n a n t  comme c a s  p a r t i c u l i e r s  de c e l l e s  d o n n é e s  p o u r  l e s  g r o u 

p e s  c ompac t s .  Les  a u t r e s  p r o b l èm e s  de  1 a t h é o i i e  ( f o n c t i o n s  

p r e s q u e  p é r i o d i q u e s  a n a l y t i q u e s ,  g é n é r a l i s a t i o n s  d e s  f o n c t i o n s  

p r e s q u e  p é r i o d i q u e s )  t r o u v e n t  a u s s i  l e u r  i n t e r p r é t a t i o n  n a t u 

r e l l e  p a r  c e t t e  mé thode  d ?e x p o s i t i o n  .

S o i t  G un  g r o u p e  q u e l c o n q u e  : s o i t  f ( x )  u ne  f o n c t i o n  b o r 

n é e  s u r  G , q u e l c o n q u e  s i  G e s t  s uppo s é  d i s c r e t ,  c o n t i n u e  s i  

G e s t  suppo sé  donné comme g r o u p j  t o p o l o g i q u e  . s é t a n t  un  é l é 

men t  f i x e  de  G, x e t  y d e s  é l é m e n t s  v a r i a b l e s ,  c o n s i d é r o n s  l a  

f o n c t i o n  :

f a ( x , y )  = f ( y “ 3s x )

On d i r a ,  d ’ a p r è s  l a  d é f i b i t i o n  de  B o chn e r  g é n é r a l i s é e  p a r  v o n  

Neumann,  que  f ( x )  e s t  p r e s q u e  p é r i o d i q u e  s u r  G, 3 i  1 1 en'i e nb l  e 

d e s  f o n c t i o n s  f „ ( x , y )  e s t  c ompac t  au  s e n s  de  l a  c o n v e r g e n c e
O  ■ 1 ■"

u n i f o rm e  , c r e s t  à  d i r o  s i  d e  t o u t e  s u i t e  de  f o n c t i o n s  f  on
s

p e u t  e x t r a i r e  un e  s u i t e  u n i f o rm ém en t  c o n v e r g e n t e  . Ces f o n c 

t i o n s  e t  l e u r s  l i m i t e s  f o rm e n t  donc  un  e n s emb l e  q u i  p e u t  ê t r e  

c o n s i d é r é  comne un  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  c om p t a c t  ( c ' e s t  , d an s  

l e  c a s  de  Bohr ,  1 ,,T e s p a c e "  do l a  f o n c t i o n  t e l  q u ’ i l  a é t é  d é 

f i n i  p a r  S t e p a n o f f  e t  Ty chono f  f  ) , Les  f o n c t i o n s  f  é t a n t  en
S

c o r r e s p o n d a n c e  avec  l e s  é l ém e n t s  3 de  G, i l  r e v i e n t  au m'orne 

d ’ i n t r o d u i r e  d a n s  G l a  t o p o l  o g i  e d é f i n i e  p a r  l a  d i s t a n c e  :

( s  » t ) = b o r n e  | f g ( x ;y }  -  f t ( x , y ) |

= b o r n e  "|  f  ( y “ 3 s  x) -  f ( y “ 3 t  x ) |
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C e t t e  d i s t a n c e  j o u i t  é v i d emmen t  d e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  :

( s ,  t )  £=■ ( s , u )  + ( û ,  t )

( s , t )  *  ( s u , t u )  = < u s , u t )

D’ où l ' o n  d é d u i t

( s s  *, t t '  ) *=■ ( a s * , t s *  ) 4- ( t s ’ , t t » )

= ( s , t ) + ( s ' , t T)

S i  e e s t  l ' é l é m e n t  u n i t é ,  on  v o i t  en  p a r t i c u l i e r  q ue  l e s  é l é 

men t s  s t e l s  q u e  ( s , e )  = 0  f o rm e n t  un  s o u s - g r o u p e  g ; e t  

1 ' on  a

( 3 , t  ) = ( s t “ 3 o) =  ( t ” 3s , o )  :

g e s t  donc  un  s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t ,  e t  1 f on a ( s , t )  = 0

s i  s e t  t  a p p a r t i e n n e n t  à  l a  même c l a s s e  s u i v a n t  g , e t  d an s

c e  c a s  s e u l em e n t  .

f  é t a n t  p r e s q u e  p é r i o d i q u e ,  on p o u r r a ,  de  t o u t e  s u i t e  s ,

e x t r a i r e  une  s u i t e  c o n v e r g e n t  j au  s e n s  de  l a  d i s t a n c e  ( s , t )

c ' e s t  à  d i r e  t e l l e  q u e

1 ira,  ( s , , s  ) = 0  
i , 3 &> 1 J

DT a p r è s  1 es '  i n é g a l  i t é s  t r o u v é e s ,  on v o i t  a u s s i  que  s i  Sj  e t

t j  s o n t  d e s  s u i t e s  c o n v e r g e n t e s ,  S j t j  en e s t  u n e  e n c o r e  ; d e

môme s ” 3 , c a r  ( s  s  ) = ( s  s ” 3 , e )  = ( s ” 1 , s ” 3 ) .
* «J * J j  i

C omp l é t o n s  donc  l e  g r o u p e  G en l u i  a d j o i g n a n t  t o u t e s  l e s  l i 

m i t e s  d e  s u i t e s  c o n v e r g e n t e s  ; ou p l u s  e x a c t em e n t ,  c o n s i d é r o n s  

t o u t e  s u i t e  c o n v e r g e n t e  ( s^ ) comme un  é l é m e n t  d ' u n  n ouv e au  

g.r ?v-P° G q u i  s e r a  d é f i n i  comme e s p a c e  m é t r i q u e  au moyen de


