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Bifurcation de Hopf d’ondes de choc pour les
équations de Navier-Stokes compressible

Benjamin Texier* et Kevin Zumbrun'

Les ondes dites galopantes sont des ondes de détonation qui oscillent
périodiquement en temps au cours de leur propagation dans un mélange
réactif gazeux. Nous montrons qu’une hypotheése spectrale de type bifur-
cation de Hopf permet de décrire ce phénomene, pour une classe de sys-
temes hyperboliques-paraboliques, qui contient en particulier les équations
de Navier-Stokes compressible.

1 Introduction

Ce texte présente une partie des résultats de l'article [TZ3], dans lequel nous
étendons les résultats de [TZ1] et [TZ2].

Les ondes dites galopantes sont des ondes de détonation qui oscillent
périodiquement en temps au cours de leur propagation dans un mélange
réactif gazeux; elles sont observées expérimentalement par exemple pour
des chaleurs de réaction élevées [FD].

Nous avons traité la question de la description mathématique de ce
phénomene unidimensionnel d’abord pour le systeme modele dit de Majda,
qui est une version simplifiée des équations de Navier-Stokes avec réaction,
puis pour des systemes de lois de conservations avec viscosité artificielle,
et enfin pour des systéemes hyperboliques-paraboliques, en donnant pour
chacune de ces classes de systemes des résultats d’existence et d’unicité de
solutions périodiques dans un voisinage d’une famille d’ondes progressives
[TZ1, TZ2, TZ3|.

Nous considérons ici, comme dans [TZ3], une famille de systémes hyperbo-
liques-paraboliques dépendants d’un parametre de bifurcation, et montrons
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qu’une hypothese spectrale de type bifurcation de Poincaré-Hopf permet de
décrire les ondes galopantes. L’objet de ce travail est donc, a partir d’'une hy-
pothese sur 'opérateur linéarisé, de prouver ’existence de solutions périodi-
ques pour les équations non-linéaires. L’opérateur linéarisé en question est
issu de la linéarisation du systeme d’équations autour d’une famille d’ondes
progressives. Le fait que, pour un tel opérateur, la distance dans le plan com-
plexe entre l'origine et le spectre essentiel soit nulle (absence of spectral gap)
rend impossible la construction classique d’une variété centrale. Nous sur-
montons cette difficulté en effectuant une réduction de Lyapunov-Schmidt,
a partir d’'une description précise de la fonction de Green de l'opérateur
linéarisé, a la suite de [ZH] et [MaZ].

La question de la vérification de cette hypothése spectrale a été étudiée
numériquement dans [KSJ, par des développements formels dans [BMR], et
par I’étude de fonctions d’Evans dans [LyZ1, LyZ2].

En plus de cette hypothese spectrale, nous faisons des hypotheses de
structure, qui sont satisfaites par les équations de Navier-Stokes compressible
et par les équations de la magnétohydrodynamique. Il serait naturel de
chercher a étendre la validité du résultat que nous prouvons ici au systeme
de Navier-Stokes avec réaction.

Mentionnons enfin deux approches différentes pour 1’étude de bifurca-
tions vers des solutions périodiques en ’absence de trou spectral, par Kunze
et Schneider [KuS] et Sandstede et Scheel [SS].

2 Hypotheses et énoncé du théoreme

Soit une famille & un parametre de lois de conservations, en une dimension
d’espace et avec viscosité partielle:

8tu1 + &,;Fl (E,U) = 0,

2.1
21) Opug + 0 Fo(g,u) = 0, (b(e, u)dpuz).

L’inconnne u := (u1,uz) € R" " xR" dépend du temps ¢t € R, de la position
x € R, et du parametre réel € € (—¢g¢,ep), pour un certain g9 > 0. Le flux
F := (Fy,F,) et la matrice de viscosité b sont supposés assez réguliers,
c’est-a-dire CFo, avec kg > 5. On suppose connue une famille de solutions
stationnaires u(z,t) = u°(x) = (43, u5)(x) de (2.1), qui satisfont
(2.2) lim @ (z) =u5 € R™

z—+00
Concernant la structure du systéme (2.1), nous faisons les hypotheése suiv-
antes:
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(A1) Le flux F} est une fonction linéaire de w :
Fi(e,u) = Fi1(e)ug + Fia(e)ug € R™7,

et pour tous (g,u) € (—ep,€0) X R”, la matrice b(e,u) € R™*" est de
rang r.

(A2) 1l existe une application C*o

AY, (g, ) 0
0 11\< nxn
(s,u)HA(s,u)—< 0 82(57“))€R

a valeurs définies positives, telle que A}, Fy; soit symétrique et A%
soit définie positive, pour tous ¢, u.

Nous faisons de plus les hypotheses suivantes sur les états a l'infini u5.
et sur les limites en 0o de 'opérateur linéarisé autour de u°® :

(H1) Le spectre de Fij(g) est réel, semi-simple, non nul, et de multiplicité
indépendante de €.

(H2) Le spectre de la matrice

Ve ._< Fii(e) Fia(e) )
+ Ou Fo(e,u) Oy, Fa(e,usy) )7

est réel, simple, et non nul, et de multiplicité indépendante de e.

(H3) Il existe # > 0, tel que, si A est une valeur propre de i€ A% — £2B%, on

0 0 0€>
g = < .
< ( 0 bie,ul) > et £ € R, alors A < Tre2

L’onde stationnaire u° satisfait

(2.3) < ’ 0 ) — F(e,u) + C.

£, u)ub

Les hypotheses (A1), (A2) et (H1) impliquent en particulier que (2.3) est
une équation différentielle résolue en uo, dont le linéarisé autour de u® s’écrit

(2.4) uy = b(e, @) Lale, @ us,

ou
a = Ouy Fa(e, @) — Oy Fa(e, @) Fy Fia — (Dub(e, @) ) (a5) .

1X-3



D’apres (2.2), uf et u° sont des points d’équilibre de (2.3), de sorte que C' =
F(e,us). Par ailleurs, un calcul de déterminant par blocs donne det A5 =
det F11(e) det a(e,us), et donc d’apres (H1) et (H2), deta(e,us) # 0, si
bien que @ converge exponentiellement vers uS en oo, et ¥ converge
exponentiellement vers 0 en 4o0, pour k < kg + 1.

Soit U° et ST les variétés instable et stable en (u® )z et (uf )2 de (2.3)
(vue comme une équation différentielle sur R"), et UZ et S% les sous-espaces
associés, dont on note d_ et d; les dimensions; d_ est donc le nombre de
valeurs propres positives de a(e,u) et dy le nombre de valeurs propres
négatives de a(e,u ). Les hypotheses (H1) et (H2) et le Lemme 1.2 de
[MaZ] impliquent que d et d_ ne dépendent pas de €, et que

(2.5) n—(i_+iy) =7 — (d_ +dy),

ou i_ est le nombre de valeurs propres positives de A% et i4 le nombre de
valeurs propres négatives de AS .
Nous faisons I’hypothese (ou T, désigne I’espace tangent en x):

(H4) (i) d—+dy=r+1, et
(i) pour tout uw € Us NS5, dim(T, U +T,S5) =r-

Avec I'égalité (2.5), 'hypothese (H4)(i) peut se lire iy +i_ =n+1, et
signifie donc que le choc u® est de type Lax.

Une orbite globale de (2.3) qui tend vers (u. )2 en £oo prend ses valeurs
sur U N S7. L'hypothese (H4)(ii) signifie que l'intersection U N 87 est
transverse, ce qui implique que U N 8% est une sous-variété de R", de
codimension égale a

codimU® + codim ST =r — 1,

d’apres (H4)(i). Remarquons par ailleurs que le caractere autonome de
(2.1) implique en particulier que les translatés de @ sont tous solutions de
(2.3). Une conséquence de (H4) est donc

(2.6) Us NS5 = {u(z),z € R},

c'est-a-dire que ’ensemble des orbites globales de (2.3) qui satisfont (2.2)
est I’ensemble des translatés de u°.

Sous I'hypothese (H4), pour tout z, (u5)"(z) génere Ty (o)U N Ts (1) S5 -
Soit

(2.7) {(@) (@), wy (2),..,wy_ 4 (2)},
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une base de Ty () UZ, et

(2.8) {(@) (@), w (z),...,wy, ()},
une base de Tye (S5 Alors (d’apres (H4)(i)) le déterminant
(2.9) v(x) = det ((ﬁ;)', Wiy, Wy g, wf, .. ,wzlr+71) (x),

est bien défini, et 'hypothese de transversalité (H4)(ii) implique
~v(x) # 0, pour tout x € R.

Réciproquement, supposons (H4)(i), et soit {z — w;(x)}lg j<d_—1 une
famille d’applications telle que pour tout z, (2.7) est une base de Tz ()U<, et

une famille d’applications {z — w; () }1<k<d, 1, telle que pour tout z, (2.8)

est une base de T; a;(x)Si- Alors pour tous j, k, w; et w,j sont des solutions

de I'équation linéarisée (2.4) qui satisfont lim_oc w; = 0, et lim o w =0.
Le déterminant v correspondant est un Wronskien; il s’annule identiquement
sur R ou ne s’annule jamais. On en conclut que, sous ’hypothese (H4)(i),
si on suppose de plus (2.6), alors la condition algébrique

v(xg) # 0, pour un certain zg € R,
est équivalente & la condition de transversalité (H4)(ii).
Soit L(e) opérateur linéarisé autour de 'onde de référence a* :
(2.10) L(e)u := —03(A%u) + 05(B°0zu),

ou

wru= (e ) = (ootes e, )

B = < 0 b(s?m) >

L’opérateur L(e) est asymptotiquement constant & l'infini:

et

L(e) — Li(e) := 0,(A%") + 0x(BL0y), x — o0,

ou A5 et Bf sont les matrices qui apparaissent dans les énoncés des hy-
potheses (H2) et (H3).

L’hypothese cruciale pour la description des ondes galopantes est la suiv-
ante:
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(PH) Dans l'intersection d’un voisinage de {*A > 0} \ {0} avec une assez
grande boule centrée en l'origine, ’équation aux valeurs propres de
L(¢) dans L?,
(L() = \Ju = 0,

a exactement deux solutions de multiplicité une, Ay = v(¢) £ it (e),
avec 1(0) = 0, 7(0) # 0, /(0) # 0.

On peut montrer (en bornant la norme de la résolvante par des estima-
tions d’énergie, voir par exemple la Proposition 4.7 de [Z1]) que L(e) n’a
pas de valeur propre dans un domaine de la forme {fX > —0y, |\| > R}, ou
0o > 0 et R > 0. Dans ’hypothese (PH), « assez grande » se réfere donc
a R et 0y. Sous I'hypothese (PH), nous savons donc que les seules valeurs
propres de L(¢) dans {RA > —6p} \ {0} sont (y %+ i7)(e). Par ailleurs, le
spectre essentiel est confiné dans un domaine du plan complexe de la forme

{A, RA < —01SAP/(C+ [SAP)},

pour #; > 0 et C' > 0, et donc, pour ¢ assez petit, les valeurs propres A (¢)
sont séparées du spectre essentiel.

Etant donnée w(x) > 0 une fonction poids, on note L% 'espace des
distributions f € & telles que wf € LP. On munit L? du produit scalaire
(f,9) 12 == (wf,wg)r2. On note, pour k € N, HF T'espace de Sobolev des
distributions f € &’ telles que w@%f € L?, pour tout 0 < j < k. On note
| - ||k la norme de HE, c’est-a-dire

k
£k =D Nlwdd £ e
§=0

Soit une fonction poids 7, telle que pour un certain 7y > 0, un certain
C >0, et pour 1 <k < ko,

(2.11) 1<p< @) =l o peo p-lgky ¢ oo,
(2.12) n(z) < Cn(z —y)n(y),  pour tous z,y,

et

(2.13) n~% e LY(R).
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Alors [ flley < Clnfllan, et pour s > 1, [[fgl,e < CIf
I'inégalité de Moser. Nous allons utiliser les espaces

lsmllgllsm par

(2.14) Xy = H}, Xy := H} N 0,(H,)5).
On définit une norme sur X, par

(2.15) 102Nl x2 = 100 fll2. + [ f11,2-

Enfin, étant donnés deux espaces de Banach X et Y, on note L£(X,Y)
'espace des applications continues de X vers Y, normé par ||f|l;(xy) =
sup|jy| =1 £ (w)[ly; £(X) désigne L(X, X).

Théoréme 2.1. Soit u® et (2.1) une famille d’ondes stationnaires et de sys-
témes satisfaisants les hypothéses (A1)-(A2), (H1)-(H4) et (PH). Pour
no > 0 assez petit, il existe C > 0 et rg > 0, tels que si n est une fonc-
tion poids satisfaisant (2.11), (2.12) et (2.13), il existe deux fonctions con-
tinues v — &(r), r — T(r), définies sur (—ro,70), telles que £(0) = 0,
T(0) = 27/7(0), et une famille de solutions globales {u" }|,|<y, de (2.1) pour
les valeurs € = €(r) du paramétre de bifurcation, telles que pour tout |r| < ro,
u” est T(r)-périodique en t, et, pour tout t > 0,

(2.16) Clr < () — @ g, < Cr

Le Théoreme 2.1 n’est pas un résultat d’instabilité asymptotique de la
famille d’ondes stationnaires @°. L’estimation (2.16) signifie en effet que
I’onde galopante u” est assez loin, pour tout temps, de la solution stationnaire
uem), (On peut cependant montrer directement que, pour £ > 0, la solution
stationnaire u® est orbitalement non-linéairement instable, en utilisant le

trou spectral entre (v +i7)(e) et le reste du spectre de L(e).)

3 Exemple

Un exemple simple de systeme physique satisfaisant nos hypotheses est celui
des équations de Navier-Stokes compressible isentropique en coordonnées
lagrangiennes, qui s’écrit

O — Ogu = 0,

(3'1) Oy + 8$p(v) = 6x((1//v)6xU),

ou p > 0 est la densité et v = 1/p, u est la vitesse de I’écoulement, et p la
pression. Le nombre v > 0 est un coefficient de viscosité.
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On consideére une famille d’ondes progressives u(z,t) = u°(x — s(e)t)
solutions de (3.1). Dans le référentiel de 'onde progressive, le systeme s’écrit

O — s5(€)0yv — Opu = 0,
Ou — $(€)0zu + Oxp(v) = 0 ((v/v)0zu).

On pose u; = v et ug = u. Alors (A1) et (H1) sont vérifiées. L’hypothese
(A2) est vérifiée, avec A° = Id. Un calcul direct montre que, si 9,p(v5.) < 0
pour tout € € (—¢p,€p), alors (H2) et (H3) sont satisfaites. La preuve de
Iexistence de profils de Lax transverses, satisfiant (H4), remonte & Gilbarg
[Gi].

Les équations de Navier-Stokes non isentropique (et les équations de la
magnétohydrodynamique) satisfont aussi (A1)-(A2), (H1)-(H3) (voir le
paragraphe 5 de [TZ3], et les exemples A.6 et A.8 de 'appendice A de [Z2]).

Les équations de la dynamique des gaz écrites en coordonnées euleriennes
ne satisfont pas (A1l). Elles ne satisfont pas non plus 'estimation non-
linéaire cruciale du Corollaire 5.2 (voir ’appendice de [TZ3]).

(3.2)

4 Remarques

La formulation de (A1)-(A2) ci-dessus correspond a une version légere-
ment plus forte des hypotheses de structure de [MaZ] (voir les remarques
1.3 et 3.5 de [TZ3]). L’hypothese de linéarité (A1) est cruciale en vue de
I’obtention d’estimations non-linéaires sans pertes de dérivées; les équations
de Navier-Stokes compressible écrites en coordonnées euleriennes ne satisfont
pas (A1). Voir a ce sujet I'appendice de [TZ3].

Les hypotheses (H1)-(H3) sont celles de article [MaZ], qui donne une
description de la fonction de Green de l'opérateur linéarisé « réduit »
((1 = II)L(g), ou II est un projecteur sur le plan des vecteurs propres de
bifurcation), description que nous utilisons au paragraphe 5.4.

L’hypothese (H3) est la condition de dissipativité de Kawashima-Shizuta
[KSh].

L’analyse de [TZ3] couvre le cas des profils de choc sur-compressifs (cor-
respondants & ¢ > n + 1), et contient donc une version plus faible de (H4).

La fonction d’Evans D, associée a L(e) est définie comme le Wron-
skien des fonctions qui engendrent les sous-espaces instables et stables de
I’équation

(L(e) = Mu =0,
en —oo et 400 respectivement; D. est une fonction analytique, dont les
racines dans le complémentaire du spectre essentiel de L(e) sont les valeurs
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propres de L(g). Pour gy assez petit et |e| < g, les valeurs propres (y£i7)(g)
sont loin du spectre essentiel. L’hypothese (PH) est donc une hypothese
d’annulation de D..

Le Théoreme 1.4 de [MaZ] affirme que, sous les hypotheses (A1)-(A2),
(H1)-(H4), le choc @ est linéairement orbitalement stable si et seulement
si D. a exactement une seule racine simple dans {RA > 0}, en A = 0.
L’hypothese (H4) signifie en particulier que D, a une racine simple en A = 0.
Sous les hypotheses (A1)-(A2), (H1)-(H4), 'hypothese (PH) exprime
donc le fait que le systéme effectue une transition de la stabilité (orbitale)
linéaire vers 'instabilité linéaire.

Le Théoreme 2.1 est un résultat d’existence. Le théoreme prouvé dans
[TZ3] contient un résultat d’unicité. Nous prouvons en particulier dans [TZ3]
que si u® est une famille de chocs de Lax, les solutions périodiques décrites
dans le Théoreme 2.1 sont les seules solutions périodiques de (2.1) dans un
voisinage de @°, a des translations en x,t pres.

1/2

Les fonctions poids 5 = 1 + |z| [TZ2] et 5 = em(1+e?)
(2.11), (2.12) et (2.13)

Les hypotheses (A1)-(A2) et (H1)-(H3) sont aussi satisfaites par les
équations de la magnétohydrodynamique (voir le paragraphe 5 de [TZ3)).

[TZ3] satisfont

5 Ebauche de preuve

On cherche d’abord la solution u comme une perturbation de I'onde de
référence u®, en posant u = u° + 4, ou © dépend bien str de €. Si u est une
solution de (2.1), alors u satisfait

(5.1) O — L(e)u = 0,Q(e,a", ).
D’apres (A1), le reste de Taylor @ s’écrit
(5.2) Q=(0,Qs) €R"7 xR,

1
Qo= [ (1= (@3b(e. 0+ 10 (,0))(04)2 — 02 P, + ) 1 )

en particulier, pour 1 < s < ko, (rappelons que kg est I'indice de régularité
du flux et de la matrice de viscosité) en utilisant (2.11),

(5.3) Q5.2 < Clull?

7777
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ou C dépend de || ||yys+1,00 et de ||t foe.

Un temps Ty > 0 étant donné, par des estimations d’énergie classiques
(voir par exemple la Proposition 1.16 de [Z1]) on prouve l'existence d’une
unique solution @ € CO([O,TO],H;;(R)) de (2.1) issue d’une donnée initiale
ug € Hy, pour 2 < s < kg et ||u0\|H5 < 4, ou 4 dépend de Tp; la solution
satisfait de plus la borne uniforme en temps: ||%(t)||s, < Clluo|s,y, pour tout
t € [0,Tp], ou C dépend de Tp, mais ni de € ni de ug. (Les espaces fonctionnels
et les normes que nous utiliserons sont définis en (2.14) et (2.15).)

5.1 Estimations non-linéaires

Lemme 5.1. La solution @ de (2.1) issue d’une donnée initiale ug assez
petite dans Hp satisfait lestimation, pour 1 < s < ko,

t
(5.4) a2, + /0 o) 241, dt’ < Clluoll?,,

uniformément en (,t) € [—eo, 0] x [0, Tp].

Preuve. On pose E;,(u) = Z;ZO(AO (@)D, yu)L%, ot A? est le symétriseur
donné par 'hypothese (A2); Es,(-)'/? définit une norme équivalente & la
norme H,. On évalue 0;Fs (1), qui est égal a la somme pour 0 < j < s des
termes 2§R(A0(a€)8t8£u,8iu)L%, qu'on développe en utilisant (5.1). Avec
(A1) et (2.11), on trouve que la contribution du terme de flux est

O(l[aallj1pllillsy) + 2R(AY F1108 i, i) 12,

et (A2) implique que ce terme est de la forme O (|12 H]H,7||u||J77)+O(||u||§n)
La contribution du terme de viscosité est

O(llaal j1,gllu2lljn) — 2R(A007 iz, 85 412) 12

Avec (5.3), la contribution du reste est majorée par C/||da|| 41,
dépend de |||/, si bien qu’on obtient ’égalité

ul|?,, on C
Jim

OrEs (1) = O([[tzlls+ 1]l

[2) + O[all2,) — 2R(Ab05 o, 95 i2) 1,

et on conclut avec (A2) et une inégalité de Gronwall. O
On pose
t
(5.5) N (e, t,up) ::/ @Y Q(e, @, i) dt’ .
0
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Corollaire 5.2. La solution @ de (2.1) issue d’une donnée initiale ug assez
petite dans H® satisfait ’estimation, pour 1 < s < ky,

(5.6) INlls.52 < ClluollZ .

uniformément en (e,t) € [—eop, 0] x [0, Tp].

Preuve. Le terme de Duhamel N défini en (5.5) satisfait I’équation,
(5.7) N = L(e)N + 0,Q(e, u", 1),

avec une donnée initiale nulle. En procédant comme dans la preuve du
Lemme 5.1, on obtient

OBy (N) = Ol s414]l5]1% ) + OUNIE,2)
+ O([[Nalsy1,2 N2l ) — 2R(1° AQbOL T No, 9L N 2,
et on conclut par (A2), (5.4) et une inégalité de Gronwall. O

Le Corollaire 5.2 est faux dans le cas d’un systéme hyperbolique; dans
le cas strictement parabolique, il découle d’estimations classiques pour le
semi-groupe.

L’opérateur L(g) est fermé, de domaine H? dense dans L?. On peut mon-
trer par une estimation d’énergie (voir par exemple la preuve de la Propo-
sition 3.6 de [Z1]) que la norme d’opérateur dans L? de (A — L(g)) ™%, pour
tout k > 1, est controlée par C\)\—’yo]*k, pour 7 > 0 assez grand, et A > ~q.
On en déduit (voir par exemple le Théoreme 5.3, chapitre 1, de [Pa]) que
L(¢) génere un semi-groupe C° (dans la terminologie de Pazy, voir définition
2.1, chapitre 1, de [Pa]), qui pour ¢ € [0, Ty, satisfait ||etL(€)HL(Lz) <C.

Lemme 5.3. Pour toute fonction poids w > 0, le semi-groupe généré par
L(e) satisfait ’estimation

(5:8) [l lgrz) < C. H/ (90, f)(a") da'|| 1o < ClIS Iz,

uniformément en (e,t) € [—eo, 0] x [0, Tp].

Preuve. La premiere estimation est une version a poids de ’estimation clas-

sique qui précede I’énoncé du Lemme. Pour prouver la deuxieme estimation,
. tL(e / /. iafad

on pose U = [*_ (!0, f)(2') da'; alors U satisfait

U = LF(e)U = —A®0,U + B°0*U,  U(0) = f,

avec les notations de (2.10). L’opérateur L*(¢) génere un semi-groupe C°, qui
satisfait || "2 () o2y < CretU = e'l*©) £ d’ott la deuxieme estimation. [

2
w
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Nous allons utiliser le Corollaire 5.2 sous la forme suivante:

Corollaire 5.4. La solution @ de (2.1) issue d’une donnée initiale ug assez
petite dans H?® satisfait les estimations

(5.9) INllx, < Clluollkys  N18uNx, < Clluolx,,
uniformément en (e,t) € [—eg,e0] X [0, Tp].

Preuve. Le Lemme 5.3 implique que la norme H;Q de ffoo Ndz' est con-

trolée par fot |Qll1,2 dt’, et avec (5.3), (5.4) et (5.6), la premiere inégalité
de (5.9) est prouvée. Pour prouver la deuxieme inégalité, on se donne deux
données initiales ug et u(; on note @ et @’ les solutions qu’elles génerent, et
Q et Q' les termes non-linéaires correspondants. Si ||ugl|2,, est assez petit,
[0uQl2,2 < C|lull2,, si bien qu’en reproduisant les preuves du Corollaire
5.2 et du Lemme 5.1, on obtient Ey »(N — N’) < C’fg 1Q — Q'||2,2 dt’, et
[& = @2 < Cllug — uplle,y, qui impliquent |9y, N|lom2 < Clluoll2,y- On

majore enfin la norme H%Q de [* (N — N')da’ en utilisant le Lemme 5.3
comme ci-dessus. O

5.2 Choix de coordonnées

Soit IT le projecteur de L?(R) sur le plan {¢%,¢° } des vecteurs propres de
L(e) associés aux valeurs propres de bifurcation (v £ i7)(e) définies dans
I'hypothese (PH), parallelement a I'orthogonal du plan {gge N } des vec-
teurs propres de l'adjoint de L(g) associés aux valeurs propres (v F i7)(e).
On note

(5.10) If = (6%, )2 ¢° + (6%, f)r2 67

L’hypothese d’hyperbolicité des états a U'infini (A1) (et la localisation du
spectre essentiel, décrite a la suite de I'hypothese (PH)) implique que les
vecteurs propres ¢5 et ¢S sont exponentiellement décroissants a l'infini, et

donc, si dans (2.11) 7y est assez petit, alors éft,qﬁft € H%, et pour tout
fer?

(5.11) L N2 < ClIf L2

Les coefficients de L(g) étant réels et les valeurs de ug et @ étant réelles,
on choisit ¢° égal au complexe conjugué de ¢% , et on pose

(5.12) i = wiReS, + waSeT, (1 —T)i =,
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et
(5.13) ITug = a1§R¢i_ + a2%¢i, (1 — H)u() =b.

Onnote a = (ay,az) € R? et w = (wy,ws) € C°([0, Tp], R?). Les coordonnées
(w,v) de @ satisfont le systeme

ow = (vy(e) + 7(e)J)w + 110, Q(e, u®, ),
o= (1-I)L(e)v + (1 — 11)0,Q(e,u,u),

. 0 -1
ol J = < 10 ) .
Remarquons qu’on peut adapter la preuve du Corollaire 5.4 au cas d’une
équation dont 'opérateur d’évolution est (1 — II)L(e) et dont le terme de
reste non-linéaire a la forme (1—11)0, Q. Cette adaptation peut se faire d’'une

part en écrivant (1 —II)L = L —IIL, ou IIL apparait comme une correction
d’ordre 0, et d’autre part en écrivant

(5.14)

(5.15) ¢L = 0, P,

ou les ®5 sont exponentiellement décroissants a l'infini, ainsi que leurs
dérivées jusqu’al’ordre ko+1, ce qui permet d’écrire (1—11)0,Q sous la forme
9, Q, pour un certain Q qui vérifie les mémes bornes que Q. Le terme non-
linéaire dans la formulation de Duhamel de ’équation en v est donc redevable
du Corollaire 5.4. (L’égalité (5.15) est une conséquence de la forme conser-
vative de L(e) et de ’équation aux valeurs propres L(g)¢5 = (v +i7)(e)¢%,
qui impliquent [, ¢5 = 0.)

Proposition 5.5. La solution (w,v) de (5.14) issue de (a,b), pour |a| +
|b]| x, assez petit, satisfait les bornes, pour t € [0, Ty],

(5.16) lo(®)llx, < C([bllx, + lal?),
et
(5.17) C~al = Clbll%, < lw()] < C(lal + [1b]%,)-

Preuve. La formule de Duhamel pour v s’écrit

t
b — O-TDLE) +/ =1)A-IDLE) (1 _ 19,0 dt’,
0

et par le Corollaire 5.4 et la remarque qui précede la Proposition 5.5,

t
H /0 (t-0-EE (1 — )0, Q ||, < CTo|uol3,:
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d’ou (5.16), la contribution de la condition initiale étant bornée par (5.8).
De méme,

t
ol < C(la] + / 1Ql 2 de',
d’out (5.17), par (5.3). O

5.3 Application de premier retour de Poincaré

La solution de (5.14) issue de (a,b), qui vérifie les estimations de la Propo-
sition 5.5, est T-périodique si et seulement si (w,v)(T") = (a, b), ce que nous
écrivons

f(57 Tu a, b) - Oa

5.18
( ) g(e,T,a,b) =0,

ou (f,g) est Papplication de premier retour de Poincaré, définie par

f(e,T,a,b) = (Id — R(,T))a — N1(e, T, a,b),

5.19
(5.19) 9(e,T,a,b) = (Id — S(e,T))b — Na(e,T,a,b),
oll
(5.20) R(e,T) := T01d+7J), S(e,T) := l-INLE),
et
T

M T.a) = [ RET - 010,Q w0 dr,

(5.21) 0

T
No(e, T, a,b) = /0 S(e, T — )(1 — A Q(e, &, ) (1) dt.

Nous allons résoudre (5.18) en résolvant d’abord l’equation en dimension

infinie g = 0.

5.4 Estimations ponctuelles de la fonction de Green

L’objet de ce paragraphe est d’établir la Proposition suivante, ol on note
Q = [—€0, 0] x (0, +00).

Proposition 5.6. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, (Id — S(e,T)) a
un inverse a droite

(Id - S(e, 7))t : Xy — H?,

qui appartient a L(X2, X1), localement uniformément en (¢,T) € Q.
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Le semi-groupe généré par (1 —II)L(e) (voir la discussion qui précede le
Lemme 5.3) satisfait la formule de représentation inverse de Laplace, pour
Y > Yo,

Y+iR
(5.22) S(=0)f = Jim / MO~ (1—TL) L fan,
0 Jy—iR

ou, pour f € Hg, la convergence a lieu dans L?([0, ooy, L%) (voir la Propo-
sition 6.24 de l'appendice A de [Z1]). La fonction de Green G et le noyau
de la résolvante G de (1 —II)L(e) sont définis comme des distributions sur
D(Ri,y)v par

(Gles,59), D)D) o gy 7= (B02), - DHOY(a)) o, e
et
(Gr(2:2,), )W) ey 7= (8(2), (A = (1= TDL(E) () py s
de sorte qu'on a en particulier

(5.23) S(e.0)f = (Gle, 2, t:9). f W) pr pa, -

De (5.22), on déduit, pour v > 7o (voir la Proposition 2.5 de [MaZ]),

y+iR

(5.24) G(e,z,t;y) = lim et)‘G,\(s,:L',y) d,
R—o0 y—iR

dans D(Rg,y). En utilisant I'analyticité de G, on peut déformer le contour
d’intégration, et obtenir, pour vy, u > 0 assez petits, G = Gy + Gy, avec

Gy := % et)‘G)\(s,:c,y) dA,
r

—Vo—1ip —vo+iR
Gpr:= lim (/ e’\tG,\(s,x,y)d/\—F/ eMGy(e,z,y) d)\>,

R—o0 —vg—iR —vo+ip

ol I' est le grand arc de cercle, orienté positivement, du cercle de centre 0
et de rayon /13 + p2, qui relie le point —vy — iy au point —vg + iu. La
composante G de G représente la contribution des hautes fréquences, alors
que le terme Gj représente les basses fréquences. On note Sy et Sy les
opérateurs dont les noyaux (au sens de (5.23)) sont Gy et Gy, de sorte que

S =S8r+5q;.
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Lemme 5.7. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, la série y > Sir(e,nT)
est absolument convergente dans L£(X1), localement uniformément en (e,T) €

Q.

Preuve. D’apres la Proposition 7.1 de [MaZ], pour 0 < j < 2 8{;6’” se
décompose en une somme de termes « hyperboliques » de la forme

O(e*”t)%,at(—y)@i, v >0,

oll v est une valeur propre de Fp, et de termes de reste en O(e=(#=4l+1))57.
On en déduit directement la convergence de la suite

N
n=0

pour f € X1, uniformément en (g,7"), pour T loin de zéro. O

Lemme 5.8. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, la sériey -, St(e,nT’)
converge dans E(@m(L;;S), H?), localement uniformément en (¢,T) € Q, et sa
limite appartient a E(@x(ng),Xl), localement uniformément en (¢,T) € €.

Preuve. Pour prouver le premier énoncé, il suffit de prouver la convergence
dans £(L°, L?) des suites d’opérateurs de noyaux, pour 0 < j < 2,
n

N N
> 810,Gri(w, Tyy) = j{ > T 0,G(x,y) AN = g1 + g,
n=0 n=0

ou

1 ,
— ]
na) = (7= ) 20,Ga(w.9). 0

1 ,
— f (NH1)TA j
92,N(ﬂf7y) : 7{‘6 (1 — 6)\T>amayG>\(x7y) dA.

Le premier terme correspond a une estimation en temps court. Le con-
tour I' étant loin du spectre essentiel, la borne élémentaire

020,G\(z,y)| < Ce™l*¥l j<2AeT,v>0,

donne g; = O(e *I*=¥]) et donc

| [ et @idslly, < || [n@lfe - e dy] .

< Cllnf) * (e Nz,

(5.25)
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d’apres (2.12). Si, dans (2.11), ng satisfait ny < v, alors on déduit directe-
ment de (5.25) la borne

(5.26) | [ e s sl < €l Flaoli oo

d’apres (2.13).

A partir de la description de G donnée dans la Proposition 7.1 de [MaZ],
on peut montrer (voir la Proposition 2.5 de [TZ3] pour plus de détails) que
le terme go n est borné, comme Gy(e,z,(N + 1)T;y), par une somme de
termes « excités » de la forme

(y+a(N+1)T)/\/C(N+D)T
exay) i= 0™ | e dz,

—00

de termes « diffusés » de la forme
sn(z,y) == (1+ (N + 1)T)—1/2e(m—y—a(N+1)T)2/C(N+1)T’
et de termes de reste, de la forme
TN([E’ y) = O(e_l’(‘x"HyD) + O(e_V(|$_y|+(N+1)T)).

L'injection L7§ < L' implique que

lim [ en(z,y)f(y)dy = O(e™"V),

N—oo

par convergence dominée. Si ny < v, la suite [en(z,y)f(y)dy converge
donc dans L%.
Par ailleurs,

I /sN(x,y)f(y) dy|| > = (1 + NT)7V2 || NN p
< ON"YY

tend vers 0 quand N tend vers l'infini.

Enfin, 'opérateur de noyau ry est somme d’un terme constant, qui ap-
partient a E(LZQ,L%) d’apres (5.25) et (5.26), et d'un terme exponentielle-
ment décroissant en N en norme E(L;S, L,QY)

On en déduit la convergence de la suite 27]2[:0 Sr1(e,nT) dans L( Xz, H?),
et aussi I'appartenance de Y 2 Srr(e,nT) & L(X2,X1) (car le seul terme
qui a prori ne converge pas dans L£(Xs, X1) est le terme diffusé, dont la
limite est nulle).

U
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Preuve de la Proposition 5.6. Soit f € Xo — am(Lﬁ). D’apres les Lemmes
5.7 et 5.8, la suite ZnN:() S(e,nT)f converge dans H?, et

N

(Id—8)) S(e,nT)f = f— S(e,(N+1)T)f

n=0

converge vers f en norme H?. Par ailleurs, il découle du Lemme 5.3 que
S € L(H?). Donc

N 00
f=lim (Id—$) Z_; S(e,nT)f = (Id — S) Z_;)S(s, nT)f,

ce qui établit que (Id — S)~! := >">° S(e,nT) est un inverse a droite de
Id — S sur Xy, qui par ailleurs appartient a £(Xs, X7) d’apres les Lemmes
5.7 et 5.8.

]

Remarquons que cette description de la fonction de Green (Gj; dans le
Lemme 5.8) comme somme de termes excités, diffusés et de termes de reste,
se retrouve a 'identique dans le cas élémentaire de I’équation de Burgers.
Voir ’exemple 8.6 de [ZH].

5.5 Réduction
Proposition 5.9. Pour tout Ty > 0, il existe ag > 0 et une fonction continue
B: (e,T,a) € Rx (0,Tp] x R? = B(e,T,a) € X1,
définie pour |e| + |a| < o + ao, telle que
9, T,a,B(,T,a)) =0,
et qui satisfait la borne
(5.27) 18] x, < Clal?,
localement uniformément en (e,T,a) € [—¢eo, o] X (0,Tp] x Brz2(0, ap).
Preuve. On pose

(5.28) T(b) = (Id — S(¢,T)) ' No(e, T, a,b).

IX-18



ott (Id — S(e,T))~! est donné par la Proposition 5.6. Le Corollaire 5.4 et la
remarque qui précede la Proposition 5.5 donnent la borne

(5.29) IN2]lx, < C(lal + [Ib]lx,)?,

si bien qu’avec la Proposition 5.6, on peut affirmer que 7 envoie une petite
boule de X7 dans elle-méme, pour € et a assez petits. Le Corollaire 5.4
donne aussi la borne

(5.30) 106 N2l x, < C(lal + (bl x,),

dont on déduit directement le caractere contractant de 7, pour |a| + ||b]| x,
assez petit. On note B le point fixe de 7 dont 'existence découle du
Théoreme du point fixe de Banach. Par définition de (Id — S)~!, on a bien
9(e,T,a,3) = 0. Enfin (5.27) découle directement de (5.29) et de ’équation

B="1(8). O

La solution de (5.28) est unique, mais pour tout élément w du noyau
de Id — S, w + (8 est une solution de g = 0. La question de l'unicité des
solutions périodiques de (2.1) issues de conditions initiales proches de u° est
brievement mentionnée au paragraphe 4.

5.6 Bifurcation

L’équation réduite est

f«(e,T,a) := f(e,T,a,B(e,T,a)) =0.

En identifiant C et R?, on note en coordonnées polaires a = re', avec

r € R. Il est loisible de choisir 65 = 0.

Proposition 5.10. Il eziste deuz fonctions continues r — e(r), r — T'(r),
définies sur un voisinage de l'origine dans R,., telles que £(0) = 0, T'(0) =
27 /7(0), et

fa(e(r), T(r),r) =0.

Preuve. On considere (5.14) sur [0, Tp], € et T étant fixés, avec pour données
initiales (a,b) = (r, B(e,T,r)). D’apres (5.17) et (5.27), si r est assez petit,
w ne s’annule pas sur [0, 7p]. On utilise donc des coordonnées polaires (p, )
dans le plan R2, dans lesquelles (5.14)(i) devient

(5.31) o =vp+n, 0 =7+ no,
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otl, |n1| < CO.Q|, |n2| < Cp~H119,Q|, et donc, d’apres (5.3), (5.4) et
(5.27),

(5.32) Ini| < Ci(p® +7%),  |na| < Colr.

L’équation f, = 0 s’écrit (p,0)(T") = (r,2m). Une solution triviale est donnée
par r = 0. Pour sélectionner la solution non triviale, on pose pour r # 0,

T T
(5.33) fle,T,r) = (e”T -1 +/ eV(T_t)%dt, T +/ ny dt).
0 0

et
f(e,T,0) := (7 —1,7T).

La fonction f est alors une fonction continue de ses arguments. On remarque
que f(0,0,0) = 0, que f(e,T,0) est différentiable en (¢,7) = 0, et que
(0=7£)(0,0,0) = < 'y’(()O) _TO(O) > est inversible d’apres (PH). On peut
donc appliquer le théoreme du point fixe de Brouwer (voir par exemple le
Lemme 2.27 de [TZ2]), qui donne l'existence d’une application continue de
r +— (g,T)(r), définie sur un voisinage de 'origine, et solution de f = 0,
et donc de f, = 0. Pour r = 0, "équation en 6 devient #’ = 7, si bien que
0(T(0)) = 2 implique T'(0) = 27/7(0). O

5.7 Conclusion: existence des ondes galopantes

Soit un rayon initial r assez petit. Considérons le systeme (5.14), pour la
valeur €(r) du parametre de bifurcation, ou () est la fonction définie a la
Proposition 5.10, avec la condition initiale

(w,0)(0) = (r, B(e(r), T(r), 7).

Alors (w,v) est T'(r)-périodique en temps, et la solution " de (2.1) (pour
e = &(r)) qui est issue de la condition initiale

up = @) + rR¢X + B(e(r), T(r), ),

est T'(r)-périodique en temps. On remarque, d’apres (5.27), que si Cy > 0
est assez grand et |r| est assez petit,

(5.34) Co Il < luo — @z < Colrl.

Alors (5.16), (5.17) et (5.27) entrainent 'estimation (2.16).
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