
S E M I N A I R E

Equations aux
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ABSENCE DE R�ESONANCE PR�ES DU R�EEL

POUR L�OP�ERATEUR DE SCHR�ODINGER

par

Nicolas Burq

R�esum�e� � On donne dans cet expos�e des bornes inf�erieures uni�
verselles� en limite semiclassique� de la hauteur des r�esonances de forme
associ�ees aux op�erateurs de Schr�odinger �a l�exterieur d�obstacles avec des
conditions au bord de Dirichlet ou de Neumann et des potentiels analy�
tiquement dilatables et tendant vers 	 �a l�in
ni� Ces bornes inf�erieures
sont exponentiellement petites par rapport �a la constante de Planck�

�� Introduction� hypoth�eses

Le but de cet expos�e est l��etude de la localisation des r�esonances pour
l�op�erateur de Schr�odinger semi�classique� Nous nous proposons de mon�
trer que les r�esonances ne peuvent pas s�accumuler sur l�axe r�eel plus vite
qu�exponentiellement �par rapport �a l�inverse de la constante de Planck	�

On consid�ere un obstacle ��eventuellement vide	
 � � Rd de classe
C� et dont le compl�ementaire
 �
 est connexe� Soit P un op�erateur de
Schr�odinger semi�classique
 elliptique et autoadjoint 

P �
X
j�j��

a� �x� h	 �hDx	
�����	

�a coe�cients de classe C� sur � et v�eri�ant les conditions suivantes 

�� On suppose que �� est union disjointe de deux composantes connexes

�� and �� ��eventuellement vides	 et que les fonctions du domaine
de P v�eri�ent u j�D� �
 �u

�n
j�N� ��

�� Comme dans �Sj�o���
 on suppose que P est analytiquement dila�
table  Il existe ��� � � � et R� � � tels que les fonctions a� sont



holomorphes dans

�
r��� � C� dist

�
�� Sd��

�
� �� r � C� jrj � C� arg �r	 � ����� ���

�����	

�� On suppose que les fonctions a� �x� h	 � C�
b

�
Rd
�
sont ind�ependantes

de h pour j	j � � et a��x� h	 � a��x	 � hb��x� h	 pour j	j �� �� En�
�n l�op�erateur P est suppos�e proche de �h�� quand x � �� 
il existe � � � tel que pour tous h ���� h��
 j
j � �� x � ����	 �en

notant hxi � �� � jxj�	
���

	

X
j�j��

a� �x	 

� �

j
j�

C
����	

��X
���

a� �x� h	 

� � j
j�

�� � Chxi�������	

ja� �x� h	j � Chxi��� 		� j	j � �����	

Il a �et�e d�emontr�e par J� Sj�ostrand �Sj�o��� que sous ces hypoth�eses
 on
peut d�e�nir les r�esonances de l�op�erateur semi�classique P dans tout sec�
teur de la forme S�� � fz � C� z � e�i�r� r � �� � � ��� ���g
 �� � ��
�voir la deuxi�eme partie de cet expos�e	 et que les r�esonances forment
un ensemble discret� Le r�esultat principal pr�esent�e dans cet article est le
suivant 

Th�eor�eme �� � Pour tout compact K � R�� il existe �� C� h� � � tels
que pour tout � � h � h�� l�op�erateur P �h	 n�a pas de r�esonance dans
l�ensemble �

fz � C� dist �z�K	 � �e�C�hg����	

En fait nous obtenons un r�esultat plus pr�ecis  les r�esonances sont
d�e�nies comme les valeurs propres de certains op�erateurs non autoad�
joint� Nous donnons une estimation �exponentiellement large	 de la norme
de la r�esolvante de ces op�erateurs qui implique
 par un argument de per�
turbation l�absence de r�esonance�

Notre r�esultat �etait connu ant�erieurement dans quatre cas particu�
liers  le tout premier r�esultat a �et�e obtenu par Harrel �Har�	� pour
l�op�erateur de Schr�odinger plat en dimension � d�espace et pour un
potentiel �a support compact � ce r�esultat a �et�e �etendu par Hel�er et
Sj�ostrand �HS�
� pour les potentiels analytiquement dilatables ayant un
minimum unique non d�eg�en�er�e �cas du puits dans une ile	� Le r�esultat
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a ensuite �et�e d�emontr�e par Fernandez et Lavine �FL��� en dimension
quelconque d�espace pour l�op�erateur de Schr�odinger plat et un potentiel
�a support compact� En�n l�auteur �Bur��� a d�emontr�e le r�esultat pour
l�op�erateur de Helmoltz en dehors d�un compact �avec des conditions au
bord de Dirichlet	�

Une question naturelle serait de d�eterminer la meilleure constante C
pr�es d�une �energie �x�ee� Dans le cas de la dimension � ou pour un
probl�eme invariant par rotation
 il est possible de retrouver par notre
m�ethode les r�esultats classique et d�exprimer C en termes de la dis�
tance d�Agmon� Cependant dans le cas g�en�eral
 l��etude du r�esonateur de
Helmoltz et des r�esultats de Martinez sur l�e�et tunnel pour un double
puits �Mar��� section  
 donnent �a penser que cette constante s�exprime
plus probablement en termes micro�locaux que locaux�

Le point de d�epart de la preuve est le m!eme que dans �Bur��� 
on d�emontre des in�egalit�es de Carleman pour traiter les r�egions o�u on
poss�ede peu d�information �toute r�egion compacte	� Ensuite
 on utilise le
fait que pour jxj grand l�op�erateur P est proche de �h�� et des estima�
tions de commutateurs pour choisir des phases qui croissent lentement
��� �x	 � O �h	 au lieu de O ��	
 ce qui permet �nalement de conclure en
faisant la dilatation analytique�

	� Rappels sur la dilatation analytique dans le cadre

semi�classique

Nous donnons ici la d�e�nition des r�esonances par Sj�ostrand �Sj�o����
Soient ��
 r� � � et f� �t	  ��� � 
 ������� C
 injective pour tout �
telle que

�i	 f� �t	 � t pour � � t � r�

�ii	 � � arg �f� �t		 � �� �tf� �� �

�iii	 arg �f� �t		 � arg ��tf� �t		 � arg �f� �t		 � ��

�iv	 f� �t	 � ei�t pour t � T� ou T� d�epend seulement de �� et r��

�v	 arg�f� �t		 est une fonction croissante de � et t�

On consid�ere l�application ��  Rd � x � t� �� f� �t	� � Cd� t � jxj�
Alors l�image de ��
 ��
 est une vari�et�e qui co�"ncide avec R

d sur B ��� r�	�

XVII��



On d�e�nit

H��� � fu � H� ���	 � u j�D� �g����	

D� � fu � H� ���	 � u j�D� ��
�u

�n
j�N� �����	

ou H� ���	 et H� ���	 sont munis de leurs normes semi�classiques na�
turelles� On consid�ere l�op�erateur P� �h	 sur L� ��� n�	 de domaine D�

qui sur B ��� r�	 co�"ncide avec P �h	 et en dehors est �en coordonn�ees
polaires	 �egal �a

P� �h	 � P �f� �t	�� f
�
� �t	Dt� D�	����	

On a alors �Sj�o��� �lemma ��� and ���	

Lemme ���� � Pour tout z � Cnf�g� arg �z	 �� ��� l�op�erateur P��z
de D� dans L� ���	 est un op�erateur de Fredholm d�indice �� De plus si
arg �z	 � ���� � ���� alors dim Ker �P�� � z	 � dim Ker �P�� � z	

Ce r�esultat et la th�eorie de Fredholm analytique montrent que le
spectre de P� dans C n e��i������� est discret et inclus dans ���� ��
e��i�����������
 la partie dans ���� �� �etant les valeurs propres de P �h	�

De�nition ���� � On dit que z � e��i����������� est une r�esonance
de l�op�erateur P �h	 si et seulement si z � � �P�	 pour un �et donc pour
tout� � � �arg �z	 �� �puisque P est d�indice � il est �equivalent de dire
que z est une valeur propre��

Le th�eor�eme � est une cons�equence imm�ediate du r�esultat suivant 

Th�eor�eme �� � Pour tout compact K � R�� il existe r�� ��� C� C
�� h� �

� tels que pour tout � � h � h� et tout E � K l�op�erateur P�� �h	� EId
est inversible sur L� ����	 et v�eri	e

k �P�� �h	� EId	�� kL�����	
� CeC

��h����	

� Une id�ee de la preuve du th�eor�eme 	

La preuve de la relation ����	 repose sur deux type d�estimations  d�une
part une estimation de Carleman qui permet de traiter la r�egion o�u on ne
fait pas de dilatation analytique �jxj � r�	 et d�autre part une estimation
de type elliptique qui permet de traiter la r�egion apr�es la dilatation �jxj �
r�	� Le point remarquable est que les restes de l�estimation de Carleman
dans �jxj � r�	 sont absorb�es par l�estimation elliptique et vice versa�
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Pour simpli�er l�exposition
 nous allons nous limiter au cas o�u l�obstacle
� est topologiquement une boule et l�op�erateur �egal �a �h���V �x� h	 �le
cas d�une topologie plus compliqu�ee se traite en utilisant plusieurs phases
dans les estimations de Carleman et les hypoth�eses ��� permettent
 via
l�introduction d�un syst�eme de coordonn�ees g�eod�esiques radiales de se
ramener essentiellement au cas du Laplacien	� On supposera aussi que
K � f�g� On identi�era
 via l�application �� �� n� et �� Pour une phase
� �x	
 on notera

P	 � e		x
�hPe�		x
�h� P��	 � e		x
�hP�e
�		x
�h����	

�f� g	 �

Z
�

f �x	 g �x	 dx� kfk� � �f� f	����	

et

jjjujjj� � kuk� � khruk������	

��� Estimation de Carleman� �

Lemme ���� � Il existe R� � R� � R� � R�� h� � � et une fonction
� �x� h	 de classe C�� d�e	nie pour � � h � h� et v�eri	ant

�� La fonction � est radiale pour jxj � R�

�� la fonction � est nulle sur �� et sa d�eriv�ee normale int�erieure stric

tement positive sur ��� ����n j��� �

�� � �x� h	 � �� �x	 �
h

�h����C	r�R�

�	
� �r	 � h�� �r	 o�u

�a	 �� est �a support dans r � R�� �� est �a support dans r � R����
� est �a support dans R� � � � r � R� � �

�b	 �� � Cr� pour R� � r � R�

�c	 ��� � � pour r � R� � �

�� Il existe C � � tel que pour toute fonction u � C�
�

�
� �B ��� R�	

�
et tout � � h � h��

k �P	 � �	uk� � jRe ��P	 � �	u� u	 j � C�h

Z
��

r

�
juj� � jhruj�

�
����	

Pour d�emontrer ce r�esultat
 on utilise les estimations de Carleman
jusqu�au bord de Lebeau et Robbiano �Leb�
� LR���� Le point de d�epart
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est la relation

����	 k �P	 � �	uk� � kRe �P	 � �	uk�kIm �P	 � �	uk�

� i ��Re �P	 � �	 � Im �P	 � �	� u� u	 � termes de bord

o�u Re �P	 � �	 �
�
P	 � � � P �

	 � �
�
�� et Im �P	 � �	 �

�
P	 � P �

	

�
��i

et les termes de bord sont �dans le cas de conditions aux limites de
Dirichlet	 positifs �on utilise ici ����n j��� �	� On construit alors ��

de telle fa#con que si on note p	 le symbole principal semi�classique de
l�op�erateur P	
 on a

p	 � Rep	 � iImp	 � �� fRep	� Imp	g � �����	

Le relation ����	 et l�in�egalit�e de G$arding permettent alors de d�emontrer
une in�egalit�e du type ����	� Pour v�eri�er ����	 on est amen�es �a choisir
une fonction �� d�e�nie dans une premi�ere boule B ��� r�	 qui cro!"t tr�es
rapidement quand on s��eloigne de l�obstacle � cependant des calculs ex�
plicites �voir �Bur���	 montrent qu�on peut ensuite
 en imposant �a la
fonction �� d�!etre radiale loin de l�obstacle stabiliser son comportement
en lui imposant une d�eriv�ee arbitrairement pour r proche d�une valeur
r� � r�� Il reste �a calculer explicitement les termes du commutateur pour
r � r� pour montrer qu�on peut choisir � de la forme annonc�ee �c�est
�a dire obtenir �nalement �� � h et plus seulement �� � � � il ne s�agit
plus alors a proprement parler d�estimations de Carleman	� Le terme
jRe ��P	 � �	u� u	 j sert �a microlocaliser le probl�eme pr�es de la vari�et�e

caract�eristique de l�op�erateur ReP	  �� � ���r� � ���	� � ��
R� �etant ainsi �x�e
 on peut faire la dilatation analytique  on choisit

une fonction % � C� �R�	 v�eri�ant

�� % jr�R�
� �

�� % jr�R���� �

�� % croissante

�� %� � �%�	� � �%��	� � �%���	� � C%

et on choisit comme d�eformations la famille

r �� rei�	r
� � � ��� ������ 	

On a alors le r�esultat suivant

Lemme ���� � Avec le m�eme choix de phase qu�au lemme ��� il
existe C � � tel que pour toute fonction u � C�

�

�
� �B ��� R�	

�
et tout
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� � h � h��

���&	 k �P��	 � �	uk� � jRe ��P��	 � �	u� u	 j

� C�h

Z
��

r

�
juj� � jhruj�

�
� C�h

Z
� �j%�j� j%��j	

�
juj� � jhruj�

�

Ce r�esultat se d�emontre comme le pr�ec�edent
 le terme d�erreur venant
de termes parasites dus �a la dilatation analytique� Il faut remarquer ici
que le terme d�erreur n�est pas a priori plus petit que le terme principal

puisque sur le support de %�
 on a �� � O �h	� Pour traiter ce terme
d�erreur
 on va d�emontrer une estimation elliptique�

�	� Estimation elliptique� �

Lemme ���� � Il existe C � � tel que pour tout v � D� on a �avec
u � e	v�

���'	

� Im
�
�P� � Id	 v� e�i�v

�
L�

� �Im
�
�P��	 � Id	u� e�i���	�hu

�
L�

� C�

Z
%
�
jvj� � jhrvj�

�
� C ��h

Z
�j%�j� j%��j	

�
jvj� � jhrvj�

�

Ce r�esultat se d�emontre facilement par int�egrations par parties� Il faut
remarquer qu�ici encore le terme de reste n�est pas a priori plus petit que
le terme principal
 puisque pr�es de R�
 on peut avoir %� �� %�

On �xe maintenant � � � � ��� Du lemme ��� et de l�hypoth�ese � sur
% on d�eduit
 par Cauchy Schwartz


�����	

Z
%
�
jvj� � jhrvj�

�

� Ch

�Z
%
�
jvj� � jhrvj�

����� �Z
supp	�


jvj� � jhrvj�
����

� Ck �P��	 � Id	ukkuk

d�o�u
 puisque pour r � R�
 �� �x	� � �R�	 �h	 est born�ee uniform�ement
par rapport �a h


�����	

Z
%
�
juj� � jhruj�

�

� Ch�
Z
supp	�


juj� � jhruj� � Ce�		R�
�hk �P��	 � Id	ukkuk
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et

�����	 C�h

Z
�j%�j� j%��j	

�
juj� � jhruj�

�

�C�h

�Z
%
�
jvj� � jhrvj�

����� �Z
supp	�


juj� � jhruj�
����

�C�h
 Ch

�Z
supp	�


juj� � jhruj�
�

� C�hCe
		R�
�hk �P��	 � Id	 ukkuk 


�Z
supp	�


juj� � jhruj�
����

Soit � � C�
� �B ��� R�		
 �egale �a � sur B ��� R���	� On va appliquer le

lemme ��� �a la fonction �u� On remarque d�abord que

�����	 k �P��	 � Id	�uk� � jRe ��P��	 � Id	�u� �u	 j

� k �P��	 � Id	uk��k �P��	 � Id	ukkuk�Ch

Z
R����r�R�

juj��jhruj��

ce qui implique
 d�apr�es ���&	
 �����	 et �����	


�����	

Z
%
�
juj� � jhruj�

�
� h

Z
��

r

�
j�uj� � jhr�uj�

�

� Ch�
Z
supp	�


juj� � jhruj� � Ce�		R�
�hk �P��	 � Id	ukkuk

� Che		R�
�hk �P��	 � Id	ukkuk 


�Z
supp	�


juj� � jhruj�
����

�Ck �P��	 � Id	uk��Ck �P��	 � Id	ukkuk�Ch

Z
R����r�R�

juj��jhruj�

Le dernier terme d�erreur
 Ch
R
R����r�R�

juj� � jhruj� se contr!ole par
le premier terme de la premi�ere ligne
 puisque sur l�ensemble R� � � �

r � R�
 on a % � �� Le terme d�erreur Ch�
	R

supp	�

juj� � jhruj�



est

contr!ol�e par le deuxi�eme terme de la premi�ere ligne
 puisque � � � sur
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le support de %�� On obtient donc �nalement

�����	 k �P��	 � Id	uk� � ChCe		R�
�hk �P��	 � Id	ukjjjujjj���

� Ce�		R�
�hk �P��	 � Id	ukjjjukjj

� C �

Z
%
�
juj� � jhruj�

�
� C �h

Z
��

r

�
j�uj� � jhr�uj�

�
� Chjjjujjj�

ce qui implique

jjjujjj� � CeC
��hk �P��	 � Id	 uk������	

et d�emontre
 en revenant �a v
 l�estimation ����	 et donc le th�eor�eme �
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