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ABSENCE DE RESONANCE PRES DU REEL
POUR L’OPERATEUR DE SCHRODINGER

par

Nicolas Burq

Résumé. — On donne dans cet exposé des bornes inférieures uni-
verselles, en limite semiclassique, de la hauteur des résonances de forme
associées aux opérateurs de Schrédinger & l'exterieur d’obstacles avec des
conditions au bord de Dirichlet ou de Neumann et des potentiels analy-
tiquement dilatables et tendant vers 0 & l'infini. Ces bornes inférieures
sont exponentiellement petites par rapport a la constante de Planck.

1. Introduction, hypotheses

Le but de cet exposé est I’étude de la localisation des résonances pour
Iopérateur de Schrodinger semi-classique. Nous nous proposons de mon-
trer que les résonances ne peuvent pas s’accumuler sur I’axe réel plus vite
qu’exponentiellement (par rapport a I'inverse de la constante de Planck).

On considére un obstacle (éventuellement vide), ©® C R? de classe
C* et dont le complémentaire, €2, est connexe. Soit P un opérateur de
Schrodinger semi-classique, elliptique et autoadjoint :

(1.1) P =" an(z, h) (hD,)"
la| <2
A coefficients de classe C' sur () et vérifiant les conditions suivantes :

1. On suppose que 9O est union disjointe de deux composantes connexes,
['; and T’y (éventuellement vides) et que les fonctions du domaine
de P vérifient u |g,= 0, 2 g, = 0.

2. Comme dans [Sj697], on suppose que P est analytiquement dila-
table : Il existe 0y, > 0 et Ry > 0 tels que les fonctions a, sont



holomorphes dans
(1.2)
{rw;w € C, dist (w,Sd’l) <e, reC, |r|>C, arg(r) € [—00,90]}

3. On suppose que les fonctions a, (z, h) € Cg° (Rd) sont indépendantes
de h pour |a| =2 et ay(z, h) = aq(z) + hbs(z, h) pour |a| # 2. En-
fin I'opérateur P est supposé proche de —h?A quand z — +o0 :
il existe ¢ > 0 tel que pour tous h €0, ho[, |{] = 1,z € (1.2) (en

notant (x) = (1 + |5L’|2)1/2)

(1.3) Z aq () E* > %

|a]=2
(1'4) ‘Zaa (xv h) 604 - |§|2‘ < C<Z’>_€,
(1.5) lao (z, h)] < C{x) °,Va,|a] <1

Il a été démontré par J. Sjostrand [Sj697]| que sous ces hypotheses, on
peut définir les résonances de 'opérateur semi-classique P dans tout sec-
teur de la forme Sy, = {z € C;z = e ¥r, 7 > 0,0 € [0,01]}, 61 < 6
(voir la deuxiéme partie de cet exposé) et que les résonances forment
un ensemble discret. Le résultat principal présenté dans cet article est le
suivant :

Théoréme 1. — Pour tout compact K C R il existe ¢,C, hg > 0 tels
que pour tout 0 < h < hg, lopérateur P (h) n’a pas de résonance dans
l’ensemble :

(1.6) {z € C; dist (2, K) < ee "}

En fait nous obtenons un résultat plus précis : les résonances sont
définies comme les valeurs propres de certains opérateurs non autoad-
joint. Nous donnons une estimation (exponentiellement large) de la norme
de la résolvante de ces opérateurs qui implique, par un argument de per-
turbation 'absence de résonance.

Notre résultat était connu antérieurement dans quatre cas particu-
liers : le tout premier résultat a été obtenu par Harrel [Har82] pour
I'opérateur de Schrodinger plat en dimension 1 d’espace et pour un
potentiel & support compact; ce résultat a été étendu par Helffer et
Sjostrand [HS86| pour les potentiels analytiquement dilatables ayant un
minimum unique non dégénéré (cas du puits dans une ile). Le résultat
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a ensuite été démontré par Fernandez et Lavine [FL90] en dimension
quelconque d’espace pour l'opérateur de Schrodinger plat et un potentiel
a support compact. Enfin Pauteur [Bur98] a démontré le résultat pour
I'opérateur de Helmoltz en dehors d'un compact (avec des conditions au
bord de Dirichlet).

Une question naturelle serait de déterminer la meilleure constante C'
pres d’'une énergie fixée. Dans le cas de la dimension 1 ou pour un
probleme invariant par rotation, il est possible de retrouver par notre
méthode les résultats classique et d’exprimer C' en termes de la dis-
tance d’Agmon. Cependant dans le cas général, I’étude du résonateur de
Helmoltz et des résultats de Martinez sur 1’effet tunnel pour un double
puits [Mar98] section 7, donnent & penser que cette constante s’exprime
plus probablement en termes micro-locaux que locaux.

Le point de départ de la preuve est le méme que dans [Bur98] :
on démontre des inégalités de Carleman pour traiter les régions out on
possede peu d’information (toute région compacte). Ensuite, on utilise le
fait que pour |z| grand 'opérateur P est proche de —h?A et des estima-
tions de commutateurs pour choisir des phases qui croissent lentement
(¢’ () = O (h) au lieu de O (1), ce qui permet finalement de conclure en
faisant la dilatation analytique.

2. Rappels sur la dilatation analytique dans le cadre
semi-classique

Nous donnons ici la définition des résonances par Sjostrand [Sj697].
Soient gg, 79 > 0 et fq(t) : [0, 7] x [0,4+00[— C, injective pour tout 6
telle que

(i) fo(t) =t pour 0 <t <rg
(i) 0 < arg (o (1)) < 0,005 £ 0
arg (fo (t)) < arg (0cfo (1)) < arg (fo (£)) + €0

fo (t) = €t pour t > T, ou Ty dépend seulement de & et 7y.

)
(iii)
(iv)
(v) arg(fs (t)) est une fonction croissante de 6 et ¢.

On considere 1'application kg : R 3 2 = tw — fo(H)w € Ct = |z|.
Alors I'image de kg, I'g, est une variété qui coincide avec R¢ sur B (0, 7).
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On définit

(2.1) Hoo ={u€ H' (Tg): u |r,= 0}
ou
(2.2) Dy = {u e H*(Ty);u |1“D:07% Ioy=0

ou H?(T'y) et H' (I'y) sont munis de leurs normes semi-classiques na-
turelles. On considere 1'opérateur Py (h) sur L? (T'y \ ©) de domaine Dy
qui sur B (0,7y) coincide avec P (h) et en dehors est (en coordonnées
polaires) égal a

(2:3) Py (h) = P (fo (t)w, f (t) Dt, D.y)
On a alors [Sjo97] (lemma 5.1 and 5.2)

Lemme 2.1. — Pourtout z € C\{0}, arg(z) # —26 l'opérateur Py—
de Dy dans L* (T'y) est un opérateur de Fredholm d’indice 0. De plus si
arg (z) < —201 < =205 alors dim Ker(Py, — z) = dim Ker (Py, — z)

Ce résultat et la théorie de Fredholm analytique montrent que le
spectre de Py dans C\ e 2]0, +oo[ est discret et inclus dans | — oo, 0] U
e~ 2061[0, +-00], la partie dans | — 0o, 0] étant les valeurs propres de P (h).

Definition 2.2. — On dit que z € e~ 210, +-00[ est une résonance
de lopérateur P (h) si et seulement si z € o (Py) pour un (et donc pour
tout) 0 > —arg(z) /2 (puisque P est d’indice 0 il est équivalent de dire
que z est une valeur propre).

Le théoreme 1 est une conséquence immeédiate du résultat suivant :

Théoréme 2. — Pour tout compact K C RY il existe v, 6y, C,C’, hg >
0 tels que pour tout 0 < h < hq et tout E € K ['opérateur Py, (h) — E1d
est inversible sur L* (Ty,) et vérifie

(2.4) I (Poy (h) = B1d) " [|a(p, ) < Ce "

3. Une idée de la preuve du théoreme 2

La preuve de la relation (2.4) repose sur deux type d’estimations : d’une
part une estimation de Carleman qui permet de traiter la région ol on ne
fait pas de dilatation analytique (|z| < ro) et d’autre part une estimation
de type elliptique qui permet de traiter la région apres la dilatation (|x| >
). Le point remarquable est que les restes de 1’estimation de Carleman
dans (|z| > ry) sont absorbés par 'estimation elliptique et vice versa.
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Pour simplifier ’exposition, nous allons nous limiter au cas ou 1’obstacle
O est topologiquement une boule et 'opérateur égal & —h?A+V (z,h) (le
cas d'une topologie plus compliquée se traite en utilisant plusieurs phases
dans les estimations de Carleman et les hypotheses 1.3 permettent, via
I'introduction d’'un systeme de coordonnées géodésiques radiales de se
ramener essentiellement au cas du Laplacien). On supposera aussi que
K = {1}. On identifiera, via I'application g 'y \ © et 2. Pour une phase
¢ (z), on notera

(3.1) P, = e?@/hpe=e@/h  p, — #@)/hpye=e(@)/h
(3.2) <ﬁm=Af@W@Ma|vwzmn
et

(3.3) a2 = flul® + 1Al

3.1. Estimation de Carleman. —
Lemme 3.1. — 1l existe Ry < Ry < Ry < Rz, hg > 0 et une fonction
@ (z, h) de classe C*, définie pour 0 < h < hg et vérifiant

1. La fonction ¢ est radiale pour |z| > Ry

2. la fonction ¢ est nulle sur OS2 et sa dérivée normale intérieure stric-
tement positive sur OS2, dp/dn |sq> 0

3. ¢ (@, 1) = 0 (@) + ey X (1) + e (r) ot
(a) g est a support dansr < Ry, 1 est a support dansr > Ryi—1,
x est a support dans Ry — 1 <r < Ry +1
(b) 1 = Cr? pour Rz > 1 > Ry
(c) ¢y =0 pourr> Rz +1

4. 1l existe C > 0 tel que pour toute fonction u € C§° (2N B (0, Rs))
et tout 0 < h < hy,

34 1| (P, = Dl + [Re (P, = )| = Cob [ £ (uf? + i)

Pour démontrer ce résultat, on utilise les estimations de Carleman
jusqu’au bord de Lebeau et Robbiano [Leb96, LR95]. Le point de départ
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est la relation

(35) (P, = Dull* = [[Re (P, — 1) ul]*|[Im (P, — 1) ul|?
+i([Re (P, —1),Im (P, — 1)] u, u) + termes de bord

ot Re(P,—1) = (P, =1+ P;—1)/2 et Im(P, — 1) = (P, — P}) /2
et les termes de bord sont (dans le cas de conditions aux limites de
Dirichlet) positifs (on utilise ici dp/0n |sq> 0). On construit alors g
de telle facon que si on note p, le symbole principal semi-classique de
I'opérateur P,, on a

(3.6) p, = Rep, +ilmp, = 0 = {Rep,,, Imp,} > 0

Le relation (3.5) et I'inégalité de Garding permettent alors de démontrer
une inégalité du type (3.4). Pour vérifier (3.6) on est amenés a choisir
une fonction ¢, définie dans une premiere boule B (0,7) qui croit tres
rapidement quand on s’éloigne de 'obstacle; cependant des calculs ex-
plicites (voir [Bur98]) montrent qu’on peut ensuite, en imposant a la
fonction ¢y d’étre radiale loin de ’obstacle stabiliser son comportement
en lui imposant une dérivée arbitrairement pour r proche d’une valeur
r1 > 1. Il reste a calculer explicitement les termes du commutateur pour
r > rp pour montrer qu’on peut choisir ¢ de la forme annoncée (c’est
a dire obtenir finalement ¢’ ~ h et plus seulement ¢’ < ¢; il ne s’agit
plus alors a proprement parler d’estimations de Carleman). Le terme
|Re (P, — 1) u,u) | sert & microlocaliser le probleme pres de la variété
caractéristique de 'opérateur ReP, : p* + n2/r* = (¢')* + 1.

R, étant ainsi fixé, on peut faire la dilatation analytique : on choisit
une fonction ¥ € C* (R*) vérifiant

1.V |,<p,=0

2.V [,>p,=1

3. WU croissante

4. 02 4 (V) + (") + (0" < OO0
et on choisit comme déformations la famille
(3.7) i e 0 € [0, 6,]

On a alors le résultat suivant

Lemme 3.2. —  Avec le méme choix de phase qu’au lemme 5.1, il
existe C' > 0 tel que pour toute fonction u € C§° (Q N B (0, Rg)) et tout
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0<h< ho,
(3.8) |l (Poyo — Dull* + |Re ((Poy — 1) u,u) |

> Ooh/% (Jul? + AV u]?) —Clh/0(|\11’| +10) (Juf? + |AVaP)

Ce résultat se démontre comme le précédent, le terme d’erreur venant
de termes parasites dus a la dilatation analytique. Il faut remarquer ici
que le terme d’erreur n’est pas a prior: plus petit que le terme principal,
puisque sur le support de ¥, on a ¢’ = O (h). Pour traiter ce terme
d’erreur, on va démontrer une estimation elliptique.

3.2. Estimation elliptique. —

Lemme 3.3. — Il existe C' > 0 tel que pour tout v € Dy on a (avec
u=ev)

(3.9)

—Im ((Pg — Id)w, e_w‘l’v) =—Im ((PG,v — Id)u, e—i9‘1’—2v/hu)

L2 L2

> 09/\I/(|v|2+ |hV ) —C’Qh/(|\1/’|+ 10"]) (|v]* + [hVv]?)

Ce résultat se démontre facilement par intégrations par parties. Il faut
remarquer qu’ici encore le terme de reste n’est pas a prior: plus petit que
le terme principal, puisque pres de Rs, on peut avoir ¥/ >> .

On fixe maintenant 0 < 6 < #y. Du lemme 3.3 et de ’hypothése 4 sur
¥ on déduit, par Cauchy Schwartz,

(3.10) /\1; (jof + [BVo]?)

1/2 1/2
<Ch (/qf (jof> + |th|2)> (/ ol + |th|2>
supp(¥’)

+ Ol (Pop — Ld) ull[|u]

d’on, puisque pour r > Ry, (¢ () — ¢ (R2) /h) est bornée uniformément
par rapport a h,

(3.11) /\IJ(|u|2+ |hVul?)

< th/ (2) u* + [hVul* + Ce? M| (P, — 1d) ul|||u]
supp (¥’
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et

@.12) Cih [ (W] + 1) (uf* + [b7uf)

1/2 1/2
<Cih (/qf (jof + |th|2)> </ ful® + |hvu|2>
supp(¥’)

<Cyh x Ch (/ ul? + |hVu|2>
supp(¥’)

1/2
+ CLhCe? TN (Py , — Id) ul||ul] x (/ |u|? + |hVu|2>
supp(¥’)

Soit x € C§° (B (0, R3)), égale a 1 sur B (0, Ra41). On va appliquer le
lemme 3.2 a la fonction yu. On remarque d’abord que
(3.13) || (Po,p — Id) xul* + [Re (P — Id) xu, x1) |

<1 (Pop — Id) ul*+| (Po., — Id)UIIIIU|I+Ch/ [ul*+[hVul?,

Ro+1<r<R3

ce qui implique, d’apres (3.8), (3.11) et (3.12),
/
(3.14) /\Il (Jul* + [hVul) + h/ % (Ixul® + AV xul?)

gChz/ (m|u|2+|Wu|2+ce2<ﬂ<R2>/h|| (Poy — Id) ul]|ul]
supp(¥’

1/2
+ AT (P = rayullullx ([ Ju+ )
supp(¥’)

+C|| (Poy — Id) ul*+C|| (s, — Id) UI|||UI|+Ch/ [ul*+hVul”

R2+1§T§R3

Le dernier terme d’erreur, Ch [ .\ o |u[> +|hVu|?* se controle par
le premier terme de la premiere ligne, puisque sur I’ensemble Ry + 1 <

r < Rs,on a ¥ = 1. Le terme d’erreur C'h? <f ) lul? + |hVu|2) est

supp (¥’
controlé par le deuxieme terme de la premiere ligne, puisque x = 1 sur
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le support de ¥'. On obtient donc finalement
(3.15) || (Pop — Id) ul® + ChCe? M| (Py , — Id) ull[]ul|[*

n OeZga(Rz)/hH (Py., — Id) ull|||u|l|

!
> C’/\If ([ul?* + |hVul?) + O’h/ % (Ixul® + RV xul?) > Chl|[u||]

ce qui implique

(3.16)

ul[[* < Ce“ /M| (Py, — Id) ul?

et démontre, en revenant a v, 'estimation (2.4) et donc le théoréme 2
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