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5-01

QUELQUES RÉSULTATS SUR LE DUAL D’UN MODULE DE TYPE FINI
SUR UN ANNEAU COMMUTATIF ET SUR LA CARACTÉRISATION DES MODULES DE TYPE FINI

TELS QUE LEUR ANNEAU D’ENDOMORPHISMES SOIT COMMUTATIF

par Jean-Pierre LAFON

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
13e’année, 1955/60, n° 5

7 décembre 

Cet exposé contient un certain nombre de résultats assez décousus et qui 
vent probablement être précisés et approfondis.

I. o Étude du dual.

1. Soit A un anneau local d’idéal maximal m ~ de cor~s des restes k et soit

E un A-module de tvpe fini. Nous désignerons par E = A) le dual de

E . Si h est la forme bilinéaire canonique E ~ x E 2014~ A ~ forme définie par

h(x ~ x) = x*(x) ~ A si x ~ E et E~ ~ elle induit sur (E~/mE~) x (E/mE)
une forme bilinéaire à valeurs dans %- comme suit :

Si x = y module et si x = y module alors x (x) ~ module

m et~ nous poserons’ x) = classe de x (x) module m si x~ (resp. x )
est un élément de (resp. E/mE ) dont x* (resp. x ) est un représentant.

La non dégénérescence de cette forme bilineaire induite signifie que si
x ~ E/mE est ~ 0 , il existe’ 6 tel que x*(x) ~ 0 o Donc, si
x ~ E - mE , il existe x* ~ E* tel que x*(x) ~ m . 0 Par choix convenable de

y’~ E p proportionnel à x ~ x (y) = 1 ~ c’est-à-dire = x*(E) = A i donc

x* est une surjection de. E sur A et il en résulte que A est facteur direct

0 En posant E = A ~ F et, en recommençant avec x ~ F - mF , nous voyons
que F = A @ G o De proche en proche, nous aboutissons à E = A~ .
la réciproque est immédiate:, d’où le théorème suivant. ()

THÉORÈME. - Sous les hypothèses ci-dessus, il.y a équivalence entre 1
1° La forme bilinéaire induite sur (E*/mE*) x par la forme bilinéaire

canonique OE* M J -. i-, est non dégénérée.
2° E est A-libre. > . ’

Nous avons défini un homomorphisme ~ do dans dual du

k-espace vectoriel E/mE qui se factorise comme l’indique le diagramme commutatif :



où i est l’injection canonique de m) dans (E/mE)* apparaissant dans
la suite exacte : 0 2014~Hom (’.’; ~ et 

est la surjection canonique m)/mE~ = m) .

La surjectivité équivaut ~ celle de i 3, c’est-à-dire, à E libre en ver-

tu du résultat suivant qui généralise le théorème du paragraphe 5 de [3J et dont
la démonstration ne nécessite pas l’utilisation d’un théorème d’Azumaya sur des
relèvements de bases canoniques d’algèbres de matrices; mais s’appuie uniquement
sur le lemme de Nakavama : 1

THÉORÈME. - Soit E un module de type fini sur un anneau local A d’idéal ma-
ximal m, de corps des restes k et soit F un A-module de tvpe fini fidèle.
Les 3 assertions suivantes sont équivalentes ~ 1

1° E est 

2° L’application canonique de dans F/mF) est surjective;
3~ mF) = 0 . o

L’injectivité de 03C6 équivaut, évidemment, à celle de j , c’est-à-dire à

Hom~(E ~ m) = m Hom~(E ~ A) . Nous allons caractériser les modules E qui véri-
fient cette propriété. Bien entendu, la méthode utilisée pourrait être appliquée
sans modification à la caractérisation des E tels que = m Hom (E ~ F)
où F est un A-module de type fini donné, mais, en apparence, les résultats obte-
nus ne sont intéressants que si E = A o

Prenons 3 comme quotient L/R d’un A-module libre (de type fini) L par un

sous-module R. On en déduit que Hom~E ~ A) est un sous-module de A) .
Nous désignerons par S le quotient A) . Il est clair que

= HomA(E , A) HomjL , m) , et il en résulte que la condition impo-
sée se traduit ainsi &#x26; Hom~(E , A)/m s’injecte dans

A)/m A) , soit sous une forme plus agréable: l’application cano-
nique 

’

est injective. Écrivons,alors, la suite exacte : g



Puisque A) , k) = 0 la condition se traduit -car Tor~(S , k) = 0
condition classiquement équivalente à S est S est quotient de

HomA(L , A) = L et il est libre. Il revient au même de dire que S est facteur

direct de L car ceci entraîne que S est projectif et, puisque A est local,
que S est libre. En définitive, ceci est équivalent au fait que E* soit fac-
teur direct de L~ .

THÉORÈME. - Une condition nécessaire et suffisante pour que l’application
E /mE ~ (E/mE). définie ci-dessus soit surjective est que E soit A-libre.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle soit injective est que si
~ est quotient L, alors E~ soit facteur
direct de L .

La dernière condition est trivialement satisfaite si A est un anneau de va-

luation discrète. D’autre part, elle implique dans le cas général E* A-libre 0

REMARQUE. - Les problèmes que nous nous posons ici module m , se posent évi-
demment module ils ne sont sans doute pas inabordables, mais ils sont cer-
tainement bien plus difficiles à résoudre.

2. Ce paragraphe est consacré à la démonstration du théorème suivant qui est une
forme légèrement généralisée de résultats de [4J. Les démonstrations ont été
quelque peu modifiées.

Soit A un anneau noethérien. Soit E un A-module de type fini
fidèle. Il v a équivalence pour un A-module F (non nécessairement de type fini)
entre ?

f F = 0 ,
2~ F) = 0 .

La démonstration s’appuie sur deux lemmes (REES).

LEMME 1. - Soit A un anneau nothérien intègre de corps des fractions K et

soit E un A-module de tvpe fini. Il y a équivalence entre s

1~ E .est fidèle ,
2° E  K est différent de 0 ,

3° HomK(E  K , K) est différent de 0 , 
°

4~ Hom~(E ~ A) est différent de 0 .

Le lemme apparaît comme un cas particulier du théorème. Il serait possible



de donner modulo le théorème un lemme plus général dans le cas où A n’est pas

intègre et où K est l’anneau total des fractions de A .

L’équivalence de 2° et 3° est immédiate. 2° implique non 1°

0 signifie que E est un A-module de torsion et puisque ~~ est

intègre et E de tvpe fini 3 E ne saurait être fidèle. Non 1° implique non 2°

car si aE 7 0 avec a ~ 0 , on doit avoir I~.~ = 0 car K se plon-

ge.dans F  K , par suite de la platitude de et le calcul fait, alors, dans

E  K montre que (aE) 9 K = K) .

Reste donc à montrer l’équivalence de 3° et 4° ; 1 elle est immédiate si l’on re-

marque que

en vertu d’un résultat classique de platitude.

LEMME 2. - Si l’idéal p de A e st premie r (plus généralement intégralement
clos), et si E est un Ã-module de type fini alors E/pE est fidèle en

tant que 

Si, en effet, A/p est tel que âE/pE = 0 , pour un représentant a dans

A 9 aE C pE . La méthode du déterminant de Krull donne9 alors, une équation de
dépendance intégrale : an - b1 an-1 - ... - = 0 ou bi ~ pi. Ceci implique
évidemment a ~ p ? soit â - 0 .

DEMONSTRATION du théorème. - Il est clair que l’on peut supposer F de type fini

( sinon9 on considérerait les sous-modules de type fini). Si F 1 0 , il est bien
connu qu’il existe un idéal premier p, en fait associé à F 9 et différent de

A , tel que A/p s’injecte dans F o Il nous suffira donc de montrer que

A/p) est différent de 0 . . Or, s’identifie canonique-
ment à A/p) qui est différent de 0 , d’après le lemme ~, et le

lemme la 

3. On peut se demander quand le A-module L (F~ ) est isomorphe’à L(E) 0 Nous
n’insisterons pas sur ce genre de résultats. On montre que L(E~) est canonique-
ment isomorphe à ., E**) où E** est le bidual de E . Une condition

suffisante est donc que E soit isomorphe à E~~ o Le résultat suivant se démon-
tre en utilisant la platitude. 

’

Soit A un anneau noethérien intègre et soit ’E un A-module de type

fini sans torsion. L’application canonique h de E dens son bidual E** est



injective et le conoyau de h est un modulé de torsion.
Il est d’ autre part, immédiat, puisque E** est sans torsion, qu’une condi-

tion necessaire pour que h soit un isomorphisme de È sur E est que E

soit sans torsion.

II. Une généralisation du module de torsion.

PROPOSITION et Soient A un. anneau commutatif F son anneau
total des quotients y E un T un sous-module : il y a équivalence
entre é 

,

1° T est le novau de l’homomorphisme canonique E ~ E  K ;
2° T est l’ensemble des x ~ E dont l’annulateur contient un élément régu-

lier de A . T sera appelé le sous-module de torsion généralisée de E .

L’équivalence de 1° et 2° est classique, et nous renvoyons, par exemple, à

l’appendice de Il serait évidemment possible de définir plus généralement
la S-torsion de E pour toute partie multiplicative de ~~ , le cas considéré

ici étant celui où S est l’ensemble des éléments réguliers de A .

x ~ T signifie, donc; qu’il existe un élément régulier a :. A tel que ax = 0 .

La définition a les conséquences suivantes i

(T ) si A est intègre, T est le sous-module de torsion.

(T ) T est caractéristique.

(T ) le quotient E/T du module E par son sous-module de torsion généralisée
n’a pas de torsion généralisée. 0

(T ) si E est fidèle et T de tvpe fini (par exemple, si E est noethérien

fidèle), E/T est fidèle.

(T ) si A n’est pas intègre, le sous-module de torsion généralisée T de E

n’est pas forcément Dur. 
’

(T ) le dual E* de E est isomorphe au dual .E ~T ~ de 

(T ) si le A-module E n’a pas de torsion généralisée, l’application canoni-
que de E dans E ~ K où K est l’anneau total des quotients de A est injec-
tiveo



III. L(E) commutatifs. o 

’

1. Anneau des endomornhismes d’un idéal.

Soient A un anneau commutatif élément unité 9 et Y son anneau total des

quotients, si I est un idéal de .~ 9 on note (1:1) l’ensemble des a ~ K

tels que 

PROPOSITION. - L’ anneau L{I ) des A-endomorphismes de l’ idéô.l I est iso-

morphe a (I ~ t I) si I contient au moins un élément régulier.

En effet, dans le cas générale si a ~. I ) 9 aI la multiplication

par a définit, donc, un endomorphisme de Z g d’où une application
h ~ (I ~ t I) --; L(I) qui est évidemment un homomorphisme pour les structures de

modules et d’anneaux. a Le novau de h est (0 : 1 I ) ~ ensemble des tels

que aI ~- C~ a

Si x est un élément régulier de I et si y ~ 1 ~ xu(u) = yu(x) montre que

u(y) = (u(x)/x) y avec r. K et même ~(1 ~ ô 1) . Alors, h est surjectif
et (0 : t I) = 0 , donc h est un isomorphisme. Dans le cas générale nous voyons
que (I : t I)/(0 : 1) se plonge dans L(1) , mais l’exemple suivant montre qu’il
n’y a pas égalité : 1 et I = (x , y) .
On en déduit les corollaires suivants. *

COROLLAIRE 1. - Si I contient un élément régulier; L{I ) est commutatif a

COROLLAIRE 2. - Si A est intègre, il en est de même de L(l) .

COROLLAIRE 3. - Si A est noethérien intégralement clos {io e. intégralement

fermé dans son anneau total des quotients) et si l’idéal 1 contient un élément

régulier~ alors L{I) = A 0
En effet, L(I) = (I : I) se plonge alors dans u . Il contient A et est

entier sur A puisque c’est un A-module de type fini (si A est noethérien).

L’hypothèse faite sur A implique donc bien L(I) = A a

Remarquons que l’on n’a pas forcément L(I) = A dans le cas général s si A’

est la clôture intégrale de A non intégralement clos et si f est le conduc-

teur de A’ dans A 9 (f : k f) = A’ et L(f) = A’ ou f est considérée indif-

féremment, comme un A ou un A’-module.

2 o Passage au contre-module.

Si A est un anneau (commutatif) et si E est un A-module, nous désignerons



Dar E’ le contre-module de E 9 c’est-à~dire le L(E)-module à gauche défini
comme suit :

La structure du groupe abélien de E’ coïncide avec celle de E ;

Le produit uox ou u E L(E) et x E E’ est défini par u.x = u(x) .

PROPOSITION. - L’ anneau L(E’) des L(E)-endomorphismes de .E’ est le centre

de L(E) .
Il suffit de remarquer qu’un endomorphisme de E’ est un endomorphisme du

groupe abé lien E qui commute à tout u de L ( ~~ ) 9 il commute, en particulier,

aux homothéties, et appartient donc p L(S) et puisqu’il doit com-uter à tout

élément de L(E) , il est dans le centre de E. La réciproque est immédiate.

COROLLAIRE. - Si est commutatif, 9 L(E) .
Nous voyons donc9 que, pour la recherche des E tels que L(E) soit commuta-

tif, il est naturel de chercher a caractériser les A-modules E tels que L(E) = .~ .

3. Étude des E tels que L(E) = A .

Nous allons essentiellement caractériser de tels E qui sont des idéaux.

THÉORÈME. - Soit A un anneau n08thérien et soit E un A-module de type
fini tel que L(E) = A . Alors, les assertions suivantes sont équivalentes ~ >

1° E est isomorphe à un idéal (convenable) de A;
2° Il existe une injection h de E dans A o

3° Il existe un homomorphisme libre h : i E ~ A , c’est-à-dire tel que h(E)
soit fidèle.

4° Il existe une application bilinéaire libre h’ : i E x E ~ E .

L’équivalence de 1° et 2° est évidente et indépendante de l’hypothèse L(E) = A .
3° implique 2° ~ 1 soit, en effet, h : i tel que h(E) soit fidèle. Le

novau ker(h) de h est caractéristique puisque L(E) = A implique que tout

sous-module de E est caractéristique. 0 On peut donc écrire la suite exacte :

Les homothéties de  induisent évidemment les homothéties de E/ker(h) 0
Puisque ce module est isomorphe à h(E) supposé fidèle, si L(~ ) - ~ 9 L(E)
se plonge dans L(E/ker(h)) l’injection étant l’homomorphisme correspondant à
la flèche de droite. Il en’résulte que ker(h)) =0 et ker(h) = 0

car L(E) = A implique la fidélité de E . Donc h est injectif.



2° implique 3° de façon évidente. »

L’équivalence de 3° et 4° résulte de ce quej si = A ~ ~) peut
s’ écrire J~) qui est canoniquement isomorphe à E , E) .
Cette condition 4° met, partiellement, en évidence la recherche d’une structure

d’anneau sur l’associactivité n’apparaît pas sous cette forme. o

as un anneau noethérien intégre et soit E un 

de tvpe fini. Il ~r a équivalence entre :
1° L(E) = A .
2° E est isomorphe à un idéal I de A tel que (I : l) = A .

En effet, il existe puisque E est fidèle et un tel

h est libre : ah(E) = 0 impliquerait ah(x) = 0 avec h(x) f 0 , donc a = 0 .

Une autre méthode, sans doute plus naturelles est la suivante : i

Soient A un anneau noethérien et E un A-module de type fini tel que
L(E) = A o Le sous-module de torsion généralisée T est caractéristique et nous .

Douvons (même si L(E) ~ écrire la suite exacte *

Nous avons montré ~(T 4 ~) que E/T fidèle comme E . Un raisonnement ana-

logue à. celui fait ci-dessus montre que T) = 0 si L(E) = A et, par

suite, que T = 0 . Donc,

Soient A un anneau noethérien et E un A-module de type fini
tel que L(E) = ti g alors 3 l’annulateur d’un élément o de E est formé

uniquement de diviseurs de 0 . .

Ce résultat est assez illusoire car, si A est un anneau total de quotients,
il n’apporte aucune précision. Il permet de se ramener à ce cas i

En effet, E s’injecte canoniquement dans E K si Y est l’anneau total

des quotients de A et, d’autre part, L(E i r) = L(E) o F = K .
Dans le cas ou A est intègre, on en déduit E , K = F et E isomorphe à

un idéal que l’on peut supposer entier.’

REMARQUE. - Il n’est pas vrai dans le cas où l’anneau A est intègres que
L(3) = A implique E isomorphe à un idéal de A si E n’est plus supposé de
tvpe finio On se reportera à ~1~ pour voir que, par exemple, si A est local

intègre de corps des restes k ~ et si E est 1’enveloppe injective de k con-

sidéré comme A-module, L(3) = A . Or le lemme de Nakayama montre que, dans ce
cas, un module injectif n’est jamais de finia



Le corollaire du théorème se généralise sans difficulté comme suit 1

PROPOSITION. - Si A e st somme directe d’un nombre d’anneaux noethé riens

intègres, et si 1.e ’ A-module de type fini E satisfait à L(E) = A 9 alors E

est isomorphe à un idéal convenable o

En effet, si A = ... ~ An où est noethérien intègre et si .
... , en sont les idempotents correspondant à cette décomposition en som-

me directe, en rosant E . - 1 = nous obtenons E = ~:~ I ® En ’ puis

L(r) = s E) ~ ... o o ® (En , E) , et Ei étant caractéristique,

4. Que lque s aut res ré sult at s o

Nous avions obtenu le contre-exemple suivant du fait que L(E) = A pour un

A-module de type fini ": n’implique pas que E est isomorphe à un idéal de A :

A est k[x ~ y] ou x ? =0 et + avec les relations

Mais nous nous sommes arerçus que ce cJntre-exemple rentrait, en fait? dans

le cadre de deux résultats

1° E est l’enveloppe injective de k voir [2]).
2° Un théorème annoncé dans un "preliminary report"9 sans démons-

tration et dont nous donnons ici l’énoncé ~t une démonstration.

Soit A un anneau local artini en d’ idéal maximal m

et soit E un A-module de îini fidèle. F désigne le sous-module de .£

formé des :T é E tels que mx = 0 9 i. et eo 0 le plus grand. espace vectoriel
contenu dans E .

On suppose que 1 possède un système minimal de générateurs x1 , o 0 0 9 x
tel que ; 

’

DÉMONSTRATION. - Remarquons d’abord que l’on ne peut avoir  Ann(x.) = 0
car, sinon Ax. = A/m y d’après 2°, serait facteur direct de E , ce qui contre-
dit 1~. Si u ~ L(E) ~ écrivons:


