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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU G16-01
(Groupe d'études de Théprie des nombres)
17e année, 1975/76, n° G16, € p. 8 mars 1976

SUR LA CONSTANTE DE SNIREL!'NAN

par Jean-iarc DESHOUILLERS

Au milieu du 18e siéecle, GOLDBKCH a affirmé que tout nombre pair | superieur a

2 ] est somme de deux nombres premiers ; le premier résultat significatif est

celui de V. BRUN qui démontre (vers 1920) que tout entier pair assez grand est
somme de deux entiers admettant chacun au plus 9 facteurs premiers ; cette voie a
été suivie par différents auteurs, et le dernier résultct en date est celui de
CHEN FING RUN (1966-1973) qui démontre que tout entier pair assez grand est somme
d'un nombre premier et d'un nombre ayant au plus deux facteurs premiers (comptés
avec multiplicité) ; le second résultat (dans l'ordre chronologique) est dff 3
L. G. SNIREL'MAN qui démontre l'existence d'un entier (appelé constante de
énirel‘man) tel que tout entier supérieur a 1

est somme d'au plus K nombres
premiers. Les majorations cucgessives de #

SAREIN (1964) 1 24100
KLIMOV (1969) : 6.10°

KLIMOV, PILTAI et SEPTITSKAJA (1972) : 115
DESHOUILLERS (1973) : 75, puis 67
VAUGHAN (1975) : 27.

ont été (& ma connaissance) :

En outre, VAUGHAN indique dans son grticle une autre méthode dont la limite thée~

Tique est 23 . En reprenant cette méthode, pour une minoration de A(x)

(voir
ci-dessous) pour les grandes valeurs de

X o nous démontrerons :
THEOREME. - K < 26 .

La démonstration s'effectuera en 3 parties :

(I) Soit A(x) le nombre d'entiers pairs inférieurs 3 x qui sont sommes de
deux nombres premiers, on a

X
AlX) > s5—= ou > 244) .
(x) 23,82 Pour X exp(244)

(II) On déduira alors du (I) que tout entier supérieur a3 exp(247) est somme
de 26 nombres premiers.

(III) A 1'aide des évalutations numériques de ROS-ER et SCHOENFELD relatives
aux nombres premiers, on montrera que tout entier, supérieur 3 1 et inférieur a

exp(250), est également somme d'zu plus 26 nombres premiers.

Je tiens 3 remercier R. C. VAUGHAN qui m': aimablement communiqué le manuscrit

de son article (3 paraitre dans le Journal de Grelle (J. fur reine und angew.
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1re pasrtie : Minoration de A(x) pour x grande

Dans toute cette partie, x désigne un nombre réel supérieur a exp(240) , et

k un nombre entier positif ou nul inférieur & 51 . La lettre p (éventuellement

indexée) désigne exclusivement un nombre premier impair, et on commettra 1'abus
d¥écriture consistant 3 écrire n(x) (resp.

m(x 3 k , £) ) pour le nombre de

x (resp. et congrus a £ mod k )

notons Rk(n) le cardinal de l'ensemble des couples de nombres premiers (p1 ’ pz)
appartenant a 1'intervalle )(kx/2) , (kx/2) + x)
fin, dé;ignons par R(k , x)

nombres premiers impairs inférieurs ou égaux a

et dont la somme vaut n j en-

un majorant du nombre de nombres premiers p situés

dens un intervalle de longueur x et tels que |h - p| est premier, ou h est

un entier pair supérieur a x .

On a la majoration

(1) 2R, (n) < 2 R(n , (n - kx)) + 2 R(n, (k #2)x - n) -
n kx<n<(k#h)x (k+1)x<n<(k+2)x
\
Rk(n,>0 Rk(n)>0

Dtaprés le lemme 8 de VAUGHAN et la remarque qui le suit, on a
(2) R(lh , x) < 10,57 x.log.zx pq'x -1 pour x > 109 .

De (1), (2) et de la majoration triviale de R(h , x) si x esk petit, on
dedu1t H . | 2'261_ 2-26,
3) Z 3R () T = % 10,579(A(Jd( +§L (K—+ 1.);0,57:; e @K+ 2)x 2

k=0 n pln P (1 -62) log x (% —-62) log x

pour tous nombres réels 64 9 65 satisfaisant 0 < 64 < 5, < 1/2 3 minorons
maintenant le membre de gauche de (3) en dévelcppant le produit

m e=2_ y d) .
pln P~ E d impair :ia%
d|n
on a
% R (n) J] — (n( =kx + x) - ( kx)) d 1mpa1r —T_T Z Rk(n).

p(d)=-1 dJn

Pour expliquer les simplifications intervenant dans les cas d =3 et d =5

nous ne traiterons que le cas k = C (pour des raisons évidentes d'écriturpe).

Pour d =3, on a :

2 Ry(n) = 2m(x;3,1)m(x33,2)+1 < 3(m(x33,1) + n(x;3,72))2 +1s fg(n(x)).2
3|n

Four d =5, ona :
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Z| Ry(n) = 2[m(x35,1)1m(x35,4,) + m(x35,2)1(x35,3)] + 1
5|n
< BL((x35,1) + w(x;5,4))° + (m(x) - m(x35,4) - 1(x35,1))°1 € %(ﬂ(x»z
am a donc

2 R, (n) N P{;—:—ﬁ > 0,625(m(zkx + x) - r.r(lg—kx))2 -
n pin

Z TF%-(;S- Z Rk(n) .

d impair>7 ¥ n
p.(d) = - dln

(trivial) et 2x/(p(d) log(x/d))
(Gue a MOMTGOMERY et V~UGHAN), ainsi que les estimations fournies par ROS.ER et

En utilisant les majorations ((x/d) + 1)

SCHOENFELD pour la fomction  , un calcul sans grand intér&t conduit a la mino-
ration.

LEM-E 1. = Soit o(k , x) un minorant de

(rm(zkx + x) = n(gkx))x_1.mog X 3

pour x > exp(240) et k< 100, on a :
@ TR T B=2 26108 Dolk 4 x) {0,625 (k 4 x) - 0,13005] -
n pin

Reprenons alors (3) et (4) avec 6, = 0,03 , 5, = 0,2 et K =50
1 ' 2

A(52x) _ (0,97)2 2

52% 10,57 52 kZ=O o(k , x) {0,625 (k , x) - 0,13005}

102.(0,97)%  102.(0,97)%.10d" x
r) ]
kg,8)° 52050 ®  10,57.52.x07%

soit, pour x > exp(240) :

50
-'A‘—(-?)—g—:‘()- > 0,0017118 I o(k , x) {0,62%(k , x) = 0,13005} - 2,107°
k=0

3 1'aide des estimations de ROSSER et SCHOENFELD, on trouve :

1 k + 1
o(k » x) 2 73 (Log(1 + k/2))/240 — 9120

(pour k fixé, o(k , x) tend vers 1

quand x tend vers 1'infini : c'est le
théoréme des nombres premiers) ; on en déduit que le 2

on a bien la minoration (I).

vaut 24,526851... et

2e partie 3 Rﬂgfésentation de grands nombres en somme de premiers

FROPOSITION 1. - Soit s un nombre entier gair, inferieur ou écal a 24 ; si

Alx) > % pour «x 2N tout entier supérieur a sNO/Z + 62 est somme d'au plus
s
s + 2 nombres premiers.

Il est cl:ir que cette proposition implique 1'étepe (II). Nous la déduirons de
la proposition suivante.

PROPOSITION 2. - Soit g une suite strictement croissante d'entiers pozitifs




G16-04

le cardinal de l'ensemble des éléments posi-

tifs de ® nmne dépassant pas X . Si k et n, sont deux entiers tels que
n =z

ng implique keB(n) > n , tout entier m supérieur 2 k(no + 1) peut s'écri-
re comme somme de k éléments de ®

ou nuls, contenant O 3 on note B(X)

et d'un entier appartenant 3 (0 , k - 1)
Soit en effet n, le plus grand entier n tel que k.B(n) < n , s'il existe,
et O sinon ; on pose

1

8' = {b - n, 3 be® , b> n1} s

pour tout entier positif n , on a

B'(n) = B(m +n) - B(n,)
et on en déduit

k.B'(n) > ng+n-n,=n.

Dtoprés le theoréme 3' de (2], pe 20, pour tout entier positif n , il existe
un entier h inferieur ou égal a k tel que n puisse s'écrire comme la somme

de h éléments de @®' : n = b% + eee + bk}.

ler cas ny = O, alears 8 = B' , et on écrit

n=by+ ... +bf+ (k = h).0 , ol les b! €8 .

2eme cas 3 n,> 0O, alors n, + 1 appartient & 8 (sinon n, ne serwit pas

maximal), alors n + hn, + (k - h) (nm + 1) est soome de k éléments de ®

donc, pour tout entier positif n , un au moims des nombres n + kn

?
TR +-knﬁ + %t
oo N + kn1 + (k ~1) est somme de k éléments de ® , d'ou la proposition 2.

Pour obtenir la proposition 1, on commence par appliquer la proposition 2 a la
suite B constituée par les éléments 1/2(\p:.L + p.) , a laquelle on adjoint O
on peut prendre par hypothése : k = s/2 et

NO/Z si Ny est pair

o ='LNO/Q + 1/2 si N, est impair,
il s'ensuit que tout entier sup<érieur a sNO/4 + 95s/4 est somme de s/2 éléments
de ® etd'un entier appartenant 3 (0, (s/2) - 1), et, en multipliant par

deux, tout entier supérieur a sN3/2 + 5s/2 4+ 2 est somme d'su plus s nombres

premiers et d'un entier appartenant 3 (2 , s + 1) 5 puisque s est inferieur
ou égal a

24 , il suffit de vérifier que tout entier dans (2 , 25) est somme
de deux nombres premierse

3e partie 3 Eﬁgpésentation de petits nombres en so.me de deux nombres premiers

PROPOSITICN 3. - Soit m un entier supérieur ou égal a 2 : tout entier,

inférieur 3 exp(17,70 + m10,21) et supérieur 3 1, est somme d'su plus m + 3
nombrss premierse.
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La trosiéme étape resulte de cette proposition, avec m = 23 .

On commence par la vérification directe de ce gque tout entier positif pair,

inferieur & 653 , est somme de deux nombres premiers, puisque la différence entre

nombres premiers consécutifs inférieurs a ’.2,686.1012 est au plus 632 (cf. [1]),

tout entier inférieur a 2,686.1012 (et supérieur 3 1 ) est somme d'au plus

quatre nombres premiers.

Pour dgpasser cette valeur, on utilise le principe suivant :

Supposons que l'on ait trois entiers X , Y et k tels que :

(a) Tout entier, supérieur & 1 et inférieur ou égal & X , est somme d'au plus

k nombres premiers,

(b) Pour tout entier n dans l'intervalle (X , Y) , il existe un nombre pre-

n-X et n j; alors tout entier inférieur a Y
k + 1 nombres premiers,

mier entre est somme d'au plus

Les estimations effectives de ROSSER et SCHOENFELD 2] nous permettent de rempla-
cer 1'étape (b) par la suivante :

(b') Pour tout entier n entre X et Y , il existe un nombre premier entre

n et n+ X si

1 - e(log X) = 1,54/X
Y<X 2e(log ;? + 3/ /X '

ou la fonction € est tabulée dans [3], page 267.

On peut alors démontrer la proposition 3 3

(a1) Tout entier, supérieur & 1 et inférieur & exp(28,61) , est somme d'au

plus quatre nombres premiers,

(b1) e(28) = 3,596.10"5 , €t il existe donc un nombre premier entre n et
n + exp(28,61) si n e (exp(28,61) , exp(38,12)) , d'ou l'on déduit :

(ay) Tout entier dans (2, exp(38,12))

est somne d'au plus cing Mombres pre-
miers.

(b2) e(35) = 1,8315.1O~5 , €t il existe dorc un nombre premier entre n et
n + exp(38,12) si n e (exp(38,12) , exp(48,33)) , et on a donc 3

(a3) Tout entier dans (2, exp(48,33))

est somme d'au plus six nombres pre-
miel‘S Y

. . 1. - e(log X) - 1,5/X .
ese a X
Puisque la foottion 25(109 X) + 3/2 est croilssante avec s ON

obtiendra la proposition 3 (i. & (am)).
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