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/
IES FONCTEURS DERIVﬁS DES FONCTEURS CLASSIQUES

par Pierre GABRIEL

i+ Ies foncteurs classiques.

On ve repidement passer en revue les foncteurs classiquss ¢ Tor , Hom , lim ,
—e

foncteur image directe, foncteur imnge réciproqus. On préparsra ainsi 1'étude

de- leurs foncteurs dérivés, lorsqu'ils existents

a. Le foncteur Tor. - Si (7 5 (@) est un espace topologique annelé et si
F et G sont deux faisceaux de (L-modules, on définit le faisceau Torﬁw(F , G)

de U -modules comme le faisceau associé au préfaisceau s
(
U -—)Tor—f'(U)(F(U) , G(U)) .

Comme les Tor commutent aux linmites inductives, on en déduit que

@ (e

(Tor (F , G))x = Tor, (Fx s QK)

n

et que (Torgi) est, pour F fixé (resp. G fixé), un foncteur homologique enr

G (resps. en F) qui s'annule sur les faisceaux localement libres.

81 (V, (W) est un ensemble algébrique et si F et G sont des faisceaux
quasi-cohérents (resp. cohdrents) alors les Torﬁl(F y G) sont quasi-cohérents

(resp. cohérents) : cela résulte de la formule générale

A, AS
(Torn(M , N))S = Tor, (MS , NS) ,

ot M et N sont des modules sur l'anneau A et S un systéme multiplicative-
ment stable de A

be e foncteur Home - S1i F et G sont deux faisceaux de L-modules sur
E—————— A
l'espace topologique amnelé (V, Q) , on rappslle que Hom,(F , G) désigne

le faisceau dont les sections sur l'ouvert U sont
(Homa(F , ®)(U) = Hom&lU(FIU , GlU) .

Si (V, @) est un ensemble algébrique, ¢t si F et G sont deux faisceaux

quasi-cohérents sur V , Hom (F , G) n'est pas en général un faisceau
m@'
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‘quasi-cohérent (Prendre pour G 1le faisceau (. et pour F 1la somme directe
d'un nombre infini de faisceaux isomorphes & (). On a cependant la proposition

suivante.

PROPOSITION, = _S__:_L_ F est un faisceau aohérent et si G est un faisceau

quasi-cohérent (respe. cohérent), alors %@F , G) est quasi-cohérent (resp.

cohérent).

I1 suffit de faire la démonstration dans le cas o V est affine, ou A est
son anneau des cocrdonnées et ou F = S y G= 70, Soit dens ce cas une suite
exacte I, L —>M¥—=>0,o0h L =t LO sont des A-modules libres de type
fini. On a alors lec beau diagramme (si f €4) :

p p
1
0 —> (Homy (M , X)), = (Homy (L, M), @ Nf° ~> (Hom (L, , W), NN,

; b Lo

P
0 —)-HomAf(Mf » N2) -->-HomAf(LOf > Np) & W o HomAf(Llf ) NN,

et v et w sont des isomorphismes ; donc u est un isomorphisme et la propo-

sition en découle,

Is foncteur Hom est exact & gauche, et nous calculerons plus tard ses

foncteurs dérivés.

ce Il est clair que la somme directs, la limite inductive de modules quasi-
cohérents sont des modules quasi-cohérents. Il n'en va pas de méme du produit
direct ot de la limite projective.

2. L'image directe et 1l'image réciproque d'un faisceau.

. On va considérer une nouvelle catégorie @

Les objets sont les triplets (V, @, F), oi V est un espace topologique,
. QU un faisceau d'anneaux et F un faisceau de @& -modules (espaces topologiques
avec faisceau de nodules).

i (V,@,F) et (W,®, G) sont deux objets de la catégorie un morphis-
me ¢ du premier dans le second sera la donnée d'un morphisme, encore noté Y
de (V, @) dans (W, G3) , et pour tout ouvert U de W , d'un homomorphisme

de groupes abéliens, encore noté ¥yt

Yyt GO —=-F(¢7 ()
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Py ©st supposé compatible avec les opérations de restriction et avec les homo~
norphismes d'anneaux ¢

~1
Yy ¢ (3 (U) = Q@™ ().
Le composé de deux morphismes est défini de fagon évidente.

a. L'incge directe d'un faisceau de nodules. - Si  (V y Q, F) est un espace
topologique avec faisceau de modules, st si ¥ est un morphisme d'espaces topo-

logiques annelés
g, —w,®)
alors il existe sur W wun faisceau de (B -—nodules G et il existe un morphisme
Yt (V,Q, F)—>u,®, 0

qui induit y sur le couple (V, @), et qui satisfait & la condition suivante @
Tout morphisne f8 (Vy,a,F)—> WU ,®, H ot H estun (B-module, se
factorise en = A'o . ol

e W,0, 0= u,®,n

est induit per un morphisne de (3 -modules de H dans G .

En outre le coupls (k{ » G) est unique 3 un isomorphisme prés 3 c'est 1'inmage
directe \]v*(F) ds F .

En fait (\}/ A (F))(U) 2 r( ® -1 (U)) , 1a structure de 0(U)-module étant définie
per l'application

Yyt O@ — a(y™) .

En outre la correspondance F => *(F) st fonctorielle. Le foncteur Y,
68t exact & gauche et on a la formule de composition (Yo \P)* = Y, o Y, -

Donnons l'exemple suivant ¢ soit ‘-f ¢ B->A un norphisme d'annsaux cormuta—

tifs (noethériens ou non) a élénent unité.

L'image réciproque de tout idéal prenier est un iddal premisr et définit une
application @ V(A) = V(B) , Si f €B 1'image réciproque de l'ouvert

spécial U, n'est autre que U‘Q(f) et f définit une application

f
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Par passage & la limite inductive on aboutit ainsi a un morphisme (g (encore t)
{
(v(a) , )y — (v(B) ,B) .

Si maintenant M est un A-module et MU son faisceau associé, alors
tﬂ@)(U Y =M () et \P*(W 0) n'est autre que le faisceau sur V(B) associd
a M (qul est un B-module par "restriction" des scalaires). Dans ce cas, 1'image
directe d'un faisceau quasi-cohsrent est quasi-cohérente ; la proposition est

générale

PROPOSITION. - 81  : (V, G) — (1, $3) est un morphisme d'ensembles

algébriques, 1'image directe d'un faisceau algébrique quagsi-cohérent est quasi-

cohdrente.

En effet, soit F un faisceau algébrique quasi-cohérent sur V . On se raméne
tout de suite au cas ou W est affine, et, modulo ce qui précéde, la proposition
est donc dénontrée si V est affine. Si V n'est pas affine ( W 1'étant tou-
jours), soit (Ui) un recouvrement affine de V et soit F, 1'image directe
de Fmi dans V pour 1'injection. Alors ( (F,) = (@U) (FIU) et
KP*(Fi) est quasi-cohdrent. Il en va de méme de Qf*(Fij) ol FiJ désigne
1'image directe dans V de F|U5.f\15 + lais alors la suite exacte ¢

O—-—-kF—-}TTF — 11 F.

1<) 1

entrafne

0 — ¢, (F) ——-%ﬁ(f (F,) — Ty $(F5 )

idj

et kp*(F) est le noyau d'un morphisme de faisceaux quasi-cohdrents, dlol le

résultat.

PROPOSITION, = Soit(f s(V, ) — (W, ) un porphisme d'ensembles algébri-

ques. Les propositione suivantes sont équivalentes ¢

a. L'image réciproque de tout ouvert affine est un ouvert affine,

be Il existe un recouveement finl (wi) de W par des ouverts affines dont

les images réciproques sont des ouverts affines.

ce 81 0 —F — G —H— 0 est une suite exacte de faisceaux quasiecohérents
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de V, alors la suite @

0= Y,(F) > ¢, (6) > \f",_,‘_(H) >0 est_exacte.
de 8L O —>F —>( —>F ~>0 gst une suite exacte de faisceaux cohérents de

V , alors la suite 3

0= (F) > \f*(c;) — \{?*(H) -0 est exactee

Démonstration cyclique ¢

(2) = (b) ¢ clest vrat

(b) = (c) & En effet, on a nanifestenent \p*CF)lwi = ‘f*(Fl\f—lﬁdi)) , 6t 11
suffit donc de faire 1la démonstration quand V et W sont affines. Mais alors
"prendre 1l'imege directe" d'un falsceau quasi-cohérent, c'est "restreindre les

scaleires" sur lés modules associds et cette opération conserve les suites exactes.
(c) =x(d) & c'est vrai
() = (a) ¢t Soit en effet U un ouvert affine de W , et TU! =-P—1 (U) son
imege réciproque dans V j soit aussi
O0=>F!' —=>G!'—=>H =0
une suite exacte de faisceaux cohérents de U' . D'aprés le théoréme de Serre
{1 suffit de montrer que les sections sur U' forment une suite exacte.

On adnettra pour cela qu'il existe une suite exacte de faisceaux cohérents
de V,

0=>F—=>G—>H—0

telle que F|U' =F', G|U' =G, H|U' = H' (Pour unc démonstration voir la
Théorie de Grothendieck, par fi. BOREL et Je=Pe SERRE ). Il en résulte que la

suite suivante est exacte
0= ¢, F) = {6 — |, H) >0,

et come U est affine et que (U, (F)) = 7(U', F) =7(U' , F') , on a une
suite exacte
0 —> F1(U1) = G1(Ut) = H! (U') =0
C. Qe Fo Do
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be L'image réciproque d'un faisceau de modules. = Si maintenant (W , (03, @)

est—un espace topologique avec faisceaux de nodules, et si
vyt (U, @W—=>W0,0)

est un norphisme d'espacestopologiques. annelés, -on appelle inage réciproque
de G, et on notera \.(*(G) ou \f—l (G) le @-noduls engendré par le
“préfaisceau 8

U~ V(Y(U) s G) ﬁr(?(U),(ﬁ) U, @)

la lettre U désigne un ouvert de V et F(\Q(U) , G) désigne les sections
de G sur l'ensemble (non ouvert en géndral) Y (U) « I1 est cloir que
toute section de (P sur Lf(U) définit une section de @ sur U et qu'on a
un homonorphisne d'amneaux ¢ { ((U) ,®) = (U, @) « En outre, si U
est un ouvert de W et si UM = \?- (uv) s On a unc application canonique
Yo de G(U') dans (\f*(G))(U") , composée des applications ccnoniques @

G(U') = G(U') @ @(un)

&)
et
G(U') @ gygey @O = (@FEN @M .

On est donc en présence d'un morphisne d'espaces topologiques avec faisceaux

de modules, que nous noterons encore \f @
PV, @, @) >0,0,0 ,

et ce morphisme satisfait & un probléme universel (cf. plus bas).

En outre la correspondance G = ‘f*((}) est fonctorielle. Le fonctour *

est exact & droite, et on a la formule dé composition (y op)* = lf* oLP* .

Si §s B-—>1 est un norphisne d'annsaux cormmutatifs, et si 1'on désigne
toujours par «f ls morphisme correspondant des espaces topologiques annelés @

¢ e V), 8 = (V) ,8R) ,

si enfin N est un B-nodule, ~lors kf*(ql) est le faisceau associé au
A-module N ey A o On en déduit trivialement, dans le cas de la géonétrie algé-
briqus, que l'image réciproque d'un faisceau quasi-cohérent (resp. cohérent)
est quasi-cohérente (resp. cohérente).
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On va conpléter 1'étude du foncteur image réciproque;soit

pr 0, =@ ,®)
un morphishe d'espaces topologiques annelds et soit G un (B-module. Le'
faisceau \f*(G) y innge réciproque de G par Y est engendré par le préfais-

ceau ¢
U — v(g(0) , 6) gr(f(U),@b) T, @)

En particulier le module ponctuel (sf*(G))x you x €V, est égal 4 la limite

inductive ¢

(¢ (@), = 1in (), ) *1in F(4(0), G 2B T, @)
Us"% —> ’

d'ou
g X - .
( \‘Y (G) )x - G\e(X) QS—SLY(X) (),x a

En particulier si (V, @) et (W, ) sont deux spectres prsmiers
(Vi) , al) et (v(B) » &) , ¥ est induit par un honomorphisme d'anneaux
Y1 B=>4 .81 G est associé au module N, G=%1, alors ‘?*(G) est
isonorphe au faisceau associé & M =N 8y A % en effet si & est un idéal prenier

de A et ¢ son image réciproque par { » on a bien

(N L A):? = (Nq g A) o A't" = N‘\qu "y

Revenant au cas général, 'on a pour tout ouvert U' de W un morphisme canoni-

que de G(U') dens G(U') R (U1) U«(\{? (U')), et donc aussi dans
(\f (@) ( \s) (U')) et on notera encore par «.r* ls norphisne

(v y WAy \f(G)) (W s @, G')

ainsl défini.

Si maintencnt F est un (@ ~nodule arbitraire alors, tout morphisme

Y (V, ty F) => W , B, G) conpatible ~vec \p se factorise d'une seule
maniére en \{)* et en un morphisme de @ -modules h 3 L‘J*(G) = F  (Propriété
universelle de ‘{*(G)) . '
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On identifie de cette maniére Hon CQSL\?*(G) , F) . au groupe abélien H(G , F)
des norphismes \\) compatibles avec f .

Mais de lo nfme maniére H(G , F) s'identifiec a Hom’,%(G R L{?*(F)) et on

en tire ¢
Hom(q/(\f*((}) , F) :-é-HomGD(G , Lf‘*(F))
Par exenple si G = (4 , alors \(‘(G) = QU et
Hon QL(«_V*(G) , F) & T(V , F)
Hon @)(G ’ l{7*(1:‘)) 2 (W ’ ‘f*(F))

3. Rappel sur les faisceoux injectifs.

On reppelle que si C est uns catégorie abéliemne, un objet I de C est
dit injectif si et seculenent si le foncteur F =% Hon G(F s I) est exact, quand
F parcourt C + Il revient au méne de dire que si 0 —>F =G est un mono-
morphisne, tout norphisme de F dans I se prolongs en un norphisme de G
dans I .

Les objets injectifs ont les propriétés suivantes ¢
a. S1 I est le produit d'une fanille d'objets (Ii)i o1 » 8lors I est injec-
tif si et seulenment si chaque Ii 6st injcctif ¢ En effet on o 1'isomorphisme :

Home(F , I) = ;T;]:[ Home(F R Ii) .

be Si O0=—>F —>G=>H -0 est une suite exacte de C et si F est injectif,
alors la suite se scinde (i.e. définit G comme produit direct de I et de H).
En particulier si F et G (resps F et H) sont injectifs,salors H
(resp. G) est injectif.

On suppose maintenant qus C est 1o catégorie des faisceaux de modules sur

un espace topologique ammelé (V. , (W) :

ceSi U estunouvert de V, et si I est un (1 -nodule injectif, alors
I|U est un (1|U-nodule injectif :

On a en effet un isomorphisme évident de foncteurs ¢

\
Hon &]U(F , I|U) —'géHoraCaSF , I)
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ou o désigne le faisccau de V mul sur V = U et dont la restriction & U
est F . Le second ncnbre de 1'égalité est un foncteur exact en F ot il en va

de méme du prenier.

de Si E est un sous-espace de V , si ¥ désigne 1l'injection canonique de
(E, WE) dans (V, @), sienfin I estun @JBnodule injectif, alors
\f*(I) s inage directe de I par ¥ s est un (@ -module injectif.

On a en effet un isonorphisme de foncteurs @
~
Hon&(F 5 t?k(l)) —> Hon CQIE(FIE , I)

e. Tout Q-nodule F adust un nonoriorphisne dans un faisceau injectif ¢ en
effet pour tout x de V, FX est un (Sl/x-module, et par conséqﬁent se plongs
dens un (ﬂx—module injectif Mx « On considérera Mx cormne feisceau sur l'espace
topologique réduit au point x et 1l'on désignera par Ix 1'inage directe de ce
faisceau dans V . D'aprés (d) I, est injectif, et il est clair qu'on 2 une

application \.? x?! F—r Ix o Alors le faisceau produit I-= Al Ix est injectif
xeV

dtaprés (a) et le produit des ¥, définit un nononorphisne de F dans I o Les
(odules forment donec une catégoric abdélienne ayant suffisamnent d'injectifs
(voir GROTHENDIECK, [6]).

On supﬁose naintenant que (V , () est un ensenble algébrique muni de 1'annsau
des germes de fonctions réguliéres. Alors ¢

foeSi I estun @-nodule injectif, et si U est un ouvert affine de V ,
alors (U, I) est un (U ,@)-module injectif. On a en offet 1l'isonorphisme
évident s

Homy (M , (U , I)) -'l)HoncﬂJU(mZ, Iju) ,

oh A=T(@U, @), M estun A-module et West le faisceau associé & M sur

Uu.

4. Rappel sur les foncteurs dérivés.

Soit C une catégorie abdéliemnes ayant suffisarment d'objets injectifs et S
un foncteur additif covariant de € dans une catégorie abélienne ® . 0n rappelle
que si F est un objet de C , une résolution injective de F est une suite

exacte
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oh les I" sont des objets injectifs. Alors la suite (S(I®) , S(dp))n‘>0 dére-
nit un complexe de (¢ , dont les objets de cohomologie

B S(F) = Ker S(d®)/In 5(d@®)

dépendent seulement de F et non de la résolution choisie. Cs sont les fonc=—
teurs dérivés de S et on munit de fagon naturelle la suite (R® S) d'une
structure de foncteur cohomologique (voir GROTHENDIECK [6]).

S1 maintenant

\ <0 1 2
0 —sF Eyp0 Sy pt 8 52 8, ..

est une autre suite exacte, les F* &tant des objets quelconques, alors il existe
des morphismes ‘Pn : PR 10 tels que le diagramme suivant soit commutatif ¢

- o} 1 )
0—>F S p0 25 pl S5 5R2 & .,

1
) R T o
o 1 2
0—>fF Lty 4, ¢t &, R 4y

I1 en résulte un morphisme de complexes

Yot BEY , 5(EN) = (), s(@)

et des morphismes *fz entre les objets de cohomologie de ces complexes ¢

g% BUSEY)) > i) = B 5(F)

Il est classiqme que ces morphismes ‘fi ne dépendent que de la suite
0=>F —=F —F
sont des isomorphismes si les Fi sy 1 >0, sont des objets S-acycliques
(.60 si R S(Fi) = 0 pour p »1). la proposition sulvante est moins elassique :

ve ("les ~fp sont dé7inis & une homotopie prés") et que ce

PROPOSITION 1. - Considérons le diagramme commutatif

oo € 1 4 2
O-——-y.F—Lé-F —y T 2 T e L, ,

ol kol
1

) (o]
0025 Zs g Xy —s ...
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o les suites sont exactes. les suites exactes O —>»F +F1 ~ ..s ot
0— G- G1 —> ..« définissent des morphismes

\f’z s HY(S@EY)) = B® s(F) , \1(2 s HNS(GY)) = B s(G) .

De méme f et les £ définissent des morphismes $

RPS(£) + E'S(F) >R s(6), £2: m(sEY)) = H'(s(cY)) .

o |
Alors R S(f) o \f’i= \?2 o f, o

La proposition est un corollaire du lemme suivant 3

LEMME 1. - Supposons donnds lc diagramme (2) et le diagramme commutatif

"' 0 A
O-‘—")G_Z»GOT"7G1 "\fG‘z A.oo

®) A L
1

o
0oLty 22 5

ot les suites somb oxactes et les J° injectifs.

Alors il existe une résolution injective de F

o & 1t &2

O—+F ErI 7I 7 eee [

il existe des monomorphismes \Jen H Fn —_— In s 6t 11 existe des morphismes

1" ¢ I =" tels que lc diagramme prismatique (4) soit commutatif.

5 F F“F €O7Fl-—‘£—->

! ﬂ\ \
\

> F _,
N W\GO 'c

NN
Nl \ fe \hl

o v
0....._..)(;_1.»,]’ ...E...;.Jl_.t'_y




3-12

Pour démontrer le lemme 1 nous aurons besoin du lemme 2 dont la preuve est

laissée aux soins du lecteur 3

LEMME 2. - Soient C une catégoris abélienné, us: P—>NM v, v s P=->»N

deux morphismes et MP N le conoyau du morphisme (u y =V)t P=>M®N. Si

dans ces conditions p et g désignent les morphismes canoniques de M et N

dans Mp N, on a lcs propriétés suivantes ¢
Q¢ PouU=qgovV .,

be si p' et g' sont deux morphismes de M et N dans un objet Q , et si

‘Pl ou=gq' ov, alors il cxiste un morphisme unique w de M, N dans Q tel
que p'=wop, Q' =wogq.

ceImpNImg=Impou=Inqov.

de 81 u (resp. v) est injectif, il en va de méme de q (resp. p)

Le lemme 2 étant admis, soit d'abord ‘fo : FO>1° un monomorphisme quelcon=-

qus de F° dgns un injectif ; on posera ¢ = ‘fo ¢’ et on choisira pour io
un prolongement & 1I° du morphisme *’o o £’ 1 1e premier "parallélépipede" de

notre prisme est construit.

On va construirs le sccond 3 pour cela soit 1° = Coker &, H° = Coker [

on a alors le diagramme commutatif

0 0
0 —> H® —>F! ol ° NFt & H°

b

0 —>1° —s L°0 .
H

Les applications évidentes de Fl et L° dans Jl ‘cofncident sur H° et indui-
' 1
sent donc une application unique i de L;o F* dans & On prendra pour I
1
un injectif contenant Loo " et pour il un prolongement de i & I1 t 1s
H

deuxiéme parallélépipéde est construit.

. 1
On va construire le troisiéme ¢ soit Ll = Coker 50 s H = Coker @ .ona

alors le diagramme comnutatif
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(@]
Y

e "ﬁ‘_ﬂ@-—— o
-

0 —>

La proposition est démontrée.

On tire en particulier du lemme 1 le résultat suivant @ soit un diagramme

commubatif, & suites cxactes,

0 0 0
N l i
0""—6'F /FO _>Fl _>4.o.
v l \Vi
(5) 0 —>G—> G —>GC
4 l vl
0 —>E —>E —>F —> ..,

PA—
O <&
o &—

supposons en outre que les suites

0 —> SEFEY) —> §(¢") —sE") —>0
sont exactes, n >0 .

Dans ces conditions, on a le diagramme cormutatif :

— B () — B EEh) < B sEt) —>

\b’n l e l\fnﬂ

s s(e) - BsE > BsE) —

si (V, @ est un espace topologique annelé et si U est un sous-espase ds 'V
on désignera par Hn(U F) 1la valeur sur F de R rec, F).
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n 2 o : PR 2 e
Ext @l(F , G) désignera le n-idme foncteur dérivé du foncteur G == Hom@\(F ; G)

Extré%(F y G) scra la valeur sur (F, G) do R Hom (F, G), Hm (F, G)

étant considéré comme fcneteur de G seulenent.

I1 est clair que Eic“blga'(l*‘. , G) s'identific au faisceau engendré par le préfais—

ceau ¢

U —>Ext®  (F|U, G|U)
owju

Ces derniers faisceaux sont en effet un foncteur cohomologique de G , nul si G

est injectif et on retrouve Hom ,(F , G) pour n =0 .
. L Y g

5. La résolution de Eech d'un faisccau.

Nous considérerons cncore dans cc paragraphe des espaces topologiques annclés
arbitraires. Si (V, @) est un tel ecspace, si F est un (W-module et si E
est un sous-espace de V , nous noterons FE 1'image directe dans V du
()E-modules F|E défini sur E . Le fonctour F =')FE est exact & gauchs, et
les applications de restriction f; ¢ F(U) —=>FENTU) = FE(U) définissent
un morphisme ‘)E du foncteur identité F = F dans le foncteur F =>Fg » Nous

nous bornerons désormeis au cas ob E est un ouvert de V .

Soit (Ui) 4 er unc famille d'ouverts d= V et convenons de noter F; eau

‘i v .;. { i v [ )
lieu de ‘E‘U:1 » Fyy au leu do (Fi)j y Py licu de FUi si €
désigne la catégoric des faisceaux de Q-modules, nous sormes donc en présence

de la situation suivante @

On s'cst .donné ure catégoriec abélienne ( avee produits infinis, une famille
de foncteurs .(F =§r1“i)i o de C dans ¢, pour tout i €I wun morphisme P
du foncteur identité dans le foncteur (F =}Fi) , pour tout couple (i , j)
un isomorphisme f’ij du foncteur (F =$Fij ) dans le foncteur (F =’7Fji)

tel que rijo Fjo Py = €i° rj .

Une tells situation permet de définir un foncteur ¢ aéfini sur C et 2
valeurs dens les complexes sur € ¢ pour cela munissons 1l'ensemble d'indexation
I d'mn ordre total, et posons (' (F) = ] 7T Fo g .0 200 F

i< 11< cee <;l.];1 o "1 n
est un objet de (® et ou le produit porte sur toutes les combinaisons de

n+1 indices. Si de mfme p; ., désigns la projection ds CZ(F) sur
O... n

F . 4 alors P, oD, . ost un morphisme de CF dans
iO 110001n f)lk loccc ik...in"’l rp (F')
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F
io il.‘.ik...in"‘l ik L] n+1

n : jons s
On notersa dio-o-i le composé du morphisme 35 ( 1) f; Py "'1k'°'i

et de 1l'isomorphisme canonique de F sur

io il X olk‘ . .in+l lk

F (La suite 1oy eeendyh iy désigne la suite

E TS PP

k n+l
i, 9 ese i, dontona retiré 1'indice ik). On définit ainsi un morphisme
cobord

&= TT N R ety
ioC ooa(in_’.l Oe.. n+l

On vérifie sans peine qus dn+1 ) dn‘= 0 et la suite ((gn(F) , dn) est un
complexe sur C que, suivant les folklores, on appelle comrlexe (alterné) de
Cech de F , complexs de 1'algdbre extérieure, ou complexe de Koszul. Il est
clair que si 1'on avait muni 1l'ensemble I d'un ordre total différent on

aurait obtenu un complexe isomorphe.

6. Un exemple didactiques

Nous allons donner & la théorie génerale un exemple pour escorte $ l'exemple

’ ] . . 1 L)
des faisceaux cohérents sur la droite projective P . On désignera par U Ile

complémentaire du point & 1'infini, par V 1le complémentaire de l'origine. Si
K est le corps de base, algebrlqaement clos, l'anneau des coordonnées de U sera
A=K([X], colui do V sera B=K[%], coluide UNV sera C=K[X, g

by

Si F est un faisceau algébrique cohérent sur Pl , la restriction de F &
U (resp. V , respe U V) est associée & un A-moduls M (resp. un
B-module N , resp. un C-modgle P). On & en outre des morphismes de restriction

M\\{NlP‘//%:

compatibles avec les injections d'annsaux

A B
\ . //
i ¢
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Enfin @ (resps ©) induit un isomorphisme de M e, C sur P (resp. de
N g
M,P, N, f X

C 'sur P). Réciproquement F est entiérement décrit par la donnée de

On voit facilement que le support de F sst réduit & un nombre fini de points
8i et seulement si les modules M , P et N sont des modules de torsion. Plus
généralement, les modules M , N et P étant somnes directes de modules de tor-
sion et de modules libres, le faisceau F sera somme directe de faisceaux
ponctuels (L.e. dont le support est réduit a un point) et d'un faisceau locale-
ment libre (i.c. dont les restrictions & U st V sont assocides 3 des modules

libres). Nous allons supposer quc F est localement libre.

Dans ce cas l'image par P d'une base de i est une base, soit «x , de P .
Do méme l'imege par & d'une base de N est une bass, solt p , de P et
le faisceau F est cntiérement décrit par la donnée de P et des bases X et
3 « En fait GL(n , A) opére sur les bases & (on suppose que X a n éléments),
GL(n , B) opére sur les bases f ot deux couples de bases (& , p) et
(o<' ’ ﬂ') définissent des faisceaux isomorphes si et seulement s'il exliste
g€GL0 , A), h €CGL{n , B) , k €GL(n, C) tels que X'=keg™ ,° B=1kihop o

Voyons en particulier 1le cas ot n=1 . Alors P=C =k [X, %] . Les bases
% et [> se réduisent & des éléments inversibles, solt = nx® , = AxP H
wy,2reks a,bd éNZ“ o En fait on peut toujours supposer que N ="7=1,
a=20 i b
sur P , on désignera par @.(p) 1le faisceau défini par les conditions

P 6_~Z“ . 5i @ désigne le faisceau des germes de fonctions régulieres

M=h, N=B, P=C, p(,) =1, ey =%ua; .

Alors (a est isomorphe & @(0) ot, quand p parcourt 2, @p) parcourt
les types de faisceaux localement isomorphes & L . '

GROTHENDIECK et SESHADRI ont montré que tout faisceau algébrique cohérent loca-
lement libre sur Pt &tait somme directe de faisceaux isomorphes 4 1'un des
@(p) . Cela signific que si « et [> sont deux bases de P = c? , alors ilexiste
g €GL(n , A), heGL(n, B) et n nombres entiers p; .. p, satisfaisant

34 la condition suivante
Si (61 g vee en) est la bsse de ¢t transformée de X par g , alors
p
x 1 61 9 ooy x® en) est la base de c? transformée de (3 par h « Si 1l'on

s'intéresse & l'automorphisme k de ¢ qui applique *¢ sur {3 , cela signifie



3-17

que k est de la forme @

1

k=h .deg ,

oh g €GL(n ,A), heGL(n,B), k eGL(n, C) et ot d est un-élément
diagonalisable d¢ GL(n , C) . Il serait évidemment intéressant d'avoir une

démonstration directe de tels phénoménes.(¥*)

Voyons finalement quelles sont les sections du complexe de Cech de a(p)
associé au recouvrement P o= UuJvYv

CHe(ap) =4@B, i (ap) =c ,

r(d°) (m ,n)=m~Xn et T (@) =0 si 1>1 °
On en déduit facilement les groupes de cohomologic du complexs F‘(C*( p))) :
H est formé des couples (P(X) , - -P—%—)) y ot P(X) est un polyndme en X

X

de degré inférieur ou épal & p . Adnsi H° est un K-espace vectoriel de
dimension nulle si p<0 , de dimension p+1 , 81 p>»0 .
. . 1 1 1
Hl est nul s1 p >0 et adnet pour base les image de ')'{"?" "";(:FI’
1
81 p<«0 . Alors H est un K-espace vectoriel de dimension ~p -1 ,

Dans tous les cas [H° :K]-—[Hl t:K]=p+1.,

. v
7. Propriétés du complexec de Uech.,

Soit toujours W= (Ui)i e7 uns famille d'ouverts de V , 1'ensemble d'indices
I étant totalement ordonné, soient Gy un faisceau d'anneaux sur V, F un
@.-modulc et U 1a réunion des ouverts Ui + On désignera dorénavant par
Cl(wu s F) 1les complexes de 8ech de F associds a 1 .

Le produit des morphismes canoniques de FU dans F:.L définit glors un mor—
phisme €1 Fy —%vTj:(‘ F, y et la suite suivante est éviderment exacte (Regarder
les sections sur un ouvert) :

3 0] do ~1
0 —>Fy &> ¢°(w, F) - Ch(w, F)

On reconnait 13 une suite exacte qui nous est apparue tout au long des deux

premicrs exposés. En fait on a 1le résultat plus complet @

(*) Voir s"HASSE (Helmut). - Zahlentheorie. = Berlin, Akademie-Verlag, 1949" ;
Wittscher Hilfssatz, p. 30l '
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PROPOSITION 2, = La suite
N S N
0 = Fy & GO(I.;, F) = CT (L, F) = ... = (0L, -5 P (0, F)= .

cst exactee

I1 suffit en effet de vérifier que pour tout point x de V 1la suite
o n
°X 1,0/, . d 1
0= (Fy), = (CO(0, F))_ = oo = (€70, F))_ B (€™ (0, P, = .

est exacte. Pour cela nous allons exhiber un opérateur d'homotopie h y lece
des applications C?x—llnealres h (cha (W F)) —_ ((,’n+l (o, F))
n >1, telles que

: n-1 n n+l n _ . ,
(6) d, hy+h = d =identité .

8i x, estun é1émnent de (Gn(u , F))x , hg( ogx) est défini de la maniére
suivante ¢ on peut toujours supposer que X € Ui ou 1 est le plus petit 61ément
de I .Alors «_ définit unc section de C(1L, F) sur wa ouvert U' CTU, ,
soit = (&3 |4 ) 3 on posera fi= (s Pieeit =& ieeed ) o 11 est

alors clair que

K,
(dﬁ)io...in 2 (1) I KN

—-‘L_.(-l)k il .!'i ...i ¢

Por définition hi( ogx) sera 1l'image de # dans (Gn_l'(u R F))x « Alors
h?:l dz x, sera l'image dans (¢, F)), de

n+1

h = ((d %)y 1, 1n) = (‘O(io...in _Sk; (- ”k“iib...ik...in)

n+l dnv X

On vérific que a- h X +h =« , d'oh 1'égalité (6).

Nous nous servirons encore de guelques autres propriétés du complexe de Eech H
ae La correspondance F = C*(I;L, F) est évidermneﬁt fonctbrielle et le fonc~
teur est exact & gauches On construit facilement les foncteurs dérivés & l'aide

des dérivés du foncteur section. Nous verrons plus loin un cas ou ces foncteurs

dérivés sont nuls.
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be S4 F est un faisceau injectif, chaque e , F) est un faisceau
injectif s cela résulte de la définition et des propriétds des faisceaux injectifs.

On est ainsi dans la situation décrite dans le paragraphe 2. Si S est un
foncteur covariant défini sur la catégorie C des (Gu-nodules, & valeur dans
une catégorie ‘abdliemmne (9, alors (S(C n(u, F)) , S(dn))n»O est, pour
tout (A -module un complexe de (& , dont on désignera les objets de cohomologis
par Sn(u s F) o« "Les Sn(u, F) sont manisfestement fonctoriels en F " , et
la construction du paragraphe 2 fournit des morphismes de foncteurs

n_ .n
¢ 2 sh(w, F) = R® S(F)
En outre si 0 —=>F = G—>H — 0 est cxact, et si les suites
. n N Q [ ~ 3
0 =5(C (W, F)) = 8(C™(w, O) =s(R™(w, H) =0
partagent le méme bonheur d'étre exactes, on a des diagrammes commutatifs

1
n (.(:0. ’ F)

(7) e e et
B se) — Bs@E) -2 2 sr)

B, 6) = 20, H) S8

Ceci a lieu en particulier si F est @P(1)-acyclique pour tout n , €t si
Gn(u s F) est S-acyclique pour tout n ; dans ce cas \fgﬂ est de plus
un isomorphisme. v ‘

Dernitre remarque : on notera H (U, F) au lieu de r (X, F) . Parexemple
si (V, @) est lc spectre premier (V(4) , 3A)) d'un anneau comwtatif et si
le feisceau F est quasi-cohirent, on pourra prendre pour &M un recouvrement
fini par des ouverts spéciaux. Il résulte alors de la construction des faisceaux

@ (W, F) que coux-ci sont quasi-cohérents, et comme la suite

0-+F—=;G°(u,F)—3-G~l(u, F) =

est eracte, la suite des sections est exacte. Autrement dit, on a la proposition

PROPOSITION 3. = Si 1\ est un recouvrement fini du spectre premier (V(A) RN

- 5
‘par des ouverts spéciaux et si M est un A-moduls, alors H (UL , &) =M

ot H (U, =0,si n>0.
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. Cette propriété cst due & Serre, et de la nullité des groupes Hn(u, S
on va déduire la mullité des h"(V , &) .

8+ Ie cas des variétés alglbriques.

Le proposition 3 restc évidemment valable si (V , W) est un ensemble algé-
brique affine ¢t si W est un recouvrement par un nombre fini d'ouverts affines.
_ A partir de maintenant (V , (o) sera presque toujoursun ensemble algébrique
sur un corps algébriquement clos muni du faisceau des germes de fonctions
réguliéres ; dans ce cas Q| ssra un recouvrement ds V par un nombre fini
d'ouverts affines U; « Accessoirement (V , () sera un spectre premier d'anncau

comnmutatif et UL un recouvrement fini par des ouverts spéciaux.

THEOREME 1, - Si \f’ ¢t VW gest un morphisme d'ensembles algébriques, si

F est un faisceau algdbrique quasi-cohérent, si enfin Y est_un recouvrement

de V par un nombre fini d'ouverts affines, alors les faisceaux n(‘\f)-’ F)
sont ) -acycliques (ou Yy désigne le foncteur image directe).

Le théortme 1 signifie que lss morphismes \?n , explicités dans le paragraphe
5, qul vont des faisceaux de cohomologie du complexe v *(C (L, F)) dans
les faisceaux dérivés R° N4 *(F) s sont des isomorphisnes. En outre les cobords
O se calculent & 1l'aide des complexss de Cech (voir lc diagramme (7)) car les
foncteurs *(C’ RGN s F)) sont exacts sur les faisceaux algébriques quasi-

cohérents de V » Pour le voir nous aurons besoin du

LEMME 3. - Si \f ¢ v -sz est un morphisme d'ensembles algébriques et si V

est affine, alors l'inage rcc:.proquc de tout ouvert affine est un ouvert affine.

En effct le graphe T CV xW de W cst formé dans VxW , et si UcCW,
\f"‘l (U) est "isomorphe"™ & U (V x U) ; or, s U est un ouvert affine,
V xU est un ouvert affine de V x W et N(V x U) est un sous—ensemble

algébrique fermé d'un ensenble affine ; c'est donc un ensemble affine,’
C. Q. F. D.

Donnons-nous donc une suite exacte O —>F — G —»H — 0 de faisceaux

quasi-cohérents ds V et montrons que les suites

0 = ?Q(Fio...j.n) - ‘P*(G i ) > ¢ (Hl el ) =0

sont exactes. Mais *(Fi 4 ) est l'image directe dans ¥ du faisceau
L n }
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quesi-cohérent F|U; ., sur l'ouvert affine U; ., « Le résultat est donc
0 n o n
une conséquence du lerme 3 et -de 1l'exposé 2.

Nous démontrerons le théoriéme 1 dans le paragraphe 8 comme conséquence du
THEOREME 1' (SLRRE~CARTAN-GROTHENDIECK). - Si (V(A) , 8) est le spectre pre—

nicr de 1'anncau cormmtatif 4 et si F est un faisceau algébrique quasi-
cohérent de  (V(A) , L) , alors H(V(4) ,F) =0 si n>0,

On va renvoyer toutes ces démonstrations au paragraphe 8 et s'intéresser d'abord

aux corollaires des théorémes 1 et 11,

Si 1'on considére d'abor} le cas oi W est réduit & un point et ol p se
réduit & l'epplication constante, le foncteur image directe s'identifie am

foncteur section « Donc

COROLLAIRE 1. - Si V est un ensemble algébrique, . un recouvrenent fini

de V par un nombre fini d'ouverts affines et F un faisceau quasi-cohérent,

alors la suite exacte

. 1 - 2
O—B'F—#QO(LL,F)-—V C \L).}f)-é'c (Uty F) > ees

o5t une résolution finie de F par des faisceaux quasi-—cohérents ¥ -acycliques.

Ce corollaire signific que H°(11, F) s'identifie & H'(V , F) quand F
est un faisceau quasi-cohlrent. En particulier Hn(V s F) est nul pour tous
les faisceaux quasi=-cohérents dés que n est assez grand (plus grand que le
nombre d'ouverts de L ). Bn fait, GROTHEUDILCK a démontré (et lz démonstration
est simple) que (Vv , F) =0 dds gue n >din V et ceci quel que soit le
faisceau -de groupes abélicns F (voir [2], Chapitre II, 4.15).

De 1la méne menidre R xf*(F) =0 si n>» din V, quel que soit le falsceau
de groupes abéliens F et lc morphisme : V-—>W . En effet les foncteurs

i A sont reliés de maniére simple au foncteur section @

Soit ¢ (v, &)=> (4, %) un norphisme d'espaces topologiques annelés
et considérons, pour tout Ct-module F 1le faisceau RP(F) de W engendré

par le préfaisceau
-1
U—H (¢, F),

les opérations de rcstriction étant évidentes. Alors la suite des R définit

évidemment un foncteur cohomologique mul sur les faisceaux injectifs. En outre
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R° s'identifie a Yo I1 en résulte que i s'identifiec a R? P o

COROLLAIRE 2+ = S1 V est un ensembles algébriqus, 1) un recouvrenment fini

‘de V par des ouverts affines, alors les foncteurs dérivés du foncteur de

Cech F = C’n(u » F) sont nuls sur les faisceaux algébriques quasi-cohérents.

En effet il est & peu prés clair que le faisceau g Qn(‘u s F) est engendré
par le préfaisceau ¢

U=, [T _ Wwnu, n ...NU, ,F)
104‘ eo0 e <1n 10 1n

En particuliecr si U est affine les"scctions de ce préfaisceau sur U " sont

nulles et le faisceau engendré est zéro (bien entendu p > 0).

COROLLAIRE 3., »S81 4 : V —=~W est un morphisne d'ensembles algébriques, si

1llimage réciproque de tout ouvert affine est un ouvert affine, si enfin F

e6st un faisceau algébrique quasi~-cohérent, alors i ¥ *(F) =0 si n>0,
En effet R° ¥ *(F) est cngendré par le préfaisceau @
U —> HY( Lf—l(U) , F),
et Hn(ny-l(U) s F) estnmul si n >0 et si U est affine.

COROLLAIRE 4. - Sous les hypothéses du corollaire 3, Hn(V , F) s'identifie
canoniquement & Hn(w , kf*(F)) .

En effet soit W' un recouvrement de W par un nombre fini d'ouverts affines

et T le recouvrement de V image réciproque de ' .

Alors  t(C™(U, Lf*(F))) = r(e™(wL, F)) , d'ot 1 résultat.

COROLTAIEE 5e = Si \p ¢ V =W est un morphisne d'ensenbles algébriques st

si F ost un faisceau quasi-cohérent de V , alors les faisceaux R \F*(F)

sont quasi-cohérentse. En outrs, si U' est un ouvert affine de W , alors
P — -_—
e, B ¢ @) 2EY (YT (U) , F) .

En effet les RY P *(F) sont les faisceaux dc cohomologie du complexe
\f*(e*(bl » F)) qui est formé de faisceaux quasi-cohérents (L'image directe
d'un faisceau quasi-cohérent est un faisceau quesi-cohérent). Pour la derniére
égalité on remarque simplement qus, U' étant affine, et le complexe
f*( G*(’L;L, F)) étant quasi-cohérent, los suites exactes se refletent sur
les sections $ ainsi (U , rY ¥ *(F)) estle g-idme groupe de cohomologie
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g T, ¢ (C* ).

COROLLAZIRE G, - Si V st lc spectre prenier d'un anncau A , si M gt N

sont dcux A-nodules, alors Extzr(ﬁﬁf,<91) s'identifie canoniqucment a
n i~
EXtA(M ’ N) .
: ; WMy 1° — TF = 1° ssolutd &
En effet, soit 0 =?%— 1" — I —- I - ... unc rdsolution de 36 par
des faisceaux injectifs. Cowre W est F—ncyclique, lo suite des sections

est exacte ¢

0= N—T(V, I°) =W, ) >rE, &) = ...

En outre les ((V, 1°) sont des A-modules injectifs (voir le paragraphe 1)
et
Hom (92, 1%) 5 Hom, (b , (M) ,
9-(( *
d'oh le résultats

COROLLAIRE 7. = Si (V, (&) ¢st un ensenble algébrique (resp. le spectre

prenier d'un anneau noethirien k), si F est cohlrent et G guasi-cohérent,

si U est un ouvert affine de V (resp. un ouvert spécial), alors

r, Exb&(F , G)) s'identifie & ExtnuIU(FIU , G|U) « En particulier

ExtcuﬁF , G) est quasi-coherent, st il est cohérent si G l'est.

I1 suffit de faire la dénonstration dans le cas oi V est un spectre prenier
et ou U=1U, « Il st2git de montrer gqu'alors le prifaisceau 3
n
U —> Ext F
.ot

U, G|U) cst un faiscesu, c'est-i-dire qu'on a les égalités @

Ext" . (F|U

/U,
Mais si F ct G sont associdés aux nodules M ot N , le prenier groupe
vaut Esz (Mf ’ Nf) , en vertu du corollaire 6, et le deuxiéme groupe vaut

Glup) & (Exty, (P, 6))

£ £

(ExtA(M R N))f « I1 est classique que ces deux groupes coincident (Prendre une
résolution projective de M pur des modules libres de type fini).

On va maintenant s'intéresser au calcul de Ext?iﬂF , G) dans le cas général.

On supposera pour cela que le faiscenu T admet une résolution gauche par
des faisceaux localerent libres (Le faiscenu quasi-cohérent L est dit locale-
ment libre si pour tout x de V , lc module Ly cst libre 3 si V est affine

e

cela signific que L est associé & un module projectif) @
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d
-—>Ln-£>Ln_1 > oo > L —F =0

SERRE et GROTHENDIECK ont. démontré qu'il existalt toujours une telle résolution

si F était cohérent et si V était soit quasi-projective (i.e. isomorphe & un

sous-ensenble localement fermé d'un espacs projectif),

Dans ces conditions on est en présence d'une résolution gauche ds F et, pour
tout recouvrement affine fini 7 de V , d'uns résolution droite de G , la
résolution de Cech. Ceci permet de définir un bicomplexe kP2 (voir CARTAN-
EILENBERG, Chapitre IV, 5) & l'aide des formules :

kP>a _ Hom@(;,p , Ciw, @),

les dérivations partielles étant

1l

P-q
4

&9 = (- 1)P™ Hon CR oIy 6) ¢+ KP79 — gPHa

Hom, (L , d%) : kP79 —gPra*
5. p

=( @ Y

Alors la dérivation totale d; + d, fait de la suite (K°)
p‘l'q'—"ll

n>»0
un complexe, et on a le

COROLLAIRE 8. = Les groupes de cohomologie du complexs (Kn) sont canoniquenent

isomorphes aux groupes Ext?hfF y G) .

En effet il est d'abord clair que le complexe K* est fonctoriel en G $ nous
noterons donc K (G) « En outre, comme le foncteur Hom (F G) est exact a
gauche, 1 (K (G)) s'identifie a Hoq,(F G) . Nous allons nontrer maintenant
que Hn(K (I)) =0 si n >0 et si I est un faisceau injectif

Considérons en effet les deux suites spectrales du bicomplexs 3

Hip B (1)) = (K7(1)
B 1l (&% (1)) = H° (K" (1))

Comme I est injectif, les faisceaux ¢¥y, I) sont injectifs, et il en

résulte que les suites

: o . . 3 ay -
O%Hom&gF R e?) -A;Hom&(L , c9) ~ ... -é»Homa(Lp y C7) ese



35

sont exactes, autrement dit que Hp(K (I)) =0 pour p >0 , done que la premidéro
suite spectrale dégénére, que Hn(K (I)) s'identifie donc a H?I HI(K ()) .«

Enfin, comme la suite exacte 0 —> I —> GO(‘{,,,L, I) > @ (1,1 I) = ... ne
comporte que des objets injectifs, le foncteur Hom(ng ,» G) la conserve et
finalement HU(K*(I)) =0 si n >0, H°(K*(I)) = Hom oF » I) « (On ns s'est
servi ni de la deuxidme suite spectrale ni du fait que 1a résolution de - F était
localement libre),

En second licu nous allons dérontrer que les foncteurs G =5K*(G) sont
acycliques sur les falscesux quasi-cohérents. Il suffit d'ailleurs de démontrer
qu'il en est ainsi pour les foncteurs G = Hom (L Gi i ) , i.e. pour les

foncteur G =$Ikm1qu(L U, 6|v) , o U estun ouvert dfllnc de V . Et ce
dernier fait est & peu pres évident si l'on sait que (U, L ) est projectif

et qus

Hom lU(LpIU' GIU)_Hom (L s Gy) = Hom_ (0, u)(r(U L), o, ) .

On peut maintenant démontrer le corollairs 8
. 1 P
g0it 0 GA~%-IO_~é-I —§'I2 =¥ +.s Uune résolution
injective de G et considérons le bicuupiexs K (I™) muni de ses deux suites
spectrales ¢
-l S P
Hyp Bp =2 H (£°(17))

Hy Hpp = B (K7 (19))

D'aprés cs que l'on a vu II(K (Im)) eat nul pour n >0, et la seconde suits
spectrale dégénére, identifiant Hn(h (I )) a Hm HII y c'est-a~dire aux groupes
de cohomologie du complexe’ Homcﬁﬂr , b P

Ainsi HnﬁExtzéa(F , G) .

D'autre part, comme les foncteurs K" sont acycliocues sur G , on a les suitec

exactes ¢

0 =k%a) = (%) = oo = (I > ...

La premiére suite spectrale dégénére aussi et identifie les ' au groupes de

cohomologie de K*(G) . Le corollaire 8 est ainsi démontré.
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Ie corollaire 8 s'appliqus en particulier quand F est localement libre, et

i1 existe dans ce cas une résolution localement libre bien commes de F! si F
est le faisceau d'anneaux (& on trouve ainsi que Extnmg G, G) est ls
n-iéme~groups de cohomologie du complexe Hom C‘:\g& c(w , G)) X (e (11 G)) .
On découvre de cette maniére, si on ne le savait pas déja, que Ext @’((x G)
s'identific & HO(V , G) (Bien entendu cette derniére propriété est triviale et
6lls est valable pour tous les espaces topologiques annelés ; car Exbn&((ﬂ. , G)
est manifestement un foncteur cohomologique universel en G et il se réduit a
(v, G) =Hom (GL , G) en "dimension" 0) . '

Il resterait & regarder la situation suivante 3 f ¢ V=W est un morphisnme
d'ensembles algébriques, F est un faisceau de V , G est un faisceau ds
W, et l'on s'intéresse & la répercussion sur les " Ext " de la formule

Hom (Lf @, F)= (G,L; =)

Cotte situation généralise évidemment celle du théoréms 1 et des corollaires 3, 4
6t 5. Cependant si 1l'on veut éviter les situations trop compliquées (i.e. celles
qui font intervenir des suites spectrales), il convient de supposer que les

*
foncteurs uf et Lf . sont "sxacts'.

De teéls casexistent dans la nature, et en particﬁlier dans le

COROLIAIFE 9. - Si U est un ouvert affine de V., si G ¢st un faisceau

algébrique quelconqus de V et F un faisceau algébrique quasi-cohérent de U ,

alors on a des isomorphismes canoniques @

n e n
.Ext&!U(G[U , F) > Ext QL(G , FU) R

ou Fy désigne, comme toujours 1'imege directe de F dans V .

En effet si 0 —>F —> ° — Il > .es 68t uns résolutipn injective de F ,

1 .
alors 0 —> FU - I; - IU —> ..o €8t une résolution injective de FU .

9. L'exemple didactique.

1 .
Si (V, @) est la drcite projective P munie du faisceau des germes de

fopctions régulidres, on sait que tout faisceau algébrique cohérent est somme
directe de faisceau ponctuels et ds faisceaux isomorphes aux @(p) « On va
caleuler les Ext de tela falsceaux ¢
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ae Ext((q) , @Lp)) ¢+ @(q) est localement libre et il suffit de prendre
pour (A(p) 1a résolution de Cech du paragraphe 4 ¢
Hon(@(a) , € (1w, @) 24 @B
Hon(e(a) , € (1, wlp))) 20
dm , n) =n-*"2%n .
Mnst Ext™(@(a) , @) = Bxt*(@(0)) , wlp - q))
=, @l - ),

et on peut se reporter aux résultats du paragraphe 4.

be lorsque F ou G est un faisceau ponctucl le calcul des Ext(F ’ G) est
simple modulo les théordnes généraux.

Lorsque G est ponctusl, on est ramené au cas affine, et donc au cas des modules
par le corollaire 9.

lorsque F est ponctuel, par exemple lorsque F est concentré & l'origine,
F g'idendtific au faiscecau (F (si L est un faisceau ds (V, @) et U
UL lc faisceau mul sur V - U - et dont la
restriction & U wvaut L|U). Mads on a alors le lemme &

un ouvert d¢ V , on désigne par

IEME, - 81 U est un ouvert d'un espacs topologique amnelé (V , () et

si L et M sont deux faisceaux de (@ -odules, on a un isomorphisme canonique
n ~ n

Extm,U(Llu , MjU) = Extcl(UL y g9 o

En effet les deux foncteurs cohomologiques universels coincident pour n =0 .

On voit ainsi, dens le cas de la droite projective (qui est une variété non
singuliére) que Ext?gﬂF 3 G) =0 81 n>1 etsi F et G sont deux faisceaux
cohdrentse. Il devrait bien &trs vrai, que pour une variété non singuliére
(V, @) et deux faisceaux quasi-cohérents T et G, Ext(F , G) =0, si
n > dim V . Malheurcusement, le corollaire 8 ne nous donne aucun renseignenent 3

ce sujet.

10. La démonstration du théorime 1.

a. Démonstration du théordme 1'. - Nous savons déja que la cohomologie de
L 4
Cech est nulle (pour n > O ) et nous voulons montrer que H(V(4) , F) =0 ,
n> 0 . La démonstration qui suit est due & CHEVALLEY :
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IEMME 4., -SL G est un faisceau algébrique de (v(a) , 89 , et si Hl(n, 0) =0
pour tout recouvrement fini de V{A) par des ouverts spéciaux, alors
H (V) , G) =0 « '

I1 s'agit de montrer que pour toute suite exacte 0—» G306 Syt —>0 y la
suite 0> V(V, G)—~ T(V, G')—> v(V, G") =0 est exacte. Pour cela
soit une section g" de G" sur V . Il cxiste alors un recouvrenent fini "\
de V par des ouverts spéciaux Ui , 6t i1 existe des se.ctions 333. de G!' sur
Uy dont les images par v coincident avec g sur Uy . "

hinsi 1l'image par v ds gi -g! est nulle sur Ui U, « Autrement dit la
cochaine (Sij) = (g:{ - g‘_'i) af( Q,l(u , G')) a une image nulle dans

F(Gl(‘LI , G')) ¢t appartient donc & V(Gl('l;l , @) . D'autre part, sur
Ui.(\ U;] N Uk , on a 1'égalité Sy = Six + 854 = g& - g - g,i + gl!c + gé_. ‘-‘-\g‘gj.-:. 0.La
cochatne (Sij) sst wn cocycle, et donc un cobord, d'aprés lss hypothéses. On
a donc 8y = by - tj ,y OU (ti) est une cochatne de degré O de G o Mais alors
gl -t = 5 - t’j sur U, /M Uj et les (g - ti) définissent une section g'

de G' dont l'image par v est g",
C. Q¢ Fo D&

Démontrons maintenant le théorems 1t @

N
T1 résulte du lemse 4 et ds la construction du complexe de Cech, que si
0—=>F —1I° > Fl — 0 ost une suite cxacte et s1 F est quasi-cohérent, alors
les suites

0= FU(eR, T) = (e, ) =>r(e™(w,; 7)) >0

sont exactes, oh Wl est un recouvrenent fini de V(A) par des ouverts spéciaux.
On a donc dessuites exactes de cohomologie de lech (voir diagrarme (7))« En
particulier si 1° est injectif, alors Hn(x‘,\,\ 1°) =0 pour n >0 et la
suite cxacte (7) identifie H - (UL, F) et H (WA, 7y, ©% @, et
(v y Fl) o Ainsi Hn(LL, Fl) =0 pour n >0, donc Hl(V R Fl) = 0 d'spres
le lemme 4 et einsi HZ(V sy F) =0«

S1 1l'on veut montrer maintenant que HB(V s F) =0, on prénd une suite exacte
2 .
0 -—)Fl - T >F =0 o T est injectif 3 alors (v, Fl) = 0 d'apres
2 _
le raisonnenment précédenty sais H (V 4 Fl) = H3 (V, F) «ev ot ainsi de suite.
b. Démonstration du theoréme l. = Il suffit de montrer que si U est un

ouvert affine de V et si F est un faisceau quasi—-cohérent,A alors ¥y est
\f *-acyclique. Mais cn sait que le faisceau 3 Y *(FU) e¢st engendré par le
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préfaisceau
o = 13y ), Fy)

Ic théoréme 1 est donc démontré si U =1V, car alors ~fﬂl(U‘) est affine si
U' 1'est (lemme 3) 3 Hq(nf-l(U') , FU) est nul quand U' est affines

Dans le cas général, soit i 1t'injection de U dans V et
0—=FlU =1 =1 — ...
une résolution injective de F|U o Alors la suitc

0 —F, =1 (1°) —*1*(11) ...

U

est exacte (On sait dija que F|U est i*~acyclique), et les i*(In) sont

injectifs.

i

Donc H( q‘l(m) , Fy) H(r (g~ (), 1,(19)
=8y ) Ny, ),

et ce dernisr groupe de cohomologie est nul quand U' est afine (en vertu du

lemme 3 et du théoréms 1').
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