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LES FONCTEURS DÉRIVÉS DES FONCTEURS CLASSIQUES

par Pierre GABRIEL

Séminaire C. CHEVALLEY
E. No 1958/59

1. Les foncteurs classiquesc

On va rapidement pass6r en revue les fonctcteurs classiques : Tor , Hom,

foncteur image directe foncteur image réciproque. On préparera ainsi l’étude
de.leurs foncteurs dérivés, lorsqu’ils existent.

a. Le foncteur Tore - Si (7 ~ (~,) est un espace topologique annelé et si

F et G sont deux faisceaux de on définit le faisceau Torn(F , G)
de L-modules comme le faisceau associé au préfaisceau :

Comme les Tor commutent aux limites inductives, on 6n déduit que
,-

et que (Tor ) est, pour F fixé (resp. G fixé), un foncteur homologique en
G (rssp. 6n F) qui s’annule sur les faisceaux localement libres.

Si (V , (CL/) est un ensemble algébrique 6t si F et G sont des faisceaux

quasi-cohérents (resp. cohérents) alors les Torn(F, G) sont quasi-cohérents
, 

(resp. cohérents) : cela résulte de la formule générale

où M et N sont des modules sur l’ann6au A et S un système multiplicative-
ment stable de A .

b. Le fonct6ur Hom. - Si F et G sont deux faisceaux de C-modules sur

l’espace topologique annelé (V , N) , on rappelle que désigne
le faisceau dont les sections sur l’ouvert U sont

Si (V , (~) est un ensemble algébrique, et si F et G sont deux faisceaux

quasi-cohérents sur V , Hom G) n’est pas en général un faisceau
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quasi-cohërent (Prendre pour G le faisceau et pour F la somme directe

d’un nombre infini de faisceaux isomorphes à On a cependant la proposition
suivante.

PROPOSITION. - Si F est un faisceau Qohérent 6t si G est un faisceau

quasi-cohérent (resp. cohérent), alors G) est quasi-cohérent (rssp.
cohérent).

Il suffit de faire la démonstration dans le cas où V est affine~ où A est

son anneau des coordonnées et où F = G = ~R ~ Soit dans ce cas une suite
SxaCt6 L1 6t Lo sont des libres de type
fini. On a alors le beau diagramme (si f 6.A) :

et v et w sont des isomorphismes ; donc u est un isomorphisme et la propo-
sition en découle.

16 foncteur Hom est exact à gauch6, et nous calculerons plus tard ses

foncteurs dérivés.

c. Il est clair que la somme directe, la limite inductive de modules quasi-
cohérents sont des modules quasi-cohérents. va pas de mène du produit
direct et de la limite projective.

2. L’image directe et l’image réciproque d’un faisceau.

, On va considérer une nouvelle catégorie :

Les objets sont les triplets (V ~ (9L~ F ) , où V est un espace topologique,
, Q un faisceau d’anneaux et F un faisceau de Q-modules (espaces topologiques
avec faisceau de modules).

. Si (V , Q, F) et (w, (i.., G) sont deux objets de la catégorie un morphis-
du premier dans le second sera la donnée d’un morphisme, encore noté 03C6

de (V ~ (~) dans (j3) , et pour tout ouvert U de W ~ homomorphisme
de groupes abéliens, encore noté 
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f est supposé compatible avec les opérations de restriction et avec les homo-
morphismes d’anneaux :

L6 composé de deux morphismes est défini de façon évidente.

a. Lainage directe d’un faisceau de nodules. - Si (V , F) est un espace

topologique avec faisceau de modules, et si 03C8 est un morphisme d’espaces topo-
logiques annelés

alors il existe sur W un faisceau de (B -nodules G et il existe un morphisme

qui induit ~ sur le couple (V , ~) , et qui satisfait à la condition suivante ï

Tout morphisme X: (V , F) ~ (w ,.0153, H) où H est un B-module, se
factorise en X = f. où

est induit par un morphisme de ù3 -modules d6 H dans G.

En outre le couple ( ~ ~ G) est unique à un isomorphisme près ; c’est l’image

directe 03C8* (F) de F .

En fait (03C8*(F))(U) ~ F ( f -1 (U» , la structure de étant définie

par l’application

En outre la correspondance F ~ f *(F) est ffonctorielle. Le fonctsure 03C6*
est exact à gauche et on a la formule de composition ( Y 0 f) * = f * o ~ ,

Donnons l’exemple suivant : soit : B ~ A un morphisme d’anneaux commuta-

tifs (noethériens ou non) à élément unité.

L’image réciproque de tout idéal premier est un idéal premier et définit une

application 03C6: V(A) ~ V(B). Si f ~ B l’image réciproque de l’ouvert
spécial U f n’est autre que et f définit une application
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Par passage à la limite inductive on aboutit ainsi à un morphisme ~ (encore 1)
(V(A) ~t)2014~(v(B) ,~) . 

B

Si maintenant M est un A-module et M son faisceau associé , alors

, 
= M 

(f) 
et ~.(:J1ç) n’est autre que le faisceau sur V(B) associé

à M (qui est un B-module par "restriction" des scal.aires) . Dans ce cas 3 l’image
directe d’un faisceau quasi-cohérent est quasi-cohérente ; la proposition est

générale :

PROPOSITION. - Si (V , (j.) -+ (if , (J’:) est un morphisme d’ensembles

algébriques, l’image directe d’un faisceau algébrique quasi-cohérent est quasi-
cohérente .

En effet, soit F un faisceau algébrique quasi-cohérent sur V . On se ramène

tout de suite au cas où I;.J est affine, et, module ce qui précède, la proposition
est donc démontrée si V est affine. Si V n’est pas affine ( W l’étant tou-

jours), soit (U.) un recouvrement affine de V et soit F. l’image directe

de F|Ui dans V pour l’injection. Alors = et

tD (F.) est quasi-cohérent. Il en va de même de (j) (F..) où F.. désigne
l’image directe dans V de fà U . , Mais alors la suite exacte :

entraîne

et 1f * (F) est le noyau d’un morphisme de faisceaux quasi-cohérents , dtoù la
résultat.

PROPOSITION. - Soit 03C6: (V , ét) ~ (1&#x3E;,1 , 03) un porphisme d’ensembles algébri-
ques. Les propositions suivantes sont équivalentes :

a. L’image réciproque de tout ouvert affine est un ouvert affine,

b. Il existe un recouvrement fini (W. ) de W par des ouverts affines dont

les images réciproques sont des ouverts affines.

c. Si 0 ~ F ~ G -a Il ~ 0 est une suite exacte de faisceaux quasi...cohérents
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de V , alors la suite :

d . Si 0 ~ F ~ G est une suite exacte de faisceaux cohérents de

V , alors la suite :

Démonstration cyclique :

(a) ===~(b) : c’est vrai , 
.

(b) ~ (c) : En effet, on a manifesteme 03C6*(F)|Wi = 03C6*(F|03C6-1(W1)), et il
suffit donc de faire la démonstration quand V et W sont affines. Mais alors

"prendre l’image directe" d’un faisceau quasi-cohérente "restreindre les

scalaires" sur les modules associés et cette opération conserve les suites exactes.

(c) =~(d) : C’6St vrai .

(d) # (a) : Soit en effet U un ouvert affine de W , et U t son

image réciproque dans V ; soit aussi

une suite exacte de faisceaux cohérents de U’ . D’après le théorème de Serre

il suffit de montrer que les sections sur U’ f forment une suite exacte.

On admettra pour cela qu’il existe une suite exacte de faisceaux cohérents

de V ,

telle que = F ’ , = G ~ ~ t = H’ t (Pour une démonstration voir la

Théorie do Grothendieck, par BOREL et J.-P. SERRE ). Il en résulte que la

suite suivante est exacte

et comme U est affine et que 0393(U , 03C6* (F)) = F) = r(U’ , F’) , on a une

suite exacte

C. Q. F.D.
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b. L’image réciproque d’ un faisceau de maintenant (~, 0153, Q)
espace topologique avec faisceaux de nodules, et si

est un morphisme d’espaces topologiques annelées, on appelle inage réciproque
.-

de G, 6t on notera 
..1 
G le Q-module engendré par le

préfaisceau :

La lettre U désigne un ouvert de V et 0393(03C6(U), G) désigne les sections
de G sur l’ensemble (non ouvert en général) LP(U) . Il est clair que
toute section de C0 sur définit une section de Q sur U et qu’on a

un homonorphisme d’anneaux : t" (~(U) ~(b) ~ r (u , «L.) . En outre, si U’ 1

est un ouvert de M et si ’ U" = ’fi (U’ ) , on a une application canonique
de dans (f (G))(U") ~ composée des applications canoniques :

et

On est donc en présence d’un morphisme d’espaces topologiques avec faisceaux
de modules, que nous noterons encore 03C6 :

6t ce morphisme satisfait à un problème universel (cf. plus bas).

En outre la correspondance G # f*(G) est fonctorielles. Le foncteur 03C6*
est exact à droit6, 6t on a la formule dé composition (~ oBp)* = f* o~ .

B est un morphisme d’anneaux commutatifs, et si l’on désigne
toujours par 03C6 16 morphisne correspondant des espaces topologiques annelés :

si enfin N est un B-moduel, alor 03C6*(M) est le faisceau associé au

A-module N 8p A . On 6n déduit trivialement, dans 16 cas de la géométrie algé-
briqu6, que l’image réciproque d’ un faisceau quasi-cohérent (resp. cohérEnt

est quasi-cohérente (r6sp. cohérente).
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On va compléter l’étude du foncteur image réciproqu6;soit

un norphisn6 d’espaces topologiques annelés et soit G un B-module. Le

faisceau f *(G) , image réciproque dû G par f est engendré par le préfais-
ceau : 

’

En particulier le module x E; V , est égal à la limite
inductive :

d’où

En particulier si (V , CR) et (w, Îô3 ) sont deux spectres premiers
et (V(B), B), 03C6 est induit par un homomorphisme d’anneaux

f 1 B - A . Si G est associé au module N , est

isomorphe au faisceau associé à M = N ®B A : en effet si A est m idéal premier
de A et q son image réciproque on a bien

Revenant au cas général, on a pour tout ouvert U’ de W un morphisme canoni-

que de G(U’) dans G(U’) ~B(U’) Q(03C6-1(U’)), et donc aussi dans
(03C6* (G))(03C6-1 (U’)) et on notera encore par 03C6* le morphisme

.

ainsi définie

Si maintenant F est un "-module arbitraire alors, tout morphisme

~ : ~v ~ F) - (M ~ G) conpatible avec Ly se factorise d’une ssule

manière en et en un morphisme de (~-modules h : f*(G) ~ F (Propriété
universelle de q* ( G ) ) . 

’
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On identifie de cette manière Hon *(G) , F) au groupe abélien H(G , F)
dos morphismes Bb compatibles avec 03C6 .

Hais de la même manière H(G, F) s’identifie à 03C6*(F)) et on

en tire :

3. Rappel sur les faisceaux injECtifs.

On rappelle que si C est une catégorie abélienne, un objet. I de e est

dit injectif si et seulement si le foncteur F ~ HomC (F , I) est exact, quand
F parcourt C . Il r6vi6nt E’"U même de dire que si 0 9 F - G est un mono-

morphisme, tout morphisme de F dans I se prolonge en un morphisme de G

dans I.

Les objets injectifs ont les propriétés suivantes :

a. Si 1 est le produit d’une famille d’objets ~I, alors 
I est injec-

tif si et seulenent si chaque est injectif : En effet on a l’ isomorphisme :

b. Si O2014~F-~G-~H-~-O est une suite exacte et si F est injectif,
alors la suite S6 scinde (1.e , définit G conne produit direct de 1 et de H).
En particulier si F et G (resp. F 6t H) sont injectifs,alors H

(resp. G) est injectif..

On suppose maintenant que C est la catégorie des faisceaux de modules sur

un espace topologique annelé (V ~ CL) :

c. Si U est un ouvert de V ! et si 1 est un Cl. -module injectif, alors

I|U est un injectif :

On a en effet un isomorphisme évident de foncteurs :
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où FV désigne le faisceau de V nul sur V - U et dont ia restriction n U

est F . 16 second membre de l’égnlité est un foncteur exact en F et il en va

de même du premier.

d. Si E 6St Ul1 sous-espace 46 V , si 03C6 désigne l’injection canonique de
, (E , (¿LIE) dans (V , C!Ã,) 1&#x3E; si enfin l est un G|E-module injectif, alors

f * (I) , image directe d6 1 Par Bf’ ’ est un U -nodule injectif.

On a en effet un isomorphisme de foncteurs :

e . Tout Q-module F adr16t un monomorphisme dans un faisceau injectif : 6n

effet pour tout x 4e V , F 6st un Qx-module, 6t par conséquent 86 plong6x x

un Qv -module injectif hi . On considérera M comme faisceau sur l’espacex x x

topologique réduit au point x 6t l’on désignera par I x directe de. cE

faisceau dans V ~ D’après (d) I x est injectif, 6t il 6st clair qu ’on a une
F -7 I 0 Alors 16 faisceau produit I--:: TT I 6St injectif1~ x xV 

x

d’après (a) et le produit d6s f définit un monomorphisme de F dans I. Les

forment donc une catégorie abélienne ayant sufffisamment d’injectifs
(voir GROTHENDIECK, [6]).
On suppose maintenant que (V, A) est un ensemble algébrique muni do l’ ann6au

des germes de fonctions régulières . Alors :

f. Si I est un £%-nodule inj6ctif, et si U est un ouvert affin6 de V ,
alors I ) est un fi (U , Q)-module injjectif. On a en effet l’isomorphisme
évident :

où A = 0393(U , Q), M est un A-module et Mest le faisceau associé à M sur

U .

4. Rappel sur les foncteurs dérivésc

Soit G une catégorie abélienne ayant suffisamment d’objets injectifs et S

un foncteur additif covariant de G dans une catégorie abélienne ~ . On rappelle
que si F est un objet d6 e , une résolution injective dE F est une SUit6

exacte 
’ 

.
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où les In sont des objets injectifs. Alors la suite (S(m), n  0 
défi-

nit un complexe de Q, dont les objets de cohomologie

dépendent seulement de F et non de la résolution choisie. Ce sont les fonc-

teurs dérivés de S et on munit de façon naturelle la suite d’une

structure de foncteur cohomo logique (voir GROTHENDIECK [6])~

Si maintenant 
’

est une autre suite exacte, les F1 étant des objets quelconques, alors il existe

des morphismes 03C6n : Fn 4 1 tels que le diagramme suivant soit commutatif :

(1)

Il en résulte un morphisme de complexes

et des morphismes 03C6n* entre les objets de cohomologie de ces complexes :

Il est classique que ces morphismes 03C6n* ne dépendent que de la suite
o -;)- F -+ FO -+ Fi -yv. (files fn sont déinis à une homotopie près") et que ce
sont des isomorphismes si les Fi, i 0, sont des objets S-acycliques
(Le. si If S(Fi) = a pour p ?1). La proposition suivante est moins classique:

PROPOSITION 1. - Considérons le diagramme commutatif

(2)
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~û les suites sont exactes . Les suites exactes 0-~F-~-F -~-... et

0 --~ G ~--~ G - ... définissent des morphismes

De même f et les f définissent des morphismes :

La proposition est un corollaire du lemme suivant :

LEMME1. - Supposons donnés 16 diagramme (2) et le diagramme commutatif 1

(3 )

où les suites sont exactes et les Ji injectifs.

Alors il existe une résolution injective de F

il existe des monomorphismes 03C6n : Fn ~ In, ot il existe des morphismes
i : 1 ~ Jn tels que le diagramme prismatique (4) soit commutatif.

(4)
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Pour démontrer le lemme 1 nous aurons besoin du lemme 2 dont la preuve est

laissée aux soins du lecteur s ’

LEMME 2. - Soient C une catégorie abélienne. u : P 9 X , ’ v : P -+ N

deux morphismes 6t MP N le conoyau du morphisme (u , - v ) : 
dans ces conditions p ~ q désignent les morphismes canoniques de M et N

dans Fip N , on a les propriétés suivantes s
a. p o u = q o v.

b. si p’ 6t q’ sont deux morphismes de M et N dans un objet Q , et si

p ’ o u zr q ’ alors il existe un morphisme unique w de ML N dans Q tel

que p’ = w o p , q’ = w o q.

d. Si u (r6sp. v) est injectif~ il en va de même de q (r6sp. p).

Le lemme 2 étant admis, soit d’abord ~ : FO - IO un monomorphisme quelcon-
que de F dans un injectif ; on posera ~ = et on choisira pour i 0
un prolongement à 1 du morphisme o f : le premier "parallélépipède" de
notre prism6 est construito

On va construire le second ; pour cela soit L = Coker E , HO = Coker ~’ ;
on a alors le diagramme commutatif

Les applications évidentes de F et L dans J coïncident sur HO et indui-

sent donc une application unique i de L ~ F dans prendra pour Il
un injectif contenant F et pour il un prolongement de i à I1 : le

H
deuxième parallélépipède est construite

On va construire le troisième : soit If = H = Coker do. On a

alors 16 diagramme commutatif
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... :

La proposition cst démontrée.

On tire en particulier du lemme 1 le résultat suivant : soit un diagramme

commutatif, à suites exactes,

(5)

supposons 6n outre que 168 suites

sont exactes, n &#x3E; 0 .

Dans ces conditions, on a le diagramme conmutatif :

Si (V , A) est un espace topologique annelé et si U est un sous-espace de V

on désignera par If (u , F) la valeur sur F de F) .
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(F G) désignera ie ’ n-ième foncteur dérivé du foncteur G ===~ G)

Ext~ (F ~ G) sera la valeur sur (F , G) dG Rn Hom (F ~ G) , Hom (F , G)
étant considéré comme fcncteur de G seulement.

Il est clair que ExtnQ (F. , G) s’identifie au faisceau engendré par le préfais-
ceau : 

W

Ces derniers faisceaux sont en effet un foncteur cohomologique de G , nul si G
est injectif et on retrouve Hom G) pour n == 0 .

5* La résolution de ech d’un faisceau.

Nous considérerons encore dans ce paragraphe des espaces topologiques annelés

arbitraires . Si (V , Q) est un tel espace, si F est un Q-module et si E

est un sous-espace de V , nous noterons FE l’image directe dans V du

Q|E-module F JE défini sur E . Le fonctour F est exact à gauche, et

les applications de re s tri ction F (U ) ~F(E~U) =FE(U) définissent

un morphisme 03C1E du foncteur identité F dans le foncteur F ~ FE. Nous
nous bornerons désormais au cas où E est un ouvert de V .

Soit (U.). ~~ une famille d’ouverts de V et convenons de noter F. au

lieu de (F.).... ~ p. au lieu de 

désigne la catégorie des faisceaux de Q-modules, nous sommes donc en présence
de la situation suivante :

On s’est donné une catégorie abélienne G avec produits infinis, une famille

de foncteurs (F =~F.). ~- de C dans pour tout i ~:I un morphisme P .
du foncteur identité dans le foncteur (F ===~ F. ) ~ pour tout couple (i ~ j )
un isomorphisme P.. du foncteur (F ~Fij) dans le foncteur (F ~Fji)
tel que Pij o Pj o fi = 

Une telle situation permet de définir un foncteur C défini sur C et à

valeurs dans les complexes sur C ! pour cela munissons l’ensemble d’indexation
I d ’un ordre total, et posons Cn (F &#x3E; = io03C0 i1 ... ± 

où F

est un objet de Q et où le produit porte sur toutes les combinaisons de

n + 1 indices. Si de même p.. désigne la projection de 6 (F) sur

~-o~~n
~i i 1 , 

s.lors ~, ~ ~i ... i ..~i est un morphisme de C~(F) dans
k o"*k* n+1
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et de l’isomorphisme canonique de Fi 0 i 1 ...i 
n+1 
. 
k 

sur

F.... suite io, .... îk , !.. désigne la suite

.... i dont on a retiré l’indice i ). On définit ainsi un morphisme
o n+1 . K
cobord :

On vérifie sans peine que d o 0 et la suite (e,n(F),~) est un

complexe sur C que, suivant les folklores, on appelle complexe (alterné) de

ech de F , complexe de l’algèbre extérieure, ou complexe de Koszul. Il est
clair que si l’on avait muni l’ensemble 1 d’un ordre total différent on

aurait obtenu un complexe isomorphe .

6. Un exemple didactique.

Nous allons donner à la théorie générale un exemple pour escorte ; l’exemple

des faisceaux cohérents sur la droite projective On désignera par U le

complémentaire du point à l’infini, par V le complémentaire de l’origine. Si

K est le corps de base, algébriquement clos, l’anneau des coordonnées de Usera

A = K celui de V sera B = K celui de U fi V sera C = K 

Si F est un faisceau algébrique cohérent sur P , la restriction de F à

U (resp. V , resp. U est associée à un A-module 1Y1 un

B-module N , resp. un C-module P). On a en outre des morphismes de restriction

compatibles avec les injections d’anneaux
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Enfin r (resp. T) induit un isomorphisme de M sA C sur P (resp. de
N o- C sur P)* Réciproquement F est entièrement décrit par la donnée de

M , P , N , f,6" .
On voit facilement que le support de F est réduit à un nombre fini de points

si et seulement si les modules M, P et N sont des modules de torsion. Plus

généralement, les modules M , N et Pétant sommes directes de modules de tor-

sion et de modules libres, le faisceau F sera somme direct6 de faisceaux

ponctuels (1.6 . dont 16 support est réduit à un point) et d’un faisceau locale-

ment libre (i.e. dont les restrictions à U et V sont associées à des modules

libre.s). Nous allons supposer que F est localement libres

Dans ce cas l’image par p d’une base de li est une base, soit P .

De même l’image par () d’une base de N est une base, Soit (3 , de P et

le faisceau F est entièrement décrit par la donnée de P et des bases ’0( et

03B2. En fait GL(n , A) opère sur les bases 03B1 (-on suppose que 03B1 a n éléments),

GL(n , B) opère sur les bases (1&#x3E; et deux couples de bases (~. ~ ~ ) et

(o~ /É$’ ) définissent des faisceaux isomorphes si et seulement s’il existe

GL(n , A), h e GL(n , B) , k e. GL(n , C) tels que D . = k.g~ ~ ~’= 
Voyons en particulier le cas où n = 1 . Alors bases

fl et fi se réduisent à des éléments inversibles, soit 03B1 = HX1, 03B2 = 

’)( , Â E K; fait on peut toujours supposer que 7~ = ÎI = 1 ,

a = 0 r ~désigne le faisceau des germes de fonctions régulières
sur P , on désignera par (Bb(p) le faisceau défini par les conditions

Alors 03B1 est isomorphe à et, quand p parcourt Z , CL(p) parcourt

les types de faisceaux localement isomorphes à Q.

GROTHENDIECK et SESHàDRI ont montré que tout faisceau algébrique cohérent loca-

lement libre sur P était somme directe de faisceaux isomorphes à l’un des

Cl(p) . Cela signifie que si 03B1 et 03B2 sont deux bases de P = Cn , alors il existe
g A) , h ~ GL(n , B) et n nombres entiers Pl ... Pn satisfaisant

à la condition suivante :

Si (el’...’ en) est la base do Cn transformée de 0( par g , alors

e1 , ... , Xpnen) est la base de C n transformée de /3 -par h . Si l’on

s’intéresse à l’automorphisme k de en qui applique 03B1 sur 03B2 , cela signifie
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que k est de la forme :

où g E GL(n , A) ~ h ~ GL(n , B) , k ~ GL(n , C) et où d est un--élém6nt

diagonalisable de GL(n , C) . Il serait évidemment intéressant d’avoir une
, 

démonstration directe de tels phénomènes. (~)
Voyons finalement quelles sont les sections du complexe de ech de 

associé au recouvrement P == 

On en déduit facilement les groupes de cohomologie du complexe r (0* ( Bit,(p) ) :
HO est formé des couples (P(X) , - P(X) Xp, où P(X) est un polynôme en X

de degré inférieur ou égal à p . Ainsi HO est un K-espace vectoriel de
dimension nulle si p "’" 0 , de dimension p ~ 0 .

H est nul si p &#x3E; 0 et admet pour base les image de 1 X, 2014y 1 X2, ... , 1 X-p-1,

si p.&#x26;::. 0 . Alors H est un K-espace vectoriel de dimension - p - 1 .

Dans tous les cas [Ho: K ] - [Hl: K ] = p + 1 .
7. Propriétés du complexe de ech.

Soit toujours B.1 = E.I 
une famille d’ouverts de V , l’6nS6lilbl6 d’indices

1 étant totalement ordonné, soient faisceau d’anneaux sur V , F un

et U la réunion des ouverts On désignera dorénavant par .

e n(U , F) les complexes de ech de F associés à TjL .

Le produit des morphismes canoniques de FU dans F, i définit qlors un mor-

phisme E.: FU ~ 03C0i Fi , et la suite suivante est évidemment exacte (Regarder
les sections sur un ouvert) : .

On reconnaît là une suite exacte qui nous est apparue tout au long des deux

premiers exposés. En fait on a le résultat plus complet :

(*) Voir : "HASSE (Helmut). - Zahlentheorie. - Berlin, Akademie-Verlag, 1949" ?
Wittscher Hilfssatz, p. 301 e 

.
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PROPOS ITION 2. - La suite

est exacte.

Il suffit en effet de vérifier que pour tout point x de V la suite

6st exacte. Pour cela nous allons exhiber un opérateur d’homotopie h , 1.e .

des applications Qx-linéaires hnx: (Qn(U, F ) ) ....,.. «(?n+l (1).., F»x ’
n J 1 , telles qU6

(6 )

Si 0( est un élément de ( C n ( fla , F))x, h n (D( ) est défini de la manière.

suivante: on peut toujours Supposer que x E Ui où 1 6St le Plus petit élément

de I . Alors ce défini t unG section de C i ljl , F ) sur un ouvert U’ c V. ,
x 1

soit 03B1 = (03B1io * ° i); on posera 03B2= (03B2 i * * .in-1) = (03B1i io...in-1).
alors clair que

Par définition sera l’image de 03B2 dans F)) . Alors

hn+1 d 0B sera l’image dans (3’ U, F)) de
.X x x x

On vérifie que h n 0B + h n + 1 = 03B1, d’où l’égalité (6).

Nous nous servirons encore de quelques autres propriétés du complexe de ech :

a. La correspondance F ~ C*(U, F) est évidemment fonctorielle et le fonc-
teur est exact à gauche $ On construit facilement les fondeurs dérivés à l’aid6

des dérivés du fondeur section. Nous verrons plus loin un cas où ces fondeurs

dérivés sont nuls. 
’ ’
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b. Si F est un faisceau injectif, F) est un faisceau

injectif : cela résulte de la définition et des propriétés des faisceaux injectifs.

On est ainsi dans la situation décrite dans le paragraphe 2. Si S est un

foncteur covariant défini sur la catégorie 3 des Q-modules, à valeur dans
une catégorie ’abélienne alors (S ( ’2 n( B.)., F ) ) &#x3E; est, pour
tout Q-module un complexe de 0153 , dont on désignera les objets de cohomologie
par F) 0 "Les F) sont manisfestenent fonctoriels en F " 

y et

la construction du paragraphe 2 fournit des morphismes de foncteurs

En outre si 02014~’F2014~’G2014~H2014~O est exacte et si les suites

partagent le même bonheur d’être exactes, on a des diagrammes commutatifs

(7)

Ceci a lieu 6n particulier si F est Q n(U)-acyclique pour tout n , et si

est S-acyclique pour tout n; dans ce cas est de plus
un isomorphisme.

Dernière remarque : on notera H~("~ ~ F ) au lieu do F ) . , Par exemple
si (V , C!:t,) est le spectre premier (V(A) , U) d’un anneau commutatif et si

16 faisceau F est quasi-cohérent, on pourra prendre pour U un recouvrement
fini par des ouverts spéciaux. Il résulte alors de la construction des faisceaux

Cn(u, F) que ceux-ci sont quasi-cohérents, et comne la suite

est exacte, la suite des sections est exacte. Autrement dit, on a la proposition

PROPOSITION 3. - Si U est un recouvrement fini du spectre premier ..

par des ouverts spéciaux et si M est un A-module, alors H = M

et n &#x3E; 0 .
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, 

Cette propriété est due à Serre, et de la nullité des groupes H~(B~ 6~)
on va déduire la nullité des S~) .

8. LE cas des variétés algébriques.

La proposition 3 reste évidemment valable si ~V ~ 3b) est un ensemble 

brique affine Et si li est un recouvrement par un nombre fini d’ouverts affines.

. 

A partir de maintenant (V , Q)~) sera presque toujours un ensemble algébrique
sur un corps algébriquement clos muni du faisceau des germes de fonctions
régulières ; dans ce cas sera un recouvrement de V par un nombre fini
d’ouverts affines Ui C Accessoirement ~V ~ sera un spectre premier d’anneau
commutatif et "CL un recouvrement fini par dos ouverts spéciaux.

THEOREME 1, - Si 03C6: V~W est un morphisme d’ensembles algébriques, si
F est un faisceau algébrique quasi-cohérent, si enfin ~ est un recouvrement
d6 V par un nombre fini d’ouverts affines, alors les F )
sont (où désigne le foncteur image directe).

Le théorème 1 signifie que les morphismes explicités dans le paragraphe
5, qui vont des faisceaux de cohomologi6 du complexe F ) ) dans

les faisceaux dérivés Rn 03C6*(F), sont des isomorphismes. En outre les cobords
ô se calculent à l’aide des complexes de Cech (voir le diagramme (7)) car les
foncteurs F)) sont exacts sur les faisceaux algébriques quasi-
cohérents de V o Pour le voir nous aurons besoin du

LEMME3. - Si 03C6: V....,., W est un morphisme d’ensembles algébriques et si V

est affine, alors l’image réciproque de tout ouvert affine est un ouvert affine.

En effet le graphe" GV x ost fermé dans V x W , 6t si U G W ,
03C6-1 (U) est "isomorphe" à r ri (V x U) ; or, si . U est un ouvert affine,
V x U est un ouvert affine de V x 1:J et in (V x U) est un sous-ensemble

algébrique fermé d’un ensemble affine ; c ’6st donc un ensemble affine~

Donnons-nous donc un6’ suite exacte 0 - F -+ G 2014’~ H --~r 0 de faisceaux

quasi-cohérents de V et montrons que les suites

sont exactes. Mais 03C6*(Fi...i) est l’image directe dans M du faisceau
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quasi-cohérent 
n 

sur l’ouvert affine Ui...i. L6 résultat est donc

une conséquence du lemme 3 et de l’exposé 2.

Nous démontrerons le théorième 1 dans le paragraphe 8 comme conséquence du

THEOREME l’ Si (V(A) , U) est le spectre r6-
mier de l’anneau commutatif Li Et si F est un faisceau algébrique quasi-
cohérent de (V(A), U, alors H9(V(A) , F) = 0 si n &#x3E; 0 .

On va renvoyer toutes ces démonstrations au paragraphe 8 et s’intéresser d’abord

aux corollaires des théorèmes 1 et 

Si l’on considère d’abord le cas où 1 est réduit à un point et où f se
réduit à l’application constante, le foncteur image directe s’identifie au

foncteur soction l. Donc :

COROLLAIRE 1. - Si V est un ensemble algébriquE, un recouvrement fini

de V par un nombre fini d’ouverts affines 6t F un faisceau quasi-cohérent,

alors la suite exacte

est une résolution finie de F par des faisceaux quasi-cohérsnts 0393-acycliques.

Ce corollaire signifie que :fI? ( 1...1, F) s’identifie à F) quand F

est un faisceau quasi-cohérent. En particulier F) est nul pour tous

les faisceaux quasi-cohérents dès que n est assez grand (plus grand que 16

nombre d’ouverts de 1X ) . En GROTHENDIECK a démontré (et la démonstration

est simple) que H9(V , F) = 0 dès que n &#x3E; dir.1 V et ceci quel que soit le

faisceau .de groupes abéliens F (voir [2 ] , Chapitre II, 4.15).

De la même manière (F) = 0 si n r din V , quel que soit le faisceau

de groupes abéliens F et le V -+ En effet les foncteurs

sont reliés de manière simple au foncteur section :

Soit f: (V ~ (~) "~ (1,-1 , un morphisme d’espaces topologiques annelés

et considérons, pour tout Gt F le faisceau d6 W engendré

par le préfaisceau

les opérations de restriction étant évidentes. Alors la suite des R définit

évidemment un foncteur cohomologique nul sur les faisceaux injectifs. En outre
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RO s’identifie à ? * . Il en résulte que If s’identifie à R~ ~ .
COROLLAIRE 2 . - Si V est un ensemble algébrique, LÀ un recouvrement fini

d6 V par des ouverts affines, alors les foncteurs dérivés du fonct6ur de

n( ~ F ) sont nuls sur les faisceaux algébriques quasi-cohérents..

En effet il est à peu près clair que le faisceau à Cn(U, F ) est engendré
par le pré faisceau :

En particulier si U est affine les"scctions de ce préfaisceau sur U " sont

nulles et le faisceau engendré est zéro (bien entendu p &#x3E; 0) e

COROLLAIRE 3. - Si 03C6 : V -p 1 est un morphisme d’emsembles akgébriques, si

l’image réciproque de tout ouvert affine est un ouvert affine, si enfin F

est un faisceau algébrique quasi-cohérent, alors Rn 03C6* (F)==0 si n&#x3E;0 .

En effet R~ ~~(F) est engendré par le préfaisceau :

et Jt1( i-1 (u) , F) est nul si n &#x3E; 0 et si U est affine.

COROLLAIRE 4. - Sous les hypothèses du corollaire 3, F) s’identifie

canoniquement à ~~(F)) .
En effet soit recouvreront de 14 par un nombre fini d’ouverts affines

et le recouvrement de V image réciproque de B~ ~

CORONAIRE 5 * - Si 1f : est un morphisme et
si F est un faisceau quasi-cohérsnt de V , alors les faisceaux 

sont quasi-cohérents. En outre, si U’ est un ouvert affine de W , alors

r(U , R~ ~*(F» ~Hq(’f-1(U1) , F) .
En effet les R~ 1q~(F) sont les faisceaux de cohomologie du complexe

’f~(G*(1.;t, F)) qui est formé de faisceaux quasi-cohérents directe

d’un faisceau quasi-cohérent est un faisceau quasi-cohérent). Pour la dernière

égalité on remarque simplement que, U 1 étant .affin6, et le complexe

03C6 * ( e* (1.;l, F)) étant quasi-cohérent, les suites exactes se reflètent sur

les sections : ainsi R~ f (F)) est le q-ième groupe de cohomologie
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de r(u, f * ( c 
* 

...» .

COROLUIIRE G. - Si V e§t le spectre premier d’up anneau Il. , si Fl et N

sont deux A-modules, alors Extn (Ù3k, ,’;i)’{,) s’identifie canoniquement à

H’..xtp. (M , N) . 
-

En effet, soit 0 -’k-+ IO -+ rl ~ r2 -4 ... une ràsolution de MM par
des faisceaux injectifs . est 0393-acyclique, la suite àes sections

est exacte :

En outre les sont des A-nodules inj6ctifs (voir 16 paragraphe 1 )

et

d’où le résultat. .

COROLLAIRE 7. - Si (V , est un ensemble algébrique (resp. le spectre

premier d’un anneau noethérien A), si F est cohérent et G quasi-cohérent,
si U est un ouvert affine de V (resp. un ouvert spécial)~ alors

G» s’identifie à Glû) . En particulier
est quasi-cohérente et il est cohérent si G l’est.

Il suffit de faire la démonstration dans le cas où V est un spectre premier

et où U = U . Il s’agit de montrer qu’alors le préfaisceau :
est un faisceau~ c’ost-à-dire qu’on a les égalités :

Mais si F ct G sont associes aux nodules M et N ~ 1e premier groupe

vaut en vertu du corollaire 6, et le deuxième groupe vaut

(ExtA(M , N»r . Il est classique que ces deux groupes coïncident (Prendre une
résolution projective de M par des modules libres de type fini).

On va maintenant s 1 intéresser au calcul de G) dans le cas général.

On supposera pour cela que le faisceau F admet une résolution gauche par

des faisceaux localement libres (Le faisceau quasi-cohérent L est dit locale-

ment libre si pour tout x de V , le module est libre ; si V est affine

cela signifie que L est associé à un nodule projectif) :
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SERRE et GROTHENDIECK ont_ démontré qu’il existait toujours une telle résolution

si F était cohérent et si V était soit quasi-projective (i.e. isomorphe à un
sous-ensemble localement fermé d’un espace projectif),

Dans ces conditions on est en présence d’une résolution gauche de F et, pour
tout recouvrement affine fini de V , d’une résolution droite de G , la

résolution de Cech. Ceci permet de définir un bicomplexe (voir CARTAN-

EILENBERG, Chapitre IV, 5) à l’aide des formules :

les dérivations partielles étant

Alors la dérivation totale dl + d2 fait de la suite =, ( e 
" ’ ~~

un complexe, et on a le

COROLLAIRES. - Les groupes de cohomologie du complexe sont canoniquement

isomorphes aux groupes G) .

En effet il est d’abord clair que le complexe K* est fonctoriel en G ; nous

noterons donc ~. K*(G) . En outre, connue le foncteur G) est exact à

gauche, H (K*(G) ) s’identifie à G) . Nous allons montrer maintenant

que If(K* (1» = 0 si n &#x3E;0 et si 1 i est un faisceau injectif :

Considérons en effet les deux suites spectrales du bicomplexe :

Comme I est injectif, les faisceaux Cq(U , I) sont injectifs, et il en

résulte que les suites
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sont exactes, autrement dit que H](K*(1) ) =" 0 pour p &#x3E; 0 , donc que la premiers
suite spectrale dégénère, que "K*1» s’identifie donc à H~- 
Enfin, comme la suite exacte (B~~I)-~~ 1 (L,,-L, 1) - ... ne

comporte que des objets injectifs, le foncteur Hom Q(F , G) la conserve et

finalement ’ (K* ( I ) ) =0 si n &#x3E;0 , = HomQ(F , I) . (On ne s’est
servi ni de la deuxième suite spectrale ni du fait que la résolution de F était

localement libre)o

En second lieu nous allons démontrer que les foncteurs G sont

acycliques sur les faisceaux quasi-cohér6nts. Il suffit d’ailleurs de démontrer

qu’il en est ainsi pour les foncteurs G .), i .e . pour les
p .’ o ...J. n

foncteur G |U , G|U), où U est-an ouvert affine de V. Et ce

dernier fait est à peu près évident si l’on, sait que r (U , L ) est projectif
et que

On peut maintenant démontrer le corollaire 8 :

_ 

soit 0 -9 G -4 1~ ~ Il -~ 1~ -+ ... une résolution

injective de G et considérons le bicomplexe Kn(Im) muni de ses deux suites

spectrales :

D’après ce que l’on a vu est nul pour n &#x3E; 0 , et la seconde suite

spectrale dégénère, identifiant Hn(K*(I*) &#x3E; à HmI HoII, c’est-à-dire aux groupes
de cohomologie d,u complexe Hom E1 ,. (F , 

Ainsi Hn ~ ExtnQ (F , G ) .

D’autre part, comme les foncteurs Kn sont acycliques sur G , on a les suites

exactes: .

La première suite spectrale dégénère aussi et identifie les If au groupes de

cohomologie de K~ ~G~ e Le corollaire 8 est ainsi démontre.
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Le corollaire 8 s’applique en particulier quand F est localement et

il existe dans ce cas une résolution localement libre bien commes de FI si F

est le faisceau d’anneaux on trouve ainsi que Extn ( (i.,., G) cst le

de cohomologie du complexe Xom Q( Ù , C n ( U, G)) ~ 0393(CII (1.l , G)).
On découvre de cette manière si on ne le savait pas déj à, que G)
s’identifie à G) (Bien entendu cette dernière propriété est triviale et

elle est valable pour tous les espaces topologiques annelés ; car ~,. G)
est manifestement un foncteur cohomologique universel en G et il se réduit à

0393(V , G) = HomQ(Q, G) en "dimension" 0 ) . 

Il resterait à regarder la situation suivante : ’~ : V -~- M est un morphisme

d’ensembles algébriques, F est un faisceau de V ~ G est un faisceau de

W , et l’on s’intéresse à la répercussion sur les ’s Ext " dE la formule

Cette situation généralise évidemment celle du théorème 1 et des corollaires 3, 4

et 5. Cependant si l’on veut éviter les situations trop compliquées ~i.~. celles

qui font intervenir des suites spectrales), il convient de supposer que les
foncteurs f * et u? sont 

De tels cas existent dans la nature, 6t 6n particulier dans le .. 
’

COROLLAIRE 9. - Si U est ouvert affine de V , si G est un faisceau

algébrique quelconque dE V et F faisceau algébrique quasi-cohérent do U ,
alors on a des isomorphismes canoniques :

où F~ désigne~ connue toujours l’image directe de F dans V ,

En effet si 0 -~ F 2014~ 1~ 2014~ 1~ -~ ... est une résolution injective de F ~
alors 0 2014~ F~ 2014~ 1~ 2014~ lïj -~ ... est une résolution injective de 

9. L’exemple didactique~

Si (V ~ (~) est la droite projective P munie du faisceau des germes de

fonctions régalières, on sait que tout faisceau algébrique cohérent est somme

directe de faisceau ponctuels et de faisceaux isomorphes aux On va

calculer les Ext de faisceaux :
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a. est localement libre et il suffit de prendre

pour Q(p) la résolution de ech du paragraphe 4 :

et on peut se reporter aux résultats du paragraphe 4.

b. Lorsque F ou G est un faisceau ponctuel le calcul des G) est

simple module les théories généraux.

Lorsque G est ponctuel, on est ramené au cas affine, et donc au cas des modules

par le corollaire 9.

Lorsque F est ponctuel, par exemple lorsque F est concentré à l’origine,
F s’idendtifie au faisceau UF (si L est un faisceau de (V , CL) et U

un ouvert de V ~ on désigne par UL le faisceau nul sur V - U . et dont la

restriction à U vaut Mais on a alors le lemme :

LEMME. - Si U est un ouvert d’un espace topologique annelé (V , et

si L et M sont deux faisceaux de on a un isomorphisme canonique

En effet les deux foncteurs cohomologiques universels coïncident pour n = 0 .

On voit ainsi, dans le cas de la droite projective (qui est une variété non

singulière) q ue G) == 0 si n &#x3E; 1 et si F et G sont deux faisceaux

cohérents. Il devrait bien être vrai, que pour une variété non singulière

(V , et deux faisceaux quasi-cohérents F et G ~ G) = 0 ~ si

n &#x3E; dim V . Malheureusement, le corollaire 9 ne nous donne aucun renseignement ’à

. ce sujet.

10. La démonstration du théorème 1.

a. Démonstration du Nous savons déjà que la cohomologie de
Cech est nulle (pour n 0 et nous voulons montrer que F) = 0 ,
n &#x3E; 0 . La démonstration qui suit est due à CHEVALLEY :
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LEMME 4. - Si G est un faisceau algébrique de (V(A) , U), et ai 0)s0

pour tout recouvrement fini de 
V(A) par des ouverts spéciaux, alors

H~(V(A) , G) =0~ ’

II s’agit de montrer que pour toute suite exacte 0 2014~ G 2014~G’ 2014~ G" -~0 , la

suite 0 -~ r(V , G) -~ r(V , G’) -~ r(V , G") -~ 0 est exacte. Pour cela

soit une section g" de G" sur V . Il existe alors un recouvrement Uni ’U.

de V par des ouverts spéciaux Ui , et il existe des sections g’i de G’ sur

U. dont les images par v coïncident avec g sur U.. 
’

de Autrement dit 
la

cochaine (sij) = (g’i - g? ~ 0393( Q(Q, G’)) a une image nulle dans

0393(C1(U, G")) et appartient donc à 0393(C1(U, G)) . D’autre part, sur

U H U~ , l’égalité s~ - s~ 
+ s~ = g~ - 8-~ ~ ~i " ~ = ~ ’ ~’~

cochaîne (s..) est un oocycle, et donc un cobord, d’après les hypothèses. On

a donc s., = ti - t. , où est une cochaîne de degré 0 de G . Mais alors

g - t =~gl - t. sur U. nu. et les (g~ - t~) définissent une section g~

de G* dont l’image par v est g" ~
, 

C. tj.j. ~.

Démontrons maintenant le théorème 1’ :
’ 

B/

II résulte du lemme 4 et de la construction du complexe de Cech, que si

0 2014~ F 2014~ 1° -~ F~ -~ 0 est une suite exacte et si F est quasi-cohérent; alors

les suites 
’

sont exactes, où U est un recouvrement fini de V(A) par des ouverts spéciaux.

On a donc des suites exactes de cohomologie de ech (voir diagramme (7)). En

particulier si IO est injectif, alors H~B~I°)=0 pour n&#x3E;0 et la

suite exacte (7) identifie et et

1fl(V , Fi) . Ainsi X9à~ , = 0 pour n &#x3E; 0 , donc = 0 d’après

le lenrie 4 et ainsi F) = 0 .

Si l’on veut montrer maintenant que H3(V , F) = 0 , on prend une suite exacte
o ~ Fi ~ Il -+ F2 ~ 0 où Il est injectif ; alors d’après

le raisonnenent précédent, ;l1ais Fi) = H3(V , F) ... et ainsi de suite.

b. Démonstration du théorème 1. - Il suffit de montrer que si U est un

ouvert affine de V et si F est un faisceau quasi-cohérent, alors FU est

f * -acyclique : Mais on sait que le faisceau 
R~ est engendré par 1~
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préfaisceau

Le théorème 1 est donc démontré si U = V , car alors t-1(U1) est affine si

U 1 l’est (lemme 3) ; Hq ( ~-1 (U 1) , est nul quand U 1 est affine

Dans le cas général, soit i l’injection de U dans V et

une résolution injective Alors la suite

est exacte (On sait déjà que F|U est et les sont

injectifs.

6t ce dernier groupe de cohomologie est nul quand U’ est affine (en vertu du

lemme 3 et du théorème 1 *)~
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