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CONSTRUCTION DE CHAMPS DE VECTEURS
SANS ORBITE PÉRIODIQUE

[d’après Krystyna KUPERBERG]
par Étienne GHYS
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Introduction

"It is unknown if every continuous vector field on the three dimensional sphere
contains a closed integral curve" [25]. Cette question, discrètement insérée dans un
article de 1948 par H. Seifert, est progressivement devenue la conjecture de Seifert
et a passionné bon nombre de topologues/dynamiciens. En 1974, P. Schweitzer con-
struisait un contre-exemple qui n’est cependant que de classe CI [23]. Depuis, la
question de l’existence d’exemples plus réguliers semblait bien difficile... K. Kuper-
berg vient d’y répondre par une superbe construction que nous allons décrire dans
cet exposé.

Théorème [11] Sur toute variété fermée de dimension trois, il existe un champ
de vecteurs non singulier, analytique réel, dont aucune orbite n’est périodique.

Après avoir donné quelques motivations (§1 et §2), nous décrirons les construc-
tions préliminaires de W. Wilson et P. Schweitzer (§3 et §4). La démonstration
du théorème est faite aux §5 et §6. Enfin, dans les §7 et §8, nous discutons de la
dynamique de ces exemples et des problèmes qu’ils soulèvent.

Je voudrais remercier les collègues qui m’ont aidé à mieux comprendre cette
construction. J’ai en particulier profité d’un exposé de Shigenori Matsumoto [15],
d’intéressantes conversations avec Christian Bonatti et Bruno Sevennec ainsi que
du point de vue "serpentin" de Larry Siebenmann [26]. Je remercie par ailleurs

Krystyna et Greg Kuperberg pour les informations qu’ils ont bien voulu me trans-
mettre.

§1 Un peu d’histoire

C’est H. Poincaré qui a montré l’importance des orbites périodiques en mécanique
céleste : "elles se sont montrées la seule brèche par où nous puissions pénétrer une
place jusqu’ici réputée inabordable" [18]. Il démontre l’existence de nombreuses
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orbites périodiques dans le problème des trois corps, ce qui lui permet d’étudier
ensuite la dynamique au voisinage de ces orbites [19]. Avec la même motivation,
il "montre" l’existence de géodésiques fermées sur les surfaces compactes convexes
[20]. Ces travaux sont précisés par G. Birkhoff qui prouve en particulier qu’il exis-
te des géodésiques fermées pour toute métrique riemannienne sur une sphère de
dimension quelconque [2]. Les champs de vecteurs concernés sont hamiltoniens et
les méthodes sont bien entendu variationnelles. Il était naturel de chercher des

propriétés purement topologiques qui garantissent l’existence d’orbites périodiques
pour des champs qui ne sont plus nécessairement hamiltoniens.

H. Kneser montre par exemple que tout champ de vecteurs non singulier sur la
bouteille de Klein possède une orbite périodique [10]. C’est dans ce même esprit que
H. Seifert aborde l’étude des champs de vecteurs sur la sphère de dimension trois,
évidemment guidé par la remarque élémentaire suivante. Considérons un champ
de vecteurs sur le produit V x Sl d’une variété fermée et du cercle et supposons
que ce champ soit transverse à tous les V x { ~ } (ce qui est par exemple le cas
si le champ est suffisamment proche de la fibration triviale en cercles). On peut
alors considérer l’application de premier retour d’une orbite sur l’une de ces sections
transverses ; c’est un homéomorphisme de V, homotope à l’identité, dont les points
fixes correspondent bien sûr à des orbites périodiques du champ considéré. Si la

caractéristique d’Euler-Poincaré de V est non nulle, on a donc montré l’existence
d’une orbite périodique pour ce type de champ sur V x Sl. Le problème étudié
par H. Seifert est celui des champs proches de la fibration de Hopf sur la sphère de
dimension trois. Bien sûr, cette fibration ne possède pas de section globale mais on
peut analyser les applications de premier retour sur des sections locales et un calcul
d’indice (délicat) mène au théorème de Seifert [25] :

Tout champ de vecteurs suffisamment proche de la fibration de Hopf sur la sphère
de dimension trois possède au moins une orbite périodique.
On consultera [3] pour un exposé clair de ce résultat et de ses développements,

comme la théorie de l’indice de Fuller qui permet de garantir l’existence d’orbites
périodiques, dans certains cas, au voisinage d’un champ de vecteurs donné.

D’une certaine façon, l’enjeu de la conjecture de Seifert était donc la recherche
d ’un théorérne global qui permette de "compter" les orbites périodiques d’un. champ
tout comme le théorème de Poincaré-Hopf permet de "compter’’ les singularités.

§2 Pourquoi la question est difficile...

Le fait qu’il ait fallu chercher ce contre-exemple pendant quarante-cinq ans est

déjà une indication de la difficulté du problème... Pour que le lecteur ait quelques
exemples à l’esprit, nous commençons par décrire deux procédés élémentaires de
construction de champs de vecteurs sur la sphère de dimension trois.



Soit h : S3 -~ 52 la fibration de Hopf et 1t un champ dont les orbites sont les
fibres de h. Chaque champ de vecteurs X sur la sphère 52 se relève de manière
unique en un champ X orthogonal à 1t. La somme y = 1t + X est un champ non
singulier dont les orbites se projettent par h sur celles de X. Les singularités de X
correspondent donc à des orbites périodiques de y (en particulier, il en existe...).
En choisissant par exemple pour X le gradient d’une fonction de Morse, on obtient
des champs non singuliers sur la sphère de dimension trois qui ne possèdent qu’un
nombre fini d’orbites périodiques.
Un métrique riemannienne sur la sphère de dimension deux définit un flot géodé-

sique sur son fibré unitaire tangent, dont un revêtement double est la sphère de
dimension trois. Nous avons déjà signalé que tous ces flots ont des orbites pério-
diques (et même un infinité, d’après un résultat de V. Bangert et J. Franks). Un
exemple de V. Donnay montre qu’un tel flot peut être ergodique (par rapport à la
mesure de Liouville) de sorte que, en particulier, il existe des champs de vecteurs
sur la sphère dont presque toutes les orbites sont denses ~~~.

Voici quelques résultats qui montrent qu’un champ sans orbite périodique sur la
sphère de dimension trois doit être très particulier.

- Le closing lemma de C. Pugh montre qu’un champ de vecteur générique (dans la
topologie CI) d’une variété fermée possède une singularité ou une orbite périodique
[21].

- Selon un théorème de A. Katok, un champ de vecteurs non singulier, de classe
C2, sur une variété fermée de dimension trois, dont l’entropie topologique est non
nulle, contient un ensemble hyperbolique et donc une infinité d’orbites périodiques
[8].

- Un champ de vecteurs transverse à un feuilletage de codimension un sur la
sphère de dimension trois possède une orbite périodique : c’est un corollaire du
théorème de S.P. Novikov [17].

- D’après un résultat récent de H. Hofer, le champ de Reeb d’une f orme de contact
sur la sphère de dimension trois possède une orbite périodique. Voir l’exposé de
F. Laudenbach dans ce séminaire [14].

§3 Le piège de Wilson

Dans [27], W. Wilson introduit une méthode extrêmement simple pour modifier
un champ de vecteurs et piéger ses orbites périodiques. Certes, le piège est encore
rudimentaire puisqu’il produit lui-même des orbites périodiques mais ceci permet de
montrer que :

Sur toute variété f ermée de dimension trois, il existe des champs de vecteurs
n’ayant qu’un nombre fini d’orbites périodiques.



C’est cette première idée, essentielle pour la construction de K. Kuperberg, que
nous allons décrire dans ce paragraphe.

Considérons le champ de vecteurs Wo sur le rectangle R = [1/2,1] x [-1, +1] (de
coordonnées (r, z) ) décrit sur la figure ci-contre. Il possède les propriétés suivantes :

- Il est de classe Coo et coïncide avec le champ vertical 
près du bord du rectangle ; il possède deux singularités (de type
selle-noeud).

- Les orbites entrant dans le rectangle par un point de [5/8,7/8] x
~-1} ne sortent pas du rectangle : elles sont piégées et convergent
vers une singularité.

- Le champ est antisymétrique par rapport à la droite {z = 0}. Il
en résulte que si une orbite pénètre dans le rectangle et en ressort,
les points d’entrée et de sortie sont symétriques par rapport à cette
droite.

Soit P = SI x R le produit du cercle Sl = R/2xZ (de coordonnée 0) par le
rectangle R. Soit Wi le champ sur P tangent aux {*} x R et qui se projette sur Wo
par la projection de P sur R ; c’est un champ qui possède deux cercles de singularités
que nous allons détruire en y ajoutant une composante dans la direction de 8/80.
Soit f : R - R une fonction, de classe coo, nulle au voisinage du bord, impaire
en z, et non nulle sur les singularités de Wo. La somme W2 = Wi + est un

champ non singulier sur P, ne possédant que deux orbites périodiques.
On peut plonger P dans le produit D2 x [-1, +1] du disque fermé D2 de rayon 1

par l’intervalle [- 1 , + 1] en envoyant le point (e, r, z) sur le point (r cos 0 , r sin 0 , z ) .
En prolongeant W2 à l’extérieur de P par le champ vertical on obtient fi-
nalement un champ W3 sur D2 x ~-1, +l~. C’est le piège de Wilson. Il possède les
propriétés suivantes :

Wl C’est un champ de classe Coo de D2 x [-1, +1] qui coïncide avec le champ
vertical près du bord.

W2 Il existe un ouvert non vide U de D2 tel que les orbites qui pénètrent dans
le piège par un point de U x ~-1~ n’en ressortent pas.
W3 Le champ est antisymétrique par rapport au plan {z = 0}.
Voyons comment utiliser le piège de Wilson. Rappelons d’abord qu’une variété

fermée connexe supporte un champ de vecteurs non singulier si et seulement si sa

caractéristique d’Euler-Poincaré est nulle, ce qui est le cas en dimension impaire (en
particulier en dimension trois...).

Soit X un champ de vecteurs non singulier, de classe C°°, sur une variété fermée il
de dimension trois. Il n’est pas difficile de trouver un nombre fini de copies disjointes
de D2 x [-1, +1~ dans V (que nous appellerons les boîtes) dans lesquelles le champ
a coïncide avec un multiple constant de et telles que la réunion des diverses



copies de ~~ x { -1 } rencontre toutes les orbites de X.
On construit alors un champ de vecteurs non singulier X sur V de la façon

suivante. A l’extérieur de la réunion des boîtes, les champs X et X coïncident.
Dans chaque boîte, on remplace X par un multiple constant du piège de Wilson W3 ,
convenablement ajusté pour que le champ ainsi obtenu soit lisse.

Nous affirmons que x ne possède qu’un nombre fini d’orbites périodiques, à savoir
celles qui sont contenues dans les boîtes. Considérons en effet l’orbite d’un point x,
extérieur aux boîtes, par X. Cette orbite commence par suivre une orbite de X . Si
elle pénètre dans une boîte et en ressort, le point de sortie est le même que le point
de sortie de l’orbite de ~ correspondante, c’est-à-dire que, à la sortie de la boîte, le
point est revenu sur l’orbite de ",1’ qu’il a quittée à l’entrée. Puisque nous avons fait
en sorte que la réunion des copies de ~l x ~-1 ~ rencontre toutes les orbites de x,
on en déduit que l’orbite par X d’un point extérieur aux boîtes finit par pénétrer
dans une boîte et ne plus en sortir : elle n’est donc pas périodique.

Terminons ce paragraphe par quelques remarques.
- Il est possible de construire un piège analytique réel et de réaliser la chirurgie

précédente de manière analytique. La condition Wl est évidemment incompatible
avec W2 pour un champ analytique, mais on peut considérer un champ analytique
réel W’ sur un voisinage ouvert de D2 x ~-l, +1] dans R3 qui vérifie les conditions
W2 et W3 et la condition suivante :

Wl ’ Il existe un difféomorphisme analytique réel 03C6 d’un voisinage ouvert du bord
de D2 x [- 1 , +1] C R3 sur un (autre) voisinage du bord qui envoie W’ sur 

Si, par exemple, W’ est un champ analytique vérifiant W2 et W3 qui coïncide
avec sur le bord alors il vérifie Wl’. Il suffit en effet de définir 8, z)
comme (r’, z) où r’ et 8’ sont tels que (r’, 8’, +1) ou (r’, 9’, -1)est dans l’orbite de
W’ passant par (r, 8, z). Ceci est bien défini au voisinage du bord.

Partant maintenant d’un champ analytique x non singulier sur une variété ana-
lytique V de dimension trois, on peut réaliser les boîtes précédentes par des plonge-
ments analytiques ~ définis sur un voisinage de D2 x [-1, +1] C R~, à valeurs dans
V; et envoyant a/az sur un multiple de X. L’opération de chirurgie consiste alors
à ôter ~(D2 x ~-1, +1]) à y’ et à recoller le voisinage de D2 x ~-1, +1] sur ce qui
reste de V par ~ o ~ (là où cela a un sens). On obtient un champ analytique X
sur la variété l7 équipée d’une nouvelle structure analytique. D’après le théorème
de Morrey-Grauert, la nouvelle structure est l’image de l’ancienne par un difféo-
morphisme Coo et on obtient donc un champ analytique sur la variété analytique
initiale, comme annoncé.

- Si l’on dispose d’un nombre fini de disques transverses à X, on peut toujours
les connecter par des bandes transverses à ~ de façon à obtenir un seul disque
transverse (si la variété V est connexe...). On peut donc réaliser la construction



précédente en utilisant une seule boîte et on obtient ainsi un champ ne possédant
que deux orbites périodiques. Cette remarque est due à A. Verjovsky.

- Nous n’avons supposé la variété V compacte que pour des raisons de commodité ;
une méthode analogue fonctionne sur une variété (paracompacte) quelconque et
fournit des champs dont les orbites périodiques sont isolées.

- Dans chaque boîte, l’indice de chacune des deux orbites périodiques est nul. Il

n’est pas difficile de construire des champs sur V ne possédant qu’un nombre fini
d’orbites périodiques dont la somme des indices est arbitraire ; on ne peut donc pas
espérer de théorème d’indice général "à la Poincaré-Hopf" pour les orbites pério-
diques.

- En dimension n supérieure ou égale à quatre, le piège de Wilson est très effi-

cace. Au lieu de considérer le produit P du cercle par le rectangle R, on considère
évidemment le champ analogue, encore noté Wi, sur le produit d’un tore Tn-2 par
R. On construit alors le champ W2 = Wi + f .,C où £ est un champ de vecteurs
linéaire sur le tore Tn-2, de direction irrationnelle (sans orbite périodique dès que
n > 4). En plongeant Tn-2 x [1/2,1] dans une boule B de on obtient un piège
de Wilson W3 sur B x [- 1 , +1] dont on peut faire le même usage que précédemment.
On obtient le théorème de Wilson :

Théorème [27] Sur toute variété fermée connexe de caractéristique d’Euler-
Poincaré nulle et de dimension supérieure ou égaie à quatre, il existe un champ
de vecteurs (analytique réel) sans orbite périodique.

C’est donc en dimension trois que la conjecture de Seifert est plus intéressante.

§4 Le piège de Schweitzer

Dans ce paragraphe, nous allons décrire une construction de P. Schweitzer [23] :
Sur toute variété fermée de dimension trois, il existe des champs de vecteurs de

classe CI sans orbite périodique.

Pour plus de détails, on pourra consulter l’exposé de H. Rosenberg dans ce sémi-
naire [22]. Il faut utiliser des pièges dont la topologie est plus complexe que celle de
D2 x [-1, +1~ ; ce sera la seconde idée essentielle pour la construction du piège de
K. Kuperberg.

Considérons une surface E, compacte, orientable et à bord non vide. Nous dirons

qu’un champ de vecteurs sur le produit E x [-1, +1] est un piège apériodique s’il
vérifie les conditions suivantes :

P 1 Il coïncide avec le champ vertical près du bord.

P2 Il existe au moins un point de E x {-1} dont l’orbite ne ressort pas de



Ex ~-1, +1~.
P3 Si une orbite pénètre dans E x ~-1} et en ressort, les points d’entrée et de

sortie sont symétriques par rapport au plan {z = 0}.
P4 Il ne possède pas d’orbite périodique.
Toute surface compacte orientable à bord

non vide E s’immerge dans le plan. On peut
donc trouver un plongement de E x [- 1 , +1]
dans D~ x ~-l, +1] C R3 envoyant 8/8z sur
un multiple du champ vertical constant. Voir
la figure pour le cas est un tore T~

auquel on a ôté un disque ouvert.

Supposons construit un piège apériodique
sur £ x [- 1 , +1], considéré comme une partie
de D~ x [- 1 , +1]. En prolongeant un multiple
de ce champ à D2 x [-1, +1] tout entier par on obtient évidemment un

piège apériodique sur D2 x [-1, +1]. En partant d’un champ ne possédant qu’un
nombre fini d’orbites périodiques sur une variété fermée de dimension trois, on pourra
alors utiliser la méthode de Wilson pour piéger ces orbites périodiques sans en créer
d’autres ; on obtient ainsi des champs sans orbite périodique.

Nous allons indiquer comment P. Schweitzer parvient à construire de tels pièges
apériodiques, de classe Cl. Rappelons que A. Denjoy a construit un champ de
vecteurs non singulier D sur le tore T2, de classe Cl, ne possédant pas d’orbite pé-
riodique et possédant une orbite non dense, dont l’adhérence sera notée M [4]. Il est

important de signaler qu’un théorème du même A. Denjoy garantit qu’un tel champ
de vecteurs ne peut pas être de classe C?. On consultera [23] pour une description
de ces exemples. Otons un disque ouvert au tore T2, situé dans le complémentaire
de M et notons encore D le champ induit sur la surface à bord £ ainsi obtenue.
Sur le produit E x [-1, +1], on considère le champ S = f .D + (1 - où

f : E x ~-1, +1~ -~ [0,1] est une fonction de classe Cl, nulle au voisinage du bord
de £ x [-1.+1], égale à 1 exactement sur M x {-1~2, +1~2} et paire en z.

Il n’est pas difficile de s’assurer que S est un piège apériodique. Bien sûr, P 1 est
satisfaite et P3 résulte de la parité de 1. D’autre part, le compact M x ~-1~2, +1~2}
est invariant et ne contient pas d’orbite périodique. Les orbites situées hors de ce
compact ont une composante strictement positive en et ne sont donc pas non
plus périodiques ; 1 on a donc P4. Le fermé M x [-1, +l~ est invariant ; les orbites
issues de M x ~ -1 } ne peuvent traverser car elles s’accumulent dans M x ~ -1 ~2 ~
et on a P2.

C’est le piège de Schweitzer.

L’extension de cette idée pour obtenir des exemples plus réguliers que Cl était



un défi aux géomètres... J. Harrison réussit le tour de force de construire un tore de
dimension deux, plongé de manière C° dans R3 et un champ de vecteurs de classe
C2 dans son voisinage de telle sorte que le flot (local) correspondant préserve le
tore et y induise un exemple de Denjoy [7]. Ce champ lui permet, avec la même
méthode que P. Schweitzer, de construire un piège apériodique de classe C2 sur le
produit E x [-1, +1] et donc des champs de vecteurs sans orbite périodique, avec
cette même régularité, sur toute variété fermée de dimension trois. Il est peut-
être possible d’améliorer encore la difiérentiabilité de ce type d’exemples mais les
difficultés semblent considérables.

§5 Le piège de Kuperberg

Nous nous proposons ici de décrire une construction de champs de vecteurs
de classe Coo sur des variétés fermées de dimension trois. Il ne serait pas diffi-

cile d’adapter cette méthode dans le cas des champs analytiques réels, exactement
comme nous l’avons fait pour le piège de Wilson, mais nous laisserons les détails de
cette vérification au lecteur.

Nous avons vu que le piège de Wilson a l’avantage de détruire les orbites pério-
diques mais qu’il a l’inconvénient d’en créer de nouvelles ! L’idée de K. Kuperberg
est de piéger ces nouvelles orbites par le piège lui même ; c’est le serpent qui se mord
la queue ! Dans ce paragraphe, nous allons construire le piège de Kuperberg et nous
montrerons qu’il s’agit effectivement d’un piège apériodique au paragraphe suivant.

Commençons par décrire une modification (mineure) du piège de Wilson. On

considère l’anneau A = [1,3] x SI et un champ W, de classe Coo sur A x [-1, +1]
(de coordonnées (r, 8, z)) vérifiant les propriétés suivantes.

- Près du bord, le champ coïncide avec le champ vertical 

- Il est tangent aux cylindres {r = 
- Il est antisymétrique par rapport au plan {z = 0}.
- Il a une composante verticale strictement positive, sauf sur deux orbites pério-



diques pi et p2 contenues dans le cylindre {r = 2}.
Ainsi, toute orbite de W pénétrant dans Ml par un point (r, B, -1) en ressort

au point (r, 8, +1) si r ~ 2 (après un temps qui tend vers l’infini si r tend vers 2).
Par contre, le cylindre {r = 2} contient une composante de Reeb, bordée par pi et
p2, qui sont les ensembles w et a-limites des points du type (2, 8, -1) et (2, 9, +1)
respectivement.

Dans un premier temps, on plonge W dans
R~ comme sur la figure ci-contre, de telle
sorte que al/8z corresponde au champ ver-
tical constant dans R 3 .

Dans un second temps, nous allons faire

pénétrer une partie de W dans une autre par-
tie de lui même, de façon à ce que W piège ses
propres orbites périodiques. Avant de décrire
précisément cette construction, indiquons le
résultat topologique final : une double auto-
somme connexe de W mènera au compact K

plongé dans R3 de la manière suggérée par
la figure ci-contre (inspirée de [11], comme
quelques unes des figures qui suivent).

Soit Li (resp. L2) une langue contenue
dans l’anneau A c’est-à-dire un disque topo-
logique fermé dans .4, bordé par deux arcs
lisses al~ et 131 (resp. a2 et fl2) l’un contenu
dans l’intérieur et l’autre dans la composante
{r = 3} du bord de A. On suppose que les
deux langues sont disjointes.

La partie de W destinée à être encas-

trée dans W est la réunion des deux tenons

Li x [-1, +1] et L2 x ~-1, +1].

Il faut maintenant tailler deux mortaises

dans W.

Soit un plongement Coo de Li dans W
possédant les propriétés suivantes :

- L’image est de la forme ai x ~-1}
où ai est un arc du cercle {r = 1} c 9A.


