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Séminaire BOURBAKI Février 1986
38&me année, 1985-86, n° 660

FONCTIONS ALEATOIRES GAUSSIENNES,
LES RESULTATS RECENTS DE M. TALAGRAND

par Xavier FERNIQUE

Michel Talagrand a obtenu des caractérisations relativement simples des fonc-
tions aléatoires gaussiennes 3 trajectoires réguliéres ; il a également construit
des représentations de ces fonctions aléatoires. Cet exposé est consacré a ses
deux théorémes principaux qu'il a énoncés dans deux notes référencées ici Tala-
grand 85.1 et 85.2.

Dans une premiére partie, nous introduisons les notions utilisées et leurs no-
tations en rappelant 1'état précédent du probléme. La seconde partie expose les ré-
sultats de Talagrand et une partie des preuves ; la troisiéme partie en esquisse
des applications.

1. RAPPELS ET NOTATIONS

1.1. Une fonction aléatoire gaussienne centrée (f.a.g) sur un ensenble T est
une famille X = {X(w,t) ,0€EQ, t€T} = {X(t) ,t€T} d'applications mesurables
d'un espace probabilisé (Q,a,P) dans R indexée par T et telle que pour tout
élément y de RT 3 support fini, I y(t)X(t) soit une variable al&atoire gaus-—

sienne centrée usuelle ; on a donc
1.1.1. E exp{iZy(£)X(t)} = exp{-%E|Z‘.y(t)X(t) 23 ,
E| Zy(B)X(t) |2 =Zy(s)y(t)T (s,t) ,

ol I' est une fonction de type positif sur T x T qui est £a covariance de X
dont elle détermine £a foi u sur R° .

La donnée d'une f.a.g X sur un ensenble T y définit une structure métri-
que : sur T x T , on pose

1.1.2. dy(s,t) =||X(s) =X(t)|| =I[E|X(s) -X(t)|2]"2=[I(s,s) -2 (s,t) +T'(t,t) 12,
L2

on oublie 1l'indice X sauf risque de confusion. L'espace (T,d) est alors un es-
pace pseudo-métrique ( d ne sépare pas nécessairement T ; pour alléger, nous

oublierons pourtant le préfixe) et les conditions de régularité de X sont & cher-
cher en termes de cette métrique ; en effet si deux f.a.g. Xy et X, définissent
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X. FERNIQUE

la méme distance d , il existe une v.a. gaussienne ) telle que {X,(t)+A,teT

ait méme loi que X2 de sorte que X4 et Xz ont mémes régularités. Pour des
raisons techniques, nous supposerons que (T,d) est séparable.

1.2. On appelle trajectoirne d& w 1'application t— X(w,t) de T dans R .
L'étude de la régularité des trajectoires présente la difficulté suivante : si S
est une partie non dénombrable de T et F une partie stricte de R fermée non
vide, l'ensemble {x€R’ : VLES, x(t) EF} n'est pas mesurable dans R® et en gé-
néral {w : Vt€S, X(w,t) €EF} n'est pas mesurable dans Q . Il existe pourtant,
(T,d) étant séparable, une classe large de f.a.g X pour lesquelles cet ensenble

est mesurable dans (Q,4) pour tout S ouvert dans T et vérifie :

1.2.1 PVEES, X(t) €F} = W {x€R' : V€S, x(t) €F} ,

ce sont £es f.a.g. s¢parables auxquelles nous restreignons 1'exposé. Nous étudions
la régularité d'une f.a.g. séparable X au sens suivant : chercher d recomnaltre
Aur dX 84 Les proprietes ci-dessous sont vernifiées :

1.2.2. Presque sirement Les trhafectoines de X sont bornées sun T,

1.2.3. Presque sarement Les trhajectoires de X sont bornges et unigormément conti-
nues suwt (T,dx) .

Ce probléme a déja fait 1l'objet de 1l'exposé 470 de ce Séminaire : Paul-André
Meyer en présentait la solution dans le cas oi X est stationnaire ; cette solu-
tion partielle utilise certaines caractéristiques de (T,d) .

1.3. Nous notons d(T) le diamétre de T ; B(t,8) sera la boule fermée de cen-
tre t et de rayon &6 ; M(8) sera le cardinal maximal d'un sous—ensemble 'S

de T qui soit &-distinguable pour d (i.e. V(s,t) €SxS,s =t ou d(s,t) >8);
l'espace (T,d) est homogéne si pour tout couple (s,t) d'éléments de T , il
existe une isométrie appliquant s sur t . Nous énongons, sous forme réduite, le

théoréme caractérisant la régularité des f.a.g. stationnaires :
da(T)
THEOREME 1.3.- 1) S £'intégrale Jo /IogM(x)dx est finie, alons La §.a.g. sépara-

ble X , stationnaire ou non, est p.s. & thajectodines boanes et uniformément con-
tinues surn  (T,d) (Dudley, 67).
2) Inversement, 84 (T,d) est homogéne et s4i X est p.s. a trhajectoines bor-
nées sun T , alons L'intéghale J/EG,TM(—x)dx est ginie. En conslquence, 84 (T,d)
est homogene, Les trhois propriétés sulvantes sont Zquivalentes :
(1.2.2), (1.2.3), (1.3.3 : J[/mdx < ®) . (Fernique, 74)

Ce théoréme a fait 1'objet, depuis 10 ans, de nombreuses extensions et appli-
cations, par exemple en théorie des espaces de Banach et en Analyse harmonique
(cf. Marcus et Pisier, 81), d'ol 1l'intérét en vue d'applications plus larges d'une
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(660) FONCTIONS ALEATOIRES GAUSSIENNES

caractérisation analogue pour la régularité de toutes les f.a.g. séparables.

1.4. Des résultats partiels

Au début de 1985, les données initiales étaient les suivantes :

1) X a p.s. des trajectoires bornées si et seulement si Es'Iule est fini ;
X a p.s. des trajectoires uniformément continues sur (T,d) si et seulement si
la limite 61_'1;n6E{sup[|X(s) —X(t)] ,d(s,t) < 8]} est nulle (Fernique, Landau et
Shepp, 70).

2) Les propriétés 1.2.2 et 1.2.3 ne sont pas équivalentes (Dudley, 67).

3) Aucune des propriétés 1.2.2 et 1.2.3 n'est &quivalente 3 1.3.3 (Dudley, 73);
la propriété 1.2.2 implique que &2LogM(8) est borné ; la propriété 1.2.3 implique
que &2LogM(8) tend vers zéro avec & (Dudley, Sudakov, 73).

L'étude nécessitait donc 1'utilisation de nouvelles caractéristiques de (T,d);
elles ont été introduites & partir des travaux de Preston (71, 72).

1.4.4. Notations : nous notons G 1'ensenble des applications g : 10,1] — R*
continues et strictement décroissantes telles que g(1) =0 et g(uv) < g(u) +g(v);
nous notons go la fonction /Log-(—.lT , C'est un élément de G ; Talagrand utilise
uniquement go . Pour tout espace métrique U , d désignera la distance, M(U)
sera l'ensemble des probabilités sur (U,d) muni de la topologie &troite. Pour
tout couple (g,m) de G x M(U) , nous posons :

a(g,m = sup{Jrg[m(B(t,x)) ]dx,teu} ,

inf{a(g,m) , meM(U)} ,

1

a(g,U)

a(g,l)

inf{a(h,U) ,h€G,th,lim—-(—X)— =+ool .
x->0g J

Le résultat partiel suivant justifie ces notations et constitue la premidre

étape et le prototype du résultat principal de Talagrand ; la lettre C désigne
ici et dans la suite des constantes absolues.

THEOREME (1.4.5.).- Pour que X ait p.s. des trajectoines bondes, il suffit que :

1.4.5.1. a(go,T) < o
on a alons :
EsupX < C a(go,T) .
T

(1.4.6.) Pour que X aif p.s. des trafectoirnes bomnées et uniformément continues,
AL sufgit que :
1.4.6.1. E(go,T) < o ,
(1.4.7) Supposons que X vérnigie La condition suivante :

12 existe un espace wltrnamétrique U , une application ¢ de U swr T et
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un nombre fini M tels que :

V(s,t) EUxU, d(b(s) ,w(t)) < d(s,t) < MA(Y(s),u(t)) ;

sous cette condition, Les propriétés 1.2.2 et 1.4.5.1 sont equivalentes, de méme
Les propriétés 1.2.3 et 1.4.6.1. ; on a alors :
a(go,T) < CMEsupX . (Fernique, 74, 80)
T
En fonction de ces énoncés, on conjecturait sans trop y croire (conjectures
des mesures majorantes) que les équivalences ci-dessus &taient générales.

1.4.8. Remarque.- Au sens grossier, la condition 1.3.3 est claire ; elle exige que
pour x assez grand, M(x) vaille 1 et donc que d(T) soit fini ; elle exige
aussi que le nonbre des petites boules disjointes ne soit pas trop grand, que (T,d)
soit précompact. Les conditions 1.4.5.1 et 1.4.6.1. sont du méme type ; elles im-
pliquent 1'existence de probabilités pour lesquelles aucune petite boule n'a de me-
sure trop petite ; le nombre des petites boules disjointes n'est donc pas trop
grand : (T,d) est précompact et g contrdle sa précompacité ; c'est nécessaire
pour la régularité des trajectoires (cf. 1.4.3). La proposition suivante montre la
maniabilité des quantités a(g,m) ,a(g,U) ,3(g,U)

1.4.9. PROPOSITION.- Soit g un &lément de G , alors Les ProprlEtes sulvantes
sont venigiées :

1) L'application (t,m) — rg[m(B(t,x))]dx ests.c.d. sun U x M(U); de méme
L'application m — a(g,m) est s.c.i. sun M(U) .

2) Pour toute partie S de U, on a : a(g,S) < 2a(g,l) et méme
a(g,s) < a(g,l) &4 U est wltrnamétrique ; en particubien d(U) < 2a(q,U) /g(1/2)

3) S& (Snm€ENW) est une suite choissante de parties de U de réunion dense,
alors on a : lim a(g,Sn) < 2a(g,U) < 21lima(g,Sn) ; 44 S est dense dans U , on
a : a(grs) = a(g,l)

4) Supposons qu'il existe au moins un €Lément h de G tel que

Lim 223 =+ ; alons A(g,lU) est giné sé ot seubement si il existe une probabili-
x>0
e m suwt U telle que : s
a(g,m) < et 1lim sup Jr glm(B(t,x)]ax = 0 .
&+0 teu ‘o

5) Sodent U et T deux espaces métriques et ¢ une contraction de U dans
T , alors

a(g,u(W)) < a(g,l) .
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2. LES RESULTATS FONDAMENTAUX DE TALAGRAND

2.0. Pour résoudre les conjectures ci-dessus, Talagrand les raméne & un probléme
d'évaluation : Trouver une constante absofue C tefle que pouwr tout f.a.g. X
st tout ensembfe fini T (muni de La distance d = dX ), on alt :

2.0.1. a(go,T) < CEsupX .
T

Pour établir 1'évaluation ci-dessus, Talagrand utilise la solution partielle 1.4.7
en approchant l'espace (T,d) par des espaces ultramétriques adéquats :

THEOREME 2.1.- 18 existe une constante absolue C telle que pour fout espace mé-
thique ini T et tout élément g de G, il existe un espace ubltramétrique U,
une bijection contractante ¢ de U sur T , un espace wltraméirique S et une
application @ de S dans T <ztels que :

V(s,t) €S xS, d(e(s) ,o(t)) < d(s,t) < C dle(s),n(t)) ,
d) < 4a(m ,
a(g,U) < C a(g,S) < C2 a(g,T) . (Talagrand 85.1)

Si 1'espace T n'est pas fini, on ne sait pas 1'approcher efficacement par des es-
paces ultramétriques (sauf si 3a(g,T) est fini). Le théoréme 2.1 a pourtant le
corollaire suivant, suffisant pour les applications :

COROLIAIRE 2.1.1.- 1€ existe une constante absofue C telle que pour tout éLement
g de G et tout espace métrique T , L existe une probabilite discrete m sur
T telle que :
15:61?5 Jrg{d( sup m{s}}dx <C a(g,T) . (Talagrand 86)
s,t)<x
Nous ne démontrerons pas le théoréme 2.1, renvoyant au prochain article de
Talagrand ; la preuve résulte d'applications itératives de la proposition :

PROPOSITION 2.1.5.- Soient g un élément de G et T un espace métrique gini ;
204t de plus (Tk,ke [1,n]) un recouvrement de T ; AL existe alons un index par-
tiel non vide Kc[1l,n] ztel que

a(g,T) < inf{a(g,Tk) Jk €K} + 2d(T)g(1/ 1+ Card K)

2.2. Applications 3 la réqularité des fonctions aléatoires gaussiennes

THEOREME 2.2 (Talagrand, 85.1).- Soient T un ensemble et X une f§.a.g. sépara-
ble sun (T,dx) ; dans ces conditions :

1) Pour que X S04t p.s. @ trafectoines borndes, L& faut et AL suffit que
a(gp ,T) s04it fdnd.

2) Poun que X 404t p.s. & trhafectoines boanies et uniformément continues,
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A faut et L8 sufgit que al(go,T) s0it find.

Nous démontrons seulement la premiére partie du théoréme. Tenant compte de
1.4.5, il suffit de nontrer que si X est p.s. & trajectoires bornées, alors
a(go,T) est fini. Soit alors T' une partie finie de T ; utilisant les &léments
U,0,8,0 liés a8 T' et go par le théoréme 2.1, on obtient par 1.4.9.5 :

a(go,T') = a(go,UW)) < algo,l) ;
le théoréme 2.1 et 1'énoncé 1.4.7 fournissent :
a(go,U) < C al(go,S) < CEsngogp
et par suite en utilisant 1.4.1 et 1.4.9.3
a(go,T) < SI'II‘E') a(go,T') S CEsupX < ,

T
c'est le résultat.

2.3. Représentations réquliéres de fonctions aléatoires gaussiennes régquliéres

2.3.0. Soit (¥n) une suite de v.a. gaussiennes centrées ; en utilisant par exem-
ple 1'inégalité de Jensen, on constate que Esup |Y| se majore par

3sup |EY2Log(n+1)|1/2 ; on en déduit que si lasuite (EYaLlog(n+1)) est bornée
ou tend vers zéro, alors la suite (¥n) a p.s. la méme propriété. Dans sa note
aux Comptes Rendus (85.2), Talagrand montre que la réqularité de toute f.a.g. peut
étre déduite de la régularité d'une telle suite :

THEOREME 2.3.- Soient T un ensembfe et X une §.a.g. séparable sur (T,dy) ;

pour que X ait p.s. ses trhajectoinres bornies, L8 faut et LL suffit qu'il existe
wne suite (¥n) de v.a. gaussiennes centnées et une suite (an) d'applications
de T dans R telles que :

=]
2.3.1. sup T |an(t)| <1,
t€T n=1
2.3.2. sup EY2ILog(n+1l) <,
n>1
) o
2.3.3. VEET , P{X(t) = Yo + El an(t)n} =1 .
n=

De plus, on peut chodisin La suite (¥Yn) Zelle que :

2.3.4. sup EY2Log(n+1 < C(EsupX)? ,

n>1 T
2.3.5. vn2>1, 3(ct,t') ER*xTxT : ¥n = c(X(t) -X(t")) ,
2.3.6. JLET : Yo = X(t) .

Engin, pour que X ait de plus p.s. des trafectoires uniformément continues sur
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(T,d) , 4L faut et il suffit qu'on puisse choisin La suite (¥n) vérifiant aussi :

2.3.7. lim EY2Log(n+1) =0 .
n->c
Démontrons la nécessité des conditions indiquées ; supposons que X ait p.s.
des trajectoires bornées (resp. bornées et uniformément continues), alors le théo-
réme 2.3 et le corollaire 2.1.4 fournissent une probabilité m et une suite
(sn) ,n =1, d'applications de T dans T telles que :

vn21, d(t,sn(t)) <d(T) /27 ; V€T, X dg) [g [m(sgr(,t) ) ] +g[m(sf21;11(t)) H <CEswpX,
n=1 T
ol g est égal 8 go (resp. g est un élément de G vérifiant g = go et
g(x)_
x>0 go(X)
pour tout €lément t de T , nous formons la série X(so) + 2 [X(sn(t)) = X(sn-1(t))]

=+ ). Nous notons so l'application de T sur l un de ses éléments ;

qui converge en probabilité vers X(t) . Pour tout n > 1 et tout couple

o= (s,s') € sn(T) xsn-4(T) , nous posons :

_ X(s) -X(s'") 2n-1
2.3.8. Y (o) m(s)\ S ) 3a(T) CES.;PX'
. \2n )
la série précédente s'écrit alors :
2.3.9. X(so) + 21 cn(t)¥(sn(t),sn-1(t)) ,
n=

ol 2 |en(t)| est majoré par 1 . Nous allons évaluer EY2(oc) et montrer que
les representat:.ons annoncées résultent d'un simple réarrangement de la série 2.3.9.
Nous posons K = CEs:i;pX , alors la relation 2.3.8 fournit :

K2 K2

vn=1l,V¥o € (sn, sn-1) (T), EY2(0) < : < ;
gz(’—“—é%—) + 92(__.__“;(115_ 1) ) g2(1/2)

pour tout A > 0 , puisque m est une probabilité, on a par suite :

1
A% < S3hE (R/A)

ol h est la fonction réciproque d¢ g . En sommant, on déduit :

# {0 € (sn,sn-1)(T) : EY2(0) 2

#{cenlzjl (sn;sn-1) (T) : EY2(0)2 A2} < hz(K/A) i

on numérote alors l'ensenble {0} suivant un ordre (on) décroissant pour
EY2(o) ; on obtient

2 2
EY2(0,) < —& K

m et vn> 1 ,EYZ(On)Sm

la nature de g montre alors (cf. 2.3.0) que la série 2.3.9 est p.s. absolument

convergente vers X(t) et que son rérrangement suivant l'ordre de (on) Vérifie
les propriétés 2.3.1 & 2.3.6 et aussi 2.3.7 si lim 2L - 4w . La nécessits
x>0 Jo (X)
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des conditions est donc établie.

Inversement, sous les conditions 2.3.1 & 2.3.3, la suite (Y¥n) est p.s. bor-
née, de sorte que pour toute partie finie S de T , on a :

oo
EswpX < sup X |an(t)| Esup |¥n| < 3sup [EY2Iogn+1)]"?
S tes n=1 n>1 nx1

'
et la séparabilité de X nontre (cf. 1.2.1) qu'elle a p.s. ses trajectoires bor-
nées ; ceci est simple, par contre 1'hypothése supplémentaire 2.3.7 exige une at-
tention particuliére ; le schéma ci-dessus permet en effet de montrer dans ce cas
que la série T an¥n est p.s. uniformément convergente sur T , mais les coeffi-
cients an varient brutalement et les sommes partielles peuvent ne pas étre conti-
nues sur T . Il faut alors utiliser d'autres propriétés gaussiennes pour montrer
que X a p.s. ses trajectoires uniformément continues sur T .

3. APPLICATIONS DES THEOREMES DE TALAGRAND
Dé&s maintenant, les théoré&mes précédents ont trouvé des applications probabi-

listes ou vectorielles.

3.1. Applications probabilistes

Une fonction aléatoinre sous-gaussienne sur un ensenble T est une fonction
aldatoire X telle qu'il existe un nombre T et une f.a.g. G sur T tels que :

V(A,s,t) ERxTxT,Eexp [A(X(s) -X(t))] < expTA2E |G(s) -G(t) |2 ;

Les théorémes de Talagrand montrent que si X est séparable sur (T,dG) et si G
est p.s. a trajectoires bornées (resp. bormées et uniformément continues sur

(T,dG) ), alors a(go,T) (resp. al(go,T) ) est fini et cela suffit pour que X
ait la méme propriété de régularité ; Talagrand démontre qu'il existe une constante
absolue C telle que :

Esup X < CT'72EsupG .
T T

Les théorémes de Talagrand permettent aussi de caractériser les lois des vec-
teurs gaussiens 3 valeurs dans les espaces de Banach séparables et d'en donner
d'excellentes représentations (Talagrand, 85.2) ; ce sont en effet des f.a.g. con-
tinues sur la boule unité de l'espace dual.

3.2. Applications wvectorielles

Soit E un espace de Banach séparable de type 2, on sait qu'une forme quadra-
tique Q sur E' est la covariance d'un vecteur gaussien & valeurs dans E si
et seulement si il existe une suite (%)) d'éléments de E tels que :

W EE', Qy,y) =% <tm,y>2, Ixl? <> ;
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les théoré&mes de Talagrand permettent donc des caractérisations alternatives de
cette propriété a partir de a(gy,E}) ol E! est mmi de la distance définie

par Q ; ils permettent aussi des représentations de ces formes quadratiques. Cette
étude s'applique en particulier aux opérateurs de Hilbert - Schmidt sur les espaces
de Hilbert ; elle s'étend aussi aux opérateurs de type 2.

3.3. Remarque.- Les théorémes de régularité des f.a.g. stationnaires ont connu

(cf. Marcus et Pisier, 81) des extensions a des f.a.g. stationnaires non gaussien-
nes obtenues par mélange aléatoire de f.a.g. stationnaires. Ces extensions utili-
sent essentiellement le fait que pour toute f.a.g. stationnaire X , sur R par
exenple, la quantité a(go,[0,1]) se calcule a partir de la seule mesure de Lebes—
gue normalisée mp . Cette simplification n'a pas d'analogue pour le maniement des
mélanges aléatoires des f.a.g. non stationnaires ; ceci réduit sensiblement pour
1'instant le champ des applications directes des théorémes de Talagrand et ouvre ce
méme champ d la recherche.
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