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Séminaire BOURBAKI Juin 1985
37&éme année, 1984-85, n° 645

LA CONJECTURE DE SEGAL

Par John Frank ADAMS

Ce que Segal a deviné, et Carlsson démontré, c'est pour 1l'essentiel une proprié-
té forte d'invariance de la cohomotopie équivariante, convenablement camplétée.
Discutons d'abord la cohamotopie ; il nous faut les idées de 1'hamotopie équiva-
riante.

Soit G un groupe fini. G opérera sur tous nos espaces. Ces espaces seront
des G-C-W complexes ; on les construit comme les C-W camplexes, en rempla-
cant les cellules oy par des G-cellules G/H x E" . Si un tel complexe X a un
point de base, c'est de forme xo = G/G x E° . Pour les morphismes de cette catégo-
rie, on construit [X,Y]G camre d'habitude ; on prend les G-applications
f: (X,%) — (¥,Yo) , et on les répartit en classes de G-homotopie.

Ensuite, on veut stabiliser. Le théoréme de Freudenthal marche bien, méme si G
opére de fagon non-triviale sur les .coordonnées de suspension. Comme suspension
de X on prend donc SVA X . Ici V est une représentation réelle de G ; SV
est son campactifié V U { , avec « comme point de base, et
XAY=XxY/Xx Y Uxo x Y comme d'habitude. Le groupe stable {X,Y}G est donc
la valeur commumne de [SV AX, sV A Y]G pour tout V suffisamment grand ; ga
existe si X est de dimension finie.

Ceci nous donne la cohomotopie. Soit X un G-C-W conplexe fini. On pose

fig(X) = i, 5% ©

aumoins si n20 . Ici G opére trivialement sur S° ; les notations S et sV
sont compatibles si on convient que n peut indiquer la représentation triviale de
G sar R*. On a

@ﬂ(s1 AX) 2R,

ce qui donne ﬁg pour tout n € 7 .
Ici Tt est un foncteur de cohamologie réduite ; si on nous donne un espace X
sans point de base, alors on lui en ajoute un :
n _ N
rtG(X) = nG(X up) .
Pour les complexes infinis, il faut considérer la cohamotopie comme un foncteur 3

S.M.F.
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valeurs dans les progroupes. Soit donc X un G-C-W complexe infini ; pour tout

sous—-complexe fini Xa on a le groupe ﬁg (Xc.) ; pour tout inclusion i : Xo. — XB
. ~Nn ~n
ona i* : nG(XB) — nG(xo.) . On a donc un progroupe

LX) = (X)), 1% .
La nécessité des progroupes dans ce sujet remonte 3 Atiyah et Segal [3] .

Discutons ensuite les propriétés d'invariance. En topologie ordinaire, on connait
depuis Eilenberg-Steenrod les axiomes auxquels il faut assujettir un foncteur ccho-
mologique. En topologie équivariante, par contre, nous avons plus de choix des pro-
priétés d'invariance 3 considérer.

Soit ¥ une classe donnée de sous-groupes H < G . On dit qu'une G-application
f:X— Y est une J(-équivalence si 1'application des points fixes,
oL , est une équivalence d'homotopie ordinaire pour tout H € ¥ . soit
T un foncteur donné sur les G-espaces ; on dit que T est %—mvariant si T(f)
est un isomorphisme pour toute gﬁ—équivalence f . Si les valeurs de T sont des
progroupes, alors on demande que T(f) soit un pro-isomorphisme, cela va sans
dire.

Par exemple, prenons % = {tous}, la classe de tous les sous-groupes de G ; alors
une ‘Jf—équivalence est une G-équivalence. lLes foncteurs qu'il est raisonnable de
considérer sont donc tous '}C—invariants pour cet XA

Pour wne classe % plus petite, plus d'applications f sont des Zfﬂ—équivalen—
ces, et la propriété de %—invarianoe devient plus forte.

Par exemple, prenons %= {1} , la classe réduite au sous-groupe trivial. Si
T est Jb-invariant pour cet X, je dirai que T est Segal-invariant.

Par exemple, c'est le cas pour la cchomologie de Borel. Rappelons que la cohomo—
logie de Borel est définie par

Borg(X) = H(EG xg XiC) .

Ici EG est un espace contractile sur lequel G opére librement, et pour

X xq Y on impose la relation (xg,y) ~ (x,9y) . Supposons donc qu'une G-applica-
f: X—> Y est ne Segal-équivalence, c'est-a-dire £f? : X1 — ¥' est une
équivalence d'homotopie ordinaire. Alors

1x£f
meX—vEG xGY

est wne équivalence d'homotopie ; elle induit donc un isamorphisme de 2 (—;C) .
On sait que par des procédés de localisation on peut construire des foncteurs
cohamologiques sensibles aux points-fixes XH petits. Ils sont jﬁ-invariants, ol

la classe % contient les sous-groupes H suffisamment grands. Ceci remonte a
Segal [9] .
Par contre, en complétant convenablement, on peut parfois obtenir des foncteurs
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cchamologiques sensibles aux points-fixes )Ji grands. Ils sont J&-J‘nva.riants, 1a
ol la classe }g contient les sous-groupes H suffisamment petits.

Discutons cette complétion. En homotopie équivariante, tout groupe stable {X,Y}G
est un module sur 1l'anneau {S°,s°}G . Le calcul de cet anneau, c'est 1l'analogue
équivariant du théoréme de Brouwer {S°,S°}1 =2Z . Segal a vu que l'anneau
(50,59 ¢ est 1'anneau de Bumside A(G) ; c'est un anneau de Grothendieck, d&fini
d partir des représentations de permutation de G sur les ensenbles finis.

Soit I un idéal de A(G) , par exemple 1l'idéal d'augmentation

I = Ker(A(G) — A(1)) .

Et soit M= {Ma} un promodule sur A(G) , par exemple ﬁg(x) = {ﬁg(xa)} . Alors
on a la complétion
M

G
ISMQL
c'est un progroupe, ol s et o parcourent les indices possibles. Par exemple,
N o A ﬁg(xo.)
(X)L =
G"'I S Ftn (X))
G a

THEOREME 1.~ Avec I £'idéal d'augmentation, n&(——)g est Segal-invariant.
C'est 3 peu prés le résultat de Carlsson [4] . L'idée vient de Segal ; c'est
calqué sur le résultat suivant d'Atiyah et Segal [3] .

THEOREME 2.- K&(—)T est Segal-invariant.

On peut domner le théoréme 1 sous une forme plus classique. Suivant 1'idée de
Borel, la projection EG x X — X est l'exenple presque canonique d'une G-appli-
cation qui est une équivalence d'hamotopie ordinaire. Donc

* () * A
nG(X)I —_— nG(EG x X)I
est un pro-isomorphisme. D'ailleurs
* * A
TE&(EG x X) — TE(EG x X) 1
est un pro-isamorphisme aussi ; na(EG x X) est déja complet. D'ol :
THEOREME 3.- 14 Y a un pro-Lsomorphisme natured
* A *
TtG(X)I———-» rcG(EG x X) .

Réciproquement, ceci implique le théoréme 1 ; le terme i droite na(EG x X) est
Segal-invariant, c'est facile.

Suivons 1'idée de Borel un peu plus loin. On a un pro-isomorphisme naturel

* *
nG(EGxX) <+~ 1% (EG xGx) .
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D'ol
THEOREME 4.- I£ ¢y a un pro-isomorphisme naturel

* (x) A s

nG(X)I — T*(EG X X) .

Prenons pour X un point.
COROLIAIRE 5.- 1L y a un pro-L{somorphisme

% (GO) A *

nG(S ) —m (BG) .

Le progroupe de gauche, ﬁa(s")g , remplit la condition Mittag-Leffler. Donc le

progroupe de droite, mn*(BG) , la remplit aussi, et on peut passer d la limite.

COROLLIAIRE 6.- Le Corollairne 5 vaut 84 on remplace "pro-iscmorphisme"' par "isomor-
phisme", ﬁa(S°)$ par La complétion I-adique de ﬁa(S°) dans La catigonie des
ghoupes, et T*(BG) par La cohomotopie heprésentable de BG .

COROLLATRE 7.- Dané ce sens, T (BG) =0 powr n> 0 .

COROLIAIRE 8.~ Et dans ce sens aussdi,
T° (BG) %'A(G); .

C'est la "Burnside ring conjecture". Il est remarquable que le corollaire 6 per-
met de calculer les groupes nn(BG) . Si on veut calculer les groupes de cohomolo-
gie - généralisée, la méthode habituelle est la suite spectrale

£ xK3e) = 9 .

Il est exceptionnel qu'on parvienne & un calcul non-trivial de K*(X) sans connal-
tre les coefficients K*(P) . De plus, dans cette suite spectrale, en vue du corol-
laire 7, il faut qu'wne infinité de groupes H' (BG;m2(P)) non-nuls s'entre-tuent.
En principe, g¢a contient des renseignements pour les hamotopistes.

Probleme 9.- Donner des estimations explicites de £a rapidité de convergence de
o (BG)} vers sa Limite T(BG) (méme pour G.= ZyZp) -

Si on veut connaitre les groupes de cohomotopie ng(X) , on peut trouver que la
conmplétion ng(x)g est trop &loigné de l'original. On préférera peut-étre une com-
plétion moins brutale. Alors, soit J un idéal quelconque de A(G) .

THEORRME 10.- w4(—)4 est Krinvariant, od
j@= {HIH € Supp(P) , P> J} .

Ici P parcourt les idéaux premiers contenant J . Le "support" de P est une
classe de conjugaison, contenant les H minimaux tels que P soit 1l'image inver-
se de quelque P' < A(H) .

Cette généralisation du théor&me 1 vient de [2] . Pour J et % convenables,
elle donne un résultat semblable au théor&me 3. A ce moment, on ne sait pas si
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1'analogue du théoré&me 10 est vrai pour la K-théorie équivariante.

Je donnerai quelques renseignements sur la démonstration des théoré&mes 1 et 10.

D'abord, il suffit de considérer le cas oi G est un p-groupe et la complétion
est par rapport & p . Cette réduction est faite par "transfert" ; voir [8] pour
le th. 1, [2] pour le th. 10.

Pour les p-groupes G , Carlsson raisonne par induction sur l'ordre de G . lLe
point-clé est que Carlsson s'inspire de la suite cofibrée

EGUP — 89 — S0 Yy C(EG LUP) .

I1 s'inspire & modifier le spectre représentant la cohomotopie équivariante
p-adique. En effet, pour tout foncteur cohomologique équivariant convenable HG '
on peut introduire une suite exacte de la forme suivante :

cee — HG(X) —_ HG(X) —_ HG(X) HG(X) cee

Ici on peut caractériser HG —_— H& comme la fléche universelle menant de HG a
un foncteur cohomologique ayant une certaine propriété de %—invariance. Plus pré-
cisément, Hé est fl-invariant od ¥ est la classe {> 1} des sous-groupes

H > 1 . Et pour toute fléche bonne, on peut introduire un groupe relatif et une
suite exacte. C'est la suite exacte fondamentale de Carlsson.

Apres quelques réductions préliminaires du probléme, Carlsson se raméne 3 démon—
trer que HG(X) estnul, o HG est la cohomotopie équivariante p-adique réduite, et
X est un espace de son choix avec X' contractile et XG =~ SO , Carlsson veut
donc calculer H(';(X) et HE';(X) dans son cas. L'hypothé&se de récurrence permet
de calculer H(';(X) ; c'est la raison d'étre de H('; . Pour H(';(X) , 11l y a deux
voies :

a) Hé(x) est défini 3 1'aide des G-espaces libres. On peut donc ramener la
question & 1'hamotopie ordinaire, et la résoudre i l'aide de, comme Segal me 1'a
dit, "that dam spectral sequence of yours".

b) D'ailleurs, on peut généraliser la suite spectrale d'Adams au monde équiva-
riant, et puis on peut 1'appliquer plus directement.

Deux cas se séparent :

(1) Si G n'est pas un p-groupe &lémentaire abélien, alors Hé(X) =0 et
H'G'(X) =0 , donc HG(X) =0.

(ii) Si G est un p-groupe élémentaire abélien, alors H(';(X) et H&(X) ne
sont pas nuls, mais 1'homomorphisme de bord d est un isamorphisme. Ici le calcul
de H(';(X) est plus sérieux ; c'est du W. H. Lin [7] pour G = Z2 ; J. Gunawar-
dena [5,6] pour G = Zp , [1] pour le cas général.

En tout cas, le résultat est vrai. On peut se demander s'il Yy a une démonstra-
tion sans calcul. Mais pour d'autres foncteurs, on a trouvé par calcul que les

analogues vraisemblables du théoréme 1 sont faux. Si c'est le calcul qui dit oui

259



J. F. ADAMS

ou non, alors le calcul est probablement essentiel, bien qu'on souhaiterait 1'amé-
liorer autant que possible.

(1]

[2]

(3]

(4]

(5]
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