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VALEURS ALGÉBRIQUES D’UNE APPLICATION MÉROMORPHE

(d’après E. BOMBIERI)

par Pierre LELONG

Séminaire BOURBAKI

23e année, 1970/71, n~ 384 Novembre 1970

1. Enoncé du problème.

Soit K un corps, extension algébrique des rationnels Q , dont le degré sera

noté [K: Q] ; des résultats classiques en théorie des nombres (voir § 2) sont des

corollaires d’un théorème de Th. SCHNEIDER et S. LANG (théorème A1) qui énonce que,

pour certaines applications méromorphes f = (f1,...,fN) , 2 , de C dans C ,
l’ensemble S des 03B6 ~ C , où f(0 est défini et où l’on a E est un

ensemble fini. L’extension aux applications méromorphes Cd  d > 1 , vient

d’être faite par E. BOMBIERI [1] dont le résultat s’énonce :

THÉORÈME Ad.- Soient K une extension algébrique de Q , de degré [K: Q~ , et

f = (f1 , ", , fN~ une application Cd -~ CN donnée par des fonctions méromorphes

d’ordre p au plus. On suppose :

a) Le corps K(f) = K(f1 , , , . , fN) a un degré de transcendance au moins d + 1 sur K.

b) Les dérivations D = r.2014 dans Cd opèrent sur l’anneau K[f] , c’est-à-dire :

pour tout g E K[f] et tout D , on a D g E K[f] .

Alors l’ensemble S des C = (~1~,...,~d) E Cd où est défini et vérifie

f(C) E IC , est porté par un ensemble algébrique = 0 . De plus, on a :

(1 ) m = degré P ~ d(d + 1)p[K: Q] + 2d .

Le théorème A1 qu’on trouvera dans le livre de S. LANG, ~4, p. 21], donnait la

borne m = card S ~ 20 p[K: Q] . On trouvera aussi dans [4, chap. 4] une tentative

de passer à . d > 1 ; si S = e1 1 x e2 x ... x ed , e~ ce, ’ est un produit, card S
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est borné. La conjecture que S est sur une hypersurface algébrique semble due à

NAGATA.

Le passage de A1 à A n’exige que des modifications mineures pour certains
lemmes de théorie des nombres déjà utilisés par SCHNEIDER, mais fait appel par contre

aux propriétés métriques des ensembles analytiques de codimension 1 dans Cd ,
d > 1 . On utilisera le courant tf = 

1 
d d log If‘ d’un diviseur (f) dans

f z - 
’ ~ ’

Cd et les propriétés des courants positifs et fermés. Mais on n’aura pas besoin de
la propriété générale ([5c]) du courant d’intégration sur un ensemble analytique,
t étant évidemment positif et fermé. L’exposé fait appel à deux techniques différen-

tes et on renvoie le lecteur à deux petits livres, celui de S. LANG j~4] et le nôtre

~5e~, pour certains détails. Comme le dit E. BOMBIERI à propos du passage du résultat

partiel de S. LANG à Ad : " we want to show that the existing techniques of the theory
of functions of several complex variables are quite sufficient to handle the various

situations arising when one tries to extend to the higher dimensional case some gene-

ral theorems on transcendental values of the classical functions" . Faisons, précisé-

ment, quelques remarques sur la méthode. L’application à la théorie des nombres exige

des majorations précises : on utilisera pour un courant positif t l’existence

d’une mesure majorante   0 , c’est-à-dire telle qu’on ait où

est le sup des modules des coefficients (continus) de la forme cp . Au lieu

de borner le nombre des zéros d’une fonction analytique f(z) , on majorera la mesure

C = (2~r) , ou, mieux, le courant positif t = 
1 
d d , ce qui

z

est la même chose, mais s’étend à d > 1 . Le théorème de multiplication des courants

positifs par les formes positives (1 , 1 ~ , (cf. [5e , p. 69]) permet aisément la cons-
truction de mesures dont la signification "concrète" apparaît ensuite dans les bons

cas.

Un problème essentiel est l’approximation sous certaines conditions d’une fonc-

tion plurisousharmonique V par une fonction log)F) , F holomorphe, (ou de e
par )F) ) : E. BOMBIERI emploie la méthode" L2-estimates" de HORMANDER et l’espace

des F telles que ~F~2V = J e - V(z) + Il  ce dans Cd, d
élément de volume de Cd . Une généralisation de ce problème (cf. ~5b~~ est de carac-

tériser parmi les courants positifs fermés t ceux qui représentent l’intégration



tA sur un ensemble analytique A , et plus généralement de comparer t à un tA , ,
pour un A convenable : c’est sous cet aspect qu’il se présentera ici, les construc-

tions déjà faites dans le cas d = 1 conduisant à considérer l’ensemble S comme

une partie S’ de supp t , t courant positif fermé. Dans [5c] nous avons montré

que la mesure projective relative à t et à un point a E supp t , définie sur

Cd - (a) , se prolonge en a par une mesure positive 6 (a) mesure de

Dirac en a ; v(a) est un entier dans le cas du courant tA d’un ensemble analy-

tique (cf. [7] et [3]). On sait aujourd’hui établir la réciproque par des considéra-
tions de géométrie intégrale assez faciles (cf. [3]). Dans la démonstration de

E. Bombieri, la construction de t , de type (1 , 1) , est faite de manière que

CES entraîne 1 . La conclusion repose alors sur l’énoncé suivant qui mérite

d’être explicité malgré son caractère (probablement) partiel : sur supp t , l’ensem-

ble S c (fermé) des a où l’on a c > 0 est situé sur un ensemble analyti-

que. Alors S c S1 c supp t montre que S est partie d’un ensemble analytique dans

Cd . La preuve utilise la résolution "majorée" de 2id z d 2014 V = t dans Cd selon

, 

~ 
z

[5d] : l’existence de F entière avec ~F~kV  co , k ~ 2d , entraîne F(03B6) = 0

en tout point C où v(~) Z 1 afin que l’intégrale converge. D’autre part,

la majoration de t et celle de V entratnent le comportement polynomial de F

dans Cd et plus précisément la majoration (1).

2. Quelques applications du théorème A l en théorie des nombres.

L’énoncé A1 a pour corollaire des théorèmes connus qu’il est utile de rappe-

ler : 1) Soit K engendré par Ci et et soit f = (f1 ,f2) ,

f1 = z , f2 = eZ ; l’anneau K[f , g] vérifie la con-

.dition b) de l’énoncé Ad. De plus, f et g sont algébriquement indépendants, donc

a) est vérifié. Alors, si a et ea sont tous deux algébriques, pour z = ma , m

entier, on a f(z) E K2 , d’où card S = ce et une contradiction qui montre que pour

0~ algébrique, ea est transcendant (Hermite-Lindemann).

2) De même, si étaient algébriques, pour cx / 0 , 1 et p irra-



tionnel, prenons f = (e~ , et K engendré par ~ ) : pour z ::: m log 0’

m entier, on a f(z) E K2 : : la contradiction établit le théorème de Gelfond-

Schneider.

3) La méthode s’applique à bien d’autres problèmes. Soit p la fonction de

Weierstrass, solution de p = 4p3 - g2P - g : si g2 , g sont algébriques, pour

0 algébrique, est transcendant (Schneider) : poser f = (z , p(z)) , K

engendré par cy , g2 g3 et observer que la formule d’addition de p donne

e K2 pour m entier 0 .

4) Mais les applications les plus intéressantes de A1 (et surtout de Ad) sem-

blent concerner les variétés de groupe sur K (cf. ~4~).

Faisons une remarque : dans l’énoncé de Ad, on pourra affaiblir l’hypothèse a)

en supposant que les dérivations D opèrent sur le corps K(f) au lieu de 
Q’ 201420142014

Si l’on a P. (f)~R(f)~-1 , 1 s i s N , on posera ? = [f1 ,...,fN’ fN+1~ ’
fN+1 - CR(f )~’1 ; on a alors Dafi E K[7] pour i = 1 , ...,N+1 , , et on appliquera

Ad à l’ensemble des’ pour lesquels R~f(~)I ~ 0 .

3. Courants positifs fermés ; les deux indicatrices.

On dz A dzk = 1 2 dz d et 03B2p = 03B2p p! ; en particulier

03B2d est l’élément de volume de Cd .

On dira qu’une forme cp est positive dans un domaine D de Cd rapporté aux

z , z , si cp est homogène, de bidegré (p , p) des dz. , dz. et si pour tout

système a = {03B11, ...,03B1d-p} de formes C-linéaires 03B1v = dz . , 1 d , à

coefficients ajk constants, la forme de degré maximum définie par

(p A A ... A A âd-p) = est telle que l’on ait 1 (cp , 

en tout point de D . La définition s’applique aux courants ; 1 (cp , est alors



une distribution positive, c’est-à-dire une mesure positive. La définition est inva-

riante par les transformations C-linéaires sur les dz , mais dans la suite on se

bornera aux transformations unitaires. A un sous-espace vectoriel LP de Cd , p ~ d ,

on fera correspondre une forme positive T(LP) bien déterminée qui vaut

( 1 )p du 1 A du1 039B ... A du I1 du , z -> u étant une transformation unitaire telle

que = ... = = 0 définisse Lp : T(LP) est une forme des dz. , ,dz. J dont

les coefficients sont les coordonnées plUckériennes de Lp (cf. [5e]) et l’applica-

tion T(LP) est injective. On désignera par r’ P le cône des courants positifs

(p , p) et p sera dit la codimension du courant positif. Pour qu’on ait t E F’ ,
il faut et il suffit que les distributions

(2) T(Ld p) - t A T(Ld p)
soient des mesures positives et il suffit qu’il en soit ainsi pour un système 

permettant le calcul des coefficients de t en fonction des Il en

résulte que les sont des mesures. D’où :

1) Un courant positif s’étend aux formes à coefficients continus.

2) Il est auto-conjugué : t = t .

3) Il possède une mesure majorante. Soit en effet sup 1

pour une forme à coefficients continus ; alors (g) = 

sup I est

une mesure de Radon positive et l’on a pour toute cp , à coeffi-

cients continus, à support compact dans D .

Rappelons enfin la propriété multiplicative des courants positifs : si t

appartient à F’ et cp à f1 ’ le produit t A c~ appartient à rp+~ . . Exemple :

les formes , 1 ~ p ~ d , étant positives, si t est un courant positif de codi-

mension p dans Cd ,

(3) 



définit une mesure positive ; on notera la mesure portée par la boule fermée

r dans Cd : : ?(r) est une indicatrice de croissance pour t dans ~d car

on a :

PROPOSITION 1.- Soit t un courant positif de codimension p dans un domaine de

Cd ; ; il existe une constante Yd ,p telle que Yd soit une mesure majorante

pour t .

En effet a majore les mesures (2) quel que soit et d’autre part les

mesures TI,J = tI,J 03B2d sont des combinaisons linéaires des mesures )

pour un système choisi comme plus haut.

Cas particulier. Soit p = 1 : dire que t = dz 039B dz est positif,
201420142014201420142014201420142014201420142014 

mq 
m q

c’est dire que la distribution 6(X) = (St À À est une mesure positive pour

tout vecteur À = (À ) , 1 ~ m S d ; C = t A 1 
est la mesure et

2dd2a est une mesure majorante pour t (voir [5d, proposition 1]).

Si t est un courant positif, la condition d’homogénéité entraine l’équiva-

lence des conditions dt = 0, dzt = 0 , d t = 0 . Rappelons alors un résultat
général [5c]. Pour un point a donné dans Cd considérons la forme positive

Elle est définie sur Cd - ~a~ . Si t est positif de codimension p , le théorème

de multiplication montra que

est une mesure positive sur Cd - ~a~ . Rappelons alors un résultat de [5c] valable

en codimension p quelconque. Soit R2) la masse totale de Va portée par

l’intersphère R1  ~z - a~ ~ R2 . Posons = f a . On a

IIZ-all SR



ce qui entraîne pour un courant positif fermé :

PROPOSITION 2 (cf. [5c] et [5e]).- Soit T (r) = r la mesure de la boule de

rayon r , de dimension 2p . Soit t un courant positif fermé de type (p, p) .

1 ) La masse totale de C (définie par (3)) dans une boule fermée (~ z - a~~ s r

s’écrit T. (r) et V (r) est fonction croissante de r .

2) Soit v(a) la limite de Va(r) pour r = 0 . Si l’on prolonge v a définie

par (4) sur Cd - (a) à Cd par addition d’une mesure la masse totale

pour V a portée par IIz - r s’écrit

Ce sont des conséquences directes de (5). De plus, si t est le courant d’intégra-

tion sur un ensemble analytique de dimension pure d - p , V(a) est un nombre entier

positif (cf. [7] et [3]).

4. Courant associé à un diviseur (f) .

Soit f une fonction holomorphe dans un domaine D de C On appelle cou-

rant associé au diviseur (f ) le courant positif et fermé t f = 

Il diffère en général du courant tA d’intégration sur l’ensemble analytique défini

par f = 0 : si Ai est une composante irréductible de A dans D , on a

t = E m. t(A.) , où t(A.) est l’intégration sur A. (cf. [5f, chapitre 7]) et

mi est un entier positif. En tout point, V(a) , relatif à t , est le degré du

premier polynôme homogène non nul dans le développement de f(a + h) selon

h = (h~,...,hd) . On prendra v (r) défini par (6) de préférence à a (r) comme



comme indicatrice de t ; on l’appelle l’indicatrice projective de t . On a :

PROPOSITION 3.- Si f est un polynôme de degré m , alors pour tout a E Cd , tf
vérifie = m quand R -~ + ~ . Réciproquement sif est entière et si pour

tf il existe un a E Cd tel que demeure borné par m , f = 0 définit un

ensemble algébrique de degré m au plus.

Ce dernier résultat s’obtient directement à partir de la solution explicite du

problème de Cousin dans Cd donnée dans [5d] ; c’est aussi un cas particulier d’un

théorème général de STOLL sur les ensembles analytiques pour lesquels V est borné

[Math. Ann., t. 156 (1964)].

Soit t positif fermé de codimension 1 : sur supp t on distinguera l’ensem-

ble S des a où l’on a c : c’est un ensemble fermé, étant semi-

continue supérieurement (il en est ainsi de c a (r) pour r fixé). D’autre part,

l’ensemble w des a en lesquels l’intégrale 
1 

dt diverge est de mesure

nulle ; ., c’est localement l’ensemble des -co de toute solution V de 2idzdz = t

et l’on sait qu’une fonction plurisousharmonique est localement sommable.

E. BOMBIERI utilise le comportement de Va(t) pour donner un "lemme de SCHWARZ"

qu’on énoncera pour une fonction plurisousharmonique V solution de 2id d V = t
~ z

dans une boule R et dont l’application sera faite à V = (2i~)" 1 
F holomorphe.

PROPOSITION 4.- Soit V(z) plurisousharmonique dans un domaine de Cd contenant la

boule R , et soit T réel, 0  T  1 ; la mesure projective

associée au courant t = 2id d_V . On a pour  .

20142014201420142014201420142014201420142014201420142014’2014’ z z 
20142014201420142014201420142014 6d

D’autre part, on a besoin de savoir que l’ensemble des points de Cd au voisi-

nage desquels est sommable n’est pas vide :



PROPOSITION 5.- Au voisinage de tout point a E Cd où v(a) = 0, é V est sommable.

Cette proposition suffit, car V(a) > 0 entraîne V(a) = -ce , et a 

lequel est de mesure nulle. Sa démonstration à partir de la représentation locale de

V par un potentiel utilise actuellement le lemme de John, Nirenberg et Trudinger :

si V(z) est le potentiel (dans R2n ) ) d’une mesure p assez régulière pour vérifier

avec Ilb - all  R , r  R , alors, il existe des constantes c , c’ , ne dépendant

que de d telles que l’on ait

5. Fonctions entières F(z) de croissance donnée et approximation dans

Cd de V(z) plurisousharmonique par 

THÉORÈME D’EXISTENCE.- Soit V plurisousharmonique dans Cd : : il existe F(z)

entière, 0 , telle que l’on ait

On notera que l’ensemble des z où l’on a n’est pas supposé vide

et que l’on aura F(z) = 0 en tout z au voisinage duquel é V n’est pas sommable.

La démonstration s’appuie sur le théorème de HORMANDER (~2~~ :

Soient 0 un domaine pseudo-convexe dans Cd et V plurisousharmonique dans

. Soit f une forme de type p , q , f E > n et q ~ 1 .

Si l’on a d_f z f = 0 , alors il existe une forme U E L2 P~q _1(~,V) solution de

d-U = f et pour laquelle on a
z

Pour passer au théorème d’existence plus haut, on construit un premier polycer-



cle Q dans lequel e-v est sommable, ce qui est possible, cet ensemble étant
o

fermé et de mesure nulle. Après un changement linéaire de coordonnées on écrira

Q o c:Q.... 1 1 ... ~ 03A9d = C . Chaque est pseudo-convexe ; on prend ’-- 1 dans

o et on construit Fk holomorphe dans 03A9k , vérifiant

La récurrence se fait par le théorème de HORMANDER, en construisant Fk véri-

Le procédé est classique : on choisit ~(~) , ~ ~ C , qui vaut 1 pour

|03B6|  1 2 , zéro pour |03B6|) > 1 , de classe C et telle 03C8~ ~ 4 . On définit,
~

(z~ ,...,z~) ~ Q~ , ~(z) = ~(z~) . ° z~ est défini dans

CL , a son support dans CL_. , vérifie d_f = 0 et 8 F _. 1 , ce qui établit

!!~!!~ QT. Q ~ ~ ’ 1~ existe alors U vér ifi ant d-U = f et
T- ’ ~~*~ z

f et U sont continus ; est défini dans Q, , véri-

fie = 0 , donc est holomorphe dans ’B . . On vérifie aisément que la norme

IIF 3k 
est bornée, ce qui achève la démonstration et construit F par récur-

rence finie.



6. Adaptation de la méthode de SCHNEIDER-LANG.

On revient à la situation décrite par le théorème Ad. Pour ot on note

d = den(cx) le plus petit entier naturel tel que da appartienne à l’anneau OK
des entiers de K . On prend les notations de S. Lang [4] : ~~a~~ - max où les

a

03C303B1 sont les conjugués de Pour Of E K , on définit la "taille", notée e :

Sur les polynômes P de d variables à coefficients dans K on définit :

On a alors (cf. S. Lang [4], p. 34) :

LEMME 1.- Soit D = Dk11 ... Ddd , une dérivée d’ordre kr . Soit

f = (f1,...,fN) , où les f sont holomorphes au voisinage de 03B6 e on suppose

que D - a opère sur l’anneau = et que f(03B6) E IC- . Alors il

existe une constante C. = C~(f,~) telle que, pour tout polynôme Q = Q(K~,...,XN~
à coefficients dans degré Q ~ r , on ait

La démonstration (cf. ~4~, p. 34) utilise l’existence de polynômes P. 1OE à coef-

ficients dans K tels que ,...,fN) , ce qui donne aisément les ma-
jorations.

D’autre part, rappelons un résultat classique de C. SIEGEL :



LEMME 2.- Soit AX = 0 un système de r équations linéaires à n (rn) inconnues

à coefficients a.. entiers dans K. Il existe une solution non triviale
1J

X = entière dans K et telle que

L’hypothèse degré de transcendance d + 1 entraîne l’existence de

d + 1 fonctions, soit f.,...,f . algébriquement indépendantes sur K. On cherche

alors à construire, selon la méthode de Siegel, un polynôme

où (j)  J signifie  J , 1 s k S d + 1 . En supposant que sur un ensemble

fini So E Cd , f ( ~) E K pour S E on choisira les entiers dans K tels

que = 0 pour I ~ ‘  E S , et de manière à conserver une certaine ma-

joration des Dans la suite f, S K sont donnés, on pose card S = m

et les majorations seront faites uniformément par rapport à L.

En résolvant selon le lemme 2 le système linéaire = 0 , soit m CL+d
équations linéaires par rapport aux inconnues a (J~ , on établit :

LEMME 3.- Si Jd+1 = partie entière de mLd log L , on peut choisir les non

tous nuls, entiers sur K, et tels que l’on ait D03BBF(03B6) = 0 pour |03BB|  L, 

card S = m et tels que 8(a(j)) 5 L .
On définit alors un entier tel que l’on ait

pour tB!  s , C e S 
o 

, et qu’il existe C* ~ S 
o 

et X* avec )B* ( = s tel que

D F(C’) ~ 0 . On a L ~ s  eo , car s = co entraînerait F = 0 , contrairement à

l’indépendance algébrique des f-. , 1 ~ k ~ d+1 . . On désigne par g un dénominateur



pour les f , d’ordre S p et l’on pose G s (z) = [g(z)] (d+1)J F(z) . 

de manière à

obtenir pour G une fonction entière.

On applique les lemmes 1 et 3 et l’on obtient (8).

7. Fin de la démonstration : construction de la fonction plurisousharmoni-

que, puis du polynôme définissant l’hypersurface algébrique.

On va maintenant étudier la suite des courants positifs fermés définis dans

C par

relatifs aux fonctions plurisousharmoniques 1 s log|G s 
f , °t, on va d’abord montrer

que les t sont bornés, localement. On va même montrer beaucoup plus : il existe

pour l’indicatrice projective de centre l’origine une borne supérieure

indépendante de s et de r, de sorte que les ts se compor,tent comme s’ils étaient rela-

tifs à une famille de polynômes de degré borné, et bornés-sur tout compact de Cd ,
ce qui conduira au résultat final. La majoration des t résulte d’une majoration

des IG (z)1 , mais on devra aussi utiliser la minoration (8) pour obtenir une majo-

ration de l’indicatrice relative au courant ~t .

o s

La majoration est donnée par l’intégrale de Cauchy : pour r > , on a



On applique le "lemme de SCHWARZ", ce qui donne

On utilise maintenant l’hypothèse que g et les f. i sont d’ordre fini p , ce qui

donne une majoration 10giG s (z)1 = pour R . On spécialise

R = sk avec k  ~~p(d + 1~~~~ - c ~ ce qui donne

La comparaison avec la minoration donnée par le lemme 4 donne alors pour les

courants positifs fermés ts : :

LEMME 5.-

(La dernière inégalité pour V exprime que la multiplicité du germe G = 0 en
s

~ est au moins s , par construction de G~ .)

Ainsi les indicatrices projectives en 0 des courants t s sont majorées par

une constante dans Cd . De (t ) on extrait une suite (notée encore t ) ayant une

limite faible t : c’est un courant positif et fermé. On note v (r) l’indicatrice
a

projective de t relativement au point a . On a pour tout r > 0 :

et V étant une fonction croissante de r , il en résulte

D’où à partir de (10) :



LEMME 6.- Il existe un courant t positif, fermé, de type (1,1) défini sur Cd

dont les indicatrices projectives V (r) vérifient
a

Reste à établir que, sur le support de t , l’ensemble 81 (notations du § 1)

des C où l’on a ~(~~ Z 1 est contenu dans un ensemble analytique (cet ensemble
est fermé et il est conjecturé actuellement mais non établi que S1 est un ensemble

analytique). La démonstration passe d’abord par la résolution de l’équation

dans Cd par la méthode de [5d] qui donne une majoration de V ; Bombieri remarque

que la construction de [5d] s’applique dès qu’on prend l’origine hors de w,
ce qu’on supposera. La solution est donnée par un potentiel [5d, p. 394]

où 0’ est la mesure t /~ S d -1 - ~2n~ 
1 

Alors (13~ entraîne:

LEMME 7.- Dans Cd d’une part, au voisinage d’un point’ E S d’autre part, on a :

où 03BDo est l’indicatrice projective de t, relativement à l’origine.

On prend ky 2d . Alors (15) montre que e n’est pas sommable en 03B6 ~ S .

On applique alors le théorème d’existence du § 5 qui établit l’existence d’une fonc-

tion entière F(z) telle que l’intégrale (7), , ait une valeur finie : sa

convergence montre que F(z) s’annule en tout point de S . Enfin pour les grandes

valeurs de la convergence de l’intégrale (7) montre encore que F(z) a une

croissance polynomiale de degré au plus (ce) + 6d + e] - d . Alors la majora-



tion (11) montre que F(z) est un polynôme et

(16) degré F ~ d (d + 1)[K: Q] + 2d .

On peut supposer en multipliant F par une constante qu’on a

~F~ 1 = 1 .

On a opéré, jusqu’ici sur les parties finies So de l’ensemble S des

en lesquels f(Ç) ~ E . Mais degré F est majoré indépendamment de card So et

l’espace de tels polynômes avec 1 est compact ; d’où l’existence d’un poly-

nôme F s’annulant sur tout S et vérifiant (16), ce qui achève la démonstration

du théorème Ad.
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