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ALLURE DES POTENTIELS A LA FRONTIERE

ET FONCTIONS FORTEMENT SOUSHARMONIQUES

Marcel BRELOT

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du potentiel)
14e-15e années, 1970-1972, n° 11, 15 p. 10 juin 1971

1. - Je vais traiter ici deux questions qui mettent en évidence le rôle essen-
tiel de l’effilement minimal. Il s’agira d’extensions en axiomatique de propriétés
assez importantes en théorie classique, l’une sur l’allure de u/G à la frontière

( u surharmonique &#x3E; 0, G fonction de Green de pôle ’fixé), l’autre sur les
fonctions fortement sousharmoniques. Je n’aurai pas le temps ici de développer des

applications, mais seulement de montrer l’intérêt théorique du sujet.

La première question reprend un théorème de L. NAIM [12] qui permet d’ailleurs de
retrouver des propriétés sur l’allure des fonctions surharmoniques classiques au

voisinage d’un point frontière irrégulier.

On considère un espace de Green Q (par exemple un domaine borné de Rn) et
l’espace de Martin correspondant  qui comporte la frontière de Martin A dont

la partie minimale 0 . Si G(x, y) est la fonction de Green, la topologie de

Martin qui prolonge celle de Q est caractérisée comme permettant un prolongement
continu sur il des fonctions

avec séparation de 0394 (ce qui est indépendant de La topologie fine minimale

T sur Q u ~1 ’ prolongeant la topologie fine classique sur Q est caractérisée

par la propriété que les voisinages de tout X 6 A coupent Q selon les complé-
mentaires des ensembles e de Q effilés en X au sens minimal, c’est-à-dire ca-

ractérisés par la condition R~ ~ KX ’ où KX est une notation abrégée pour le

prolongement K(X, y) de K(x , y) en X 6 A , et R désignant la réduite clas-

sique de la fonction (d’ailleurs harmonique relative à e .

Le théorème de L. Naim en question dit que si v est surharmonique &#x3E; 0 . dans

0, v(x)/G(x, admet, en X ~ &#x26; une limite fine (minimale), notée linL, ,
qui est égale à sa lim inf en X au sens de la topologie T.. de Martin. On 

F

rappelle qu’une limite fine d’une fonction en X vaut une limite , c’est-à-dire
au sens de. 1~ en dehors d’un ensemble effilé convenable en X. 

M

La démonstration fait intervenir la symétrie de la fonction de Green. L’adapta-
tion axiomatique de la démonstration va introduire de façon naturelle un faisceau
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de fonctions harmoniques adjointes et les notions correspondantes de frontière de

Martin et topologie fine. Cela va faire beaucoup d’hypothèses, mais elles sont sa-

tisfaites pour les équations aux dérivées partielles du 2e ordre de type elliptique
dans # , avec des coefficients seulement lipschitziens.

2. - Introduisons progressivement les hypothèses nécessaires, et renvoyons à

[2J, L4~ 18] pour les détails. Partons de l’axiomatique Brelot avec base dénombra-
ble de l’espace fondamental Q , les axiomes 1, 2, 3 et l’existence d’un potentiel
&#x3E; 0 (Ensemble d’hypothèses (A ) ). En prenant une base B du cône H des fonc-

tions harmoniques  0 (et la topologie de la convergence uniforme locale sur

l’espace des différences de telles fonctions), B est compacte métrisable, et u ,

harmonique 0 , se représente selon

où X décrit B , ~ 
u 

est une mesure ~ 0 unique ne chargeant que l’ensemble &#x26;

des points extrémaux de B .

Un ensemble e C 0 est effilé relativement à X si existe sur

o u &#x26; une topologie la moins fine introduisant sur Q la topologie fine de Q

(la moins fine rendant continues les fonctions surharmoniques parmi les plus fines

que celle de 0 ), et dont les voisinages de tout X E ~ coupent Q selon les

complémentaires des effilés relatifs à X ; on l’appelle topologie fine minimale

TF sur

Si B est définie par la condition pour les fonctions harmoniques &#x3E; 0 de va-

loir 1 en y E 0 , les KX du cas classique (X E A ) sont les fonctions X

A de 0 est homéomorphe à S de B , et Q ~ 03941 avec la topologie

fine minimale du cas classique est homéomorphe à 03A9 ~ ~ avec la topologie fine mi-

nimale du cas axiomatique selon la correspondance évidente (de sorte qu’on écrira
encore A au lieu de &#x26; en axiomatique). Si S est le cône des fonctions sur-

harmoniques &#x3E; 0 , il engendre un espace vectoriel sur lequel on sait, diaprés
Rose-Marie HERVE, mettre une topologie telle qu’il existe une base B de S

compacte métrisable ; elle contient une base B de H , et en induit la topologie.

Ajoutons l’hypothèse de proportionalité des potentiels de même support ponctuel

(ce qui donne l’ensemble d’hypothèses noté La topologie fine minimale est

alors la seule déterminée par les propriétés de prolongement précisées plus haut.

Les points extrémaux de Bs sont les potentiels à support ponctuel (d’ensemble Q’

homéomorphe à Q selon la correspondance donnée par le support) et les points ex-
trémaux de la base B incluse, d’ensemble ë . L’adhérence de Q’ dans BS est,

à un homéomorphisme près, un espace compact contenant 0 (dense) et une frontière



11-03

contenant A ou § , ce qui se réduit, dans le cas classique, avec Bs convena-

ble, aux notions rappelées, de sorte qu’ on note encore à cet espace dit de Martin,
et A la frontière de Martin de o.

Si p (x) est le potentiel de support ponctuel y et par exemple dans un B~ ,
tout potentiel v se représente selon .

où IJ. est une mesure ~ 0 unique sur o.

Soulignons que les changements de B ou BS ne causent que des homéomorphismes
et conséquences banales.

On aura besoin de notions sur le balayage. Indiquons seulement que, pour tout
e c 0 et tout e x (masse unité en x ~ , il existe une mesure (balayée)

e t e l le que

Ajoutons encore l’hypothèse d’une base de domaines complètement déterminants

c’est-à-dire tels que, pour tout potentiel p harmonique dans un tel domaine,

R = p (Dans le cas classique, tous les domaines réguliers sont de
ce type). L’ensemble d’hypothèses sera alors noté (A~) .
On remarquera d’abord qu’avec un seul tel domaine 6 contenant YO fixé et la

mesure harmonique d s est finie continue de v E S , de sorte que
l’égalité à 1 fournie une base compacte (métrisable) de S+ . C’est une base BS
contenant une B qui, dans le cas classique, est justement homéomorphe à 0 rap-

pelé au début.

On va, grâce à la dernière hypothèse, introduire un faisceau adjoint [10J. On
choisit, pour chaque y , un potentiel de support, y , s, c. i. en (x , y), et
continu pour x # y (c’est le cas s’il est situé dans une base BS fixée ). Alors,
pour tout ouvert et y~(u, fW(x) (réduite régularisée) est un po-
tentiel qui s’exprime selon "

~ù est une mesure ~.0 unique (correspondant au choix de w et x ) , néces-
sairement portée par aua puisque la fonction est harmonique dans w On

va prendre cette mesure comme mesure harmonique pour définir un nouveau faisceau.

Il existe un faisceau unique de fonctions finies continues satisfaisant aux trois

axiomes, en prenant pour ouverts réguliers les ouverts complètement déterminants.

Les nouvelles notions seront dites adjointes, et notées par un astérisque. On po-
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sera p*(x) = p (y) (1). Cette fonction de x est un potentiel adjoint de supporty x

M .

On utilisera la formule de Rosé-Marie HERVÉ, qui remplacera la symétrie de la
fonction de Green classique :

Il va nous falleir un espace de Martin adjoint correspondant au faisceau adjoint.

Cela nécessite l’hypothèse de proportionalité des potentiels adjoints de support

ponctuel. L’ensemble de toutes les hypothèses sera noté (A’) .~
Alors on définira une base compacte (métrisable) de S par la condition

où v est surharmonique adjointe &#x3E; 0 , cu un domaine complètement déterminant

adjoint (c’est-à-dire d’après [10] régulier). Car l’intégrale est alors continue de
v 
* 

avec la topologle de Rose-Marie HERVÉ sur l’espace engendre par S 
+

,

On définit alors, comme plus haut, l’espace de Martin adjoint Q , la frontière
0394* et sa partie minimale A. , la topologie T# de Martin adjointe et la topolo-

1# M

gie fine minimale adjointe Tp ,

3. - THÉORÈME 1 (2). - On fait les hypothèses (A? (base dénombrable, axiome
1, 2, 3, potentiel &#x3E; 0 , base de domaines complètement déterminants, proportiona-
lité des potentiels et aussi des potentiels adjoints à support ponctuel) et on uti-
lise Q , A , T~ ~ T~ définis précédemment.

Alors, pour toute fonction surharmonique sur 03A9 , v/p a en tout XëA
une limite fine adjointe égale à sa lim inf en X selon la topologie de Martin
adjointe, c ’ e st-à-d ire

(1) Cette définition est inspirée par la propriété des fonctions de Green de deux
équations elliptiques adjointes à coefficients lipschitziens (passage de l’une à
l’autre par permutation de x et y) . Car un choix convenable de BS pour le
faisceau des solutions de la Ire équation donne comme p (y) la fonction de Green

classique de cette équation et le faisceau adjoint (de Ii théorie axiomatique) est
celui des solutions de l’équation classique adjointe ; la fonction de Green clas-
sique adjointe est alors le p§ précédent.

( ) Résultat déjà indiqué dans des conférences antérieures, en particulier dans
j~5~ où l’ on mentionne bien d’autres résultats et applications. Dans cette rédac-
tion, on ajoute à la conférence le corollaire 2 et le paragraphe 4.
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Si A est cette lim inf (a priori majorée par la lim inf ) qu’on supposera
*

finie, il suffit de voir que l’ensemble TM

est effilé minimal adjoint en X . Or

où 6~ désigne brièvement e~ , d’ où
Y"

Mais vaut pour xe le potentiel adjoint P (y) , de support
{x} , situe dans la base choisie de , et P (y) tend vers l’élément extrémal

x ~
X(y) (au sens de la topologie de R~e-Marie HERVE sur la base) quand x 2014~X se-

lon T., (simple tautologie). Cela implique la convergence’, pour y fixé, de la

fonction de x vers X(y) .

Prenons x 
n 2014~ X de façon que

La lim inf l doit d’autre part majorer J x(y) (passage à la limite
n

sous ~) (3). Donc

Le premier membre minore

Donc R~(yo) ~ 1 == ~0~ ~ est effile adjoint.

OE COROLLAIRE B 2. - On peut, 
dans (5), remplacer py0 par p "1 (y quelconque

~ Q),

L’énoncé resta valable. Car (x) , pour x ~X , a la limite X(y)
(finie &#x3E; 0) selon T*M et , diaprés le théorème, une limite selon T qui doit

être la même .

Remarque. - Si v est un potentiel à support compact, on savait déjà que v/p

a une limite en topologie de Martin adjointe (SMYRNELIS Ll4]). 

4. - Le théorème 1 est a rapprocher de l’énoncé suivant que j’ai établi ([3],
théorème 3) : Avec les hypothèses (A~) , en prenant la base de S définie par

(3) Il y a même en fait égalité, et même si l’on remplace la suite x par le

filtre des voisinages T* de X (voir [3~ théorème 2) . 
n
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r w
une condition J v =1 , où Wo est complètement déterminant contenant

dp 
0 

la mesure harmonique correspondante, on définit le faisceau

adjoint en prenant p x (y) dans cette base et aussi l’espace de Martin Ô, et la
topologie fine minimale dérivant de la base de S . Alors toute fonction surharmo-

nique adjointe  0 admet en X E A ~ une limite fine minimale égale à la lim

inf en X selon la topologie de Martin précédente.

La démonstration est voisine de celle du théorème précédent (4). Il est important
de voir que notre théorème 1 peut se déduire de ce théorème antérieur (théorème 3
de [3]).

On suppose donc , outre ( A2) , la proportionali té des potentiels adjoints (ce
qui donne (A’) ). Alors le choix du potentiel adjoint p*x fournit selon Rose-Marie

HERVE ([[9], p. 559), un faisceau** identique au faisceau primitif. Donc si on prend
comme potentiel adjoint P/U p* d03C1*03C9y0) où 03C9 est complètement déterminant ad-
joint (c’est-à-dire régulier), on trouvera un faisceau** de fonctions

( u harmonique), où le dénominateur vaut si c’est-à-dire p (x)
(voir dans [10] l’effet du changement de potentiel-clef à support ponctuel dans
la détermination du faisceau adjoint). Les fonctions surharmoniques correspondantes
dans Q sont de la forme u(x)/p (x) hors 

YO
On obtient alors que u/p 

~0 
a une limite 

T’~ 
égale à la lim inf 

T~ 
en X E p~ . 1

C’est le théorème qui précède. F F 

Il y a des applications importantes, sommairement indiquées dans [5], au cas d’un

point X de A , où p ne tend pas vers 0 selon T*M ou T- , comme généra-
lisation d’étude des foncions surharmoniques classiques ou axiomatiques au voisi-
nage d’un point-frontière irrégulier.

Remarquons seulement ici qu’il est curieux de trouver des propriétés de limite

pour des fonctions, ou quotients de fonctions, dérivant d’un faisceau, en utilisant

des frontières et topologies associées à un faisceau adjoint. Il serait instructif

d’examiner les interprétations probabilistes.

5. - La seconde question que je v ais développer est l’extension en axi~matique
d’une théorie des fonctions fortement sousharmoniques donnée dans le cas classique

(4) Dans la démonstration qui précède, on évite par la simple propriété de pas-
sage à la limite sous r un résultat plus précis (~3~, théorème 2) utilisé inuti-
lement aussi dans la démonstration rappelée (~3~, théorème 3).
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et dans une boule par SOLOMENTSEV [15], et retrouvée par GÂR.DING et HORMANDER [7].

F. et M. RIESZ avaient remarqué (13] que si f(z) est holomorphe dans le cercle

unité et de module majoré en moyenne sur les circonférences concentriques, c’est-

à-dire majorée par une fonction harmonique dans le cercle, la représentation inté-

grale de Poisson-Stieltjes met en évidence une mesure (associée) absolument conti-
nue par rapport à la mesure unitaire de invariante par rotation sur la circonfé-

rence-unité. GARDING et HORMANDER retrouvent ce résultat, source d’applicatioas, en

remarquant que u = est sousharmonique, donc B1 (sousharmonique) do
la forme eu et majorée par une fonction harmonique ~ 0 ; 9 en appliquant la théorie

suivante, qui en est inspirée, ils trouvent que la mesure associée à la plus petite

majorante harmonique de est absolument continue et en déduisant la même

chose pour f .

Dans la boule, une fonction fortement sousharmonique est définie comme ~(u) , où
u est sousharmonique 0 , une fonction convexe croissante avec

~p continue au point - ~ . On suppose que admet une majoration en moyenne y

c’est-à-dire par une fonction harmonique ¿ 0 . Un cas particulier est justement

Ir(z)1 . On appelle mesure-frontière d’une fonction sousharmonique admettant une
majoration harmonique ?, 0 , la mesure de la représentation intégrale de la plus

petite majorante harmonique dans la boule. Les auteurs supposent aussi que 

qui est sousharmonique admet une majorante harmonique. Alors ils montrent :

(a) admet une mesure-frontière absolument continue par rapport à de (me-
sure unitaire sur la frontière invariante par rotation), de densité p.-p.-dS ,

cp(X ) , où 03BB03B8 est p.-p.-d6 la limite radiale au point-frontière e .

(b) u admet une mesure-frontière 03BB03B8 de + d s , où est singulière par

rapport à d6 , et 0 .

Ils donnent d’autres propriétés qui s’adaptent mal à une extension en axiomatique,
sauf la remarque suivante intéressante en soi.

(c) Soit h harmonique et différence de deux fonctions harmoniques ~ 0 (ce qui

équivaut à l’existence d’une majorante harmonique ; 0 ). Si dp est la mesure-

frontière de h , ( est la mesure-frontière de 

On voit aussitôt que cela équivaut à ce que soit la mesure-frontière de

h+ = 1/2(h + )h)) . Cela vient de l’additivité de la mesure-frontière pour deux
fonctions sousharmoniques dont l’une est harmonique.

La notion nouvelle et la propriété (b), qui entraîne facilement (a), étaient déjà
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en fait dans un mémoire fort développé, en russe, resté longtemps peu connu, de

SOLOMENTSEV [15].

Il était naturel de chercher des extensions à des cas plus généraux. Ainsi M.

REINS [9] passe du cercle à une surface de Riemann, mais sans parler de frontière,

grâce aux notions (de PARREAU) de fonction harmonique &#x3E; 0 quasi-bornée (limite

d’une suite croissante de fonctions harmoniques bornées) ou singulière (sans mino-

rante harmonique bornée &#x3E; 0 ) ; ces fonctions correspondent dans le cercle à des

mesures-frontière à densité ou songulière, et les énoncés parlent de décomposition

de fonction mais non de mesure ; les démonstrations sont très simples, et peuvent

d’ailleurs visiblement s’appliquer à de larges axiomatiques. Puis S. YAMASHITA [17]
étendit (a) et(b) aux surfaces de Riemann avec frontière de Martin, mesures repré-
sentatives et limites fines remplaçant les limites radiales, tandis que G. WANBY

considérait les sous-solutions de l’équation de Laplace-Beltrami sur une va-

riété de Riemann et un domaine de frontière assez régulière. Mais il était plus gé-

néral de se placer dans un cadre axiomatique moderne. Ainsi dans l’axiomatique de

Brelot avec les hypothèses (A ) et les constantes harmoniques, Linda LUMER-NAIM

avait déjà, un peu avant, au cours d’un mémoire [11J, étendu (a) en remplaçant 8
par la limite fine à la frontière "minimale"! de par la mesure associée à la cons-

tante 1 dans la représentation intégrale. La plus petite majorante harmonique de

est alors la solution d’un problème de Dirichlet, traité par GOWRISANKARAN

~8~., avec donnée-frontière remplaçant î~ 8 , et usage essentiel de la topologie fixe
minimale.

Nous allons reprendre la question dans le même esprit, mais en étendant aussi (b)
et (c).

Nous nous plaçons d’abord dans les hypothèses (Al) seulement ( ). On dispose de
la représentation intégrale. On en déduit, pour une différence u , de fonctions

harmoniques ~ 0 , une représentation de même type avec mesure unique  u dite as-

sociée ou mesure-frontière de u . On emploiera le même terme relativement à une

fonction sousharmonique majorée par une fonction harmonique &#x3E; 0 , la mesure u
étant celle associée à la plus petite majorante harmonique notée u~ . On étend

d’abord (c) selon la proposition suivante.

PROPOSITION 3. - Avec (A ) , si h est différence de deux fonctions harmoniques

i 0 , ~ est la mesure-frontière de 1’)* , c’est-à-dire 

( ) On pourrait, dans ce qui suit (proposition et corollaire) y remplacer l’hypo-
thèse d’un potentiel &#x3E; 0 par celle, moins forte, de l’existence d’une fonction

harmonique &#x3E; 0 , mais le cas où elles diffèrent est trivial (proportionalité des
fonctions harmoniques &#x3E; 0 ) et les résultats sont évidents.


