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ReND. SEM. Mar. UN1v. Papova, Vol. 50 (1973)

Uber Ringe mit auflésharen assoziierten Lie-Ringen.

W. STREB (*)

Jennings [4; Theorem 1, p. 595] hat gezeigt, dall jeder Ring R
mit nilpotentem assoziierten Lie-Ring ein niles Kommutatorideal R’
besitzt. Da die Klasse der Ringe mit auflésbaren assoziierten Lie-
Ringen die Klasse der Ringe mit nilpotenten assoziierten Lie-Ringen
umfafit, erhebt sich die Frage, ob auch jeder Ring mit auflésbarem asso-
ziierten Lie-Ring ein niles Kommutatorideal besitzt. Hierzu zeigen wir:

Es gibt eine endliche Algebra A der Charakteristik 2, die

60((d00)0(b 00/)):0

fiir alle a, b, ¢, d, ec A erfiillt, jedoch kein niles Kommutatorideal 4’
besitzt.

Hierbei sei fiir Elemente » und s und Teilmengen A und B eines
Ringes R:

Sor:=8r—rs,

BoA:=(boalbeB und acAd).

Dagegen gilt: Jeder schwach hyperkommutative Ring R besitzt
ein niles Kommutatorideal R’'. Erfillt R die Maximalbedingung fiir
Ideale, so ist R’ nilpotent.

Hierbei heifle ein Ring R schwach hyperkommutativ, wenn 2r %0
fiir alle re R mit r %0, und jedes nicht kommutative epimorphe

(*) Indirizzo dell’A.: Henri-Dunant-Str. 65 - Gesamt Hochschule, Fach-
bereich 6, Mathematik - D-43 Essen, Germania Ocec.
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Bild 8§ von R eine Teilmenge M enthilt, so daf
SoMC|M|, MoM+#=0 und (MoM)o(MoM)=0.

Die Klasse der schwach hyperkommutativen Ringe umfaBt die
Klasse der Ringe R mit auflosbaren assoziierten Lie-Ringen, welche
die Bedingung 2r # 0 fiir alle r € B mit r 0 erfiillen.

Wihrend nach [9; Beispiel] Bedingungen an die Charakteristik
eines Ringes alleine nicht ausreichen, damit ein lokalnilpotenter Ring
hyperkommutativ [6; S. 401] ist, ist jeder schwach hyperkommutative
Ring R mit Primzahlcharakteristik p =2 hyperkommutativ.

Uber Ringe R der Charakteristik 0 zeigen wir:

R ist nilpotent genau dann, wenn R einen auflésbaren assoziierten
Lie-Ring besitzt und in R ein Gesetz g(xz) =0 [5; S. 562] gilt, welches
nicht in die Nullform iibergeht, wenn man in jedem Potenzprodukt
[5; S. 560] die Unbestimmten nach wachsenden Indizes ordnet.

Fiir Ringe R der Charakteristik 0 mit Einselement gilt:

R ist kommutativ genau dann, wenn R ein Z,-Ring ist.

R besitzt einen nilpotenten assoziierten Lie-Ring genau dann, wenn
R einen auflosbaren assoziierten Lie-Ring besitzt und Z;-Ring ist.

R besitzt ein nilpotentes Kommutatorideal R’ genau dann, wenn
es eine natiirliche Zahl n gibt, so dal "R =0[6; S. 400] und R
ein Z,-Ring ist.

R ist ein Ring endlicher Klasse [3; p. 343] genau dann, wenn R
einen auflésbaren assoziierten Lie-Ring besitzt und Z;-und Z,-Ring ist.

Hierbei sei Z, bzw. Z, der Ring der Matrizen

d a b
0 d ¢ bzw (g b)
0 0 4 K

mit ganzen Zahlen a, b, ¢ und d und Z, die kanonische Erweiterung
der in [7; 8. 137] angegebenen Algebra A iiber dem Ring R der ganzen
Zahlen zu einer Algebra mit Einselement.

Ein Ring R heile Z,-Ring genau dann, wenn in R ein nicht in Z,
giiltiges Gesetz gilt.

Uber schwach hyperkommutative Ringe R mit Einheitengruppe G
zeigen wir: Jedes epimorphe Bild von G besitzt einen von 1 verschiedenen
kommutativen oder ordnungsfiniten Normalteiler.
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Beziiglich der hier nicht eigens verabredeten Bezeichnungen ver-
weise ich auf [6; S. 399-401 und 8; Einleitung]. Folgende Erginzung

ist notwendig:
Ist M Teilmenge eines Ringes R und n natiirliche Zahl, so sei

nM: = (nrlre M).

BeispieL 1. Die von einem beliebigen kommutativen nicht nilen
Ring R der Charakteristik 2 erzeugte Algebra A, der 2-2-Matrizen
erfiillt

(@) eo((doc)o(boa))=0
fir alle a, b, ¢, d, e€ A,, besitzt jedoch kein niles Kommutatorideal.

BEWEIS. Man rechnet unmittelbar nach:

boaz(r 8) und docz(u v)’
t —r w —u

wobei 7, s, t, u, v, w € R, also

vt —sw  2(su— rv)) _ (m O)

2(rw —tu) sw—tv 0 —=x

(doc)o(boa)z(

mit ze B. Nun folgt unmittelbar (a).
Da R nicht nil ist, besitzt R wenigstens ein nicht nilpotentes Ele-
ment f. Das Kommutatorideal (4,)' ist nicht nil, da

0]‘(0 0)"_f 0)"_f0"_f"0¢00
OO)fO—O—f_Of*Of"OO
fiir alle natiirlichen Zahlen n. Fiir R kann speziell der Primkdorper
der Charakteristik 2 gewihlt werden.

LeEMMA 1. Sei M Teilmenge des Ringes R. Aus
Mo(R-M)=0 folgt 2{Toa}2=0

fir alle ac M und reR.
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BEWEIS. Sei ae M und r,s8,teR. Aus
2(sca)roa)=(aoc(8oa))r+s(ac(roa))—ao(sroa)=0
folgt 2(r ca)? =0 und
2(roa)t(roa) =2(roa)(troa)—2(roa)(toa)r=0.
LeEMMA 2. Sei M Teilmenge des Ringes E. Aus

RD(MOM):O und RO(MO(ROM)):O

folgt
2{b o a}’ =0

fiir alle a,be M.

BeEwErs. Seien a,be M. Die Behauptung folgt wegen
R o(M o M) = 0 unmittelbar aus

2(boa)3:bo(bo(a‘*boa))——a,(bo(bo(aboa)))-—(bo(boa))(aboa)—
—2(b oa/)a/(bo(b oa))=0 .

LrMMmaA 3. Ist R schwach hyperkommutativ, so gibt es zu jedem
Ideal A mit Ac R’ ein Ideal B, so dal Ac BCR' und 2B3*CA.

BEWEIS. Zu dem nicht kommutativen epimorphen Bild 8:= R/4
von R gibt es eine Teilmenge N, so dafl

SONQINI, NON#O und (NoN)o(NoN):O.

Nach [6; Lemma 7.(2).(a), S. 404] angewendet auf 4:= B:= N und
R:= 8 gilt 8o(N oN)C|N oN|, also

(a) (NON)o(So(_NcN))Q(NON)o(l.No.Nl)—-—O.
Weiterhin gilt
(b) SO(NO(SON))QSO(NolNI)ZO, falls SO(NDN)ZO.

Wir treffen eine Fallunterscheidung:
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(¢) Ist So(N o N)5£0, so withlt man re S undae N o N, so dall
rea+0 und setzt C:= {roa}. Dafir M:= N oN und R:= 8§ wegen
(a) die Voraussetzungen von Lemma 1 erfillt sind, ist 203C20* = 0.
Wihlt man das Ideal B so, dafl C = B/A, so gilt fiir B die Behaup-
tung.

(d) Ist So(NoN)=0, so wiahlt man a,be N mit boa #0 und
setzt C:={boa}. Da fir M:=N und R:= S wegen (b) die Vo-
raussetzungen von Lemma 2 erfillt sind, gilt 20%* = 0. W4ihlt man
das Ideal B so, dall C = B/A, so gilt fiir B die Behauptung.

Sarz 1. Jeder schwach hyperkommutative Ring R besitzt ein niles
Kommutatorideal R'.

BEwWEIS. Sei A maximales Element der Menge
(J|J niles Ideal von R, JCR').

Wir fiihren die Annahme A c R’ zum Widerspruch. Nach Lemma 3
gibt es ein Ideal B von R mit Ac BCR' und 2B*C A. Fiir jedes
Element b von B ist 25 als Element von A nil. Also gibt es eine na-
tiirliche Zahl n, so daf3 27b%" = (2b3)" = 0. BEs folgt b» = 0. Im Wider-
spruch zur Maximaleigenschaft von 4 ist B nil

Sarz 2. Jeder schwach hyperkommutative Ring R, der die Maxi-
malbedingung fiir Ideale erfiillt, besitzt ein nilpotentes Kommutator-
ideal R'.

BeEwEIs. Sei A maximales Element der Menge
(/|7 nilpotentes Ideal von R, JCR').

Wir fiihren die Annahme A c R’ zum Widerspruch. Nach Lemma 3
gibt es ein Ideal B von R mit AcBCR' und 2B*CA. Da A nil-
potent ist, gibt es eine natiirliche Zahl n, so dal 2#B3"C (2B3)"C A= 0.
Es folgt B%»= 0 im Widerspruch zur Maximaleigenschaft von A.

SATz 3. Jeder schwach hyperkommutative Ring R mit Primzahl-
charakteristik p =2 ist hyperkommutativ.

BEWEIS. Sei S nicht kommutatives epimorphes Bild von R. Fiir
alle se 8 folgt aus 2s =0 stets s=ps—2((p—1)/2)s =0. Nach
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Lemma 3 gibt es ein von 0 verschiedenes Ideal B von S mit BCS',
so daB 2B3=0, also B3=0. Demnach ist R’ hypernilpotent in R
und nach [6; Satz 6, S. 407] R hyperkommutativ.

SATZ 4. Jeder Ring R mit auflosbarem assoziierten Lie-Ring, der
die Bedingung 2r 0 fiir alle re R mit r 40 erfiillt, besitzt ein lo-
kalnilpotentes Kommutatorideal R'.

BEWEIs. Sei R,:= R und R, ,:= R, - R, fiir alle nicht negativen
ganzen Zahlen i. Es gibt eine natiirliche Zahl n, so daf E,=0. Wir
haben zu zeigen: Zu jeder endlichen Teilmenge M von R’ gibt es na-
tirliche Zahlen p und ¢, so daBl 2?M?=0. Auf Grund der Voraus-
setzung tiber die Charakteristik von R folgt unmittelbar M?=0.
Wegen R, =0 reicht es zu zeigen:

(a) Fir 1<i<n—1 gilt: Ist M Untermodul von {R,} mit end-
licher Basis, so gibt es natiirliche Zahlen p und ¢, so daB 22 M*C{R, ,}.

Sei M Untermodul von {R,} mit endlicher Basis. Es gibt eine end-
liche Teilmenge N von R,, so da M C{N}. Anwendung von Lemma 2
auf M:=R, ,+ {RoR}/{R-R,} und R:= R/{RoR,} liefert 2{r}3C
C{RoR,} fir alle re N. Also gibt es eine natiirliche Zahl k, so daB
2{N}*Cc{R-R,;}. Wegen MC{N} folgt 2M*C{R-R,}.

Sei P:=2M*. Da P Modul mit endlicher Basis ist, gibt es eine
endliche Teilmenge @ von RoR,, so dal PC{Q}. Anwendung von
Lemma 1 auf M:= R, + {R, ,}/{R,.,} und R:= R/{R,_,} liefert 2{s}>C
C{R,,,} fir alle seQ. Also gibt es eine natiirliche Zahl m, so daf
2{Q}"C {R,.,}. Wegen PC{Q} folgt 2P"C{R,_,}. Insgesamt folgt (a).

SATz 5. Fiir die Einheitengruppe G eines schwach hyperkommu-
tativen Ringes R gilt: Jedes von 1 verschiedene epimorphe Bild
V= G/N von @ besitzt einen von 1 verschiedenen kommutativen oder
ordnungsfiniten Normalteiler.

BewEIs. Ist V kommutativ, so sind wir fertig. Sei also V nicht
kommutativ und C maximales Element der Menge

(J]J Ideal von R, J°CN).

S8:= R/C ist nicht kommutativ, da aus R'C C folgen wiirde, daf3
G'C(R)CC°CN, also V kommutativ wire. Demnach ist

A:=CNnR'cR'.
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Nach Lemma 3 gibt es ein Ideal B von R mit
AcBCR und 2B3CcA, alsoauch B¢C.
Man setzt D:= B bzw. D:= B?, je nachdem, ob B2C C oder B¢ C.
Dann gilt
D¢gC, DCR und 2D:CC.
Wir treffen eine Fallunterscheidung: Das Kompositum von Nor-
malteilern U und W von @ sei mit UvW bezeichnet.

(@) Gilt (C+ D)2CC, so ist
heg=1+4 h g (h—1og—1)eC°CN

fir alle g, he (C+ D)% also ((C+ D)°wN)/N kommutativ. Aus D¢ C
folgt Cc C+ D, also wegen der Maximaleigenschaft von C auch
Nc(C + D)°wN.

(b) Gilt dagegen (C+D)*¢ 0, so ist Cc C+ D2, also Nc(C+D?)°*vN.
Aus 2D2C C folgt 2(C + D?)c C. Wegen D2C R’ ist D? nach Satz 1
nil. Sei 1+ ¢+ de(C+ D?)® mit ¢ceC und de D2 Da D? nil ist,
gibt es eine natiirliche Zahl n, so dafl d»=0. Es folgt

A4+c+ad)=1+a)? =14 d"=1 modulo C,

also (14 ¢+ d)?*" € C°C N. Insgesamt folgt, daB ((C + D?)°vN)/N ord-
nungsfinit ist.

Im folgenden Teil der Untersuchung beniitze ich wesentlich die
Ergebnisse von Specht [5]. In Abanderung der Notation [5; S. 583]
sei

@, 0= 0,2 —x;%; (= [, 2,])
fiir Unbestimmte z, und x;. Wir definieren folgende Formenmengen
[5; S. 560]:
M,:= (¢, 0m,),
My:= (@ 0@,)(25 0,))
M,:= ((2) 0®,) o 5)
M= M,UM,.
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Weiter sei F' der Formenring [5; S. 560], I'* der erweiterte Formenring
[6; 8. 563],
T, das von M, erzeugte T-Ideal [5; S. 565],
T, das von M, erzeugte T*-Ideal [5; S. 565] fir 2 <i<4,
F:=F|T, und F,:= F*|T, fir 2<i<4.

F, ist Ring vom Typus 7; [5; S. 562]. Wir nennen einen Ring B
der Charakteristik 0 F;-Ring, wenn in R wenigstens ein nicht in F,
giiltiges Gesetz gilt.

LeEMMA 4. Fiir Formen f(x) ist gleichwertig:

(1) f(x) = 0 ist nicht Gesetz in F,.

(2) f(x) geht nicht in die Nullform iiber, wenn man in jedem

Potenzprodukt die Unbestimmten nach wachsenden Indizes ordnet.

Brweis. Erfillt f(z) die Bedingung (2) nicht, so ist f(x) = 0 Gesetz
in jedem kommutativen Ring, also auch in F,. Demnach folgt (2)
aus (1). Geniigt andererseits f(x) der Forderung (2), so ist f(x) =0
nicht Gesetz im kommutativen Ring der ganzen Zahlen, also auch
nicht in F,. Somit folgt (1) aus (2).

LrmMA 5. Fir jeden Ring R der Charakteristik 0 ist gleichwertig:
(1) R ist F,-Ring.

(2) Es gibt eine natiirliche Zahl m, so daB} firr jedes re R in <{r)
ein nicht in F, giiltiges Gesetz g¢,(x) = 0 der Dimension m, [5;8. 562]
mit m, <m gilt.

(3) R ist beschrinkt nil.

(4) Es gibt natiirliche Zahlen m und n, so dafl nM™ = 0 fiir jede
Teilmenge M mit M o M = 0 jedes epimorphen Bildes S von R.

BeEwEIs. Aus (1) folgt unmittelbar (2). Aus (2) folgt (3):

(a) Nach [5; Satz 3, S. 568] und dem zum Beweis dieses Satzes
verwendeten Verfahren zur Herleitung mehrfach linearer Gesetze
[5;S.567] gilt fiir jedes r € R in (r) ein nicht in F, giiltiges mehrfach
lineares Gesetz h,(x) = 0 der Dimensien n, mit n,<m.
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(b) Indem man die Unbestimmten nach wachsenden Indizes
ordnet entsteht aus h,.(r) das im kommutativen Ring (r) giiltige Gesetz

P, Hw = 0, wobei nach Lemma 4 p,+0.

i=1

(¢) Da R die Charakteristik 0 besitzt folgt »» = 0 fiir alle r € R.

Aus (3) folgt (1), da mit dem kommutativen Ring der ganzen Zahlen
auch F, nicht beschrinkt nil ist.

Aus (1) folgt (4): Zu (e) analoge Uberlegungen erbringen, daB in R
und damit auch in § ein nicht in F, giiltiges mehrfach lineares Gesetz
gilt. (b) entsprechende Uberlegungen liefern wegen M « M = 0 die Be-
hauptung.

Aus (4) folgt (3): Man wendet (4) auf die einelementigen Teil-
mengen (r) von K an und beachtet, dafl R die Charakteristik 0 besitzt.

SAatz 6. Fiir Ringe R der Charakteristik 0 ist gleichwertig
(1) R ist nilpotent.

(2) B besitzt einen auflosbaren assoziierten Lie-Ring und es gibt
eine natiirliche Zahl n, so daB fiir jedes re R in {r) ein Gesetz g,(x) =0
der Dimension n, mit n,<n gilt, welches nicht zur Nullform wird,
wenn man in jedem Potenzprodukt die Unbestimmten nach wach-
senden Indizes ordnet.

BEWEIS. Aus (1) folgt unmittelbar (2). Aus (2) folgt (1): Sei
Ey:=R und R, ,:= R, o R, fiir alle nicht negativen ganzen Zahlen 3.
Wegen R, o R,C{R,.,} gibt es unter Beriicksichtigung von Lemma 4
nach Lemma 5 natiirliche Zahlen p und ¢, so daB ¢(R,)?C {R,,,}. Mit
R R, C|R,| folgt ¢{R,}*C {R, ,}. Da R die Charakteristik 0 und einen
auflosbaren assoziierten Lie-Ring besitzt gilt (1).

Unmittelbar aus [5; Satz 3, S. 568, Satz 9, 8. 576 und Satz 15,
S. 584] folgt

LeMMA 6. Fiur Ringe R der Charakteristik 0 mit Einselement
folgt (2) aus (1) fir 2<i<4:

(1) In R gilt ein nicht in F, giiltiges Gesetz g(x) = 0 der Di-
mension m.

(2) Es gibt eine natiirliche Zahl n mit n<m, so dal in R ein
nicht in F, giiltiges Gesetz f(x) = Y n,f;(x) = 0 gilt, wobei alle For-
men f;(x) normierte Kommutatorprodukte in n» Unbestimmten und
n; ganze Zahlen sind.
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Satz 7. Fir Ringe R der Charakteristik 0 mit Einselement ist
gleichwertig:

(1) Fir alle r,se R ist (1, r,s) F,-Ring.

(2) R ist kommutativ.

(3) Fiir alle r,se R ist (1, r,s) Z,-Ring.
BEWEIS. Aus (1) folgt (2): Da in F, die Gesetze

(a) Xy o®y) (@5 0,) =0  und (2, 0@,) o3 =10

gelten, ist bei Anwendung von Lemma 6 auf ¢ = 2 notwendig n = 2.
Da x, ox, das einzige normierte Kommutatorprodukt in zwei Unbe-
stimmten ist, ist {1,r,s) fir alle r, se R und damit B kommutativ.

Aus (2) folgt (3), da Z, nicht kommutativ ist.

Aus (3) folgt (1), da in Z, die Gesetze (a) gelten.

Aus Satz 7 folgt unmittelbar

KoOROLLAR 1. Fiir Ringe R der Charakteristik 0 mit Einselement
ist gleichwertig:

(1) R ist F,-Ring.
(2) R ist kommutativ.
(3) R ist Z,-Ring.
Insbesondere besitzen F, und Z, den gleichen Typus.

SAtz 8. Fiir Ringe R der Charakteristik 0 mit Einselement ist
gleichwertig:

(1) Es gibt eine natiirliche Zahl d, so da8 fiir alle r,se R in
{1,r,s) ein nicht in F, giiltiges Gesetz g¢,,(r) = 0 der Dimension d,,
mit d,,<d gilt.

(2) R erfiillt die beschrinkte Engelbedingung.

(3) Es gibt eine natiirliche Zahl d, so daB fiir alle r,s€R in
{1, r,s> ein nicht in Z, giiltiges Gesetz ¢,,(r) =0 der Dimension d,,
mit d,,<d gilt.
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BewEgls. Aus (1) folgt (2): Nach Lemma 6 gilt fir r,se R in
S8:= (1, r,8) ein nicht in I, giiltiges Gesetz

(a) f@) = 2 nifi(x) + 2 mig.(@) =0,

wobei f,(x) normierte Kommutatorprodukte in » Unbestimmten mit
n<d sind, welche wenigstens zwei aufbauende (hohere) Kommutator-
faktoren [5; S. 583] besitzen, g,(r) normierte (héhere) Kommutatoren
in n Unbestimmten und », und m, ganze Zahlen sind. Mit Hilfe von

() ((((ac1 0, ) o, ) ... ox,k) oxiw) e o, =
((((;c1 0x,)od,,) ... ox,k“) °9Cik) oot +

(C) ((($1 qu) Oxla) ves O (w,k oxtk“)) e 0,

werde die Darstellung (a) folgendermafien abgedndert:

Die Formen g, sind paarweise verschiedene normierte (hohere)
Kommutatoren der Gestalt (b) mit ¢, <i,<...<4%,. Die Formen f, (x)
sind normierte Kommutatorprodukte mit wenigstens zwei (hoheren)
Kommutatorfaktoren oder Formen der Gestalt (¢), wobei k> 2.

Da in F, alle Gesetze f;(x) = 0 gelten, gibt es wenigstens eine von
Null verschiedene ganze Zahl m;. Fiir die Form g, der Gestalt (b)
kann 0.B.d.A. i,=2 angenommen werden. Da durch die Substitu-
tionen

x,—>x, fir 12 und x,— 1, 0y

das in S giltige Gesetz f(r) = 0 in ein wiederum in S giiltiges Gesetz
itbergeht und alle Formen in der abgeidnderten Darstellung
(@) von f(x) bis auf

g, = ((gc1 o () 0 @) oxl) ol = (((ac2 o)) o @) < xl) e 0y

zu Nullformen werden, gilt in S das Gesetz g;(x) = 0.
Die Durchfithrung dieser Uberlegungen fiir alle r, s R erbringt,
dal R die d-te Engelbedingung erfiillt.
Aus (2) folgt (3): Wegen (0 1) 0(0 0):-: (0 1) erfilllt Z, die be-
' 00/ 101 00 :
schrinkte Engelbedingung nicht.
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Aus (3) folgt (1), da in Z; das Gesetz (x, o 2,)(%; o) = 0 gilt.
Man folgert sofort aus Satz 8

KOROLLAR 2. Fiir Ringe R der Charakteristik 0 mit Einselement
ist gleichwertig:
(1) R ist F,-Ring.
(2) R erfiillt die beschriankte Engelbedingung.
(3) R ist Z;-Ring.

Insbesondere besitzen F; und Z, den gleichen Typus.
Mit [2; Theorem 1, p. 9] folgt aus Satz 8 und Korollar 2

SATz 9. Fir Ringe R der Charakteristik 0 mit Einselement und
auflosbaren assoziierten Lie-Ringen ist gleichwertig:

(1) R ist Z,-Ring.

(2) R besitzt einen nilpotenten assoziierten Lie-Ring.

(3) Es gibt eine natiirliche Zahl n, so daf} fiir alle r,se R in
{1,r,s) ein nicht in Z, giltiges Gesetz ¢,, () = 0 Der Dimension
n,, mit ., -n gilt.

LEMMA 7. Fiir eigentlich 2n-fach lineare Formen g(z) ist gleich-
wertig:

(1) g(@) ¢ Fy.

(2) g(@) = m T (®4_y o ®5;) modulo T mit m 0.

3) 9() ¢ Z,.

Insbesondere besitzen F, und Z, den gleichen Typus.
Hierbei sei T das eindeutig bestimmte kleinste Ideal des Formen-
ringes F, welches die folgenden beiden Eigenschaften besitzt:

(ml omz)omaeT.

Gehort die Form g(z,, ®,, ..., ;) zu 7, so gehort auch die Form
h(x) = g(fy(2), fa(2), ..., f(®)) zu T, die aus g(x) durch die formalen
Substitutionen ; — f;(x) fir 1<i<! mit beliebigen Formen f,(z) aus
F erhalten wird.
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BewEls. Es gilt
g(@) = 2 n,g.() + 2 m,f,(x),

wobei g,(x) normierte Kommutatorprodukte in 2» Unbestimmten sind,
welche nur Kommutatorfaktoren der Linge 2 besitzen, f,(x) normierte
Kommutatorprodukte in 2n Unbestimmten sind, welche wenigstens
einen Kommutatorfaktor der Lange 3 besitzen und n, und m, ganze
Zahlen sind. Es folgt unmittelbar

g(x) = > n,g,(r) modulo 7.

Wegen
(5 0 k) (&L, 0 k,) == — (X, 0 B )Xy 0 L) + (&5 08,) o (T 0 2,) +

+ (2 ompi,) o, — (@5 0@) o) ry—ap((@; 0 2,) o)
und

(®; 0 @y) = — (@) o 1))

konnen in jedem g,(x) zwei beliebige formal benachbarte Unbestimmte
bei gleichzeitigem Wechsel des Vorzeichens von n, modulo T’ vertauscht
werden. Hierdurch wird insgesamt (2) erreicht, wobei m =0 wegen
rcr,.

Aus (2) folgt (3): Nach [7; 8. 137] gilt g(x) nicht in Z,, da der Typus
von Z, das Ideal T umfalt.

Da in Z, das Gesetz (z,oa,) ox, =0 gilt, folgt unmittelbar (1)
aus (3).

LemMA 8. Fiir jeden Ring R mit R = 0 gilt {R}>= 0.
BEWEIS. Seien a, b, ¢, e, f, g, he R. Indem man in
(@ob)(cod) = (aobe)od—(bod)(@oc)— ((xob)od)ec—b((aocc)od)
fir b bzw. d die Kommutatoren e of bzw. g oh einsetzt folgt
(ao(eof))(co(goh))=0.

SATz 10. Fiir Ringe R der Charakteristik 0 mit Einselement ist
gleichwertig:

(1) Das Kommutatorideal R’ von R ist nilpotent.
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(2) Es gibt eine natiirliche Zahl %, so daBl *R =0 und R ist
Z,-Ring.

Bewers. (2) folgt unmittelbar aus (1). Aus (2) folgt (1): Alle
folgenden Uberlegungen gelten fiir 0 <i<k—2: Nach Lemma 8 ist
(;(R))*C {**R}. Nach [6; Lemma 7.(3),S. 404]ist R o, (*R)C|,(*R)| und
deshalb weiter

(a) {(R)}PC TR}

Nach Lemma 6 gilt in R ein eigentlich mehrfach lineares nicht
in F, giiltiges Gesetz g(x) = 0, welches Linearkombination von nor-
mierten Kommutatorprodukten ist. Da fiir eine ungerade Anzahl von
Unbestimmten jede Linearkombination von Kommutatorprodukten
Gesetz in F, ist, mull die Anzahl 2n der Unbestimmten von g(x) gerade
sein. Nach Lemma 7 gilt

9(@) = m [T @ss o)+ f mit fe T und m 0.

i=1

Also gilt fiir jeden Unterring S von R m(8')"C8". Speziell gilt
m(*R)"C {,(‘R)}, also wegen R o (“*'R)C ['+'R|
(b) m{(*HR)}" C L(‘R)} .
Aus (a) und (b) folgt
mz{(i+lR)}2n c {i+::R} .

Da R die Charakteristik 0 besitzt und *R = 0 gilt, ist R’ nilpotent.

SArz. 11. Fir Ringe R der Charakteristik 0 mit Einselement ist
gleichwertig:

(1) R ist Ring endlicher Klasse.
(2) R besitzt einen auflésbaren assoziierten Lie-Ring und R ist

Z,- und Z,-Ring.

BEWEIS. (@) Nach [3; Theorem 6.5, S. 353 und Theorem 5.6, S. 350]
ist B Ring endlicher Klasse genau dann, wenn R’ nilpotent ist und R
einen nilpotenten assoziierten Lie-Ring besitzt.



Uber Ringe mit auflosbaren assoziierten Lie-Ringen 141

Nach den Sitzen 9 und 10 folgt mit (a) aus (1) unmittelbar (2).

Aus (2) folgt (1): Nach Satz 9 besitzt R einen nilpotenten assoziierten
Lie-Ring. Nach [4; Theorem 1, S. 595] ist R" nilpotent. Also gibt
es eine natiirliche Zahl k, so dall *R = 0. Nach Satz 10 ist R’ nil-
potent. Insgesamt folgt wegen (a) die Behauptung.

BEISPIEL 2. Wir bezeichnen mit §(,, 4., ..., ¢,) das Vorzeichen der

1,2, ..., n
Permutation ( ’ . |]. Gilt in einem Ring R ein n-fach lineares
Tyy Tayorey B

Gesetz
n!
>Sne,w, ox, =0
i=1
nl
mit > n,f(i,, 4y, ..., 1,) %0, so ist R ein Z,-Ring, wie man unmittelbar
i=1
nachpriift.

Da nach [1; Lemma 2.35, p. 117] jede Algebra der Dimension
n — 1 iiber einem Koérper I' der Charakteristik 0 der Standardidentitiat

(@) D By, day veey )0, 2, o
geniigt, ist jede dieser Algebren Z,-Ring. Hierbei wird in (a) iiber
alle Permutationen von (1.2,..., n) summiert.
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