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ANALISI NUMERICA
DI ALCUNI PROBLEMI AI LIMITI
PER IL’OPERATORE DI LAPLACE ITERATO

Memoria *) di VALERIANO COMINCIOLI (Pavia) **)

Introduzione.

E noto che molte questioni di teoria dell’elasticitd (cfr. ad
es. Timoshenko-Goodier [1]) conducono a problemi ai limiti per
I’equazione:

(B) A*w +ku=1f, k >0; A= AAu, A = Laplaciano.

Taluni di tali problemi sono gia da molto tempo stati oggetto
di studio dal punto di vista sia teorico che numerico (cfr. ad es.
Collatz [1]; Fichera [1]; Forsythe-Wasow [1]; Kantorovich-
Krylov [1]; Lions [1]; Magenes-Stampacchia [1] ecc.). Tale &
il caso ad es. del cosiddetto « problema di Dirichlet » consistente
nel cercare la soluzione # di (E) in un certo insieme 2 quando
sulla frontiera di 2 la % e la sua derivata normale assumono
valori fissati.

Scopo di questo lavoro, che ¢ uno sviluppo della mia Tesi
di Laurea discussa all’Universita di Pavia col prof. E. Magenes,
¢ di studiare numericamente con wun metodo di differenze finite,

*) Pervenuta in redazione il 7 gennaio 1965.
Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Universitd, Pavia.
**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita svolta nel gruppo n. 12
del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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alecuni di questi problemi — che mi risulta siano stati esplicita-
mente trattati solo parzialmente (cfr. Lions [3]) da questo punto
di vista — partendo dalla loro formulazione variazionale nella
forma datale da J. L. Lions in [2]. Lo strumento utilizzato per
Papprossimazione, come si & gia detto, ¢ quello delle differenze
finite ), rivisto tuttavia alla luce del metodo variazionale e per
esso mi sono ispirato a O. A. Ladizenskaja [1], [2] e in modo
particolare a J. L. Lions [1] e J. Céa [1], [2]. Con tale metodo
¢ stato possibile qui ottenere per la soluzione approssimata e
per altre funzioni, ottenute applicando ad essa operatori alle
differenze finite, una convergenza in media d’ordine 2, come meglio
si vedra nel seguito.

B parso non inutile considerare, oltre ai suddetti problemi
ai limiti, ancora il « problema di Dirichlet » per cui i problemi
qui trattati risultano i seguenti che seriviamo in forma classica
senza per ora precisare ?) le ipotesi sulle funzioni e sull’in-
sieme 0:

du

10 A+ ku =fin Q k > 0; u:ﬁ:()suf
. . QU .
(I" = frontiera di 0Q); v derivata normale esterna);
) . A
20 A2u+ku:f1nQ,k>O;Au:DTn2:OSuI’;

30 Ay 4 ku=fin Q k>0; u= Au =0 su [}
QU

40 Ay ku = fin Q, &k > 0; w= =0 su I,
on
dAu
Au:—b—n‘:() su I, ITul, =1.

1) Per tale metodo si veda, anche per la vasta bibliografia ivi ri-
portata, Forsythe-Wasow [1].

%) Osserviamo comunque che nel seguito per ogni problema si &
avuta particolare cura di imporre ipotesi meno restrittive possibile e
¢id non soltanto sulla f che verrd supposta solo di quadrato sommabile,
ma anche sull’insieme Q.
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Nella loro formulazione variazionale si e seguita l'imposta-
zione, che assume per l’operatore A?x come operatori « elementa-
ri» u, Au anziché u e le derivate prime e seconde. E questa in
ogni caso un’impostazione pilt generale e d’altra parte si & resa
qui necessaria perché, mentre i problemi 1° e 3° si potrebbero
trattare in ambedue le impostazioni, il 2° e il 40 si riescono a
studiare solo in tale impostazione (cfr. Lions [2] pp. 77, 79;
Magenes-Stampacchia [1] pp. 276, 288, 349).

I problemi suddetti vengono tradotti dunque in un’equa-
zione funzionale del tipo:

(1) fAuAvdw + kfm;dw = ffvdw YoeV ;
Q Q Q

dove V & una opportuna classe di «test functions» e risolti ri-
spetto ad » nello spazio delle funzioni » di quadrato sommabile
in Q insieme a Aw; la soluzione # viene poi numericamente
approssimata, secondo certe opportune convergenze in media,
dalle funzioni costanti a tratti soluzioni dei sistemi alle diffe-
renze finite approssimanti la (1).

11 lavoro si compone di due parti. Nella prima, dopo alcuni
richiami relativi ad alcuni spazi di Hilbert, si riportano le formu-
lazioni dei problemi; nella seconda poi si passa allo studio della
loro approssimazione. In Appendice infine sono riportati i ri-
sultati ottenuti applicando il metodo esposto a un problema
del tipo 3°03).

§ 1. - PROBLEMI CONTINUI

1. Generalita.

Si indica con £ un insieme aperto e limitato dello spazio
euclideo reale R™ a m dimensioni e si chiama con I" e £ rispet-
tivamente la sua frontiera e la sua chiusura.

3) T relativi calcoli sono stati eseguiti presso il « Centro Calcoli
Numerici » dell’Universitd di Pavia.
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Con D(L) si indica lo spazio delle funzioni ¢) indefinitamente
differenziabili in Q2 e a supporto compatto in 2 e con C*R2),k
intero > 0 [CH*(2), 0 < A < 1] lo spazio delle funzioni k-volte
continuamente differenziabili in 2 [e con derivate Ek-esime
A-hélderiane].

Supposto poi £ di classe C*%), k intero > 0, si indica con
C¥I") 1o spazio delle funzioni definite su I" e ivi continue con le
derivate d’ordine <k, da intendersi queste fatte rispetto ai
parametri locali, nel senso preciso indicato da Miranda [1].
Con IL2(£) si indica, come di consueto, lo spazio (di Hilbert)
delle (clagsi di) funzioni di quadrato sommabile in 2 munito
del prodotto scalare:

T = (L1 Tyy erey L)

(1.1) () V)zxgy = fu(x)v(w)dw dr = dz, dw, ... dx,,
o)

Ci é poi utile introdurre il seguente spazio:

DEF. 1.1 — DY%(£2) ¢ lo spazio delle (classi di) funzioni u € L* (L)
tali che Aue L(Q)®).

Lo spazio D%(£2) & uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto
scalare definito da:

(1.2) (u, v)D"A(Q) = fuvda; + fAuAvdx.
2 9

4) Tutte le funzioni numeriche considerate in questo lavoro sono
supposte, per comodita di esposizione e trattandosi di questioni nume-
riche, a valori reali.

5) Con cio intendiamo dire (cfr. Miranda [1]) che ad ogni punto
x di I' si pud associare un’ipersfera I'(x) di centro x, in modo che la
parte di I" contenuta in I'(x) sia rappresentabile, rispetto ad un sistema
di assi &, &, ..., &, con l'origine in x, nella forma:

(1) bm = 1/"(51! eeey Em—l)

con y funzione definita in un opportuno intorno D(x) dell’origine, di
classe C*(D(x)) e nulla con le derivate prime nell’origine. Per un tale
dominio esiste 'iperpiano tangente a I" in ogni punto x di I'; suppor-
remo la rappresentazione (I) tale che l’asse &, sia la normale esterna,
cioé che i punti di 2n I'(x) si ottengano per &, < 0.

) Qui e nel seguito la derivazione va intesa nel senso delle distri-
buzioni su £.

13
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Saranno utili gli spazi hilbertiani H*(£2) (s intero >0) e
H*'*¥') (s intero qualunque); per maggiori particolari a ri-
guardo di tali spazi si rinvia per es. a Lions-Magenes [1], [2];
ci si limita qui a ricordarne la definizione. Per s intero > 0, H*(Q)
& lo spazio delle (classi di) funzioni e L*(R), tali che Dru 7)
€ I*Q) per |r | <s, munito del prodotto scalare:

(1.3) (uy V)E3y= > | DuDrvde.
|

r<s
Q2

Se Q & di classe C+, H5[') (s intero > 0) & lo spazio delle
(classi di) funzioni su I' che sono ivi di quadrato sommabile
ingieme alle loro derivate rispetto ai parametri locali d’ordine
<s.H¥I') & lo spazio delle we Ho(I") tali che esista finito
Pintegrale:

| w(z) — u(y) |2 do: elemento
f |e —y | do.day superficiale di I
rr

Per s intero >0 si ha allora che H**¥(I") & lo spazio delle w € H5(I")
e tali che le derivate di ordine s stanno in H*(I"). Ed infine
H**¥I') per s intero << 0 si definisce come il duale (forte) dello
spazio H=*~¥I).

Ricordiamo poi la seguente:

DEF. 1.2. — H}(82) (s intero > 0) é Vaderenza di D(LQ) in H(Q).

B nota allora (cfr. Lions [2]) la seguente proposizione:

Prop. 1.1. — Laderenza di D(L2) in DY(L2) é HY Q).

Ricordiamo infine i seguenti due teoremi di tracce che danno
significato alla traccia di % e della sua derivata normale su I’
anche se % ¢ funzione degli spazi H*(2) (s = 1,2) e DY(£).

TEOREMA 1.1 - Supposto Q di classe Cs (s = 1, 2,) per u € C*(Q)

iy i

, . dlu .
poniamo yu = py j=20,..,8—1), con Py derivata nmormale

Dirly
Xt dxhm
interi > 0e 7| =7 + ... + 7p; 88 ¥ = (0, ..., 0), D'u = u.

) D'u = dove 7 = (ry, ..., 7,) & una m-pla di numeri
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su I' @ordine j, n indicando il vettore unitario normale a I' e di-

retto verso lesterno.
1

p— 8—
L’applicazione u—yu = {y, ... yo—yu} di C(Q)—T] c*-i(I")
7=0

8i prolunga per continuitd in una applicazione lineare continua

s—1
ancora denotata con w—yu di H*(Q) sul] H*~~¥T"); inolire:
=0

2

(t) L’applicazione w— yu & suriettiva.
(#) Il mucleo di y (cioé Vinsieme delle we H¥(L2) tali che
yu = 0) ¢ H(£2).

Per la dimostrazione si veda ad es. Prodi [1].

TEOREMA 1.2 - Supposto Q2 di classe C?, lo spazio C}Q) ¢
denso in DY(RQ). Lapplicazione u— {yu, yu} & €* (2)—
— CY(I"yxCYI") st prolunga per continuitd in una applicazione
lineare continua di D%Y(Q) in H-¥I')x H-¥I'). Lapplicazione
prolungata é ancora denotata con u— {y,u, y,u}.

Per la dimostrazione si veda Lions-Magenes [1] 8).

2. Formulazioni variazionali dei problemi:

19) Ay + ku=fin Ok > 0; u=%—$=0su]’.

20) A2u+ku=finQ,k>0;Au=%l=OsuI’.

30) ANy +ku=fin Q,k>0; wu= Au =0sul.

L’insieme 2 in questo numero verrd supposto aperto e li-
mitato qualunque per il problema 1°, di classe C? per i rimanenti
problemi.

Tutti e tre i problemi indicati, come pure il problema che

8) Ivi tuttavia il teorema & dimostrato in condizioni piu restrittive
su £, ma si pud agevolmente vedere che l'estensione del tipo qui fatta
& possibile con gli stessi ragionamenti.
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sard oggetto del successivo numero, nella teoria variazionale ?),
come & noto, si lasciano inquadrare in una visione unitaria.

Indichiamo con V(£2) un sottospazio chiuso di DY(L2) con-
tenente Hi(Q):

HY(2)< V(2)=DY(Q) .

Munito V() della struttura hilbertiana indotta da DY(£),
introduciamo la seguente forma bilineare e continua su V() x
V(Q):

(2.1) a(u, v) = fAuAvdw + kfm)d:v k> 0.
o Q2

Facciamo ora 1’ipotesi:

(2.2) a(v, v) > Vo e V(Q).

@10t g,

Vale allora (cfr. Lions [2]) il seguente:
TEOREMA 2.1 - Nell’ipotesi (2.2) per ogni funzione fe L*(R)
esiste ed é unica la funzione u € V() che verifica:

(2.3) a(u, v) = ff'vdx Yve V(Q).
Q

Interpretiamo il risultato ottenuto con il teor. 2.1.
Assumiamo in (2.3) v = ¢ € D(2); si ha:

(2.4) f(AuA(p + kup)dx = ff(pdm
Q Q
cioe, essendo ¢ qualsiasi in D(£2):

(2.5) Ay + ku = f

?) Come gia avvertito nell’introduzione per tale teoria si segue qui
la forma datale da J.L. Lions in [2]; a questo lavoro e a Magenes-
Stampacchia [1] si rinvia in ogni caso per una piu dettagliata tratta-
zione dei problemi qui indicati.
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ove naturalmente A2y & calcolata nel senso delle distribuzioni
su 0.

Supponiamo ora V() = H3(£2). In questo caso la (2.2) &
senz’altro valida; per k > 0 infatti essa e del tutto evidente
e per k = 0 essa & conseguenza del fatto che in H}(Q) vale la
ben nota maggiorazione:

(2.6) | w ||Zay < e || Au jig, c>0.

Pertanto vale il teorema {2.1) ¢, osservato allora che le con-
dizioni al contorno per la soluzione u dell’equazione funzionale
(2.3) si possono, come & noto, ritenere soddisfatte in senso ge-
neralizzato per il fatto che la u € H}(Q), si ha che tale equazione
risolve in senso «debole» il problema 1°. Si osservera come
formulato cosi il « problema di Dirichlet » per I'operatore A?
mantiene un senso preciso, le condizioni ai limiti essendo intese
nel senso generalizzato sopra detto, anche quando £ & un aperto
qualunque.

Osserviamo ora che dalla (2.5), poiché u e f sono € L2(LQ),
si ricava A2u e L*(2) e quindi Au e DY(£2). Supposto allora Q
di clagse C? in virti del teorema di traccia 1.2 ha senso definire
yoDue H ¥I') e y,Aue H-YI'). Data ora una qualsiasi fun-
zione v € H2(2) n V(£2), moltiplichiamo ambo i membri di (2.5)
per v ed integriamo su 2; si ha:

f ANyodr + kjm)dx = ffvdw,
Q2 Q

Q
cioé per la (2.3)

(2.7) fAzuvdw = jAuAvdx.
Q @

Tenendo conto della seguente formula di Green generalizzata
(cfr. Lions Magenes [1]):

(2.8) fNuvdw = <Y1 AU pv > — <yl 10 > +
Q

-+ J-AuAvdw,
2
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dove, tenuti presenti i teor. 1.1 e 1.2, il primo < > indica la
duality tra H-¥I') e HYI') e il secondo la dualitd tra H~¥I)
e HYI"), dalla (2.7) si ottiene:

(2.9) < DUy p0 > — < p,Au,p0 > =0,

Assumiamo ora V(Q) = D4%(L2). In questo caso la (2.2) & valida
solo per k > 0 e pertanto anche il teorema (2.1) vale soltanto
in tale ipotesi. Presa allora una funzione ¢ € H¥(I") si pud tro-
vare (teor. 1.1) una funzione v € H?({2) tale che: y,v = ¢; y,v = 0.
Per tale funzione v la (2.9) diviene:

(2.10) <y lAu,p>=0.

Perché cio ¢ possibile per ogni ¢ e HYI'), si ha: y,Au = 0.
Ragionando in modo analogo si trova l’altra condizione al con-
torno: y,Au = 0. In questo caso pertanto l’equazione funzio-
nale (2.3) risolve il problema 29, che viene classificato come « pro-
blema di Neumann » relativo all’operatore A2 o meglio rela-
tivo alla decomposizione: A%u = A Awu.

Assumiamo infine V(Q) = {v |v € DY(Q) y,v = 0}1). La (2.2)
vale allora sia per ¥ > 0 che per ¥ = 0 perché anche in questo
caso vale la ben nota maggiorazione (2.6). La (2.9) si riduce alla:

< volAu,yv > =0,

valida per ogni ve V(0)n H2(Q).

Con un ragionamento del tipo di quello svolto poco fa si ot-
tiene allora: y,Au = 0 e pertanto la (2.3) in questo caso traduce
il problema 3e.

10) Nelle ipotesi fatte su 2 si ha: V(2) = H}(2)n H3(R2), per noti
risultati sulla regolarizzazione delle soluzioni del problema di Diri-
chlet per Awu (cfr. Magenes-Stampacchia [1]).
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3. Un problema misto del tipo di Dirichlet-Neumann..

B noto che vengono chiamati problemi misti i problemi
che consistono nel cercare la soluzione in £ di una equazione
differenziale quando siano assegnate su porzioni diverse di I’
condizioni ai limiti diverse. Tra i numerosi problemi di tipo misto
che si possono studiare in relazione all’operatore A? + k, ci si
limita qui a considerare il seguente, la cui formulazione si puo
far rientrare nello schema del N. precedente.

Siano I e I', due porzioni di I" di misura positiva e disgiunte.
Supponiamo inoltre che I e I'; siano aperti, di frontiera relati-
vamente a I' di misura (m — 1)-dimensionale nulla e tali che
nr,=r.

Supposto 2 di classe C2?, definiamo come spazio V(L)
la chiusura in DY(£2) delle u € C3(£2) con Yo =yt =0 su I,

Introdotta allora la forma a(u, v), con k > 0, per risultati gia
acquisiti, si ha che la soluzione dell’equazione funzionale (2.3)
verifica in 2 1’equazione:

Ay + ku = f
e per ogni ve H*(Q)n V(L) la condizione:
(3.1) < 1Dy p 0 > — < pAu,pv > =0.

Sia ora @ una funzione € C*[") e a supporto compatto in I%;
& possibile allora trovare una v € C*(£2) tale che: Y0 = @; 10 = 0.
La v ovviamente appartiene a V(Q2)n H2(L2), per cui, con tale
scelta di », la (3.1) diventa: < y,Au,p > = 0. Poiché cid &
possibile per ogni ¢ € C*(I") a supporto compatto in I, si ha che
la distribuzione y, Aw & nulla su I5.

In modo analogo si dimostra che y,Au = 0 su I%.

In conclusione quindi la soluzione dell’equazione (2.3) in
questo caso verifica il seguente problema:

D+ ku =fin Q;
Vol = YU =0 su [} ;
YolAu =y, Au =0 su I5.
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§ 2. - APPROSSIMAZIONE DELLE SOLUZIONI

1. Alcune notazioni.

Nello spazio euclideo R™ si fissa un sistema di riferimento
cartesiano ortogonale. Introdotto il vettore h = (ky, hg, ..., hy)
ove h; sono numeri reali positivi e posto |k | = (b} + b} + ... +
4 k%)%, si indica con R, linsieme dei punti:

P = (pihy, pohsy ooy Prbm) con p; interi >0 o < 0.

Indicato poi con g una qualsiasi funzione definita su Rm,
si definiscono i seguenti operatori alle differenze finite:

a1 3o(e +3) ~o )

Agle) = 3 —i— @@ + h) + gl — h) —29@@)) ;W)

1=1
ove

9@ + ;) = 9@y ooy Xim1y Ty + CyT i1y eey Tm) -

Si indica ora con o,(P) il parallelepipedo semiaperto superior-
mente di centro P(e R,), di lati paralleli agli assi e di lunghezza

h
hyy hyy wuvy by, definito cioé dalle disuguaglianze: P — ?‘ <<

hi .
<P+?,z=1,2,...,m.

1) Gli operatori \v; e A, cosi introdotti « approssimano» D; e
rispettivamente A nel senso che, come & facile verificare, per ogni
funzione v una volta continuamente differenziabile (risp. due volte
continuamente differenziabile) si ha: v, — D (risp. Ayv — Av) uni-
formemente su ogni compatto, quando | k| — O.

m
Si notera inoltre che: A,g(x) =.21V iV g(@) .
i=
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Con A,(P) si indica poi il parallelepipedo definito dalle disu-
guaglianze: P — h, <, < P + h;, i =1,2, .., m.
Si definiscono allora i seguenti insiemi:
" hi " hi
on(P) = ox(P) U [ul o (P +49)|u [U o (P - 7)] ;
=

=1

8:(P) = on(P) U [g P + 11U [,Q on(P — h)] ;

w(P) = (P) U [go,.(P +rIU [,.Q (P — hy)] .

Si indica infine con wp(x) la funzione caratteristica dell’in-
sieme a,(P), cioé la funzione = 1 su ¢,(P) e = 0 in R™ — ¢,(P).
Sono allora di facile verifica le seguenti identita:

» (2) 5

1
(1.1) V avp(@) = 3 (w,_w(@) —w, n

i

m

(1.2) Auwp(x) = gl —;—% (Wp_p,(X) + Wpya,(®) — 2wp(x)).

2. Indirizzo generale.

Alle formulazioni variazionali continue del § 1 si associano
qui formulazioni variazionali « discrete ».

All’insieme (2 viene associato un certo insieme di punti
2,<R, e allo spazio V() lo spazio delle funzioni reali definite
su tutto R™ e costanti a tratti:

(2.1) Vi=Av|vn = 3 &Ewp(w), & = costanti reali} .
Pesy,

Alla forma a(u, v) (§ 1, N. 2) si associa un forma approssimata
an(us, vs), ottenuta sostituendo agli operatori differenziali i cor-
rispondenti operatori alle differenze finite.

Si considera allora il problema seguente:
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PROBLEMA 2.1 - Per fe L*£) trovare w, €V, che verifica:

(2.2) an(Uny v3) = ffvhdw
Q

per ogni v, € V,.

Il problema 2.1 si riduce sostanzialmente alla risoluzione di
un sistema di equazioni lineari algebriche. La (2.2) infatti e
verificata per tutte le v, di V, se lo é per le funzioni wy(x), se
cioé si ha:

(2.3) D Epan(wp(@). wy(@)) = ffwM(x)dw
PeQ,
2
per ogni M € Q,.

Considerate come incognite le &, (2.3) & allora un sistema
lineare di matrice A, = || an(wp, wy) | -

Piu avanti, dimostrata la risolubilitad del sistema (2.3) per
ogni singolo problema trattato, si daranno alcune proprieta di
tali sistemi in vista della loro risoluzione numerica.

Determinate le u, attraverso la risoluzione di (2.3), si sta-
biliscono poi teoremi di convergenza della u, alla soluzione u
del problema continuo corrispondente.

3. Due lemmi.

Prima di iniziare la trattazione particolareggiata dei problemi,
si riuniscono in questo numero le dimostrazioni di due lemmi
piu volte richiamati nel seguito.

Indicato con I, linsieme di punti: {M | M € R,, os(M) < 2},
si indica con G, lo spazio di funzioni: {g, | ga =MZI NuWu(®)}.

€lp

LEMMA 3.1 - Per g, z qualsiasi in Gy, é verificata Vuguaglionza:

m
(3.1) > | VgV ede = — |gluede .
<1
o

Dimostrazione.
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Verifichiamo la (3.1) innanzitutto in R!, cioe nel caso in cui
£ gia un insieme lineare. Osserviamo allora che, essendo 2 un
ingieme aperto qualunque, purché limitato, esso potrebbe anche
comporsi di un numero infinito di intervallini disgiunti; tuttavia,
per il modo con il quale e stato definito I,, é subito visto che
per entrambi i membri della (3.1) non recano contributo tutti
quegli intervallini che sono di ampiezza < 2h; basta infatti
osservare che in tali intervallini ogni g € G, é nulla insieme alla
V,g. Ne segue pertanto che la (3.1) & da verificare per un numero
finito di intervalli e quindi bastera verificarla nel caso di un solo
intervallo.

Supposto ]a, b[ tale intervallo, la (3.1) si riduce, sopprimendo
a V, lindice 1, alla:

b
(3.2) ]Vszdx = — ngVzdm.

a

Attraverso ovvi passaggi ed integrando per sosﬁtuzione e
ricordando la definizione di G, si ha:

,, bl oil bt
ngVzd:o = %{fg(t)z(t)dt — fg(t)z(t — h)dt — fg(t)z(t + h)dt +
@ a+—’2L- a+% a— %

h
b-3 b

b
+ f t)2 t)dt} =5 { f (x)2(x)dx fg (x)2(x — h)dx —

o a
2

b b b
— fg(w)z(x + h)dx + fg(w)z(m)dw} = — |g(®)V Vzdz
o a c.v.d.

Verificato che la (3.1) & valida in uno spazio ad una sola
dimensione, ¢ facile far vedere che essa & pure valida in uno
spazio a dimensione m qualsiasi. Infatti, chiamato con z; il

vettore (@, &,y ..., Zi-1, @ity ...y Tn) € con BT~ lo spazio ad m — 1
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dimensione dei vettori z;, chiamiamo con Sx‘.(!)) la sezione di
Q di piede 3, cioé lingieme dei punti di £ che si ottengono
al variare della coordinata z; quando si fissi z; e con IT.(Q)
la proiezione di 2 su R7~?, cioé l'insieme dei punti di R7~* de-
scritti da #; quando il punto = descrive (.

Per il teorema di Fubini si ha allora:

fV GV zdr = J‘dx‘ fV gV zdr; 1=1,2,..,m.
I1;(2) 8,;(2)

Ora, per quanto si & dimostrato nel caso unidimensionale, si ha:

IV gV zdr; = —fgv iV zdx;
8., (Q) 8, (2)
e quindi:
m m
Z v ¢gv ,'zdw = — z gv iv izd.’ﬂ
i=1 =1
Q 2

m
cioé la (3.1), quando si tenga presente che: A,z =Y V.,V 2.
i=1

LEMMA 3.2 - Per ogni g € G, vale la seguente maggiorazione:
(3.3) 9|20y < e Z | V9 2o

con ¢ costante > 0, indipendente da h e da g.

DIMOSTRAZIONE.

Incominciamo a dimostrare la (3.3) nel caso in cui £ & un
ingieme lineare. Anche qui, per 1’osservazione fatta al Lemma
precedente, bastera limitarci a prendere in considerazione il
caso in cui Q2 = Ja, b[, a dimostrare cioé la:

b b
(3.4) f grdx < ¢ f(vg)zdw .
a a
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Indicati con M,, M,, ..., M, i punti di I,, supposti ordinati
ad es. nel senso delle ascisse crescenti, poniamo M, = M, — h,
M,., = M, 4 h. Tenuto conto della definizione di I,, si ha
allora M, > a, M,,, < b. Poniamo poi:

8; =g9(M;) — g(M;,) j=1,2,..,7r+1.

h ( h
Poiché la ¢ & nulla in (a, M1—§) e in (M, —f—g,b), si ha:

. ' My
max g <308 =3 Bli= [ vgla
xE(a,b) j=1 j=1 h )
o
ed anche:
My '
max g | < (e — M) ([ (vori0)' <
xe(a,b) o
o

b
< (b — i f (vg)ﬁdw)%

e quindi in definitiva:

b

b
fgzdw < (b — a)zf(vg)zdx c..d.

a

Per dimostrare la (3.3) nel caso generale si pud procedere
a questo modo. Utilizzando le notazioni introdotte nel Lemma
precedente si ha ovviamente:

m
fg)?dw <> dx; f gz .
Q =1 I(2) Sy (2)

Ora, per quanto si é dimostrato nel caso unidimensionale,
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gdx; < d*f (v 49)%dx; d = diametro di Q.

S, T (2) S, 7 (%))

4. Problema:

10) A*u—l—ku:finQ,k<0;u=§—:=OsuI’.

L’insieme £ & un aperto limitato qualunque di Rm.
Seguendo la linea tracciata in N. 2 si introducono le seguenti
definizioni:

(4.1) Qy={M | MeR,, (M) Q};
(4.2) Vi= {'vh | Vp = z fxwu(w)} ’
MeD,
(4.3) an(Up, vy) = k f w0 dx -+ f Dyuy Ayvrde .
2 2

Osservato ora che linsieme £, cosi definito & ovviamente
contenuto nell’insieme I, definito in N. 3, si ha che per le fun-
zioni di V, sono senz’altro validi i due lemmi del N. 3.

Dal lemma 3.1 si ha allora in particolare, posto ¢ = z = u,€V,;:

m
(4.4) 2-21 | 7 e |Povay < || % || o | Daten || 23 -

Dal Lemma 3.2 posto g = u, si ha poi:

m
(4.5) [ [Pary < "iZl“ V it [Py -
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Dalle (4.4) e (4.5) si ricava:

(| [Py < € [ %n [l || Lnten |2y
cioe:
(4.6) | un ||z < €| Dnun||zsqy -

Si pud allora mettere in evidenza la seguente importante
proprieta della forma a,(us, v,): sia per k > 0 che per k = 0
esiste una costante o > 0 tale che:

(4.7) an(UnyUy) => 0 “ Un qu(g) Vure V.

Proseguendo la trattazione consideriamo il problema:
PROBLEMA 4.1 - Per fe L*(£) determinare w, in V), tale che:

(4.8) an(Upy V) = ffv,,dm per ogni v, € V, ;
Q

e ricordiamo che esso si riduce alla risoluzione del sistema lineare:

Pen,

(4.9) S Eray(we(@), wu(a) = f foo (@) VM e D,
0

TEOREMA 4.1 - Il sistema 4.9 ammette una ed una sola soluzione.

DIMOSTRAZIONE.

Consideriamo il sistema omogeneo associato a (4.9) cioe sup-
poniamo ad es. f = 0. Per la (4.8) si ha allora in particolare:
an(un, ;) = 0. Dalla (4.7) si ricava percid: | us [z = 0 cioé
&y = 0 per ogni M € Q,. 11 sistema omogeneo associato quindi
ammette I'unica soluzione nulla e pertanto il teorema consegue
per noti risultati sui sistemi lineari.

Prima di procedere oltre facciamo un’osservazione che si ricol-
lega a quanto si e detto nell’introduzione e che, come si vedra,
sara di utilita per il teorema di convergenza.
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OSSERVAZIONE 4.1.

In luogo della forma a,(u,, v,) dianzi introdotta, consideriamo
la seguente:

m
(4.10) an(tny 02) = | ( Zi’? ViV iUV iV i +
ij=

m
+i ZIMV Vi U VY 0) A+ K fuh”ndaf
J=

Q2

con n e u costanti fissate, n >0, u >0, n + u =1.
La aj(us, w,) & «la forma alle differenze finite » associata
alla forma:

L U m Ru v
* - dz + k d
a*(u, 0) f(é " 3w dx, bwbw; %Z= ? ) + fuvw’
Q

Q

continua e bilineare su qualsiasi sottospazio chiuso di H2(02),
munito della struttura hilbertiana indotta da quest’ultimo.

Ora nell’introduzione si & gia avvertito circa l’esistenza in
teoria variazionale di due schemi risolutivi a secondo che per
A2y gi assumono come operatori elementari u, Awu oppure
e le derivate prime e seconde. Ebbene si ha (cfr. Lions [2] pag.
75; Magenes-Stampacchia [1] pag. 272) che la a*(u, v) rientra
nello schema risolutivo corrispondente al secondo modo di pensare
A2y, cioé alla sua decomposizione seguente:

m bz 32 m DZ b2

Dy = — U
i,j=1 0% 0%; " AT X +@ 721 Qa2 Ry bm,

Ma ancora nell’introduzione si & detto che per il problema di
Dirichlet i due schemi sono equivalenti, cioé la funzione u € H?(L2)
goluzione dell’equazione:

a(u, v) = fffvdx Vve HY(Q) .
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coincide con la soluzione della:

a*(u, v) = ffvdx Vove Hy Q).
2

Ci si puo chiedere allora se un risultato analogo vale anche per il
problema di Dirichlet approssimato, se cioé la soluzione del
problema 4.1 coincide con la soluzione dell’analogo problema
ottenuto sostituendo alla (4.8) la:

(4.8)* Uy, V) = ffv,,dx Vo, eV,.
2

Ebbene si & verificato che la risposta a tale questione dipen-
de dalla scelta di £, e che nelle condizioni in cui ci siamo posti
essa € senz’altro affermativa. Nella verifica, che qui per brevita
e perché di carattere elementare si tralascia, si fa vedere che i
coefficienti del sistema (4.9) coincidono coi coefficienti dell’ana-
logo sistema:

(4.9)* > Epta(wp(), wy(x)) = ffw,,(w)dm VMeQ,.
Q2

Pecy,

Possiamo dimostrare il seguente teorema:
TEOREMA 4.2. - Quando |h | — 0, u,—u

Vi Up—> 7, (=12 ..,m)
U .. .
ViV i Uy —> Dxibwj (4,7 =1,2,..,m)

in L2(£2) fortemente, u essendo la soluzione del problema continuo.

DIMOSTRAZIONE.

Dalla (4.8) posto v, = u, e dalla (4.7) si ottiene
¥ 3
(4.12) o || up [[Frey < an(un, un) < (fﬁd:c) (fu?,dw) ,
Q2 Q

14%*
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3
da cui, posto (ffzdw) = ¢;:

2
o || un || 2 < e || |z
e quindi:
(4.13) | tn [y < €
e, poiche :
| Anun |72y < an(tn, up),
si ha pure:
(4.14) | Antty |2y < €

Tenuto conto della (4.4) si ha poi:

m
(4.15) .21 ” Vi Un “22(9) <ec.
<

Tenuto presente infine che in conseguenza dell’osservazione
4.1 il procedimento precedente si pud ripetere partendo dalla
(4.8)* anziche dalla (4.8), si ha pure:

(4.16) “ v "v,' Up, “2:(Q)< 9 'L', ] == 1, 2, ceey m.

In conclusione pertanto le u,, \7 4s, 7/ ; %, al variare di
h si mantengono in insiemi limitati di L*(£2). Per la compattezza
debole degli insiemi limitati in uno spazio di Hilbert, da ogni
successione {h(.}, tale che |h, |— 0 per n — oo, si pud allora

1

estrarre una sottosuccessione {k(,}, tale che:

lim Uyl = u* debolmente in L2(0);
n—»oo

(4.17) lim 7,  =o; debolmente in L0
n—>co

(E=1,2,..,m);

im .V 4,/ = o, debolmente in L*(L)
n—>ow

G,j=1,2,..,m).
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*
nel senso delle distribuzioni su £.

. . du
Dimostriamo che «; =

Sia ¢ una qualsiasi funzione di D(L2) e consideriamo l’inte-
grale:

f  uxpde che & uguale a:
hi[‘u,,(x—k%) 1f (m—ﬁ) pl(x)dr .
.Q., Y i

Operando allora per sostituzione su questi due ultimi integrali
e ricordando che ¢ & a supporto compatto in £, si ottiene per
| k| sufficientemente piccolo:

(4.18) jv UpPpdx = L Uy (@) (x — %—') dx —
z.Q
1 h;
Y fun(w)‘P (w + "2—) dz = — f“hvz(ﬁd@‘
1!2 2
Ora:
fu»vfwdx f“h (Vitp — b(p ) dx + fu,, 4 dx
Q2 ! Q2 ’
o . .~

e poiche v ,p— > uniformemente in £, si ha:

i

I

Ponendo allora h = hy,, per n— oo, si avra:

/ op
fu;,(,,)v pdx — f u* , dx .
2

Q

P

—0.
T ;

L)

\

Dalla (4.18) si ottiene pertanto:

fo:,tpdw = — fu* g% dz
Q 12

2

14 *



212 Valeriano Comincioli

e quindi, essendo la ¢ qualsiasi in D(L2), si & dimostrato Passerto.
du*
Qe

A questo punto della dimostrazione del teorema si & accer-
tato quindi che la u* ¢ una funzione di H2(£). Si vuol ora dimo-
strare che u* € H3(£2). Nel caso di un insieme £ sufficientemente
regolare, ad es. di classe C2?, cid ¢ pressoché immediato. Basta
infatti far vedere, cosa abbastanza semplice, che il prolunga-
mento a zero fuori di 2 di w* appartiene a H?(R™). Allora, es-
sendo tale funzione nulla fuori di £, per la regolarita dell’in-
sieme essa ha traccia nulla su I” e pertanto la sua restrizione a Q2
e cioé la u* appartiene a H3(£).

Se invece le ipotesi su £ si vogliono mantenere il meno re-
strittive possibile e quindi, come qui si ¢ fatto, supporre £
soltanto aperto e limitato, serve bene al nostro scopo un proce-
dimento escogitato e piu volte utilizzato nei suoi lavori da O.A.
Ladizenskaja (cfr. ad es. [1], [2]) e che sfrutta un noto teorema
degli spazi di Hilbert.

Per comodita del lettore richiamo qui brevemente il procedi-
mento applicandolo al nostro caso. Considerata la funzione wu,,
si costruisce una funzione u,, lineare in tutte le variabili z,, ..., 2,
e coincidente con w, nei punti del reticolo. Per ogni punto x dell’in-
sieme definito da: P <z, < P+h;,t =1,2,....m, PeR,, essa &
definita da:

In modo analogo si pud dimostrare che w;; =

m

(419) ulll(w) = V1V .. Vm“h(P) ]__]; (xs - pshs) -+

+ _Zlvlvz e V1V rt1 oo Vutln(P)

m
. 1_[1 (@ — Pshs) -+ oo + Un(P) .
o
La funzione u, ¢ continua in £ e le sue derivate prime sono
ivi ovviamente di quadrato sommabile e quindi wu, e HY(Q);
inoltre esiste una costante y > 0 tale che:

(4.20) H Un H?zl(m <y (H Un lli=<m+glllv i Un ”%Hm) .
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Ricordando allora le (4.13) e (4.15) si avra:

|| un |iney < B p costante > 0 .

Da ogni successione {h(y}, tale che |k |— 0 per n— oo,
si pud estrarre pertanto una sottosuccessione {h} tale che Ui
convergono debolmente in H(£2) ad una funzione, che per la
limitatezza delle u, in L2(Q2)si dimostra (cfr. O.A. Ladizenskaja [1])
essere la stessa a cui convergono le u, e cio¢ nel nostro caso alla u*.

Osserviamo ora che le u, sono nulle in ogni punto M € R,
che non sia tale che M e M 4 h, (¢ =1, 2, ..., m) appartengono
a £ e pertanto le Uyl risultano nulle in prossimita di 7" e sono
quindi € H}(0).

Ma allora, applicando il teorema a cui abbiamo accennato,
il quale afferma che, se y & il limite debole di una successione
{y.} in uno spazio di Hilbert, esso appartiene alla varietdy li-
neare chiusa generata dagli y,, si ricava che la u* necessaria-
mente ¢ una funzione di Hj(L2).

E facile poi verificare, tenendo presenti le (4.15) (4.16), la
definizione di £, e di conseguenza il comportamento su Q delle
W/ iUn, che tutto cid che si & detto per le funzioni u, si puod ripe-
tere, per ogni ¢ fissato, per le funzioni v7,wu,. Ne risulta:
du*

T ;
dimostra che u* € Hy(£2).
Dimostriamo ora che u* verifica 1’equazione:

e Hy(L2) (1 =1,2,..,m); cid unito al risultato precedente

Q2

(4.21) k fu*vdw + fAu*/_\.vdm = ffvdm Voe HiL) .
(e} Q

Sia @ una qualunque funzione di D(£2) e costruiamo la funzione:
on(@) = > @(M)wy(x). Poiché la ¢, appartiene a V,, si ha:
MeQ,

(4.22) kf up@rdr —+ fAhuhAh¢hdx = ff(p,,dac .
2 2

Q2
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Scriviamo le seguenti identita:

(4.23) fA,,u,,A,,qy,,dw = J‘Ahuh(Ahq),, — Ag)dx +

(4.24) fuhwhdm = |un(pr — @) + |updz ;
Q 02 02

(4.25) f onier — f Hpn — g)da + f fodo .
0 0 0

Ora, per la definizione di @,(x) e per una identitd messa in evi-
denza in N. 1, si ha:

mo1
(4.26) Dppn(@) = z ‘P(M)E e (W _n(x) +
Me, =1 74

+ Wy 4, (X) — 2wy(x)) .

Tenuto conto che la ¢(x) é a supporto compatto in 2, & ovvio
che, per |h | sufficientemente piccolo, i termini del tipo:

%E @(N 4+ h,)-wy(®) con N € R, n 2 ma ¢ £, sono identicamente

nulli e quindi una loro eventuale aggiunta al secondo membro
di (4.26) non modifica nulla; aggiungendo allora un opportuno
numero di tali termini e ordinando in modo diverso i termini
della sommatoria, questo pud scriversi cosi:

(4.27) Dapr(e) = 3 z hz (M + hy) +

Men i=

+ @(M — hy) — 2¢(M))wy(w) ,

dove £, & lingieme dei punti M € Q, e dei punti M + h,, i =
=12, ..,,m
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Tenuto presente allora che A,p — Ag uniformemente in Q
e che Ag é uniformemente continua in 0, dalla (4.27) si deduce
che A,pu(x) converge a Ag fortemente in L2(L).

Quindi:

1

<e¢ ( f(Ah(ph —_ A(p)dx)z—> 0;

Q

] fA,,uh(A,,tph — Ag)dx
Q

e in definitiva:

*
fAh“h('mAh‘Ph[n)dw — fAu Agpde .
2 Q
In modo analogo si avra:

! ’ *, .
f U Py @t = | wFpdy ;
Q Q

Y
Q

[ f(p;,(’n)dx—> f fedx .
Ponendo b = h,, e passando al limite per n-— oo in (4.22) si
ottiene:

fAu*Agvdw + k fu*quw = fﬁpdm
Q Q Q2

e poiché c¢id & possibile per ogni ¢ € D(2) e D(2) & denso in H(L2)
si & dimostrata la (4.21) e pertanto u* = w.

Per la unicita poi della soluzione del problema continuo e
dal fatto che da ogni successione {h(,} con | k¢, | — 0, se ne puod
estrarre una sottosuccessione {h,} tale che u;' converge debol-
mente a , si deduce che o gni successione u, converge debolmente
a uw per |h|—0.

Per completare la dimostrazione rimane da far vedere che
le funzioni w,, <7 u,, 7. 4, convergono fortemente in L2(£2).
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Per le u, e le vy ;7 ;u, si tiene conto di un procedimento di carat-
tere generale tratto da J. Céa [1].
Si scrive la seguente identitd (cfr. osserv. 4.1):

1,7=1

m 32 2
(4.28) f [.Z n (v 7 s — axi:x,.) T g — Au)z] dw -
Q

m 2

+kJ‘(uh_u)2dw:a;(uhyuh)—2[f(z nNv ¥V iUn T—— o +
2 Q

ij=1 AL 0 ;

+ uA,Lu,,Au) dx + kfu,,udw] + a*(u, u) .

Q2

Ora, per la convergenza debole sopra dimostrata, risulta:

m 32
lim ( Rva AuAu)d.v
|h1»0[!j1znvv hbwb R +

+ k fu,.udx ] = a*(u, u) .

0
Si tiene conto poi che:
ay(Un, Up) = ffu,,dx )
Q2
a¥(u, u)= ffudx ;
Q
lim |fu,de = ffudw ;
|h[—>Og 4
e quindi:
Hm ay(un, ua) = a*(u, u) .
[h]>0
Pagsando al limite in (4.28) si ottiene:
i u_it oy
im N7 5 U — =0 ;
lh|—>0 v vj " Dwib-’pi (L’(Q) ’
im || u — % ||y = 0 c.v.d.

|h]|>0
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Per dimostrare la convergenza forte di 7 u, (¢ = 1, 2, ..., m)
si pud procedere per es. a questo modo.
Per il Lemma 3.1 si ha:

m
(4.29) > f(v M )2dr = — f Un Dy, dic
=1
o P

Seriviamo 'ultimo integrale a questo modo:

fuhAhathdx == fu,,Audm -+ fuh(A,,u,, — Awu)dx
0 Q
e osserviamo che poiché:
Ijun( Dyuy, — Au)de | < (f(un)mfv)*( f( Ay, — Aw)idr)}
02 Q2 0

tenuto conto della (4.13) e del fatto che A,u, — Aw si ha senz’al-
tro:

Lm |u, Dpu,de = juAudm .
-0
Il n 0

Ora poiché u € Hy(L2) si ha:

m

quu(lx =—> j(Diu)‘szo.
i=1

o 2

Passando pertanto al limite in (4.29) si ha:

m m
lim f(viu,,)zdx = > | (Du)dx ev.d.
i=1

[h~0 =1

5. Problema:

20) Ay + ku = fin Q, k > 0; Au:-b%z() su I,
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L’insieme £ ¢ supposto di classe C2.
Si introducono le seguenti definizioni:

(5.1) Qu={M|MeR,,0,(M)N Q2 # 3} ;
(5.2) Vi = {'Uh |”h = z Exwn(2)} ;5
Mesy,
Wn(Upy Vy) = kf U dx -+ fA,,uhA,,fv,,dx k>0.
Q 0

PROBLEMA 5.1. - Per f e L* ), determinare u, in V, tale che:

(5.3) ap(Uny Vy) = ffv,,dw v, e V.

Q

TEOREMA 5.1. - Il problema 5.1 ammette una ed una sola solu-
zione.

DIMOSTRAZIONE.

Posto in (5.3) f =0 e v, = u, §i ricava:

kjuidm -+ J(Ahuh)zd:v =0;
Q2 o

cioé, poiché k > 0, :f urdr = 0, f(Ahu,,)zdw = 0 e quindi %, = 0,
Q

Az, = 0in Q. Come primo risultato si ricava allora che: & = 0
per ogni M tale che o,(M)N 2+ @ ; tenendo poi conto della
definizione di A,u, si ricava, per il modo con il quale si & defi-
nito 2,, £, = 0 anche per ogni altro M € Q,.

11 sistema omogeneo associato al sistema derivante da (5.3)
ammette percio I'unica soluzione nulla e quindi il sistema com-
pleto ammette una ed una sola soluzione.

Indicate ora con (u,)o, (ADpuz)e le restrizioni a £ rispetti-
vamente della u, e della A,u,, si ha:
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TEOREMA 5.2 - Quando |h |— 0, (us)o—>u, (D)o — Au
in L*(£2) fortemente, u essendo la soluzione del problema continuo.

DIMOSTRAZIONE.

Procedendo come nella dimostrazione del teor. 4.2, dalla
(5.3) si ottengono le limitazioni:

[ (un)a ||z < ¢
(5.4)

” (Ahuh)!) ”iz(g) <ec.

Da ogni successione {h(,}, tale che |k, |— 0 per n— oo,
si pud quindi estrarre una sottosuccessione {h,} tale che:
(uh:n))_@ — u*; (Ayup;))e — w*, debolmente in L3(2) per n — oo.

Con un procedimento gia indicato in teor. 4.2 si pud faecil-
mente dimostrare che w* = Awu* nel senso delle distribuzioni
su Q; basta in questo caso tener conto che, se ¢ e D(RQ), per
| h | sufficientemente piccolo si ha:

J.( Ah“h)nipdw = ]An(uh)f)(l?dw
Q Q

e quindi poi sull’integrale al secondo membro si procede come
nel luogo -citato.

A questo punto si ¢ dimostrato che w* e DY (£2).

Sia ora ¢ una qualunque funzione e C3(2). Per le ipotesi
fatte su (2 & possibile prolungare la ¢ in tutto R™ in modo che
il prolungamento @ sia una funzione di C?(R™) a supporto com-

patto. Costruita quindi la funzione: @, = > w,(«)P(M), chia-
MeR,
miamo (D,)q la restrizione di @, a Q e con (A,D,)q la restrizione

di A,D,. Ovviamente la (@,), pud anche pensarsi come restri-
zione a 2 della funzione @, = > D(M)wy(x) e cosi pure (A,Dy)qo
MeQy,

coincide, per il modo con il quale si & scelto £2,, con la restrizione
di AD,.
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Poiché @, appartiene ovviamente a V,, si ha:

kfu,,ég,,dw —l—fA,.u,,A,@,,dw = f fas,,dw
2 2

Q

o anche, per quanto si & precedentemente osservato:

(5.5) k fuh(dih)gda; + fA,,u,,(A,,(Dﬁ,;dx = J.f(tli,,)gdm.
Io} Q 2

Teniamo allora presente la seguente identita:

(5.6) f Dtin( L D)oda = f Dntn((DDr)e — Ag)dw +
Q2 Q
4+ f Dyt Agpda .
0

Ora per le (5.4) si ha:

3

| f Baun((BaPr)a — Bg(a)da | < of f (8si)a — Dyla)is ) <
o] 0

%
<o ( f (BaPile) — AD@)Pdo)
R™

e d’altra parte:

lim |(A:Du(x) — AD(x))*dr = 0.

|B]>0
Infatti:
mo 1
DD, = > D(M) > W (War-n,(®) + Warra (@) — 2wy(x)) =
MER, =1 ki

= 3 35 (OO + h) + O — h) — 200 wa(a)

MER,
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e quindi: A,D,(x) > AD(x), fortemente in L} (R™).
Dalla (5.6) allora ponendo kb = h, si ha:

J\A,‘uh('”)(Ah(D;.(’”))gdw — fAu*quda;.
Q Q
In modo analogo si verifica che:

J‘uh(’")(Qh(’“))gdw» w*pdr ;
2 Q2

,,f /@1, )ade —»Df fpda.

Passando allora al limite in (5.5), dopo aver posto h = hg,, si
ottiene:

(8.7) fAu*Aq)da: + kfu*tpdm = ff«pdw
2 Q 2

ed, essendo C*({2) denso in DY (L), si conclude che u* coincide
con la soluzione del problema continuo. E ovvio poi che anche
qui, per l'unicitd della soluzione, ogni successione u, converge
a u. La convergenza forte in L2(Q) di (u,)q e di (Asus)o infine
si dimostra col procedimento indicato alla fine della dimostra-
zione del teor. 4.2.

OSSERVAZIONE 5.1.

Il problema considerato in questo numero, come pure il
problema misto oggetto del successivo N. 7, sono gia stati trat-
tati, con un metodo, pur esso di differenze finite, ma diverso
da quello qui utilizzato, da J.L. Lions in [3]. Ivi tuttavia & stata
ottenuta per la successione di funzioni costanti a tratti appros-
simanti, unicamente una convergenza debole in L3(£2).

15
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6. Problema:
39) AW+ ku=fin Q, k>0; u=Au=0sul.

Introduciamo qui un’ipotesi pitt restrittiva su 2, supponiamo
ciod 0 di classe C**12), L’introduzione di tale ipotesi sard nel
seguito giustificata.

Si introducono le seguenti definizioni:

(6.1) Qv ={M | MeR,, ogs(M)c= 2} ;
(6.2) Vi={va|va = 2 Exwy®@)} ;
MeQ,
6.3 Q. = M) ;
(6.3) . MLEJQhG;.( )
(6.4) an(Upy V) = kfu,,fv,,da: 4 jA,,u,,A,,v,,dx.
'Qoh 'Qo'h

Osserviamo ora che lo spazio V, qui introdotto coincide con
lo spazio G, del n. 3 e pertanto sono validi i due Lemmi dimo-
strati in quel numero. Osserviamo pure che il Lemma 3.1 pud
essere scritto a questo modo:

m
(6.5) 2 jv JURNT (Vpde = — fu,.A,.v,,dw )
%
Q2

Qg),

Posto allora w, = v, si ha:

m
(6.6) i=21 | 7 |2y < ¢ |f un ||L'(aa,,> | Anen ||L'm,,,) >

e tenuto conto del Lemma 3.2 si ha:

[lun |22y = | %a ||L'm¢,,,) <l un “L’ma,,) | Anun ”L'(n.,,,) )

12) Con cid si intende dire riferendoci alla nota °) che la funzione y
in (I) & di classe C>*(D(x)).
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da cui:
(6.7) lun |2y < e Daun ”2'«).,,.) .

Sia per k > 0 che per k¥ = 0 esiste allora una costante a« > 0
tale che:

(6.8) ap(Uny Up) > @ ” Un ”i'(n) .

Consideriamo pertanto il problema:
PROBLEMA 6.1. - Determinare u, in V), tale che sia:

(6.9) an(ttn, 03) = f fondr

Q2

per ogni v, € V.

TEOREMA 6.1 - Il problema 6.1 ammette una ed una sola so-
luzione.

Il teorema & conseguenza immediata, come si pud vedere
procedendo come in teor. 4.1, della validitd della (6.8).

TEOREMA 6.2 - Quando |h|— 0, u,— u

Vitn—>Du (t=1,2..,m)

fortemente in L*(2) e inoltre lim |(Aju, — Au)dr = 0, u es-
|R]->0
Qay,

sendo la soluzione del problema continuo.

DIMOSTRAZIONE.

Procedendo come nella dimostrazione del teor. 4.2 si otten-
gono le seguenti limitazioni:

| un Jzwa <€

(6.10) ” Ay, ”iim,b) < ¢;

m
iaz"'” ViU Hap(g) <ec.
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Da ogni successione {h(,}, tale che |k |—0 per n— oo, si
pud allora estrarre una sottosuccessione {h,} tale che:

lim Uny, = u* debolmente in L2(02);
n—»o

(6.11)
im <7 ;un,, = «; debolmente in L}Q) (¢ =1,2 ..,m).

n—»oo

Inoltre, poicheé il prolungamento a zero fuori di £2,, della
funzione A,u, & ancora una funzione di L3*() che verifica sem-
pre la (6.10), si ha per ogni ye L*(2):

(6.12) lim | Ayup! pde = |oydr con we L¥Q).

|0 5
Col procedimento indicato in teor. 4.2 si dimostra che:

du*
dx;

(6.13) 0= Au, a; = (1=12..,m)

nel senso delle distribuzioni su £.
Mediante il procedimento della Ladizenskaja, gia richiamato
in teor. 4.2, si dimostra poi che u* € Hy({2) e pertanto si ha:

w*eV = {u|ue D} (Q)yu = 0}.

Per concludere la dimostrazione del teorema rimane allora da
mostrare che u* verifica ’equazione:

(6.14) k fu*vd:v —{—fA u* Avder = ffvdw VoeV.
Q Q o2

Per fare cid consideriamo una qualunque funzione ¢ dello
spazio:

V= {p |peCRQ),yp =0}.

A partire dalla ¢ costruiamo poi un vettore @,(M) definito
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su 2,=0Q, U Nlw={M|MecR,n 2, M¢ £}, assumendo
come @,(M) la soluzione del seguente sistema lineare:

DD M) = (Ap)y(= Agp ealcolata in M) per M € 2,
(6.15)
D (M) =0 per Mel,.

Tale assunzione & giustificata dal fatto che lesistenza e
Punicita della soluzione di (6.15) sono assicurate, in quanto
(6.15) pud pensarsi, come e noto, il sistema ottenuto risolvendo
mediante il metodo delle differenze finite il problema di Dirichlet:

| Ay = Agp in 2
(6.16)
' u=0sul.

Da tale osservazione si ricava anche che, poicheé la soluzione
di (6.16) & ovviamente la @ che & supposta dotata di derivate
terze continue in 2 e quindi limitate, vale la seguente maggio-
razione:

(6.17) | (M) — p(M) | <c|h|; VMe®Q,;

con ¢ dipendente dal massimo di D%p in Q e indipendente da h.
Prolunghiamo ora @, e A,D, su tutto R™ ponendo:

pa(®) = 2 Dy(M)w ()

MeQ

ABo(z) = 3 ADu(M)wy(w) .

Mea,

osservando che si pud facilmente verificare che su £, si ha:

~—r’

Apal) = D, Brfa) .

Poiché allora ovviamente g,(x) € V, si ha:

(6.18) k fump;.dm + AhuhAh¢hdw == J‘ﬂphd‘z‘ .
Q2

oy, Qop



226 Valeriano Comincioli

Con il solito ragionamento, per la (6.17) si ha subito che:

fuh (’“)(ph (’u)da: — |u*pdx
2

Loy
ff(ph(’“)dw — f fodx .
Q I

Si ha poi:

[ vyt = [ Sw, s + [ A,
2, g, Lgy
(Brgng, — Ap)da ;
ora
J‘Ahuh(’“)A(pdw» fAu*A(pdd?
9, Q2

mentre:

t
I fAhuh(”)( Ahtph(’”) —_ qu)dwl < ( f(Ahuh;-))sdw)
Q2

Or Oh

e

'Da;.

e il secondo membro tende a zero perché, come abbiamo gid os-
/\,
servato, su .Q.,hAhth('”) coincide con A,,(Dh('.), la quale assume su

ogni insieme ¢,(M) con M € 2, il valore (Ag)y e allora basta
tener conto che Ag & uniformemente continua su Q.

In conclusione, ponendo in (6.18) h = h,, e passando al
limite, si ottiene:

(6.19) k fu*<pda: + J-Au*Atpdw = ffcpdm H
Q 2 Q

e quindi poiché la (6.19) & vera per ogni ¢ € U, supposto per ora
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U denso in V, sarad pure verificata l'equazione (6.14) e percid
u* = u.

Per quanto riguarda poi il tipo di convergenza per le u,,
Y i Un, Dpuy, basta ripetere ovviamente i ragionamenti gia usati
nei n. 4 e 5.

Dimostriamo allora che U ¢ denso in V. La cosa sarebbe gia
nota, ma credo opportuno riportarne una dimostrazione perche
questa mi da la possibilita di chiarire la ragione per la quale
£ & stato supposto di classe C*»% A tale riguardo si tenga anche
presente che le ¢ di U si sono gid dovute supporre, per la validity
di (6.17), almeno di classe C’(ﬁ), Sia pertanto uwe V. Allora
Ay e LX) e, poiché CL4(Q) & denso in L2(Q), esiste una succes-

sione di funzioni y, € C*(£2) tali che: lim ||y, — AU ||z = 0.
n—>oo

Per ogni » fissato si considera allora il problema di Dirichlet:
S Ag, =y, in 2
( Yo = 0.

Esso ammette soluzione unica, appartenente, nelle ipotesi in
cui ci si & posti per 2 e y,, a C»4(Q) e questo in base a risultati
di regolarizzazione (cfr. ad es. Miranda [1]). Ora, poiché tali
risultati sfruttano le maggiorazioni del tipo di Schauder- Cac-
cioppoli (cfr. Miranda [1[ pag. 111), si comprende il perché del-
Pipotesi imposta su (. Proseguendo la dimostrazione conside-
riamo la funzione w = ¢, — u; poiche y,w = 0 si ha la seguente
nota maggiorazione (cfr. Magenes-Stampacchia [1]):

| || wvay < €l Aw | zaq 3
e quindi:
[ @0 — ]l may < cllpn— DU 1 -
In definitiva quindi si ha:

lim || @, — u || 2%@ = 0 c.v.d.

n—>o0
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7. Problema misto:

Ay 4+ ku =fin Q, k> 0; u=%% =0 su I,

A
Au = 08% 0suly,.
m
L’insieme £ & supposto di classe C2.
Si introducono le seguenti definizioni:

(7.1) Qn={M|MecR,, 6 (M)N Q2+ gz,6(MnI1=02};
(7.2) Vi="{va|va= D Exwul®)};
MED»
(7.3) an(Uny 03) =k fuh”»dw + fAhuh Aynda
Q2 2

PROBLEMA 7.1 - Per fe L¥(L2), determinare w, in V, tale che:

(7.4) a;.(’uh, ’vh) = ff’v,,da'/‘ V 'vh € V]. .
Q2

TEOREMA 7. 1 - Il problema 7.1 ammette una ed una sola solu-
zione.

Per la dimostrazione si veda teor. 5.1.

Chiamate poi (%;)q, (Axus)a le restrizioni a Q di 4, e di A,u,,
si ha:

TEOREMA 7.2 - Quando |k |—0, (U)o —u, (Dsup)a — Du
in L) fortemente, u essendo la soluziome del problema continuo.

DIMOSTRAZIONE.

Procedendo come in teor. 4.2 si ottiene

” (uh)!) ”;:m) <ec H
(7.5)
“ (Ahuh)s’) "21(9) < C.

Da ogni successione {h,}, tale che |h(, |— 0 per n— oo, si
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pud pertanto estrarre una sottosuccessione {h}, tale che:
(un)a —> w*; (Apup/, )o — o debolmente in L*£) e al solito
modo si vede che w = Au*, per cui u* € DY (2). Introduciamo
ora in CQ un insieme Q, di frontiera I', U E con Z in CQ in modo
che Qu £, sia ancora di classe C2 Indichiamo con #* il prolun-
gamento di «* in 2 U 2,, ottenuto ponendo #* = 0 in 2,. Dimo-
striamo che u*e DY (22U £2,). Per |h | sufficientemente piccolo,
indichiamo con w, il prolungamento della (u,)e in 2 U £2,, otte-
nuto ponendo u, = 0 in £,.

Tenendo conto della definizione di £,, & facile vedere che,
per |k | sufficientemente piccolo, la restrizione (Aus)gy e, di
Ayu, a 20 £2, & una funzione = 0 in 02, e = (A,us)e in Q.

Dalle (7.5) si ha allora:

[ (#a)aua, I* sxaues <€
” (A»&'h)QUD, ”2 L3QUQyY) <ec.

Da ogni successione {h(,}, con |h¢) |—0 per n— oo, si
pud pertanto estrarre una sottosuccessione {h'(,}, tale che
(ii,.,(")),,ugl — w*, (A,,d,,,(")),,ugl — @* debolmente in L} (2 U 2,) e
come si & pitt volte visto @* = Aw*. Quindi w*e DY(L U 2,).
Siccome d’altra parte & facile vedere che w* coincide con u*,
si ricava che u* € DY(£2 U 2,). Quindi, per noti risultati di rego-
larizzazione all’interno delle soluzioni delle equazioni ellittiche
(cfr. Magenes-Stampacchia [1]), si ha che u* & localmente di
quadrato sommabile ingieme alle derivate prime e seconde e
pertanto, tenuto conto anche del fatto che w* ¢ nulla in Q,,
si ha:

du*

I, owm

_ou*
I m

u* 0 e quindi u* 0.

r, r,

Per dimostrare infine che u* coincide con wu, soluzione del
problema continuo, basta procedere in modo analogo a quanto
si & fatto in teor. 5.2 Si assume cioé una qualsiasi funzione
P

<peC“(Q), con @ = n

= 0 su I} e la si prolunga in @ e C¥R™)
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e a supporto compatto. Si ceostruisce poi la funzione @, =

=M29 D(M)wy(x) e, siccome B, e V,, si ha:
€

(7-6) kJ‘u;,thﬁ + f AhuhAthd$ == J‘I¢hdw,
Q2 Q Q

dalla quale posto h = hg,, e passando al limite si ha:

kfu*tpdw + f Au* Apdr = J/(pdm
Q Q

Q

op
m
mente denso in V, che & appunto ’aderenza di tale spazio in
DY(L2), si ha senz’altro u* = u.

Per la dimostrazione infine della convergenza forte in L2(£2)
di (us)g e di (Asus)g 8i ragiona in modo analogo a quanto si &
fatto per i casi precedenti.

e, poicheé lo spazio delle p € C(Q) con ¢ = — = 0 su I, & ovvia-

8. Proprieta delle matrici dei problemi approssimati.

Si & gia osservato che l’approssimazione delle soluzioni se-
condo il metodo esposto si riduce, come in generale per tutti i
metodi alle differenze finite, alla risoluzione di sistemi di equa-
zioni lineari algebriche. Per la risoluzione di tali sistemi, come &
noto, piu che i metodi diretti sono di particolare utilitd i metodi
iterativi, sia percheé sono generalmente di pitt semplice programma-
zione, sia perche permettono di risolvere anche con macchine
calcolatrici con potenza di memoria non elevata, sistemi d’or-
dine sufficientemente alto. K pure noto che uno dei metodi ite-
rativi pit semplici dal punto di vista della programmazione &
il metodo di Gauss-Seidel, detto anche delle successive sosti-
tuzioni 13).

13) Per questo metodo e in generale per i metodi iterativi si veda
ad es. R.S. Varga [1].
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Se la matrice A del sistema ¢ simmmetrica, notoriamente, una
condizione sufficiente perché il metodo di Gauss-Seidel converga
¢ che A sia definita positiva.

Ora la risoluzione numerica di molti problemi ellittici conduce
appunto, come si pud vedere in J. Céa [1], a sistemi le cui matrici
godono di tale proprieta.

Seguendo il metodo di J. Céa mostriamo che ciéo & vero anche
per i problemi qui trattati.

Fissiamo Dl'attenzione ad es. sul sistema derivante dal pro-
blema approssimato di Dirichlet (cfr. N. 4 § 2); essendo tutto cid
che si dird valido anche per gli altri problemi.

La matrice relativa a tale sistema é:

Ay = || an(ws(x), wy(@) | P, M variabili in Q,.

Essa e ovviamente simmetrica perche: a,(wp, Wy) = an(Wy, Wp).

D’altra parte, se u, e v, sono funzioni di V,, esse sono del

tipo: u, = z ExWy; Uy = 2 nswp € quindi sono individuate
MeQy, Peq,

dai due vettori {£,} e {7} dello spazio vettoriale C*®, dove

con N(h) si & indicato il numero dei punti di £2,. Con (u,, v,)

indichiamo il prodotto scalare in C*® di w, e di v,, cioé po-

niamo: (us, va) = 3 &Ealu-
MG-Qh

Si ha allora evidentemente:
An(Uny V1) = (Aptin,y va)

Essendo poi N(h) un numero finito le due norme: || u, |y, =
= || un ||lon + || Drten |liry © || ] = (2 (£Ex)?)? sono equiva-
ME.Q’
lenti.
Dalla disuguaglianza: |a,(ua, u) | > @ || s ||%,, @ > 0, valida
per ogni u, € V), si ricava allora:

I (Aaun, us) | >p ”un ”s >0,

La matrice & quindi ellittica ed, essendo pure simmetrica.
si pud allora dimostrare (cfr. J. Céa [1]) che necessariamente
essa & definita positiva.



232 Valeriano Comincioli
Appendice.

Per saggiare la bontd del metodo esposto, si & risolto nume-
ricamente il seguente problema:

AW =11in Q; u = Au =0 su [}

essendo 2 il cerchio di centro ’origine del sistema di riferimento
e di raggio = 1. Esso ammette, come & subito verificato, la solu-
zione esatta:

1 2 2)2 2 2
u =7 (@ + 97 — 4(@* + ) + 3].

Il problema considerato ¢, nell’esposizione precedente, di
tipo 3° e la sua trattazione & stata fatta in N. 2 § 1 e N. 6 § 2.

Introdotta pertanto nel piano (z,y) una reticolazione, si
deve prendere in considerazione l’insieme di punti: Q, =
= {M | M € R,, os(M) < 2}, costruire poi la matrice:

Ah=

fA,,w,, D,wedx
Qo

con M, P che variano in £2, e quindi infine risolvere il sistema:

AhX == Bh

essendo B, il vettore: { |wyda}, di componenti quindi in questo
caso tutte uguali a h,. h‘;.

Per I’esecuzione effettiva di tali operazioni ho avuto a dispo-
sizione il Calcolatore Elea 6001 Olivetti con 20.000 posizioni di
memoria, in dotazione al « Centro Calcoli Numerici» dell’Uni-
versita di Pavia.

I1 programma complessivo, che, pur essendo stato studiato
in vista solo della risoluzione di questo particolare problema,
puod essere con qualche variazione facilmente generalizzato, consta
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di tre sottoprogrammi compilati separatamente e cioé: un sotto-
programma, che costruisce 'insieme (2, ,un sottoprogramma che
crea i coefficienti della matrice 4, e infine un sottoprogramma
di risoluzione del sistema che prevede ’utilizzazione sia di metodi
diretti che iterativi.

Pud avere interesse aggiungere che il programma & stato
tradotto nel linguaggio simbolico « Fortran ».

Per una esatta valutazione dei risultati ottenuti e qui ripor-
tati, va osservato che, anche se, con il Calcolatore suddetto, il
programma non ha alcuna limitazione per quanto riguarda il
numero di punti di £,, cioé il passo h, per il fatto che alla non
elevata potenza di memoria supplisce la possibilitd di utilizzare
le unitd a nastro, nella pratica la utilizzazione di quest’ultime
riesce disagevole quando il numero di punti di 2, & grande,
in quanto aumenta in modo assai notevole il tempo di macchina.

Si comprende pertanto il motivo per cui qui si & considerato un
numero di punti ancora relativamente basso. In ragione di cio
la precisione dei risultati ottenuti va valutata in quanto pura-
mente di carattere indicativo.

Con un passo h (per semplicita ho preso h, = h, = h) uguale

1 . . . .
a =, Pingieme £, si compone di 145 punti. Il sistema lineare

ottenuto é stato risolto con un metodo iterativo e precisamente
con il metodo di Gauss-Seidel.

Tenendo conto di evidenti simmetrie per la soluzione w,
peraltro ritrovate anche per la soluzione approssimata u,, ripor-
tiamo qui di seguito solamente i valori distinti delle due solu-
zioni calcolate nei punti di £,.
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Coordinate Soluzione esatta Soluzione approssimata
dei punti
(0,0) 0,046874997 0,047053244
(1/8,0) 0,045902248 0,046491194
(1/4,0) 0,043029781 0,044324840
(3/8,0) 0,038394925 0,039752932
(1/2,0) 0,032226560 0,032419774
(5/8,0) 0,024845121 0,022701027
(3/4,0) 0,016662597 0,011565099
(1/8,1/8) 0,044937129 0,045875736
(1/8,1/4) 0,042087551 0,043429829
(1/8,3/8) 0,037490841 0,038486441
(1/8,1/2) 0,031375882 0,030857546
(1/8,5/8) 0,024063109 0,021171989
(1/8,3/4) 0,015964508 0,010579216
(1/4,1/4) 0,039306638 0,040221995
(1/4,3/8) 0,034824369 0,034531454
(1/4,1/2) 0,028869627 0,026539588
(1/4,5/8) 0,021762847 0,017273118
(1/4,3/4) 0,013916016 0,008139974
(3/8.3/8) 0,030532835 0,028072372
(3/8,1/2) 0,024845121 0,019801025
(3/8,5/8) 0,018081664 0,011275518
(3/8,3/4) 0,010654450 0,004291699
(1/2,1/2) 0,019531250 0,011783222
(1/2,5/8) 0,013248444 0,004513206
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