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Théorémes de H.Schubert sur les nceuds céables

par

André Gramain *

Un neeud orienté est une sous-variété différentiable orientée de la sphere S; difféo-
morphe au cercle. Deux noeuds k et k' ont méme type s’il existe un homéomorphisme f
de S3 sur Sg, tel que f(k') =k et qui préserve les orientations de S3, k et k’'. Si I'on
n’impose pas que f préserve les orientations, on obtient les types de nceuds non orientés.
D’aprés les théorémes de E. Moise sur la dimension 3, on peut supposer que f est un
difféomorphisme.

C. McA. Gordon et J. Lue;ke ont démontré en 1989 que deux noeuds dont les
complémentaires sont homéomorphes ont méme type non orienté [7]. Le groupe d’un neud
k est le groupe fondamental x;{S3 — k). C.D. Feustel et W. Whitten avaient démontré
en 1978 que le théoréme précédent, pas encore démontré, impliquait que deux nceuds
indécomposables dout les groupes sont isomorphes ont des complémentaires homéomorphes,
et, par suite, ont méme type non orienté ; pour des ncends composés, les types non orientés
des composants indécomposables sont déterminés par le groupe [6]. Dans un exposé au
séminaire Bourbaki, nous avons décrit la méthode de démonstration de ces deux théoremes
[9]. Nous avons traité complétement le théoréme de Feustel et Whitten dans le cas ou la
variété du nceud contient un anneau essentiel. Dans le cas des nceuds cibles, la démonstration
utilise un résultat de H. Schubert selon lequel la donnée d’un ncend cable détermine le type
du nceud porteur et le couple d’entiers qui ont servi a le construire. Nous donnons ici la
démonstration de ce théoréme extraite du grand mémoire de Schubert [13].

Le mémoire de Schubert a été publié en 1953. Il n’utilise pas le lemme de Dehﬁ tn

utilise, apres les avoir redémontrés, les théorémes d’Alexander [1] sur les sphéres et les tores
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! Lelemme de Dehn fut publié en 1910 avec une démonstration fausse [5]. C’est Kneser, en 1929,
qui remarqua Perreur [10]. La premitre démonstration exacte du lemme de Dehn a été donnée par

Papakyriakopoulos en 1957 [12].
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plongés dans S3. Par ailleurs les noeuds de Schubert sont des courbes polygonales dans une
sphére qui est le bord d’un simplexe de dimension 4.

Nous utiliserons le lemme de Dehn qui simplifie certaines démonstrations. En outre,
nous nous plagons, par goiit et par habitude, dans le cadre différentiable. Nous rappelons
en appendice les théorémes d’Alexander, le lemme de Dehn ainsi que le théoreme du lacet

dans ce cadre.

1. Préliminaires

Pour tout entier » > 1, on désigne par B, la boule unité fermée et par S,_; la sphére
unité de R™.

Etant donnés un nceud k dans S3 et un voisinage tubulaire fermé U(k) de k, 'adhérence
E(k) de Ss — U(k) est appelée variété du neeud k. Le bord commun de U(k) et E(k) est un
tore T(k). Choisissons un point-base * dans T(k). Le groupe G(k) du nceud k est le groupe
x1(E(k), *). 11 résulte du lemme de Dehn que, si ’homomorphisme de =;(T(k),*) dans
#1(E(k), *) n’est pas injectif, le nceud k est trivial ([3], p.39, [8]).

Inversement, soit T un tore plongé dans S3. D’aprés le théoréme d’Alexander, le tore
T partage S3 en deux sous-variétés E; et E; dont I'une est difffomorphe a §; x B,. Si
Phomomorphisme de x1(T) dans x;(E;) n’est pas injectif, la variété E, est difféomorphe a
S, x B,.

Posons U = §; x Bj. On dit qu'un disque D plongé dans U est un disque méridien de
U s’il existe un automorphisme ¢ de U tel que D = ({1} x B3}, o 1 désigne le point (1, 0)
de S;. On dit alors que le bord de D est un cercle méridien de U.

Lemme 1. - Sott D un disque plongé dans U et C son bord. On suppose gque C est l'intersection
de D et de bU, et que C n’est pas homotope é un point dans bU. Le disque D est alors un
disque méridien de U.

Soit H un voisinage tubulaire de D dans U tel que HNdU soit un voisinage tubulaire de
C dans bU. Le bord bH du cylindre H est réunion de ’anneau A = HNbU et de deux disques
D_ et D,. Comme C n’est pas homotope & un point dans le tore 5U I’ensemble A’ = U — A
est un anneau. L’ensemble H' = U — H a pour bord une sphére, réunion de A’, D_ et D,.
D’aprés le théoréme d’Alexander pour les sphéres, H' est une boule, ou plutét un cylindre.

Il en résulte facilement que D_, D, et D sont des disques méridiens de U. ?

2 Nous utilisons ici la connexité par arcs de I’espace des plongements orientés du disque B, dans

la sphére S3, et de ’espace des difféomorphismes orientés de B,.
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FIG. 1

Lemme 2. - Si un cercle C plongé dans bU est homotope d un point dans U, mais non dans
bU, c’est un cercle méridien de U.

D’aprés le lemme de Dehn, il existe un disque D de bord C, plongé dans U, et tel que
DNbU = C. On applique le lemme 1 & ce disque.

Lemme 3. — Si B est une boule fermée plongée dans U, il eziste un disque méridien de U
disjoint de B.
Il existe en effet un automorphisme ¢ de U transformant B en une toute petite boule
B'; il existe un disque méridien D’ de U disjoint de B’; le disque méridien ©~!(D’) est
disjoint de B.
Lemme 4. - Soit E la variété d’un neud non trivial plongée dans lintérieur de U. Il eziste
un disque méridien de U disjoint de E.
Posons F = U — E. Choisissont un point-base sur bE. Dans le diagramme suivant, les
fleches désignent les homomorphismes déduits des injections canoniques.
TN
m(bE)=Z x Z N Py =(U)=12

Tl(F)

Comme E est la variété d’un nceud non trivial, ’homomorphisme ¢ est injectif. Le groupe
71(E) contient un sous-groupe isomorphe & Zx Z ; I’homomorphisme # n’est donc pas injectif.
D’aprés le théoréme de van Kampen, le groupe x;(U) est la somme des groupes =,(E) et
x1(F) amalgameée par ¢ et 9. Donc ’homomorphisme 3 n’est pas injectif. D’aprés le théoréme
du lacet et le lemme de Dehn, il existe un cercle C plongé dans bE, non homotope a un point

dans bE, bordant un disque D plongé dans F. Comme dans le lemme 1, la réunion de E et
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d’un voisinage D’ de D dans F est une boule B plongée dans I'intérieur de U. D’aprés le

lemme 3, il existe un disque méridien de U disjoint de B, donc de E.

Remargue. — La démonstration de ce lemme s’adapte au cas oi U a seulement
I’homotopie d’un tore plein ([2], lemme 1, p.226, [3], lemme 15.9, p.279). Schubert, qui
n’utilise pas le lemme de Dehn, le déduit d’un résultat plus compliqué (Anmerkung, p.203).

2. Tores pleins

Un tore plein plongé dans S3 est une sous-variété a bord de S3 isomorphe a §; x Bj.
Soit V un tore plein plongé dans S3. On dit qu’un cercle a plongé dans V est une dme de V si
V est un voisinage tubulaire de a, autrement dit s’il existe un isomorphisme ¢ de §; x B, sur
V tel que @ = ¢(S; x {0}). Un cercle méridiende V est 'image par un tel isomorphisme d'un
cercle méridien de S; x B, ; on définit de fagon analogue un disque méridien. Un paralléle
de V est un cercle plongé dans bV, dont la classe d’homotopie engendre x,(V), et qui est
homologue & 0 dans S3 — V.

Deux ames a et a’ de V sont des nceuds de méme type. Il existe en effet un automor-
phisme ¥ de V tel que ¥(a’) = a. L’automorphisme ¥ conserve les méridiens (lemme 2);
en le composant avec un vissage, on peut supposer qu’il conserve aussi les paralléles. Par
une symétrie éventuelle, on peut supposer que la restriction de ¢ & bV induit l'identité
sur x1(bV). Un difféomorphisme de §; x S; qui induit I'identité sur le groupe fondamental
est isotope & l'identité. On peut donc supposer que ¥ induit ’application identique sur un
voisinage de bV dans V. On peut alors prolonger ¥ en un automorphisme de S3 tel que
¥(a’) = a.

On dira qu’un tore plein est noué dans S3 si une ame de V est un nceud non trivial.

Lemme 5. — Soit V un tore plein noué dans S3. Un neud trivial contenu dans Uintérieur de
V borde un disque plongé dans l’intérieur de V ([13}, §7, Satz 1, p.164)

Soit @ une &me de V. Soit k un ncend trivial contenu dans l'intérieur Int(V) de V, et
soit W un voisinage tubulaire fermé de k contenu dans Int(V). L’ensemble W’ = S5 — W est
un tore plein qui contient la variété E = S3 — V du nceud a, ame de V. D’aprés le lemme 4,
il existe un disque méridien D’ de W' disjoint de E, c’est-a-dire contenn dans Pintérieur de
V. Son bord est un paralléle d¢ W. On compléte D' par un anneau de bord k UbD’, contenu
dans W, pour obtenir un disque D intérieur & V tel que k& = bD.
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Lemme 6. - Soit V un tore plein noué dans S3. Un naud trivial tracé sur bV est soit un
méridien de V, soit le bord d’un disque plongé sur bV ([13], §7, Hilfsats 2, p.164)

Soit k un nceud trivial tracé sur bV, et soit k' le nceud obtenu en déplagant un peu k
dans l'intérieur de V. D’aprés le lemme 5 appliqué au noeud &', le cercle k est homotope &
un point dans V. Si le cercle k n’est pas homotope & un point dans bV, c’est un méridien de

V (lemme 2).

Soit V un tore plein plongé dans S3. Si k est un cercle plongé dans l'intérieur de V,
on appelle (avec Schubert) ordre de V relativement & k le nombre minimum des points
d’intersection de k et d'un disque méridien de V. Supposons ’ame de V orientée, ce qui
permet d’identifier x;(V) & Z. Si k est un nceud orienté plongé dans V, le nombre de tours
de k (Umlaufzahl) est la classe de k dans =;(V). Par ailleurs, 'orientation d’une ame de V
permet de choisir un paralléle orienté £ et un méridien orienté m sur bV. Si k est un cercle
orienté plongé dans bV, on a [k] = p[m] + ¢[{] dans x,(bV), o ¢ est le nombre de tours et p
le nombre d’enroulement de k sur V, ou le nombre d’enlacement (Verschlingungszahl) de &

et d’'une &me de V.

Lemme 7. - Soient V un tore plein plongé dans S3 et k un neeud plongé dans lintérieur de
V avec un ordre égal 4 1. Si k est un neeud trivial (dans S3), c’est une dme de V.
Soit D un disque méridien de V transverse a k et rencontrant k en un unique point. Il

existe un plongement y du cylindre K = B; x [-1,1] dans V tel que
9(B2 x {0}) =D, ({0} x [-1,1]) =k N ¢(K), @(S1x [-1,1]) =bV N p(K).

La réunion de ’anneau A = bV — ©(S;x] — 1,1]) et des deux disques ¢(B3 x {+1}) est une
sphére qui partage S3 en deux boules (th. d’Alexander) : I'une est la réunion de ¢(K) et
de S; — V, l'autre, notée E, est égale 8 V — p(K). Comme le nceud k est supposé trivial, il

existe un isomorphisme 4 de K sur E tel que

¥(B2 x {:hl}) = (B, x {+1}), ¥({0} x [-1, 1)=kNE, ¥(S: x [-1,1]) = A.

En recollant ¢ et ¥, on obtient un paramétrage de V dont ’ame est k.
3. Compagnons

Soient V un tore plein dans S3 et k un nceud contenu dans l'intérieur de V; on dit que

k est non-irivial dans V si k n’est pas une ame de V et si ’ordre de V relativement & k est
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# 0. Soit @ une ame de V; on dit que V fait de @ un compagnon de k si V est noué dans Sz
et si k est non-trival dans V.

Ezemples. — 1) Un nceud trivial n’a pas de compagnon. En effet, soit k un nceud contenu
dans lintérieur d’un tore plein V. Si k est un nceud trivial et si V est noué dans S3, k
borde un disque plongé dans V (lemme 5), et il existe un disque méridien de V disjoint de
k (lemme 3), de sorte que V a un ordre nul relativement a k.

Zj Soit k un nceud orienté, U(h) un voisinage fermé de A, m et £ un méridien et un
paralléle orientés de U(h). Soient p et g deux entiers premiers entre eux. Un cercle k plongé
dans bU(R), tel que [k] = p[m] + ¢[¢] dans x;(bU(k)), est appelé (p,q)-cdble de h (voir
F1G6.3). Le nceud h est appelé porteur du nceud cible k. Si le nceud h est trivial, le nceud
k est le nceud torique de type (p,q); si jg] > 2 et |p| > 2, il n'est pas trivial. Si k est non
trivial et |g| > 2, h est un compagnon de k. On réserve généralement le nom de céble a ce
cas. En orientant convenablement k, on a ¢ > 2.

3) Si k est le nceud composé de deux nceuds non triviaux k; et k3, chacun de ces nceuds

est un compagnon de k (F1G.3).

PROPOSITION 1. — Un neud ne peut avoir méme type qu’un de ses compagnons ([13], §13,
Satz 2, p.196).

Démontrons d’abord deux lemmes.

Lemme 8. — Soient V et W deuz tores pleins plongés dans Sz tels que V C W, et soit k
un neeud contenu dans lintérieur de V. Notons xy (resp. kw) Uordre de V (resp. de W)
relativement d k, et a l'ordre de W relativement & une dme de V. On a xw = axy ([13],
§9, Satz 3, p.175).

Soit D un disque méridien de W, transverse & bV et rencontrant k& en xw points.
L’intersection de D et bV est constituée de cercles plongés mutuellement disjoints. Montrons
d’abord que l'on peut se ramener an cas ot aucun de ces cercles n’est homotope a un point
dans bV. Une composante s de D N bV, homotope & un point dans bV, borde un disque S
contenu dans D et un disque S’ contenu dans bV. Si, dans le disque D, on remplace le disque
S par S’ et qu’on le disjoint un peu de bV, on obtient un nouveau disque méridien D’ de W.
L’intersection de D’ et bV est contenue dans D N bV, mais ne comprend plus s. Par ailleurs
D' Nk = (D — S) Nk, de sorte que le nombre de points d’intersection de D’ et k est < xw,
donc égal & xw.

Supposons donc qu’aucune composante de D N bV ne soit homotope & un point dans
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FIG. 2

bV. Ces composantes étant des cercles plongés mutuellement disjoints, elles sont toutes
homotopes entre elles dans bV. Si s est une composante de D N bV, minimale dans D, elle
borde dans D un disque S tel que SNV = s. Par suite le cercle s, ainsi que toutes les autres
composantes, est soit un méridien, soit un paralléle de V (lemme 2).

Si les composantes de D N bV sont des méridiens de 4V, le nombre des composantes
qui sont maximales dans D est > a, sinon on pourrait, & partir de D construire un disque
méridien de W ayant strictement moins de a points d'intersection avec une ame de V.
Une composante maximale contient une composante minimale qui borde dans D un disque
méridien de V; le nombre de points d’intersection de ce disque et de k est > xy. D'ou
I’inégalité xw > axy dans ce cas.

Si une composante s de D N5V est un parallele de V, il existe une dme de V voisine de
$ qui ne rencontre pas D, par suite @ = 0, et I'inégalité précédente est encore satisfaite. Il
en est de méme si DNV est vide.

L’inégalité xw < axy est plus immédiate. Il existe un disque méridien de W qui
rencontre une ame de V transversalement en a points. On en déduit un disque méridien de
W dont l'intersection avec V est constituée de a disques méridiens de V. On peut supposer

que chacun d’entre eux rencontre k en kv points, d’ou le résultat.

Lemme 9. - Soit k un neud. Les ordres relativement d k des tores pleins noués dans Sj
contenant k forment un ensemble borné ([13], §9, Satz 5, p.175)

Choisissons un point a de S3 hors de k. Identifions S3 —{a} 4 R3 et notonsp: R* = R
la troisiéme projection. Supposons que la fonction p|k soit une fonction de Morse. Soit V un
tore plein noué dans S3. Pour la question qui nous intéresse, nous pouvons supposer que V
ne contient pas le point g, et que la restriction de p au tore bV est une fonction de Morse.

Si toutes les sections horizontales p~!(a) N bV, pour les valeurs régulitres a de p|bV,

"n’avaient que des composantes connexes homotopes a un point dans bV, la variété bV, qui
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est orientable, serait une réunion de sphéres, ce qui est absurde. Il existe donc une valeur
réguliere a de p[bV telle que 'intersection de bV et du plan P = p~!(a) contienne une
composante C qui n’est pas homotope & un point dans bV. Le cercle C borde un disque D
dans P. Comme V est noué, C est un méridien de V (lemme 6). Si le disque D ne contient
pas d’autre composante de P N bV, c’est un disque méridien de V (lemme 1). Si D contient
d’autres composantes de P NbV, quitte a remplacer C par un autre cercle méridien contenu
dans D, on peut supposer que I'intérieur de D ne contient que des composantes de PNV qui
sont homotopes a un point dans bV. Une telle composante s borde un disque S dans D et un
disque S’ dans bV. Comme dans le lemme 8, en remplagant S par S’ et en bougeant un pen,
on peut supprimer ces composantes et transformer D en un disque D’ tel que D’ NbdV = C,
et dont I'intersection avec k est contenue dans k N D. Le disque D’ est un disque méridien
de V (lemme 1).

On vient de démontrer que ’ordre de V rela.tiveﬁent a k est majoré par le cardinal de
kN D, donc par le nombre maximal de points d’intersection de k et d’une surface de niveau

de la fonction p. Le lemme en résulte.

Remarque. — Etant donné un nceud quelconque k, il existe des tores pleins non noués qui

contienne k a un ordre arbitraire.

Démontrons maintenant la proposition. Soient V un tore plein noué dans S; et a une
dme de V. Soit k un nceud contenu dans U'intérieur de V et non-trivial dans V. Supposons
d’abord que 'ordre de V relativement a k soit 1. Soient V' un tore plein non noué dans Sz
et ¢ un isomorphisme de V' sur V. Le nceud k' = ¢~ }(k) n’est pas trivial, sinon k serait
une ame de V (lemme 7). Le nceud k a méme type que le nceud composé a # k'. Par suite,
le genre x(k) = x(a) + x(k') est distinct de x(a), donc k et a ne peuvent avoir méme type.

Supposons maintenant que V ait un ordre 4 > 1 relativement a k et que 'ame a de V
ait méme type que k. Il existe un automorphisme ¥ de Sj tel que ¥(a} = k et que ¥(V) soit
contenu dans l'intérieur de V. Posons V; = ¢~}(V), et définissons V,, par récurrence sur
n > 1, en posant Vpi = ¥~1(V,). D’aprés le lemme 8, le tore plein V, a pour ordre 4*+1

relativement a k, ce qui est contradictoire avec le lemme 9. D’oil la proposition.

4. Anneaux essentiels

Posons A = S, x [0,1],bA = S; x {0, 1}. Un anneau singulier dans une variété a bord V
est une application continue f de A dans V telle que f(bA) = f(A)NbV. L’anneau singulier

f est essentiel si :
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(a) 'anneau f est incompressible (i.e. x1(f) est injectif),

(b) le chemin fj({1} x [0, 1]) n’est pas strictement homotope & un chemin dont I'image
est contenue dans bV.

Le théoréme de l’anneau ([4], [14]) affirme qu'une variété de dimension 3 qui contient
un anneau singulier essentiel dont le bord est plongé, contient un anneau essentiel plongé de
méme bord. Nous n’utiliserons pas ce théoréme.

Si E est la variété d’un nceud et f : A — E un anneau incompressible plongé, le bord
F(bA) de I'image de f découpe deux anneaux A, et Aj sur le tore bE. Les tores A; U f(A)
et A, U f(A) séparent E en deux variétés a bord torique E; et E; qui sont soit des tores
pleins, soit des variétés de nceud (th. d’Alexander). Sil'anneau f n’est pas essentiel, on peut
démontrer, 4 I'aide du théoréme du lacet, que 'anneau est parallele an bord, c’est-a-dire
qu’il existe un plongement F de A x [0, 1] dans E tel que F(z,0) = f(z) pour tout z € A,
et qui envoie A x {1} et bA x [0,1] dans bE. Autrement dit, 'une des deux variétés E, ou
E,, par exemple E;, est un tore plein et chaque composante de f(bA) est un générateur de

x1(E1) ([3], lemma 15.18, p.284).

Ezemples. — 1) Si un nceud k est composé de deux nceuds k et kj, la variété E(k) est la
réunion des variétés E(k;) et E(kz), recollées le long d’un anneau dont le bord est constitué de
cercles méridiens pour les trois nceuds k;, k; et k. Si aucun des ncends k; ou k; n’est trivial,
cet anneau est essentiel dans E(k). Le groupe G(k) est la somme amalgamée G(k;) %z G(k2),

ol les classes [m,] et {my] de méridiens convenables sont identifiées entre elles.

composé cable

FIG. 3

2) Soient h un nceud orienté, U(h) un voisinage tubulaire fermé de h, m et £ un méridien
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et un paralléle de h tracés sur le bord T(h) de U(h). Soit (p, ¢) un couple d’entiers premiers
entre eux, et k un cercle plongé sur T(h) dont la classe dans =,(T(h)) est p[m] + g[¢].
Prenons un voisinage tubulaire U(k) dont l'intersection avec T(h) soit un anneau A. L’anneau
A’ = T(h) — A sépare E(k) en un tore plein U(h) — U(k) d’ame h et une variété E(h) — U(k)
difféomorphe & E(h). Les composantes de A ont un nombre de tours égal a g sur U(k), un
nombre d’enroulement égal a p sur U(h), et a pg sur U(k) 3. Si ¢ = 0, 'anneau A’ n’est
pas incompressible dans E(k) ; le cezcle k est un nceud trivial, méridien de U(h). Si |g| = 1,
l'anneau A’ n’est pas essentiel dans E(k); le nceud k a méme type non orienté que h. Il
en est de méme si |p| = 1 et que le nceud h est trivial. Si |g| > 2, les composantes de bA'
ne sont pas des générateurs de rl(m). Si le nceud h n’est pas trivial, la variété
E(R) — U(k) n’est pas un tore plein, et 'anneau A’ est essentiel dans E(k) ; on est dans le
cas d’un vrai cable. Si [g| > 2 et |p| > 2 et que le nceud h est trivial, les composantes de
bA ne sont des générateurs du groupe fondamental pour aucun des tores pleins U(k) — U(k)
ou m, Panneau A’ est essentiel dans E(k) ; ce cas est celui d’un nceud torique non
trivial.

PROPOSITION 2 (cf. [6], [15], [16]) — Supposons que la variélé d’un neeud k contienne un
anneau essentiel plongé A. L’anneau sépare E(k) en deuz variétés E; et E;, et lon est dans
l’un des deuz cas suivanis qui s’ezcluent mutuellement :

(a) Aucune des variétés E; ou E, n’est un tore plein; le neud k est décomposable;
chagque composante de bA est un méridien de k.

(b) L’une au moins des variétés E, ou E; est un tore plein; le neeud k est un (p, q)-cdble,
avec |g| > 2, de I’dme de ce tore plein; les composantes de bA ont pour classe [m]*[f]¥! dans
G(k).

On a déja vu que bA sépare le tore T(k) en deux anneaux A; et Ay, et que A sépare
E(k) en deux variétés E; et E; dont les bords sont les tores AU A; et AU A,.

Supposons que ni E; ni E; ne soient des tores pleins. Les variétés E; UU(k) et E; UU(k),
qui sont les adhérences des complémentaires de E; et E; dans S3, sont alors des tores pleins
(th. d’Alexander). Les d&mes de ces tores pleins sont des nceuds non triviaux k; et ko dont

les variétés sont respectivement E; et E;. D’aprés le théoréme de van Kampen, le groupe

3 Le groupe d’homologie H; (E(k)) est le quotient de Z[m]® Z{¢t] par le sous-groupe N engendré
par p[m] —g[£]. Soient r et s des entiers tels que pr+¢s = 1. La classe modulo N de u = a[m]+r[£]
engendre H, (E(k)) ; c’est donc la classe d’homologie d’un méridien de k. Par ailleurs, on a pgu = p[m)]

(mod N), d’ol1 'assertion.
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x1(E1 U U(k)) est somme amalgamée de x,(E;) et x;(U(k)) le long de x;(A;).

¢ 71(Ey) P
1\'1(A1) =2Z ¢\' / 1I'1(E1 U U(k)) =Z
*1(U(k)) = Z

Si ’homomorphisme 3 était injectif, ’homomorphisme § serait injectif, ce qui est absurde car
le nceud k; n’est pas trivial. Les homomorphismes ¥ et # o sont donc nuls ; les composantes
de bA (= bA,) sont des méridiens de k et k; (lemme 2) ; ce sont aussi des méridiens de k; *.

Supposons au contraire que E; soit un tore plein. Remarquons d’abord que E; U U(k)
est un tore plein. Cela résnlte du théoréeme d’Alexander si E; est une vraie variété de ncend.
Si E; est un tore plein, la variété E(k) = E; UE; est la variété d’un nceud torique k’. Comme
les nceuds toriques ont la propriété (P) ([3], p.274), les méridiens et les paralléles pour k
et pour k' sont les mémes sur bE(k). Comme E; U U(k') est un tore plein, E; U U(k) est
aussi un tore plein. Cela établi, ’homomorphisme ¢ de x,(A;) dans x;(E;) est injectif car
I’anneau A est incompressible. Si ¢ était bijectif, 'anneau A serait paralléle au bord de E(k)
par lintermédiaire du tore plein E;. Par suite ¢ est la multiplication par un entier g tel que
|g] > 2. Appliquons alors le théoréme de van Kampen au calcul de =,(E; U U(k)).

Tl(El) =1Z
1I'1(A1) =Z \ > ‘X‘I(El U U(k)) =2Z
x (U(k)) = Z

L’homomorphisme 9 est nécessairement un isomorphisme. Le nceud k est alors un (p, g)-cable

du nceud k3, ame du tore plein E; U U(k) et du tore plein E;.

5. Cables

PROPOSITION 3. — Soit V un tore plein, d’dme a, plongé dans S3, et k un (p, g)-cdble non

trivial de a tracé sur bV. Soit V' un tore plein noué dont lintérieur contient k, de sorte que

4 Cette démonstration, die 3 D. Noga [11], prouve aussi qu’un nceud décomposable posséde le
propriété (P). En effet, si I’on attache a E; UE2 un tore plein V, aun lieu de U(k), de telle sorte que
E, UE; UV soit une sphere d’homotopie, alors E; UV est un tore d’homotopie, et bA est encore

constitué de méridiens de V.
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k soit non-irivial dans V'. Il eziste un automorphisme ¢ de S3, fize sur k, tel que T soit
intérieur ¢ p(V') ([13], §21, Hilfsatz 3, p.250).

Posons T = bV, T/ = bV'. 1l s’agit de trouver un automorphisme ¢ de Sz, fixe sur
k, tel que T et ©(T') soient disjoints. On peut supposer que les tores T et T’ se coupent
transversalement. Leur intersection est constituée de cercles plongés deux a deux disjoints.
Une composante de T NT' est disjointe de k ; elle est donc homotope a un point ou a & sur
T.

Soit s une composante de T NT homotope & un point, et minimale, sur T. Elle borde
sur T un disque S tel que SN'T' = 5. Le cercle s n’est pas un méridien de V', sinon S serait
un disque méridien de V'’ (lemme 1), disjoint de k, ce qui est contraire a I’hypothése que k
est non-trivial dans V’. D’aprés le lemme 6, s borde un disque S’ dans T'. La réunion de S
et S’ sépare S3 en deux boules (th. d’Alexander). Comme SNT' = s, I'intérieur d’une de ces
boules contient T/ — S'. Notons B 'autre boule ; 'intérieur de B est disjoint de T'. La boule
B ne peut contenir k, sinon k serait trivial dans V' (lemme 3). Il existe un automorphisme
p de S3, qui est 'identité hors d’un voisinage de B, qui transforme S’ en un disque voisin de
S, de sorte que I'intersection de ¢(T') et de T soit contenne dans T N'T' et ne contienne plus
s. L’automorphisme ¢ fixe k. De proche en proche, on élimine ainsi toutes les composantes
de TN T’ qui sont homotopes & un point dans T.

Les composantes de T N T’ qui restent sont homotopes & k dans T ; elles sont nouées
dans S3. Elles ne peuvent donc étre ni des cercles méridiens de V', ni homotopes a un point
dans T’. Leur nombre de tours sur V' est # 0. Comme k est relié a une telle composante
par un anneau contenu dans T, le nombre de tours, dans V’, de ces composantes est # +1,
sinon k serait une &me de V’. Si T N'T’ n’est pas vide, il existe deux composantes s; et s;
de TNT' qui bordent sur T un anneau A extérieur 2 V'. Cet anneau n’est pas essentiel
dans g——\—ﬁ, car un anneau essentiel dans la variété d'un nceud non trivial a un nombre
de tours égal 4 0 ou *1 (prop.2). Il existe un anneau A’ de bord s; U s; dans T' tel que
A U A’ borde un tore plein W extérieur & V'. En utilisant ce tore plein, on peut trouver un
automorphisme y de Sz qui est I’identité hors d’un voisinage de W, et qui envoie A’ sur un
annean voisin de A, de sorte que les composantes s, et s; sont éléminées sans introduire de

nouvelle composante dans T N 'T'. La proposition résulte de cela.

COROLLAIRE 1. — Un neeud torique 2’ pas de compagnon. En particulier, un neud torique

est indécomposable.

Supposons que k soit un nceud torique tracé sur un tore T non noué. Le tore T partage
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S3 en deux tores pleins. Si V' est un tore plein noué contenant k non trivialement, d’apres la
prop.3, on peut supposer que V' contient I'un de ces tores pleins. Soit V le tore plein de bord
T contenu dans V’. Comme V n’est pas noué et que V' est noué, il existe un disque méridien
de V' disjoint de V (lemmes 5 et 3), de sorte que k est trivial dans V', contrairement a

I’hypothese.

Remargue. — Pour que le nceud torigue de type (p,q) ait méme type orienté que le nceud
torique de type (p/,¢’), il faut et il suffit que (p’,¢') soit égal & 1'un des couples (p, q), (¢, p),
(—p, —q) ou (—g,—p). On voit facilement que la condition est suffisante. Pour démontrer

qu’elle est nécessaire, il suffit d’examiner les groupes des nceuds ([3], p.44).

COROLLAIRE 2. — Un cable est indécomposable.

Soit k& un nceud cible non torique ; il suffit de démontrer qu’il n’existe pas de tore plein
noué contenant non trivialement k avec pour ordre 1. Soit V un tore plein noué et k& un
(p, g)-cable de I'ame de V tracé sur bV (avec g > 2). Si V' est un tore plein noué contenant
non trivialement k, on peut supposer que V' contient V (prop.3). Mais alors, ’ordre de
V' relativement a k est un multipie de l'ordre ¢ de V relativement & k (lemme 8), d’oi le

corollaire.

PROPOSITION 4. — Soit k un neeud orienté non torique. Si k est le (p, q)-cdble d’un neud
orienté a, et le (p', q')-cdble d’un neud orienté o’ (avec ¢> 2, ¢ >2), alorsp=p,q=4¢,
et les neeuds a et a’ ont méme type orienté.

Soit V un tore plein noué d’ame a et V' un tore plein noué d’ame a’. On suppose que
le nceud k est & la fois un (p, g)-cible de a tracé sur bV et un (p/,q')-cable de V' tracé sur
bV'. Dilatons un peu le tore plein V' en un tore plein V" d’ame a’ dont I’intérieur contienne
k. Le nceud k n’est pas trivial dans V", et V" est noué dans S3. D’apres la prop.3, il existe
un automorphisme ¢ de Sg3, fixe sur k, tel que I'intérieur de ¢(V"') contienne bV. Posons
W = ¢(V") et démontrons que V est contenu & l'intérieur de W. Si V n’était pas contenu
dans W, alors W contiendrait S; — V. Comme V est noué, il existerait un disque méridien
de W disjoint de Sz — V (lemme 4), donc de bV, de sorte que k serait trivial dans W, ce qui
est contradictoire. Cela établi, il n’existe pas de disque méridien de W disjoint de a, sinon
il existerait un disque méridien de W disjoint de V, donc de k, et k serait trivial dans V'. Il
reste pour possibilités que a soit une ame de W, ou que W fasse de ¢(a’) un compagnon du
nceud a.

On arrive a la conclusion que a et &’ ont méme type, ou que @’ est compagnor de a,

55



FIG. 4

ainsi qu’a la conclusion symétrique & savoir a et a’' ont méme type ou a est compagnon de
a’. D’aprés la prop.1, la relation “a’ est compagnon de a” est une relation d’ordre strict. On
en conclut que a et a’ ont méme type et que les autres possibilités sont exclues.

Conservons les notations précédentes. Le nceud a est une ame de W, et méme une dme
orientée puisque ¢ et ¢’ ont méme signe. La classe d’homotopie de k est g[a] dans x;(V) et
q'[a] dans x1(W). On a donc g =¢'.

Le nombre p est le nombre d’enlacement, dans S3, de k et de a; ¢’est donc le nombre
d’enlacement de ¢~ !(a) et de k. Si ¢~1(a) était une ame de V', on aurait ainsi démontré
'égalité p = p'. Mais on sait seulement que ¢ ~!(a) est une &me de V", et il faut regarder de
plus prés ce qui a changé pendant la dilatation de V/ en V”. Soit k" un nceud tracé sur bV”,
et bordant avec k un anneau A” plongé dans V" — V'. Le nceud k” a méme type que k, et
c’est un (p’, ¢’)-céble sur bV” du nceud ¢~ !(a), Ame de V”. Posons A = p(A"), k' = p(k");
'anneau A borde kU k’ dans W. Nous allons démontrer que 1’'on peut transformer 'anneaun
A en un anneau A;, contenu dans W — V, dont le bord est constitué de k’ et d’un (p, g)-cable
k, de a tracé sur bV. Ceci achévera la démonstration. En effet, 'annean A; étant disjoint de
a, le nombre d’enlacement p de k; et de a est égal au nombre d’enlacement p' de k’ et de a.

Posons T = bV. Supposons que ’anneau A et le tore T se coupent transversalement.
Les composantes de leur intersection sont des cercles plongés a l'intérieur de A et des arcs
dont les extrémités, distinctes ou confondues, appartiennent a k.

Soit 8 une composante circulaire de A N T homotope & un point dans A. Le cercle s
borde un disque S dans A ; ¢’est un ncend trivial, disjoint de k, tracé sur T. Il ne peut étre
parallele a k sur T car k n’est pas trivial. Par suite le cercle s borde un disque S’ disjoint
de k sur T. Une chirurgie analogue & celle déja pratiquée plusieurs fois (F1G.2) permet, en
substituant & S un disque voisin de S’, d’éliminer la composante s de l'intersection A N T.
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FIG. §

On suppose toutes les composantes de ce type éliminées.

S’il existe des composantes circulaires de A N T homotopes a k’ dans A, il existe une
telle composante k,, la plus proche de k', qui borde avec k' un anneau A; contenu dans A
dont l'intersection avec T est k; Uk’. Le nceud k;, de méme type que k', est non trivial. Il
est paralléle a k sur T; c’est un (p, g)-cable de a tracé sur T. On remplace A par A; et k
par k;. On a ainsi supprimé toutes les composantes de A N'T intérieures a A.

Si une composante s de AN T a un unique point commun avec k, c’est un cercle avec
un point anguleux commun avec k. Si s borde un disque dans A, c’est un nceud trivial dans
S3. Ce ne peut étre un méridien de V car un méridien rencontre k en au moins g points. Le
cercle s est donc le bord d’un disque plongé dans T (lemme 6). On élimine cette composante
par le procédé de chirurgie utilisé plus haut.

Si, parmi les composantes de A N'T ayant un unique point commun avec k, il en existe
qui sont homotopes a k dans A, il existe une telle composante k; bordant avec &' dans A
un anneau A; tel que A; N'T = k; Uk. Le nceud k; a méme type que k'; c’est un (py,q1)-
cible tracé sur T. D’apres I'invariance du nombre de tours, déja démontrée, on a ¢; = q. Le

nombre algébrique d’intersection de [k] et [k;] est
[k].[k1) = gp1r —Pg1 = a(p1 — P) -

Comme k et k; ont un unique point commun, ce nombre d’intersection est égal 4 0, 1 ou —1.
L’inégalité g > 2 implique p; = p. On peut alors procéder comme plus haut, et remplacer k
par k; et A par A;.

Il ne reste plus dans A N T que des arcs dont les extrémités sont disjointes et
appartiennent a k. Si ¢ est un tel arc, la réunion de ¢t et de P'un des ares du noeud k ayant
les mémes extrémiiés que ¢, est un cercle anguleux s bordant un disque dans A. Le cercle

s n’est pas un méridien de V car on peut le déformer sur T en un cercle ayant au plus un
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point d’intersection avec k. Il borde done, sur T, un disque dont !'intérieur est disjoint de k,

et on peut éliminer I’arc ¢. Cela achéve la démonstration de la proposition.

Appendice

THEOREME (J.W. Alexander). — Une sous-variété de S3 difféomorphe 4 S; sépare S3 en
deuz variétés difféomorphes d la boule fermée B3.
Une sous-variété de Sz difféomorphe ¢ S; x S, sépare S3 en deuz variétés dont [’une

au moins est difféomorphe 4 S; x Bs.

THEOREME (C. Papakyriakopoulos). — Soit V une variété de dimension 3. On note bV son
bord, et on chotisit un poini-base * dans bV.

a) Si U'homomorphisme de x,(bV, x) dans x((V, *) n’est pas injectif, il eziste un cercle
plongé dans bV, homotope & un point dans V mais non dans bV (théoréme du lacet).

b) Soit C un cercle plongé dans bV, homotope d un point dans V. Il eziste un disque D
plongé dans V tel gue C = DN bV (lemme de Dehn).
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