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Q U E S T I O N S D E T O R O L O G I E E N 

Β 1 Ο L O G I Ε M O L E C U L A I R E . 

par CLAUDE WEBER (Genève) . 

§ 1 . LE MODELE DE CRICK ET WATSON. 

En 1953 paru t dans une note de t r o i s pages publ iée dans Nature 

le modèle célèbr issime de Franc is C r i ck et James Watson. Ce modèle sa

t is fa isa i t la cond i t ion nécessaire d 'ê t re compat ible avec ce que l'on sa

va i t à l 'époque su r l ' ADN: présence de 4 bases, s t r u c t u r e s té réoch i -

mique de ces bases, règ le de Cha rga f f , f i g u r e s de d i f f rac t i on aux r a 

yons X pour des f i b res (et non pas des c r i s t a u x ) d 'ADN obtenues par 

R. F rank l i n et M. Wi lk ins . Mais son g r a n d mér i te étai t a i l l eu rs : il s u g 

géra i t un processus simple pour la t ransmiss ion des caractères géné

t iques lors de la mitose. Il y a là que lque-chose d ' impor tan t . A aucun 

moment C r i ck et Watson ne démont ren t que l 'ADN est v ra iment comme 

ils le p roposen t . D 'a i l leurs la note commence par ces mots: "We p r o 

pose a s t r u c t u r e . L e s conf i rmat ions ne v i end ron t qu 'au début des 

années '80 v ia d i f f r a c t i o n aux rayons X de c r i s taux d 'ADN (et non pas 

seulement de f i b res ). C'est l 'élégance du modèle qui f u t dans les année 

'50 un argument impor tan t pour conva inc re les scept iques. 

Rappelons les g randes l ignes de la s t r u c t u r e proposée. Un b r i n 

d 'ADN est cons t i tué d 'une chaîne l inéai re formée a l ternat ivement d 'un 

sucre et d ' un phosphate . A chaque, sucre s 'at tache de côté une base 

parmi 4 poss ib les: l 'adén ine, la cy tos i ne , la guan ine et la t hym ine . 

La s t r u c t u r e de la l iaison suc re -phospha te est te l le qu ' i l est faci le de 

déc r i r e un sens de pa rcours (une o r ien ta t i on ) du b r i n . Une molécule 

dup lex d 'ADN est obtenue à p a r t i r de deux b r i n s que l'on dispose 

comme les montants d 'une échel le. Les deux chaînes sucre-phosphate 

sont or ientées en sens opposés. Les ba r reaux de l'échelle représenten t 

une paire de bases; une base appa r t i en t à l 'un des b r ins et l 'autre 

base de la pai re appa r t i en t à l 'au t re b r i n . Chaque base A est néces

sairement face à une base T , tand is qu 'une base C est en face d 'une 
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base G. Ceci exp l ique la règ le de Chargaff qui avai t observé e x p é r i -

mentalemnt que A et Τ se t r o u v e n t tou jou rs en même p ropo r t i on pour 

des molécules d 'ADN p rovenan t de cel lules de la même espèce animale. 

Il en va de même pour C et G. Ce face-à- face est la règle de complé

men ta r i té . Elle impl ique que la connaissance du mot en les le t t res A , 

C , G , T qu 'on l i t en pa rcou ran t un des b r i n s détermine le mot qu 'on 

l i t en pa rcou ran t l 'au t re b r i n . Les l iaisons en t re deux bases qui se 

f o n t face ne sont pas des l ia isons covalentes mais des l iaisons h y d r o 

gène , qu i sont beaucoup p lus f a i b les . L 'énergie nécessaire pour rom

p re une l iaison hyd rogène est e n v i r o n un dixième de l 'énergie néces

sai re pour rompre une l iaison cova len te . 

Dans l 'espace, la molécule est plongée de la façon su i van te . Ima

g inons un c y l i n d r e ayant pour base un cerc le de diamètre égal à 20A 

( u n Angs t röm A vau t 10 ^ m h Su r ce. c y l i n d r e t raçons une hél ice t o u r 

nan t , à main d r o i t e , de pente égale à 3 4 / 2 0 l t \ Traçons une seconde hé

l ice de même, pen te , don t les, po in ts se t r o u v e n t à d is tance 11A et 23-A 

des po in ts de l 'aut re hél ice su r une même géné ra t r i ce . Ces deux h é l i 

ces rep résen ten t en g ros les chaînes suc re -phospha te . Les paires de 

bases se t r o u v e n t à l ' i n t é r i eu r du c y l i n d r e . Lo rsqu 'une hélice f a i t un 

t o u r le long du c y l i n d r e , 10,5 pa i res de bases se sont attachées au b r i n 

co r respondan t . 

Dans une deuxième note pub l iée dans Nature quelques mois après 

la p remiè re . C r i ck et Watson d é c r i v e n t comment leur modèle exp l i que la 

t ransmiss ion des caractères génét iques lors de la mitose. Les deux b r i n s 

se séparent au n iveau des l iaisons hyd rogène en t re paires de bases. Le 

f a i t qu ' i l s 'agisse de l iaisons fa ib les est t r è s impor tan t . Un processus 

(encore à é luc ider à l 'époque) permet s u r chaque b r i n séparé de recons

t i t u e r le b r i n complémentaire. Et vo i là comment l'on ob t ien t deux molé

cules f i l les ident iques à leur mère! L'ensemble de l 'opérat ion est appelé 

la rep l ica t ion de l 'ADN. 

§2. QUE REPRESENTE LA DOUBLE HELICE? 

On admet au joud 'hu i que le modèle proposé par Cr i ck et Watson 

(la double hél ice) est un modèle loca l , valable pour un " p e t i t " morceau 

d ' A D N . Il f au t aussi admet t re que ce modèle est une sorte de moyenne, 

car le pas de l 'hél ice va r i e en fonc t ion des paires de bases qui sont 
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attachées. De p l u s , le mil ieu dans lequel la molécule est plongée agi t 

sur sa forme en fonc t ion de la t empéra tu re , du degré de sa l in i té , e tc . 

Ceci étant admis, qu 'en es t - i l pour de longs morceaux d'ADN? 

Pendant les quelques années qui ont su iv i la paru t ion de la note à Na

t u r e , cette quest ion ne f u t pas v ra iment d 'ac tua l i té . On pensait que 

l 'ADN se t r o u v a i t à l 'état de pet i ts segments dans la cellule et que , 

t rès probablement , ces segments étaient connectés en t re eux par des 

proté ines pour former des segments beaucoup plus longs. Certaines 

expér iences de l 'époque "con f i rma ien t " d 'a i l l eu rs ce po int de v u e . On 

y voya i t une fou le de pet i ts morceaux d ' A D N . On sut plus t a r d que 

les procédés ut i l isés pour p u r i f i e r l ' ADN, t r o p b r u t a u x , étaient r es 

ponsables de la f ragmenta t ion de la molécule. 

§3. LES AUTORADIOGRAPHES DE JOHN CAIRNS. 

En 1963, le b io logis te J . Ca i rns exécuta l 'expér ience su ivan te . 

Il marqua radioact ivement (par du t r i t i u m ) l 'ADN d'Escher ichia Co l i , 

la bactér ie un iverse l lement ut i l isée en bio logie moléculaire. Il pu r i f i a 

doucement l 'ADN ainsi o b t e n u . Il c o u v r i t ensu i te la p répara t ion d 'un 

f i lm sensible aux rayons β . Ap rès avo i r laissé ag i r pendant deux 

mois, il observa au microscope les t races laissées par la rad ioac t iv i té 

su r le f i l m . Ces t races se nomment des au to rad iographes . Le résu l ta t 

f u t plein d 'enseignements. En e f f e t : 

( i ) Il n'y avai t r i en qu i laissait supposer la présence de molécules de 

l iaison en t re pet i ts segments d ' A D N . 

I i i ) Les composantes connexes éta ient t r ès longues. En fa i t l 'un ique 

chromosome d 'E . Coli é ta i t v is ib lement cons t i tué d 'une unique molécule 

d ' A D N , dont Cai rns estima la longueur à env i r on 1'100yU. ( 1y(A est 

un micron et vau t 10 ^ m ) . Ceci est d 'au tan t p lus f r appan t que le plus 

g r a n d diamètre d 'E . Coli est de 2JJ< . La longueur estimée permet f a c i 

lement de v o i r , en fonc t ion des paramètres qu i déc r i ven t la double hé

l ice, que le mot i nsc r i t dans l 'ADN d 'E . Coli cont ient env i ron quat re 

mil l ions de l e t t r e s . Mais le p lus beau est à v e n i r : 

( i i i ) La molécule d 'ADN d 'E . Coli n'est pas un segment mais un cercle 

( topo log iquement ) . 

Remarque. L 'ADN d 'E . Coli est à 2 b r i n s . Par conséquent , on peut 

penser à cet te molécule comme étant un f i b r e sur le cerc le , dont les 
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f i b res seraient les segments cons t i tués par les paires de bases. Mathé

mat iquement, il y a deux poss ib i l i t és : le f i b r e est t r i v i a l ou homéomor-

phe au ruban de Möbius. Les quest ions d 'o r ien ta t ion sur le bo rd dont 

nous avons par lé précédemment imp l iquent que le ruban de Möbius est 

impossible pour des ra isons ch imiques . 

A la su i te de Ca i r ns , d 'au t res expér iences f u r e n t fa i tes qui mont 

r è r e n t que beaucoup de v i r u s (don t l 'ADN est de ta i l le nettement p lus 

pet i te que celui d 'une bac tér ie ) on t aussi un ADN qui est c i r cu la i re à 

2 b r i n s . 

L 'expér ience de Ca i rns eut p lus ieu rs conséquences. Dans cet a r 

t i c le je ne par le ra i que d 'une seule qu i est la su ivan te . Supposons que 

l'on nous donne une molécule d 'ADN c i r cu la i r e à deux b r i n s . Par un 

procédé que lconque, rompons les l iaisons hydrogène ent re les paires de 

bases. Ceci peut ê t re o b t e n u , par exemple, en chauf fant doucement la 

p r é p a r a t i o n . Nous obtenons deux molécules d 'ADN c i rcu la i re à un b r i n . 

Mais leur coef f ic ient d 'enlacement est t r è s g r a n d . En première a p p r o 

x imat ion , il est env i r on égal au d ix ième du nombre de paires de bases. 

Je rev iend ra i su r ce coef f i c ien t d 'enlacement p lus ieurs fois dans la su i te 

de ce t e x t e . Pour l 'ADN d ' E . Coli il est donc d 'env i ron 400Ό00. Mais, 

pour que la mitose ai t l i e u , il f au t que les deux molécules f i l l es se sé

pa ren t . Mathémat iquement, il f a u t qu 'à la f i n du processus on puisse 
3 

met t re chaque f i l l e dans une boule de R et que les deux boules soient 

d is jo in tes . Par conséquent le coef f i c ien t d'enlacement doi t deven i r n u l . 

Comment d iable la molécule mère et le mi l ieu env i ronnan t s 'y p r e n n e n t -

i ls pour r e n d r e ce coef f i c ien t égal à zéro? Ceci se nomme le problème 

topologique de la rep l i ca t i on . En résumé, une conséquence des e x p é r i 

ences de Cai rns est que le modèle local de C r i ck et Watson se heur te 

maintenant à une obs t ruc t i on de na tu re g loba le . 

§4. LES EXPERIENCES DE JEROME V I N O C R A D . 

A p a r t i r de 1963, une équipe de Caltec sous la d i rec t ion de J . V i -

nograd a e n t r e p r i s une sér ie d 'expér iences qui about i ren t à la découver 

te du phénomène appelé " s u p e r c o i l i n g " en anglais. Je le nommerai " c o n 

t o r s i o n " . En voic i un résumé. 

V inograd a const i tué une colonie de v i r u s polyoma. Il s 'agi t d 'un 

v i r u s cancér igène de la s o u r i s . Son ADN est c i rcu la i re à deux b r i n s . 
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de longueur égale à env i ron 2j^{ . Ensu i te , V inograd a disposé sa po

pulat ion (notée 1 ) dans une solut ion et placé cette dern ière dans une 

u l t r acen t r i f ugeuse (accélérat ion de l ' o rd re de 50'000g). Il a mesuré la 

v i tesse de sédimentat ion S j de cet te popu la t i on . D'autre p a r t , il a sou 

mis une seconde populat ion du v i r u s polyoma à l 'act ion d 'un enzyme 

appelé DNAase. Des expér iences dél icates on t about i t à la conclusion 

que cet enzyme rompt une l iaison suc re -phospha te dans l 'un des deux 

b r i ns de l 'ADN. L'ADN est encore c i r cu l a i r e à deux b r i n s , mais l 'un 

des b r i ns est rompu en un seul e n d r o i t . On d i t qu ' i l y a une encoche 

( "a n i ck " en ang la i s ) . La popula t ion ainsi ob tenue , notée TJ , f u t éga

lement soumise à l ' u l t r a c e n t r i f u g a t i o n . Le résu l ta t f u t que sa v i tesse 

de sédimentat ion s j j est net tement i n f é r i e u r e à . Plus préc isément , 

le résu l ta t ob tenu f u t que le r a p p o r t ^ " ^ J J ) / s-j- est égal à 1/5. 

Des photos obtenues par microscopie é lec t ron ique ont révé lé cec i . 

Les molécules de la popula t ion I ont une apparence t rès contors ionnée. 

La photo donne l'image par p ro jec t ion su r un plan de la molécule dans 

l 'espace. Cet te image a p lus ieu rs po in ts doubles pour les molécules de 

la populat ion X tand is qu 'e l le n'en a en généra l aucun pour les molé

cules de la populat ion TE · 

Ce f u t un déf i cons idérab le pour J . V inog rad et ses co l laborateurs 

de comprendre ce qui se passe. A cet e f f e t , i ls ébauchèrent une f o r 

mule qui est capi ta le pour la compréhension de la s t r u c t u r e spat iale de 

l 'ADN c i r cu la i re à deux b r i n s . Le p rocha in paragraphe est consacré à 

cet te fo rmu le . Je rev iend ra i p lus loin su r les expér iences de V i n o g r a d . 

§5. LA FORMULE Lk = Tw + Wr. 

1 2 Soit S le cercle un i té en l 'o r ig ine de R . Un ruban est un p rodu i t 

S^xJ où J = [r £ , + £3 pour un ce r ta in £ 7 0 . L'âme du ruban est le cer 

cle S^x ^ 0 ^ . Un ruban R dans R^ est l ' image d 'un ruban par un p longe

aient d i f f e r e n t i a t e ou PL (PL veu t d i r e " p r e s q u e l inéai re" ou " l inéa i re 

par morceaux " ) . On or ien te les deux composantes du bord d 'un ruban 
3 

dans R paral lè lement. Ceci en t ra ine que le coef f ic ient d'enlacement des 

deux composantes est bien d é f i n i . (En e f f e t , si l'on renverse le sens 

de parcours des deux composantes, le coef f i c ien t d'enlacement ne change 

pas ) . On notera ce coef f ic ient L k ( R ) . Il est faci le de vo i r que la classe 
3 

d' isotopie d 'un ruban dans R est déterminée par la classe d ' isotopie du 

noeud const i tué par l'âme et par L k ( R ) £ ^ . 
231 



Soit maintenant ν un vec teur de longueur 1 at taché en l 'o r ig ine 
3 3 de R . Soit E v le plan or thogonal à ν passant par l 'o r ig ine de R . 

Soit p v la pro ject ion or thogonale de R 3 su r E^. Si Ρ et Q sont deux 

po in ts d i s t i nc t s de R 3 se p ro je tan t su r le même point de E^ on d i ra 

par dé f in i t i on que celui qu i a la p lus g rande composante en ν v ia 

l 'au t re pro jec t ion or thogonale est le p lus hau t . 
3 

Soit R un ruban dans R . Soient b R 1 et b R 2 les deux composan

tes du b o r d de R. On cons idère R comme f i x e , i .e . on s ' i n t e rd i t de 

le bouger par une isotop ie. On d i t que p v est une bonne pro jec t ion 

pour le r uban si localement en un po in t d ' i n te rsec t ion de ρ (bR^) avec 

ρ (bR^) on vo i t deux courbes l isses à tangentes d i s t i nc tes . Via une 

isotopie locale, on peut t r a n s p o r t e r cet te s i tua t ion de façon à ce que 

l 'une des courbes soit envoyée su r l 'axe des X au vois inage de l ' o r i 

g ine de Ε et que l 'au t re courbe soi t envoyée sur l 'axe des Y . Ceci 
V 3 a un sens. En e f f e t , on o r ien te R une fo is pour tou tes . Comme la 

normale à Ε est o r ien tée , le plan Ε est o r i en té . On chois i t un s y s -v M ν 7 

tème de coordonnées ( X , Y ) su r E v qu i représen te cet te o r i e n t a t i o n . 

Ceci é tant p réc isé , on peut en p lus demander que les or ien ta t ions des 

b r i n s soient conservées par i ' i so top ie. On a t t r i b u e alors au po in t d ' i n 

te rsec t ion le nombre +1 si le b r i n co r respondan t à l 'axe des X passe 

au dessus du b r i n co r respondan t à l 'axe des Y . On a t t r i bue le nombre 

-1 si c 'est l 'axe des Y qu i co r respond au b r i n supé r i eu r . 

Il est b ien connu que le coef f i c ien t d'enlacement L k ( R ) est égal à 

la somme ^ S Ü s ( B ) où s ( B j = +1 ou -1 est dé f in i comme c i -dessus . La 

somme por te su r tous les po in ts d ' i n te rsec t i on de p v ( b R ^ ) avec p ^ i b R ^ ) . 

Pour un tel po in t B , il y a un po in t b R 1 et un po in t B^é bR^ 

te ls que p V ( B ^ ) = p V ( B 2 ) = B . Faisons t e n d r e £ ve rs 0. On d i ra que Β 

est un po in t double p roche si B^ et B ^ t enden t ve rs un même po in t de 

l'âme du r u b a n . On d i ra que B est un po in t double éloigné s inon . On a: 

Lk( R ) = rj H v s (B ) = \ Σ Ι ^ S ( B ) + ^ s ( B ) où la somme por te 

su r les po in ts doubles proches tand is que la somme por te su r les 

po ints doubles é lo ignés. Les indices ν i nd iquen t que tou t ceci dépend 

de la pro jec t ion ρ . 

2 
Faisons maintenant va r i e r le vec teu r ν sur la sphère un i té S de 

3 
R . Si le r uban R est suf f isamment d i f f e r e n t i a t e (ou s'i l est P L ) , 
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i 'ensemble des vec teurs ν te ls que est une bonne project ion forme 

un ouve r t dense. C'est un résu l ta t c lassique qui remonte au moins à 

J . A lexander et K. Reidemeister. 

2 
Si ν est un po int de S pour lequel p^ n'est pas une bonne p r o -

I ( < 

ject ion du ruban R, on d é f i n i t > ^ - v e t ^ - v c o m m e étant nu l s . 

2 

On obt ien t ainsi t ro i s fonc t ions sur la sphère S . On peut démontrer 

que ces t ro is fonct ions sont in tégrab les si le ruban est suff isamment 

d i f fé ren t iab le (ou s' i l est P L ) . 

Comme ΊΖ est égal à L k ( R ) pour n ' impor te quel le bonne p r o 

jec t ion , on a l 'égal i té : 

L k ( R ) = j^fp^W d v . 
1 \ 1 v 1 

Notons T w ( R ) l ' i n tégra le jj^p J 2 ^ - V ^ ν e t ^ r ( R ) l ' in tégra le 

A T T E N T I O N : L k ( R ) est un nombre en t i e r . Pour un ν donné, la dé -

1 1 1 1 1 

composit ion L k ( R ) = - + ^ H v est u n e décomposit ion en somme d 

deux nombres en t i e r s . Mais cet te décomposit ion var ie en fonc t ion de 

v , de sor te que T w ( R ) et Wr (R) sont en général des nombres réels 

non en t i e rs . 

Le nombre T w ( R ) s 'appel le en anglais le tw is t ou le tw i s t i ng num 

be r . En f r ança i s , on l 'appel le la to rs ion du r u b a n . Ce terme est j u s 

t i f i é par la propos i t ion su i van te . 

PROPOSITION. T w ( R ) est égal à la to rs ion totale du r u b a n . 

La to rs ion totale est dé f in ie de la façon su ivan te . Soit C l'âme du 

ruban R (or ientée p rov i so i r emen t ) . En chaque point de C, considérons 

la normale à C, de longueur 1 , qui est tangente au ruban dans la d i 

rect ion de 8 pos i t i f . Notons η cette normale, t la tangente (de lon

gueur 1 ) et b la binormale choisie te l le que t , η et b forment un r e -
3 

père donnant l 'o r ienta t ion de R usuel le . La tors ion totale du ruban 

est alors l ' in tégra le 

^jp b*dn où b«dn dés igne le p r o d u i t scala i re. 

233 



Le cas de Wr(R) est p lus i n té ressan t . Le terme anglais i n t r o 

d u i t par Brock Ful ler est " w r i t h e " ou " w r i t h i n g number " . Je p r o 

pose de l 'appeler en f rança is la con to rs ion . On peut comprendre ce 
2 

nombre de la façon su i van te . Pour un ν génér ique dans S , les 

po ints doubles éloignés sont ob tenus lo rsque l'image par p^ de I' 

âme du ruban se recoupe en un po in t double o rd i na i r e . Au v o i s i 

nage d 'un tel po in t dans le plan E v on t r o u v e deux points doubles 

éloignés de même s igne . Ce s igne est le même que le signe du po in t 

double de l 'âme, ob tenu pour une o r ien ta t ion quelconque de l'âme. 

(Car un changement de l 'o r ienta t ion de l'âme change l 'or ientat ion 

des deux b r i n s l ocaux ) . Ceci suggère la dé f in i t i on su ivan te . 
3 

Déf i n i t i on . Soit Κ un noeud l isse (ou PL) dans R . Soit p v une 

bonne pro jec t ion de Κ su r E^. Le nombre de Ta i t T ^ ( K ) de la bonne 

pro jec t ion p v est le nombre en t ie r ΈΖ s (Q) la somme étant p r ise sur 

tous les po in ts doubles Q de la p ro j ec t i on . Il est c la i r que l'on a la 

p ropos i t ion su i van te . 
PROPOSITION. On a l 'égal i té Wr (R) = ~ r ^ T v ( â m e du ruban) d v . 

Remarque. Le ruban étant donné , la décomposit ion L k ( R ) = T w ( R ) 

+ Wr (R) a des p rop r ié tés d ' i nva r iance in té ressantes . Le coef f ic ient 

d 'enlacement est un en t ie r i n va r i an t par isotopie du plongement du 

r u b a n . La to rs ion tota le est un nombre réel i nva r ian t par isométrie 

du r u b a n . La contors ion est un nombre réel i nva r i an t par isométrie 

de l'âme du r u b a n . 

§6. COMMENTAIRE HISTORIQUE. 

J . V inog rad et ses co l labora teurs p ressen t i r en t vers 1965 qu ' i l 

ex is te une décomposit ion de L k ( R ) en somme de deux nombres réels 

tenant compte de la géométr ie de la s i tua t ion et non pas seulement 

de la topo log ie . La contors ion éta i t présentée comme de la " s u p e r h é -

l i c i t é " . On expr ima i t par là qu 'en p lus de l 'hél ice locale de Cr i ck et 

Watson, la forme globale est une sor te d 'hé l ice d 'o rd re supé r i eu r . 

A u j o u r d ' h u i encore la contors ion est la p l u p a r t du temps appelée " s u -

pe rco i l i ng " par les bio logistes de langue anglaise et non pas w r i t h e . 

A la demande de V i n o g r a d , le mathématicien Brock Ful ler é c r i v i t au 

début des années '70 p lus ieurs ar t i c les pour exp l i c i te r mathématique

ment la fo rmule empi r ique que V inog rad employai t . La contors ion y 
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étai t déf in ie comme la d i f fé rence Lk - Tw où Tw apparaî t comme 

l ' in tégra le de la to rs ion locale du r u b a n . L 'auteur a f f i rmai t ensui te 

que Wr ainsi dé f in i est la moyenne des nombres de Ta i t . 

Sauf e r r e u r , F. C r i ck contacta alors le géomètre d i f fé ren t ie l 

William Pohl qui lui d i t que la fo rmule Lk = Tw + Wr est une con

séquence faci le de résu l ta ts contenus dans la thèse de son élève 

James White. Pohl et White ont une dé f i n i t i on d i f f é ren te de la con to r 

sion qu i est due aux t r a v a u x du mathématicien roumain Georges 

Calugareanu ( ve rs 1960). En f a i t , comme ils le d isent eux-mêmes, 

c'est pour s impl i f ie r et généra l iser les résu l ta ts de Calugareanu que 

Pohl et White e n t r e p r i r e n t leurs reche rches . Voici en quelques mots 

de quoi il s ' ag i t . 

En 1833, Car i F r i e d r i c h Gauss donna dans une b rève note (non 

publ iée à l 'époque) une fo rmu le in tég ra le pour expr imer le coe f f i -
3 

c ient d'enlacement de deux courbes fermées d is jo intes dans R . Con

crè tement , si f et g sont deux app l ica t ions d i f fé ren t iab les de dans 
3 1 1 2 

R , d' images d is jo in tes , on c o n s t r u i t une appl icat ion h : S xS — ^ S 

par la fo rmule h ( s , t ) - - ̂ |^)-gU)\\~ * *" e ^ e 9 r ^ ^ e c e t t e app l i ca t ion , 

expr imé sous la forme d 'une i n t ég ra l e , est la formule de Gauss. L ' i n te r 

p ré ta t ion en termes d 'é lectromagnét isme que l'on peut donner à la f o r 

mule étai t connue de Gauss. C'est même elle qu i l 'y a condu i t . Vers 

1870, le phys ic ien écossais Peter Ta i t dans ses t r a v a u x de p ionnier 

su r la théor ie des noeuds , se posa la quest ion de la s ign i f i ca t ion de 

l ' in tégra le de Gauss lo rsque f=g (e t que f=g est i n j ec t i ve ) . Aut rement 

d i t , l ' in tégra le de Gauss pour un noeud ( p l u t ô t que pour un entrelacs 

à deux composantes) a - t -e l l e un sens e t , si o u i , quel est ce sens? En 

p r i n c i p e , l ' in tégra le n'est pas dé f in ie su r la diagonale de t o r e . L ' i n te r 

p ré ta t ion phys ique de l ' in tégra le l'amena à p ressen t i r que cette i n té 

gra le pour un noeud est liée à ce que j ' a i appelé c i -dessus le nombre 

de Tai t d 'une bonne p ro jec t i on . C'est pour rappeler l ' importance de 

l 'oeuvre de Ta i t su r les noeuds que je propose ce nom. Tait ne va pas 

jusqu s à p r e n d r e la moyenne sur tou tes les bonnes pro jec t ions . 

Calugareanu ne ment ionne pas T a i t , mais il se pose la même ques

t ion que lui au sujet de l ' in tégra le de Gauss pour un noeud. Après coup, 

c ' es t -à -d i re lo rsqu 'on dispose de la fo rmu le Lk = Tw + Wr pour un r u b a n . 
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on s 'aperçoi t que le contenu des ar t i c les de Calugareanu est le s u i -
3 

v a n t . Etant donné une courbe fermée simple et lisse dans R , il 

n 'ex is te pas nécessairement un r uban canonique dont elle sera i t l'âme. 

Mais il en exis te si la c o u r b u r e ne s 'annule jamais. Dans ces cond i 

t i o n s , n ' importe quel vec teu r du t r i è d r e de Frenet fa i t l 'a f fa i re pour 

c o n s t r u i r e un r u b a n . Dans la l i t t é r a t u r e , le vec teur tangen t est sou

ven t u t i l i sé ; en ce qu i me concerne , je p ré fè re le vec teur normal . 

Calugareanu commence par démont re r que ( ' in tégrale de Gauss ex is te 

lo rsque f=g (et que f=g est in jec t i ve ) à cond i t ion de supposer que 

le plongement est de classe C . Ceci fonc t ionne sans hypothèse sur 

la c o u r b u r e . Ensu i te , il é tab l i t et p rouve la formule Lk = Tw + Wr 

lo rsque la courbe est sans po in t d ' i n f l ex i on (ce qui est équ iva lent à 

d i r e que la c o u r b u r e ne s 'annu le jamais ) . Le nombre ent ie r Lk s 'ap

pel le a lors le " s e l f - l i n k i n g " d u noeud . Dans la fo rmule de Caluga

r e a n u , Tw est donc la t o rs ion to ta le de la courbe (au sens des f o r 

mule de Se r re t et F r e n e t ) , t and is que Wr est dé f in i b ien sur à l 'aide 

de la fo rmule de Gauss. 

Le po in t de vue de Pohl et Whi te , avec une t rès élégante démons

t r a t i o n , est présenté dans l 'a r t i c le de W. Pohl à Math . I n t e l l , c i té dans 

la b ib l i og raph ie commentée du p résen t a r t i c l e . 

Il est in téressant de noter que la fo rmule Lk = Tw + Wr est u t i 

l isée dans d 'au t res domaines. Pour son rô le en dynamique des f l u i d e s , 

vo i r l 'a r t ic le de H. Mof fa t t et R. Ricca. 

A ma connaissance, la p résen ta t ion de la fo rmule donnée c i -dessus 

à l 'aide des points doubles proches et éloignés ne se t r o u v e pas dans 

la l i t t é r a t u r e . Mais c 'est une conséquence assez immédiate de ce qui est 

pub l ié sur le su je t . 

§7. RETOUR AUX EXPERIENCES DE V INOGRAD. 

La d i f fé rence des deux v i tesses de sédimentat ion f u t exp l iquée 

par l 'équipe de V inograd de la façon su i van te . Prenons deux p o p u 

lat ions composées de molécules ayant même poids moléculai re. Si les 

v i tesses de sédimentat ion sont d i f f é r e n t e s , c'est que les molécules 

les p lus rap ides ont une forme dans l 'espace p lus "compacte" , p lus 

"condensée" . Pour les molécules de l 'ADN de polyoma ut i l isées par 

V i n o g r a d , c'est la con tors ion (ou p l u tô t sa va leur absolue) qui 
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r end ra i t compte du degré de "compac i té" , tou t au moins en première 

approx imat ion . C'est un problème tou jours actuel que de mieux com

p rend re ce phénomène. 

Une su rp r i se des expér iences de V inograd est que les molécules de 

la populat ion I v iennent d i rec tement "de la na tu re " sans a l té ra t ion . 

En d 'au t res termes, l 'ADN de polyoma est naturel lement contors ionné. 

V inograd e n t r e p r i t alors de quan t i f i e r Wr, ou tou t au moins de dé te r 

miner son s igne . Après des expér iences t r ès sub t i l es , les résu l ta ts 

f u r e n t que Wr est négat i f . En va leur absofue, Wr est égal à quelques 

pourcents de Tw . Comme Tw est pos i t i f , il en résu l te que Lk est e n 

core pos i t i f , mais un peu i n f é r i eu r à ce qu ' i l sera i t si la molécule étai t 

" r e l axée " . On entend par là une molécule à laquelle on aura i t t ou t 

d 'abord fa i t une encoche à l 'aide de DNAase, que l'on aura i t ensui te 

laissé se déconto rs ionner , et à laquel le on aura i t f inalement ré tab l i la 

l iaison manquante au n iveau de l 'encoche. Les biologistes savent fa i re 

t ou t cela. 

Des expér iences u l t é r i eu res mon t rè ren t que le phénomène de " s u -

pe rco i l i ng " de l 'ADN in v i vo est t r ès géné ra l . D'où la ques t ion : la con 

to rs ion se r t -e l l e à quelque-chose? Il est légit ime de penser que la con

to rs ion favor i se la présence de rég ions su r la molécule où la cou rbu re 

est f o r t e . Ceci est impor tan t . En e f f e t , l 'ac t iv i té de l 'ADN est t r adu i t e 

par des proté ines qui v i ennen t s 'y f i x e r temporai rement pour former 

ce que l'on appel le un complexe molécula i re. L 'existence d 'un tel com

plexe dépend fo r tement des formes (euc l id iennes) des deux molécules 

en leurs sites ac t i f s . P lus ieurs l iaisons ADN-pro té ines ont souvent besoin 

pour ex is ter de la c o u r b u r e locale de l 'ADN. Certaines de ces l iaisons n'ont 

pas l ieu si l'on re laxe l 'ADN. Au t rement d i t , on pense maintenant que 

la contors ion de l 'ADN est une cond i t ion nécessaire pour qu ' i l puisse 

jouer son rô le . 

Il est cer ta in que la contors ion aide aussi la cel lule ( d ' E . Coli par 

exemple) à résoudre le problème de stockage pour son A D N . Souve-

nous que le p lus g r a n d d iamètre de la cel lu le est 2/u tandis que son 

chromosome c i r cu la i re a une longueur de VIQOyu. 

§8. L'ELECTROPHORESE. 

L 'é lectrophorèse est un procédé u t i l i sé depuis lonqtemps par les 
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biochimis tes. Voici en gros en quoi il cons is te . Supposons que l'on 

a un échant i l lon de molécules chargées é lect r iquement (disons néga

t i v e m e n t ) . On se propose de les séparer en fonct ion de leur poids 

molécula i re. L' idée est de p répa re r un gel ( i l en exis te de p lus ieurs 

sortes avec des pores de ta i l les d i f f é ren tes ) et de fa i re voyager les 

molécules de l 'échant i l lon le long d 'une colonne de gel en plaçant 

convenablement des électrodes aux ex t rémi tés de la colonne. Bien 

s û r , c 'est un procédé dé l i ca t , qu i demande de la f inesse de la pa r t 

des expér imen ta teu rs . Lorsque t o u t est b ien ca l i b ré , on t r o u v e r a , 

"après un cer ta in t emps " , les molécules contenues dans des bandes 

t r a n s v e r s e s ; les molécules les p lus pet i tes se t r o u v a n t le p lus près 

de l ' a r r i vée . 

En 1974, le b io logiste Walter Kel ler eut l ' idée de séparer par un 

procédé analogue des molécules d 'ADN c i r cu l a i r e à deux b r i ns ayant 

tou tes même poids moléculaire ( i . e . même longueur ) mais une con to r 

sion d i f f é r e n t e . (L 'ADN étant un acide est chargé négat ivement en 

mil ieu a q u e u x ) . Ceci demande encore p lus de f inesse que dans le cas 

" c l ass ique " . Le gel u t i l i sé est un gel d 'agarose; les colonnes ont e n 

v i r o n 20cm de long et le voyage d u r e e n v i r o n 10 heures . Mais ça mar

che ! Et l 'observat ion des bandes par microscope é lect ron ique montre 

que les molécules qui voyagent le p lus v i t e sont celles ayant la p lus 

g rande con to rs ion . C'est un phénomène analogue à ce qui se passe 

par u l t r a c e n t r i f u g a t i o n . Tou te fo i s , il y a des d i f férences dans les c i r 

constances. L ' u i t r acen t r i f uga t i on est une d i f f us ion à t r a v e r s un m i 

l ieu v i squeux tand is que l 'é lec t rophorèse est une d i f fus ion à t r a v e r s 

une sor te de l a b y r i n t h e . Dans les deux cas il sera i t in téressant de 

comprendre ce qui se passe et pourquo i le contors ion est un bon i n 

d ica teur de la v i tesse . 

Pour i l l u s t r e r ce qui p récède , supposons que nous ayons à d i s 

posi t ion des échant i l lons des v i r u s polyoma de t ype I et U . Suppo

sons que l'on confect ionne aussi une popu la t ion H L en cassant les deux 

b r i n s . Ces de rn ie rs ADN sont donc homéomorphes à des segments. 

Par é lec t rophorèse, un échant i l lon con tenant les t ro is populat ions est 

séparé en t r o i s bandes. L 'échant i l lon ET (qu i n'a pas de contors ion 

à proprement pa r l e r ) est le p lus proche de l ' a r r i vée . Ensuite on t r o u v e 

la populat ion 1 , puis la popula t ion H qu i est la plus lente des t r o i s . 
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Mais les biologistes von t p lus loin dans la f inesse. (Actue l lement , 

ils u t i l i sen t pour les expér iences des plasmides c i rcu la i res à deux 

b r i ns p lu tô t que des v i r u s . Les plasmides sont des pet i tes molécules 

d ' A D N , de longueur de quelques m ic rons , disconnectées des chromo

somes et dont le rôle génét ique est encore mal connu. ) 

Pour un échant i l lon de plasmides préparés de la même façon on 

considère que , dans des s i tua t ions pas t r o p ex t rêmes, les molécules 

ont toutes même to rs ion locale (donnée essentiel lement par le modèle 

de Cr i ck et Watson) et donc même T w . Si l'on admet cet te hypothèse, 

les d i f fé rences dans la contors ion sont donc des d i f fé rences dans le 

coef f ic ient d 'enlacement. Par d ive rses manipu la t ions , les biologistes 

savent modi f ier le coef f ic ient d 'enlacement pour le f a i r e va r i e r d 'une 

seule u n i t é . (Dans leurs notat ions A Lk = 1 ) . Par é lec t rophorèse, on 

observe que deux popula t ions de plasmides dont le coef f ic ient d ' e n 

lacement d i f f è re de 1 se t r o u v e n t dans deux bandes d i f f é ren tes . Dit 

au t rement , la séparat ion é lec t rophoré t ique permet de mesurer une 

d i f fé rence d 'une un i té dans les coef f ic ien ts d 'enlacement. C'est p lus 

d i f f i c i l e de calculer exactement le coe f f i c ien t . Il vau t env i ron 600 

pour un plasmide de longueur 2 . 

§9 . TOPOISOMERASES ET RECOMBINASES. 

On connaît actuel lement deux famil les d'enzymes qui modi f ient 

la topologie des molécules d 'ADN dans l 'espace. La famil le des topo -

isomérases comprendprésen tement deux t ypes d'enzymes appelés 

Topo I et Topo H . L'enzyme Topo I ag i t su r l 'ADN à deux b r i ns 

lo rsqu ' i l y a une encoche. Il peut alors f a i r e passer successivement 

les deux b r i n s d 'une au t re pa r t i e de l 'ADN à t r a v e r s l 'encoche. 

Lorsque l 'encoche a été re fe rmée, il se t r o u v e que la d i f fé rence 

A L k est d 'une un i t é . L'enzyme Topo TE f a i t passer, sans u t i l i ser 

d 'encoche, une paire de b r i n s locaux à t r a v e r s une au t re paire de 

b r i ns locaux. Pour une te l le opéra t ion manifestement 4 Lk = 2. 

C'est ce qui a permis de d i s t i n g u e r l 'act ion de ces deux enzymes 

par é lec t rophorèse. 

On sait maintenant que ces deux enzymes agissent lors de la 

rep l i ca t ion . En e f fe t , si l 'on empêche l 'un des deux enzymes d 'ag i r 

(en u t i l i san t un p rodu i t ch imique convenable) la repl icat ion est 
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p e r t u r b é e . Beaucoup de médicaments u t i l i sés dans le t ra i tement chimique 

des cancers agissent précisément en b loquant l 'act ion de l 'un ou 

l 'au t re des Topos. Ceci a pour e f fe t d ' a r r ê t e r la p ro l i fé ra t ion des 

cel lules cancéreuses, dont l 'une des carac té r i s t iques est de se r e 

p r o d u i r e p lus rapidement que les cel lules saines. Ces médicaments 

ont pour e f fe t négat i f d ' a r r ê t e r aussi la rep roduc t i on des cellules 

saines. D'où la chute des c h e v e u x . 

A l 'heure ac tue l le , on dispose de cer ta ins scénarios qui dé 

c r i v e n t dans les g randes l ignes comment Topo 1 et Topo H col la

bo ren t pour résoudre le problème topo log ique de la rep l i ca t ion . 

Les recombinases agissent en modi f ian t d 'une un i té le nombre 

de composantes connexes de l ' A D N . Par exemple les intégrases pe r 

met tent de fa i re se connecter deux molécules d 'ADN dis jo intes pour 

fo rmer une seule molécule. Un v i r u s qu i in fecte l 'ADN d 'une cel lu le 

a un gêne qu i code pour la f ab r i ca t i on d 'une pro té ine (par la cel lu le 

in fec tée ! ) qu i lu i pe rmet t ra de f a i r e e n t r e r son ADN comme une p a r 

t i e de l 'ADN de la ce l lu le . En g é n é r a l , ceci a des conséquences né

fastes pour (a cel lu le en ques t i on . 

Il est ce r ta in que les b io log is tes ont un g r a n d in té rê t à com

p r e n d r e comment topoisomérases et recombinases ag issent . (Par ex 

emple pour pouvo i r i n t e r v e n i r ch im iquement ) . Un schéma t y p i q u e 

d 'expér iences est le s u i v a n t . On cons t i tue un échant i l lon de plasmides 

" i d e n t i q u e s " don t l'âme est non nouée. On ajoute à la p répara t ion 

des exemplaires de l 'enzyme dont on veu t é tud ie r l 'ac t ion. Dans ce r 

ta ins cas, un même plasmide peut ê t re le siège de p lus ieurs act ions 

successives des enzymes. Il se t r o u v e q u e , pour cer ta ins enzymes, 

p lus l 'enzyme ag i t de f o i s , p lus il compl ique en un cer ta in sens la 

topologie plongée des plasmides. 

On sépare ensui te la p répa ra t i on par é lec t rophorèse. On examine 

le contenu de chaque bande au microscope é lec t ron ique . Une innova

t ion mise au po in t par And rze j Stasiak consiste à fa i re r e c o u v r i r les 

molécules d 'ADN qui se t r o u v e n t dans une bande par une pro té ine 

nommée RecA. Ceci a pour e f fe t de mu l tp l i e r le diamètre de la double 

hélice par un fac teu r c i n q . Au microscope, on peut alors d i s t i ngue r 

en un po in t double quel est le segment qu i est dessus et quel est 

celui qu i est dessous. Au t rement d i t , on peut reconnaî t re le t ype de 
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noeud représenté par Tarne du r u b a n . 

Noter que toutes ces opérat ions (habi l lage par RecA, microsco-

p ie , etc) modi f ient la géométr ie mais pas la topologie des molécules 

d ' A D N . 

Par exemple, en 1985 une expér ience d i r igée par Nicolas Cozza-

re l l i à Berke ley a por té su r l 'act ion de Topo I. Après electrophoreses 

on a t r o u v é dans une même bande des noeuds ayant même cross ing 

number (nombre de cro isements) selon la tab le de Reidemeister. Une 

bande est d 'au tan t p lus rap ide que le nombre de croisements des mo

lécules qu 'e l le cont ien t est g r a n d . La d i f f é rence des nombres de 

croisements des i nd i v i dus de deux bandes successives est égal à u n . 

Cette expér ience est t r ès spec tacu la i re . 

Le topologue De Witt Sumners a proposé de modéliser l 'act ion 

de cer ta ins enzymes comme étant un " t ang le move" à la John Conway. 

Cela veu t d i r e que l'on se rep résen te l 'enzyme comme étant une boule 
3 

dans R . Cette boule in te rsec te l 'ADN en deux segments d i s jo in t s . 

L'act ion de l 'enzyme cons is te ra i t à remplacer le plongement des deux 

segments dans la boule par un au t re p longement , puis à recol ler avec 

ce qui se t r o u v e à l ' ex té r ieu r et qu i n'a pas changé. Pour les topo iso-

mérases, on reco l le ra i t sans changer les vo is ins tand is qu ' i l y aura i t 

des changements dans les vo is ins pour les recombinases. En u t i l i san t 

des résu l ta ts "non t r i v i a u x " de théor ie des noeuds comme le "Cyc l i c 

S u r g e r y Theorem" de C u l l e r - G o r d o n - L u e c k e - S h a l e n , Sumners a réussi 

à démontrer à p a r t i r de l 'analyse des bandes d 'é lect rophorèse que 

cer ta ins recombinases ne peuven t ag i r qu 'en e f fec tuant un " tang le 

move" d ' un cer ta in t y p e , qu ' i l est capable de calculer exp l ic i tement . 

C'est l 'appl icat ion la p lus f r a p p a n t e que je connaisse de la théor ie 

des noeuds à l 'ADN. 
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