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Résumé Les méthodes de théorie constructive des champs et de g roupe de renormalisation 

appliquées à la théorie B C S en physique du solide, doivent permettre un contrôle rigoureux 

comple t de l'état supraconducteur , au moins en dimension deux d 'espace. Les conjectures 
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I . Introduct ion 

Le p rog ramme constructif en physique du solide consiste à appliquer les méthodes de 

théorie construct ive des champs et de groupe de renormalisation afin de contrôler rigoureuse

ment ( d o n c pas seulement, au niveau perturbatif ) le compor tement à longue distance d un 

gaz de fermions de densité finie, en interaction et à température nulle. 

L 'out i l du g roupe de renormalisation tel qu'il avait été forgé par W i l s o n ne s 'applique 

pas directement à ce type de problèmes parce que la singularité du propagateur libre n'est pas 

ponctuel le mais étalée sur une surface, la surface de Ferrni. Par conséquent pour introduire 

les séries d'échelles de longueur typiques du groupe de renormalisat ion il ne suffit pas de 

faire une transformation de bloc-spin naïve, mais il faut réellement définir des "tranches de 

m o m e n t s " autour de la surface cle Fermi; pour la m ê m e raison la structure des contretermes 

est plus complexe ; il ne suffit, pas en particulier de renormaliser à. l 'aide de contre-termes 

locaux . C'est pourquoi les outils nécessaires au moins au niveau perturbât if ont été mis au 

point seulement dans la deuxième moit ié des années SO [FT1-2 ] [BG] . 

Le g roupe de renormalisation qui permet d 'élucider complè tement la renormalisation 

perturbat ive a été aussi transformé en un outil non-perturba.tif permettant la construct ion 

rigoureuse de modèles juste renormalisables ( [R] et références). Il est donc naturel de se poser 

la question du contrôle comple t , non-perturbatif des modèles de la physique du solide. Nous 

allons décrire plus particulièrement le p rogramme construct if qui vise à établir les propriétés à 

longue distance d 'un gaz d 'électrons en dimension 2 ou 3. dans le cas s imple d 'une interaction 

faible, attractive, à courte portée. Une telle interaction modél ise dans la théorie B C S le 

couplage des électrons par l ' intermédiaire de phonons du réseau cristallin. L'état fondamental 

d 'un tel système est supraconducteur: il présente une brisure spontanée non-perturbat ive de 

la symétr ie continue correspondant à la conservation du nombre d 'électrons. 

Nous ne discuterons pas ici le cas de la physique du solide en d imension 1 d 'espace, 

d o n c 2 d 'espace- temps, pour lequel la phase supraconductr ice n 'existe pas puisqu' i l n 'y a pas 

de brisure de symétrie continue en dimension 2 (Mermin -Wagner ) . Les mé thodes rigoureuses 

spécifiques à la dimension 1 font appel au caractère exactement soluble des modèles [M] . Le 

p r o g r a m m e construct if correspondant est développé par l 'équipe italienne de G. Galla.votti et 

al. [ B G ] . 
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Notons enfin que les méthodes ma thématiques développées pour l 'étude de la théorie 

B C S devraient avoir un champ d'applicat ion très large en matière condensée (suprafluidité. 

localisation. . . ) . 

I I . Le formal isme et les conjectures 

Les théories de fermions en dimension cl d 'espace peuvent être décrites à température 

finie par une théorie des champs à temps imaginaire (appelée théorie Eucl idienne) mais qui ne 

possède pas l 'invariance euclidienne complète parce qu'en physique du solide on travaille dans 

Γ approximat ion non-relativiste. La condit ion de température finie s 'exprime par une taille 

finie de la direction "temps imaginaire", inverse de la température, avec une condi t ion au 

bo rd périodique. La limite de température nulle cor respond à une limite thermodynamique 

dans l 'espace Euclidien I R r / + 1 . Les fonctions de corrélation Euclidiennes sont définies par 

(Π.1) 

où l 'action est 

A{i\t) = - λ Χ ( ι Μ ' ) -δμ(Χ.μ) I dkvkV'k - ί îk(ik0 - ' ( k ) j r i ι.7· (Π.2) 

Explici tons ces formules. Les champs fermioniques sont des vecteurs à deux com

posantes ii'k:] e-t '^'À-,j. reflétant les deux valeurs du spin de ré lec t ron . où k — ( k{). k ) 6 IR χ 1R ( /. 

Ces champs ant icommutent . et la mesure Y[k ^ ' Α - , σ ^ ^ / , - . σ un produit sur toutes les com

posantes d î m e mesure de Grassmann ordinaire (de "Lebesgue" ). La fonct ion ( ( k ) est l 'énergie 

d 'un électron isolé de moment k, de masse m. translatée d 'un terme de potentiel chimique 

μ qui contrôle la densité du système. Dans notre approximat ion non-relativiste et si l 'on 

néglige le potentiel périodique dû au réseau cristallin on obtient l 'énergie cinétique ordinaire 

(approximat ion du "jellium iso t rope") 

e ( k ) 
k 2 

2/77 
(II .3) 

O n observe que dans l 'action Λ le coeff icient total μ + δμ(Χ,μ) a été délibérément 

séparé en deux parties. Le terme δμ(Χ,μ) est en fait un contre terme qui renormalise le 

potentiel chimique. C'est une série dans la constante de couplage λ. qui est nécessaire pour 
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que le développement perturbatif des fonctions de corrélation autour de l 'origine λ = 0 soit 

bien défini. 

La partie non-triviale (non-quadrat ique) de Taction est donnée par le terme 

d' interaction X. Le cas le plus simple est celui d 'une interaction quartique locale ou à courte 

portée. Remarquons que pour des électrons de spin 1/2 une interaction locale ne peut de 

toute façon pas avoir un degré plus élevé que 4 à cause de la propriété οΓ an t icommuta t ion des 

champs. Une interaction à courte portée suffisamment décroissante sera équivalente à une 

interaction locale du point de vue des propriétés à longue distance. C'est physiquement le 

cas de l ' interaction entre électrons due à un échange de phonons , qui est dominante dans la 

théorie B C S . Seules les interactions à longue portée peuvent donner lieu à. des compor tements 

réellement différents, mais que nous n 'aborderons pas ici. Nous considérons donc le cas 

7 = I i.Vi d.r-,d.v^dx.1I(x{. ./·_>. ./·, )i. ·(./·] RM.r-j )ν(χ-Λ )c(x.i ) (Π.4) 

où le noyau i* est invariant par translation: I(x\, ^ 2 , ^ 3 , x± ) = / (a-2 — # i , # 3 — χι,χ-4 — Xi), 

par rotat ions spatiales, et très régulier à l ïnfini . O n peut demander par exemple que I 

appartienne à un espace de Sobolev de degré suffisamment élevé. 

L 'équat ion (II. 1 ) est pour l'instant formelle et pour la rendre bien définie il nous 

faut introduire un cutoff infrarouge. Avant de faire cela il est d 'usage c o m m o d e en théorie 

construct ive de combiner à la mesure "de Lebesgue" anticommuta.nte la partie quadratique 

( indépendante de A) de l 'action de façon à obtenir une mesure de Grassmann Gaussienne, 

Φ θ ( ν Α \ σ · ^h\a)* de propagateur formel 

C(.v.y) = / Μ 
Ι 

ih - e(k) 
ik{ x — y) (115) 

Rappe lons qu 'une telle mesure de Grassmann Gaussienne peut être définie par la 

col lect ion de ses moments : 

/n •Ί} Vïj άμα = dot [ C ( j . u . ( I I .6) 

O n aura alors 

η <π 
/ = 1 

,1(1'. ϋ ϊ - Μ λ . / ΐ ) rfÄ'i-A. t'A-
(Π.7) 
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Pour partir d 'une formule bien définie et non pas formelle, il nous faut introduire 

des régularisations. Il est pratique d' introduire d ' abord une régularisation ultraviolette. On 

remplacera donc par exemple le propagateur en introduisant un cutoff ultraviolet sous la 

forme d'une fonct ion de coupure // G C ( j*\ qui vaut 1 pour |Ä*| < Λ" et 0 pour \k\ > 2 Λ \ 

où Κ est une constante donnée. Ce point n'est essentiel ni du point de vue physique (en 

effet l ' approximat ion non-relativiste n'a pas de sens pour les grandes valeurs du m o m e n t ) , 

ni du point de vue mathémat ique (la théorie ayant un b o n comptage de puissances du côté 

ultraviolet ). 

Le cutoff "infrarouge" est un peu plus délicat à définir. Remarquons que les pro

priétés à longue distance sont gouvernées par la singularité du propagateur sur la "surface de 

Fermi" c'est à dire pour ko = 0, e (k ) — 0. Cette singularité est intégrable car de codimension 

2. D o n c le noyau du propagateur avec cutoff ultraviolet est bien défini en toute dimension: 

f ' A - o - e ( k ) 
{ILS) 

Pour analyser le compor tement de la théorie au voisinage de la singularité du propa

gateur, on veut utiliser une analyse de type groupe de renormalisation. Il faut donc découper 

la singularité à l 'aide d 'une échelle de fonctions. On pose pour j G —IN (entier négatif) , 

?/;(A'o- k ) = / / ( ( / V Q + c(k)2 )M~2j ). où M est un nombre , raison d 'une progression géométr ique 

arbitraire, par exemple M — 2. 

La théorie avec cutoff infrarouge d 'ordre MJ consiste à remplacer le propagateur 

( ILS) par 

/ / ) = / clk-
nik-ïn-riÀk] 

' /m , - < f k ; 
(11.9) 

Enfin il est c o m m o d e d' introduire un cutoff de volume, c'est à dire une boî te Λ C I R i / + 1 , par 

exemple un cube de côté L. Le propagateur et r interact ion sont restreints à ce volume, en 

remplaçant C 7 M par 

C>hj.\(i\y) = \\(z)C,hj(x,ij)x\(y) (ILIO) 

où \ a est la fonction caractéristique de Λ. De m ê m e r interact ion J est remplacée par une 

interaction à volume fini: 

/.,•·,</.;·_.(/,··.{(/./ ' ,/(./·! . ./·..../·;(../·, ιί.-ί.Γι )r{x-2 !'··(·'·:! )'.·(.νΛ ) (11.11) 
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En outre on pose 

δμ\{\.μ) = άμ(Χ.μ) L d.ViV(X] ) (11.12) 

Il est vrai que cutoff infrarouge et cutoff de \*olunie font un peu double emplo i , et il serait 

possible d'utiliser par exemple uniquenient le cutoff de volume avec condi t ion périodiques; les 

moments sont alors quantifiés sur le réseau 2~L~l2£i/_f 1 . et il suffit d 'étudier la limite lorsque 

L co en enlevant directement dans le propagateur les "modes singuliers" c'est à dire les 

valeurs de ce réseau (en nombre fini) telles que ko = 0. e ( k ) = 0. En fait il est plus c o m m o d e 

et naturel de travailler avec les deux cutoffs et de les enlever s imultanément par exemple en 

imposant L = M"1. La limite à. étudier sera alors simplement ;/ —> —oo. et implique la limite 

the rmodynamique Λ —> IR^ 4 " 1 . 

Il semblerait donc naturel de considérer les fonctions euclidiennes avec cutoff: 

η 
< Π Vpi^i^qi.a'; >j~ 

i-1 

/ ( Π ^ 1 ^ - σ , ^ , σ ' ) ^ λ ΐ Λ ( " · ' · , ^ / ' Λ ( λ · , ' ) ^ , , , . Λ ( Γ , . σ . ^ , σ ) 
(11.13) 

où A = [—M 7 . i l / La. condi t ion de renormalisation, c'est à dire le contre terme 

άμ\{λ,μ) est choisi c o m m e une série entière telle que. à tous ordres en λ 

- ( A - . / / A ) | Â . 0 = U i | k | = v / i n ï ï 7 7 = 0 (Π.14) 

où Σ . la self-énergie est reliée à la fonct ion à deux points Go par Go — ^ Σ ^ ο ^ - " ) " PTl-

2] . (Remarquons Tanalogie avec une condi t ion de renormalisat ion de masse en théorie des 

champs ) . 

Pour définir le numérateur et le dénominateur de (11.13) il suffit alors de développer 

les exponentiel les f - A î . \ ( r . t ' ) - ^ , \ ( A . / / ) e n s ( ; r j e s entières et d 'appl iquer les règles d' intégration 

( I I .6) . O n obtient ainsi une série formée de déterminants. Il est alors facile, par des règles de 

compara i son explicites des lignes et colonnes de ces déterminants (voir par exemple [ F M R T 1 ] , 

de prouver que ce numérateur et ce dénominateur sont tous deux des fonct ions entières de λ. 

Le quotient (11.13) est donc une fonct ion mé romorphe de λ clans le plan c o m p l e x e , entièrement 

définie par son développement per turbat io c'est à dire sa série de Taylor à l 'origine. 

En fait la limite de (11.13) est instable, c'est à dire par exemple pas unique selon 

les condi t ions au bo rd , parce que l'état stable associé à cette limite brise certaines symétries 
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du système. Dans le cas le plus simple (théorie BCS ordinaire, que nous allons maintenant 

considérer) , la seule symétrie brisée est la symétrie 

ιβ ιθ 

ν —* ( c : c —> ( i% 
(11.15) 

avec pour quantité conservée correspondante l 'opérateur nombre de particules (dans le for

malisme Hamiltonien associé) . Pour étudier la limite the rmodynamique d 'un tel système dans 

une phase à symétrie brisée, on sait qu'il est c o m m o d e d ' introduire un "champ magnétique 

infinitésimal" pour sélectionner un état pur particulier. Nous définissons donc 

R = r f (//,·( ι <.'_*-.! + Γ . A-. '•' — k-.' ) (11.16) 

et la limite the rmodynamique que nous allons étudier sera construite en ajoutant le terme R 

à Taction et en faisant tendre ?· vers 0. Les fonctions associées sont alors 

9 . - , 
» ι 

IL 
/ = 1 

11 ο 

Π 

/ ( T I L , ^ , . , , ^ . ^ ) ( - ^ < - - » - ^ ^ ' ' ^ ^ c , , . A ( e , . , . ^ , , ) 

e - A Î A ( l . . ^ ) - , / , A ( A . / , ) + f i ( / / / c . ) _ λ ( { , α . σ . ) 
(11.17) 

où ??. = (?7 · ι ,?? .2) . Notons en effet que le nombre de sources r n'est plus nécessairement égal 

au nombre de sources c à cause du terme /? . 

Nous dirons que l ' interaction I est de type " B C S ordinaire" si le développement du 

noyau / ( transformée de Fourier de / ) satisfait à certaines condi t ions à momen t de transfert 

nul et au voisinage de la surface de Fermi. Plus précisément soit k'(k) = (0 . \ / 2 m / / — ^ ) la 

projec t ion d 'un moment k G I R ( / + 1 sur la surface de Fermi. Le noyau réduit / ( / ' . — / ' . .> ' . —$') 

est une fonct ion de deux moments sur la surface de Fermi; par invariance par rotation spatiale 

de / , Tun de ces moments peut être ramené à une direction donnée. C'est donc une fonc

tion définie sur la surface de Fermi. et c'est cette fonct ion que Fori analyse en harmoniques 

sphériques ττ^. Soit 

î ( t ' . - t ' . *'.-*') = (II.1S) 

le développement correspondant . On suppose λ ( 1 < 0. |Ao| > | A a | k 0 < λ < κ et κ 

suffisamment petit. L' interaction est alors dite du type B C S ordinaire. 
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Conjec ture En dimension cl = 2 . 3 . pour une interaction du type BCS ordinaire comme 

définie ci-dessus la limite des fonctions de corrélation Sn — l im r —ο Hnij oc Sn<rj existe au 

sens des distributions (en moments) et le comportement asymptotique à longue distance de 

leur transformées de Fourier (en espace) peut être déterminé systématiquement. Certaines 

fonctions décroissent exponentiellement et d'autres non. Plus précisément: 

(i) Il existe une fonction de À. appelée "gap BCS" et notée Δ , se comportant à petit 

X comme Δ ( λ ) ^ const e ~ ~ c o l l s t / \ et telle que 

( 2 τ τ ) ^ 

Δ 
•S(k'-p) (11.19) 

(ii) Pour η impair, la transformée de Fourier des fonctions connexes à 2n points 

décroît exponentiellement avec un taux au moins (1 — ε ) Δ (pour tout e > 0 fixé) 

(iii) Pour ·η pair la transformée de Fourier des fonctions connexes à 2n points S„ 

décroît seulement polynomialement dans certains canaux, et non pas exponentiellement. En 

particulier il existe des constantes c\ et c-i telles que 

l i m ( c i g g + c 2 q 2 ) isdtdp < î ^ - g î -p-3+q\V\*\lth-PrV--ti - ^ - î + p j V v î > = - 1 (11.20) 

Cette conjecture expr ime le fait que le système se trouve dans une phase à symétrie 

brisée ( i ) , et que l 'espace de Hilbert est la s o m m e directe de sous-espaces pairs et impairs, la 

restriction du Hamiltonien au sous-espace impair ayant un "gap" Δ entre l'état fondamental 

et le reste du spectre ( i i ) . Un tel "gap" n'existe pas dans le secteur pair, c o m m e on s'y 

attend d 'après le théorème de Golds tone qui prédit l 'existence d 'une particule de masse nulle 

associée à la brisure de la symétrie continue U(l) (11.15), appelée b o s o n de Golds tone (ii i) , 

(11.20). 

Les taux précis de décroissance des fonctions dans le secteur pair dépendent des 

fonct ions considérées et de la dimension; ce point est précisé dans la prochaine section. 

Une démonstra t ion complè te de cette conjecture est en cours d 'é laborat ion en di

mension d = 2. Par contre en dimension d — 3 bien que la conjecture ne soit que la mise 

en forme précise de la théorie B C S standard à laquelle adhèrent tous les physiciens, il ex

iste une difficulté mathémat ique majeure qui nous empêche jusqu 'à présent d'envisager une 

démonstra t ion complè te . 

114 



La théorie DCS standard est une théorie difficile puisqu'elle contient une brisure de 

symétrie continue et des effets noii-perturbatifs (\'oir le compor temen t de Δ ci-dessus). Cela 

explique que sa construct ion explicite soit une oeuvre de longue haleine. Notons cependant 

qu 'à partir des résultats déjà obtenus en dimension deux [ F M R T 1 ] on peut obtenir aussi 

des théorèmes plus simples mais tout à fait non-triviaux, c o m m e par exemple la première 

construct ion d 'un liquide de Fermi en interaction, lorsque la surface de Fermi est "anisotrope" 

et non-invariante par parité (par exemple en présence de champs magnét iques) , de façn à 

empêcher la formation de paires de Coope r [ F K L T ] . 

I I I . Les é tapes techniques de la démons tra t ion 

Sans entrer trop dans les détails, essayons crindiquer brièvement clans cette section 

la stratégie pour établir la conjecture de la section précédente. 

L 'é tude de la théorie est divisée en trois régimes, chacun donnant lieu à une 

théorie des perturbat ions différente et devant être contrôlé construct ivement (donc non-

perturbat ivement ). 

Le premier régime va de l 'échelle du cutoff ultraviolet à une échelle un peu inférieure 

au gap . Dans ce régime r interact ion reste toujours faible. La physique est dominée par la 

singularité du propagateur fermionique libre à la surface de Fermi. Il faut, pour Γ analyse du 

type g roupe de renormalisation, couper le propagateur en "tranches de momen t s " autour de 

la surface de Fermi. Le propagateur de la / - ième tranche est 

C^x.y) = C,hj{x,y) - C , M - + i ( ; i \ y ) = / dk 
n(k)(v)+l(k)-nj(k)) 

ih - e ( k ) 

ik(x-y) ( U L I ) 

Nous allons considérer clans le premier régime seulement la s o m m e des tranches jusqu 'à une 

certaine valeur J. c'est à dire le propagateur 

C,hj(x-y) = 

J 

Σ 
./=o 

( ΙΠ.2) 

où MJ est une échelle un peu inférieure à Δ . par exemple MJ — 1 0 0 Δ . C o m m e Δ ~ 

const c ~ c o n s t 7 \ J est en fait une fonct ion de λ qui se c o m p o r t e c o m m e —const / λ à petit λ. 
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Par simple intégration par parties ce propagateur décroît à, des échelles de longueur 

cle Tordre de M - * ' . D o n c lorsque j va. de 0 à J on explore bien la physique à des échelles 

de longueur de plus en plus grandes, jusqu'à, une échelle proche du gap . Le comptage de 

puissance correspondant est juste renormalisable à toute dimension, car la codimens ion de la 

singularité est toujours 2. Ceci est tout à fait différent de la théorie des champs habituelle. 

Le flot du g roupe de renormalisation vers la surface de Fermi a été analysé perturbat ivement 

dans [FT2] , La renormalisation de la fonction à 4 points n'est nécessaire (et n 'engendre donc 

un flot non-tr ivial) que pour la. partie à momen t de transfert nul. Dans le noyau réduit 

(II.1S) correspondant , c'est l 'ensemble des constantes de couplage {λ^ ·} qui possède un flot, 

mais dans l ' approximat ion au premier ordre de la. fonction beta, ces flots découplent et sont 

identiques pour chaque λ*·. Dans cette appproximat ion . on a donc s implement pour les 

constantes effectives A [ les équations aux différences finies 

(III .3) 

Les condi t ions de B C S ordinaire À 0 < 0. | λο | > | λ^ · | ^ _ 1 , 0 < λ < κ. et κ suffisamment petit, 

correspondent physiquement à une interaction attractive et assurent que la constante effective 

A Q domine toujours les autres et diverge lorsque j —> — o c . * 

Pour confirmer cette analyse d 'une manière construct ive, il faut pouvoi r prouver 

que les contr ibut ions de grands ordres (qui pourraient, par exemple , modifier les flots prévus 

par l ' approximat ion ( I I I .3)) sont bien négligeables. Pour ce faire le résultat technique clé est 

une borne inférieure uniforme en j sur le rayon de convergence Rj de la série perturbative 

de la théorie limitée à la. j - i ème tranche, donc arec propagateur Cjy Nous avons démontré 

* O n pourrait croire qu'en choisissant À 0 > 0, c'est à dire une interaction physique

ment répulsive, on aurait liberté asyinptot ique infrarouge et donc un compor t emen t proche de 

la théorie libre (l iquide de Fermi) . Il n 'en est rien, car le système infini des constantes de cou

plages \k n'est découplé qu 'au premier ordre. Le véritable système est d o n c génériquement 

toujours instable (instabilités de Kohn-Lut t inger ) . Il ne semble d o n c pas possible de constru

ire des liquides de Fermi en interaction (à moins d 'empêcher directement le flot de la fonction 

à m o m e n t de transfert nul par des condi t ions portant sur la forme de la surface de Fermi 

[ F K L T ] . 
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une telle borne ΒΊ > const en dimension 2 [FMRT1] mais pas en dimension 3. Ceci peut 

surprendre puisque le comptage de puissances de la théorie, c o m m e nous l 'avons remarqué, 

est indépendant de la dimension. Mais l 'argument constructif ne peut reposer que sur une 

élaborat ion du principe de Pauli. Les graphes aux grands ordres sont en effet trop nombreux 

pour que la s o m m e des valeurs absolues de leurs ampli tudes converge: c'est le phénomène 

habituel de la divergence des séries perturbatives en théorie des champs. Le rayon de con

vergence est toutefois fini pour une théorie fermionique à cause des compensat ions de signe 

entre les graphes: la série des perturbations s'écrit en terme des déterminants (II .6) . Si 

Ton cherche à mettre en évidence explicitement ces compensat ions par des inégalités (Gram, 

Hadamard) ou des compensat ions explicites de lignes et de colonnes qui se ressemblent dans 

le déterminant, on aboutit toujours au même type de résultat: il y a forte décroissance dans 

le nombre de champs par volume unité de l 'espace de phase et donc tout se passe en pra

tique c o m m e s'il n 'y avait qu 'un nombre fini de fermions (un. . . ) pour chaque volume unité 

de l 'espace de phase, ce qui limite effectivement la taille des déterminants possibles et fait 

converger la série perturbative. Ce "principe de Pauli*' appliqué à notre p rob lème fait surgir 

une difficulté inconnue en théorie des champs: le nombre de volumes unité d 'espace de phase 

pour une tranche d'épaisseur M} autour de la surface de Fermi. dans un cube de coté M~J 

est grand, de l 'ordre de Λ / ~ ( ί / ~ 1 ) ; . et dépend de la dimension. Il n'est donc pas étonnant que 

contrairement à l 'analyse perturbative. l 'analyse constructive du groupe de renormalisation 

autour de la surface de Fermi soit plus difficile en dimension plus élevée. 

Pour exploiter le principe de Pauli, cette analyse construct ive nécessite donc un 

second découpage: les tranches de moments ( III. 1 ) sont coupées en .Y — M~{,l~] ) j cellules que 

nous avons appelées secteurs. Ces secteurs fonctionnent un peu c o m m e des "couleurs dans 

une théorie des champs. D'autre part dans le bilan ( "comptage de puissances") d 'un vertex 

avec des couleurs fixées, il faut compter le volume de son intégration clans une boî te de taille 

M~J, et le poids de ses 4 demi-propagateurs donc de deux propagateurs complets à secteurs 

fixés. Ce bilan donne donc M~{d+l)jM2dj = = 1/A r par vertex. Remarquons que 

c'est là le facteur naturel que l 'on introduit dans la constante de couplage d 'une théorie des 

champs à Ν couleurs, lorsque l 'on veut étudier la limite _Y grand, et faire un développement 

en 1/JV [ F M R T 2 ] . 
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En dimension deux, la loi de conservation du moment nous dit que quatre moments 

de m ê m e longueur et de s o m m e nulle forment un losange dont les cotés sont parallèles deux 

à deux. Le vertex ne couple donc que deux "'couleurs" à la fois, c o m m e dans une théorie 

des champs vectorielle standard dont Γ interaction est ( ο 2 ) 2 = Σ]*)=ϊ 0 2 o j . C o m m e nous 

Lavons remarqué, le poids du vertex est d'autre part le bon poids pour que la limite Λ τ —» oo 

soit finie. Ces remarques encourageantes sont à la base de notre borne uniforme i ? ? > const 

[ F M R T 1 ] , bien qu'il existe quelques pièges techniques: en particulier le cas des losanges 

presque dégénérés obl ige à faire en fait une analyse avec M~~JI2 secteurs anisotropes (allongés 

le long de la surface de Fermi) et non pas M~J secteurs isotropes. 

En dimension 3 la loi de conservation des moments ne suffit pas à rendre le vertex 

planaire. En moyenne c'est "2,5 couleurs'* qui peuvent être couplées par un vertex général: 

deux couleurs plus un angle arbitraire de torsion, qui c o m p t e c o m m e une "demi ' ' couleur, 

puisqu 'une couleur est définie par une cellule sur la sphère donc par deux angles d'Euler. La 

structure du vertex n'est donc pas factorisée c o m m e dans une théorie des champs vectorielle. 

Notre meilleure borne pour l'instant est 7? ; > MJÎ2 (en utilisant des secteurs anisotropes) . 

Cette bo rne ne permet pas le contrôle du flot du g roupe de renormalisat ion suffisamment 

longtemps pour arriver au deuxième régime indiqué ci-dessous ( format ion des paires de 

C o o p e r ) , puisque le flot croît seulement logari thmiquement . (Pour ce faire il faudrait au 

moins Rj > c o n s t / / . ) Après des années d'efforts sans succès, on peut dire qu'il y a là une 

difficulté de fond, mathémat iquement bien posée et physiquement passionante, encore large

ment méconnue à la fois des physiciens et des mathématiciens. Faute de mieux nous projetons 

en particulier une analyse numérique de ce problème, qui pourrait être éclairante. 

Une fois le premier régime contrôlé, le deuxième régime va de Léchelle un peu 

inférieure au gap (par exemple MJ ~ 1 0 0 Δ ) à une échelle un peu supérieure (par exem

ple MJ ~ Δ / 1 0 0 ) . Dans ces échelles de longueur, la théorie n'est plus faiblement couplée au 

sens ordinaire puisque la valeur de λ 0 effective a dépassé, disons, 1/100. C o m m e n t est-il donc 

possible de contrôler encore la théorie? On s'attend de toute façn à une difficulté de fond avec 

la série perturbat ive ordinaire, puisque Le paramètre Δ est non-perturbatif. Or le seul outil 

construct if ce jour pour traiter les phénomènes non-perturbatifs est le déve loppement en 1/ΛΓ  

des théorie vectorielles à Ν grand (voir par exemple [ K M R ] ) . Ce qui est enthousiasmant dans 
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la théorie B C S , c'est que précisément cet unique outil connu s 'applique tout naturellement 

à la situation [ F M R T 3 ] . En effet n 'oubl ions pas que c o m m e nous l 'avons déjà, indiqué, le 

noyau effectif qui a divergé par le groupe de renormalisation est une interaction à moment 

de transfert nul du type ( 11.1S ) [FT2] .* Une telle interaction à momen t de transfert nul, ne 

couple bien sûr que deux directions de moments à la fois, donc que deux couleurs dans le lan

gage ci-dessus. Cette partie de la théorie est donc parfaitement adaptée à un développement 

en 1/Λ Γ, où Λ τ = j\J~(d-1)J ~ const e c o n s t / λ est toujours très grand pour λ initial petit . Le 

paramètre Ν dont il s'agit ici n'est donc pas un paramètre ad hoc c o m m e d 'habi tude, et on 

pourrait dire qu'il est engendré dynamiquement , tout c o m m e Δ . 

Remarquons que cet argument n'est pas semblable au précédent . Il s 'applique à 

toute dimension et non pas seulement en dimension 2. et n 'a rien à voir avec la conser

vation des moments . Pour résumer, disons que pour toute d imension le flot du groupe de 

renormalisat ion dans la théorie B C S fait émerger une interaction effective qui est du type 

modè le vectoriel à grand nombre de composantes , alors qu 'à deux dimensions par suite des 

lois de conservation des moments toute interaction est dès le départ nécessairement de ce 

type [ F M R T 2 - 3 ] . 

Pour contrôler de manière constructive le développement en 1/N qui c o m m a n d e ce 

deuxième régime, on utilise c o m m e d 'habi tude la mé thode du c h a m p intermédiaire qui en 

physique du solide por te le doux n o m de transformation de Hubbard-St ra tonovic . cést à 

dire que l 'on remplace le vertex quartique (11.18) à quatre fermions par deux vertex à deux 

fermions et un boson . L'algèbre correspondante n'est pas triviale: c o m m e les fermions ont 

deux composantes dues au spin, le champ bosonique a aussi deux composantes . L'algèbre 

se simplifie en groupant les deux composantes de spin dans le c h a m p fermionique à deux 

composantes de Nambu 

Φ = ( Φ ΐ , Φ 2 ) ·Φ = ( Φ ΐ , Φ 2 ) tkA = ή · , Ι ; </'*,2 = , = V̂Ar,T î tf'*,2 = Φ-kd 

(ΙΙΙ .4) 

Le vertex effectif correspondant au terme quartique le plus divergent (paires de C o o p e r ) 

* Le reste de l ' interaction n'a pas évolué sous le g roupe de renormalisation, et reste 

donc traitable c o m m e dans le premier régime. 
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s'écrit alors s implement 

v<ff = Σ 
f = 1.2 

/ oj{p)dp( f * Φ , . _ / ) / 2 σ ' Φ , + / ) / 2 ) 

, , > Ι ( /ΤΨ(Γ)- / ( . Ι · )Ψ( . ( ) (ΙΙΙ .5) 

où α*. i = 1 ,2 .3 . désignent les matrices de Pauli; pj est un cutoff qui limite le moment de 

transfert à des valeurs inférieures ou égales à MJ ~ 1 0 0 Δ ; dp{~ ) est une mesure gaussienne 

normalisée ultralocale avec cutoff ρj ( donc de propagateur p.j{x — y)), et le c h a m p 7 à deux 

composan tes est aussi un opérateur de composantes 71 et 72 dans la base des matrices σι  

et σ 2 : 7 = 7 ισ* + 72<7 2. Après intégration explicite du champ fermionique on obtient une 

mesure boson ique qui s'écrit 

r / / / j ( 7 ) d e t ( l - Cj . 7 ) (III .6) 

où la partie du propagateur fermionique (II.G) qui cor respond à la théorie effective à partir 

de l 'échelle J s'écrit, dans le formalisme de N a m b u 

Cj = 1 clk 
ik\) — e ( k ) a 3 

c / A - ( i - / / ) (ΠΙ .7) 

Le potentiel effectif pour un champ 7 constant se calcule facilement à partir de (III .6) . Il a 

la forme du "chapeau mexicain" donc Γextremuni 7 = 0 est instable. Le m i n i m u m absolu, 

stable, cor respond à la "gouttière" | 1 = Δ φ 0. La valeur moyenne de 7 va. être déterminée 

en définitive par le petit ternie de brisure R (11.16). Supposons que ce terme favorise la 

direction 71. Nous aurons alors dans la limite the rmodynamique correspondante , une mesure 

de G ibbs notée < > i pour laquelle < 71 > ι = Δ φ 0. < 72 > ι = 0. Nous pouvons tenir compte 

de la translation de 71 à sa valeur moyenne par la modif icat ion du propagateur fermionique 

(III .6) en 

/ dk-
ik0 - e ( k ) a 3 + Δ σ 1 

(111.8) 

Ce propagateur est écranté, c'est à dire qu'il n'est plus singulier sur la surface de Fermi: 

il est à décroissance rapide avec taux Δ " 1 . A partir de l 'échelle Δ ce n'est donc plus la 

singularité de Fermi qui peut gouverner le compor t emen t à. longue distance, et on pourrait 

conclure naïvement qu 'une analyse multi-échelles n'est plus nécessaire. C'est bien sûr faux 
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puisque le théorème de Golds tone nous dit que le spectre d 'une théorie à symétrie continue 

brisée contient une particule de masse nulle. Le développement en 1/N dont nous venons de 

parler n'est autre que le développement du déterminant (III.G): 

de t ( l - C.j . - ) = Γ ~ Τ , ' Σ ^ ι Γ ( ° (III.9) 

et c o m m e d 'habi tude (voir par exemple [ K M R ] ) seuls les termes avec k > 3 sont petits pour 

jY —-> oc. Le terme linéaire en 7 est absorbé si Ton veut dans la translation 7 —+ 7 ' + Δ σ 1  

de passage au vrai min imum, mais le terme quadratique doit bel et bien être combiné à la 

mesure ultralocale c/// j et s'ajuste à elle exactement de manière à rendre le champ 7 de masse 

nulle. L'identité exacte correspondante est bien sûr une identité de Ward due à la symétrie 

de la théorie. 

Les propriétés à longue distance 1 du champ 7 , pour des distances supérieures disons 

à 1 0 0 Δ - 1 , relèvent donc d'un problème infrarouge qui pourrait à priori être non-trivial, et 

qui est en fait très semblable au contrôle constructif de la phase à basse température et 

symétrie brisée du modè le 0 ( 2 ) de mécanique statistique classique, c'est à dire d 'un système 

de "rotateurs plans" en dimension d + 1 > 3. Nous savons que cette phase à symétrie 

brisée existe bien par des méthodes "soft" (borne infrarouge, prouvée par des inégalités de 

corrélation en échiquier [FSS]). mais ce n'est que récemment qu 'une étude constructive de 

cette phase a été commencée [B]. 

Il y a donc là un troisième régime, dans lequel c'est le propagateur du champ 7 (de 

masse nulle (donc incluant le terme k = 2 dans ( III.O ) ) qu'il convient de découper pour faire 

une analyse multi-échelle. 

Les termes successifs du développement (III .9) pour k > 3 forment un déterminant 

dit d e t 3 , que l 'on peut penser c o m m e une s o m m e d'auto-interactions quasi locales de tous 

ordres pour le champ 7. Le caractère quasi local est dû au fait que le propagateur fermionique 

Cj,à (III.S) décroît à l 'échelle Δ " 1 . alors que nous considérons dans ce troisième régime des 

échelles beaucoup plus grandes. Rappelons que le comptage de puissances infrarouge d'une 

théorie bosonique de masse nulle dépend de la dimension, devenant de plus en plus difficile 

à basse dimension. Par exemple pour un champ bosonique ο de masse nulle avec interaction 

ό 4 la dimension d + 1 = 4 est marginale, et en dimension d — 2. d + 1 = 3 on a déjà un 
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prob lème non-renormalisable avec des points fixes non-triviaux. En fait ici la situation est 

bien meilleure que ce que le comptage de puissance naïf semblerait dire parce que les vertex 

effectifs de cette théorie sont régularisés à petit moments grâce à des identités de W a r d qui 

sont la trace de la. symétrie U( 1 ) de la théorie. Si Ton tient c o m p t e de ces identités le comptage 

de puissances devient superrenormalisable du côté infrarouge jusqu 'à la d imension critique 

d — 1. cl + 1 = 2. ce qui ne doit pas nous surprendre puisque c'est à cette d imension que le 

théorème de Mermin-Wagner nous dit que la phase à symétrie brisée n 'existe plus. 

Le contrôle du régime 3 repose d o n c sur les identités de W a r d de la théorie. La 

\ Tersion la plus simple de ces identités, correspondant au vide instable 7 = 0 est donnée dans 

[ F M R T 4 ] . Pour la théorie translatée correspondant au véritable vide il faut une version un 

peu modifiée de ces identités, en cours d 'élaborat ion. 

Le b o s o n de Golds tone correspond naïvement à la partie tangentielle du champ 7 

perpendiculaire à Γ aimantation, donc pour la phase < > i c'est le champ 72. C'est ce champ qui 

a pour propagateur effectif à longue distance la transformée de Fourier f cftrf + 1 ) p p * e t p t 1 ~ y \ 

où pj est le cutoff ultraviolet*. O n doit donc finalement démontrer que 

< 7 2 ( - ï ' h - 2 ( / y ) > i 
|.r-.v| — o c 

const 

\ x - y \ ( l - 1 
(111.10) 

O n pourrait croire que la fonction à deux points dans la direction d 'aimantat ion, 

< 7 i ( # ) T i ( î / ) > i reste massive, donc à décroissance rapide à cause de la courbure radiale 

non nulle au fond du "chapeau mexicain" . Il n 'en est rien car les vertex effectifs de type 

7Ί72 ne sont pas. eux. protégés par des identités de Ward . La décroissance de la fonction 

à. deux points dans la direction radiale est donc limitée par des termes à deux propagateurs 

intermédiaires tangentiels. D o n c on doit avoir, dans des unités convenables 

< i i U h i ( y ) > i 
— o c 

const 
(III .11) 

La démonst ra t ion des compor tements (III. 10-11) est d o n c l 'ob jec t i f de notre pro

g ramme. La présentation très brève ci-dessus ne doit pas toutefois occul ter l 'existence de 

* O n a dans ce qui suit choisi pour simplifier des unités convenables afin de faire 

disparaître l 'anisotropie et les coefficients c-\ et c2 dans (11.20). 
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difficultés techniques assez importantes pour le contrôle de ce troisième régime. En partic

ulier c o m m e le terme de brisure 7? (II.1G) tend vers 0, dans l 'analyse multi-échelles il n'est 

pas possible de se repérer dès le départ par rapport à la direction finale d 'aimantat ion. Il 

faut, pour les fluctuations successives du champ Λ que le g roupe de renormalisation définit, 

introduire un repère local , qui coorespond à une "aimantation moyenne locale" . Celle-ci ne 

coïncide avec la direction finale d 'aimantat ion σ 1 qu 'à la fin de l 'analyse (ou . si l 'on veut, pour 

les dernières tranches de fluctuation). D'autre part le modè le en chapeau mexicain n'est pas 

exactement semblable au modè le "sigma non-linéaire" des rotateurs, et le cas où le module 

b — \ / T i + 7*i c u l champ n'est pas très proche du fond de la goutt ière , bien que donnant 

de petites contr ibut ions, doit être traité. Le dévelopement de cluster multi-échelles est donc 

compl iqué par des condi t ions dites de "petits champs /g rands champs" [R] et par l 'utilisation 

d un repère local. De telles compl ica t ions techniques, liées au caractère non-trivial du vide 

ou à Γ existence de symétries, sont semblent-il inévitables et ont leurs analogues clans d'autres 

contextes c o m m e par exemple la brisure (plus s imple) de la symétrie discrète 7L2 dans le 

modè le ο 4 [GJ] ou la théorie de Gross-Ncveu à deux dimensions [ K M R ] , ou bien l 'étude de 

la limite ultraviolette des théories de jauge non-Abél iennes à quatre dimensions [ M R S ] . 

I V . Conclus ion 

Pour nous résumer, dans chacun des trois régimes considérés ci-dessus il existe un 

dévelopement contrôlable à Laide d 'un petit paramètre autour d 'un modè le exact . Dans 

le premier régime le petit paramètre est A et le développement est fait autour du gas de 

Fermi. Dans le second régime le paramètre A Q effectif a cessé d'être petit , mais pour la 

partie dangereuse correspondante un nouveau paramètre petit est apparu, à savoir 1/iV ~ 

— c ο η = t ^ 

const e λ . Ce paramètre contrôle le développement autour d 'un nouveau modèle exact, 

qui correspond à une resommat ion explicite des graphes de "ladder" les plus divergents, donc 

à certaines "chaînes de bulles" de la théorie initiale. ( C e modè le est exact parce que ces 

chaînes forment des séries géométr iques explicitement calculables, ou , si Ton préfère, parce 

que le résultat est quadratique dans le champ intermédiaire.) Enfin dans le troisième régime 

le petit paramètre 1/X n'est plus indispensable, et c'est le caractère superrenormalisable de 
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la théorie dû aux identités de Ward qui fournit des auto-couplages de plus en plus petits 

à longue distance pour le boson de Gols tone. On peut dire que le déve loppement se fait 

alors autour de la m ê m e théorie que dans le régime 2. mais considérée c o m m e une théorie 

bosonique libre de masse nulle. Si l 'on préfère, on peut aussi considérer les régimes 2 et 3 

c o m m e un seul régime, et dire que les constantes de couplages du boson ~ } . petites au départ 

à cause du paramétre l/JV, le restent ensuite à plus longue distance grâce aux identités de 

Ward qui rendent la théorie superrenormalisable. 

Les régimes 2 et 3 ci-dessus peuvent être traités indépendamment du régime 1 

pour n ' impor te quelle dimension d > 2. et les compor tements (III .10-11) doivent pouvoir 

se démontrer clans ce cas. la démonstrat ion étant m ê m e un peu plus facile pour d — 3 que 

pour d — 2 puisque le p rob lème infrarouge est alors plus facile ( compare r (III. 11) pour d — 2 

et d = 3; au delà de d — 3 le propagateur ( I I I . l l ) devient m ê m e s o m m a b l e . donc semblable 

à un propagateur massif pour le comptage de puissance) . C'est à cette démonst ra t ion que 

nous consacrons actuellement l'essentiel de nos efforts. 

Ce n'est toutefois que pour d — 2 qu 'en combinant ces résultats au contrôle du pre

mier régime nous pouvons envisager une démonstra t ion complè te des compor t emen t s (III.ΙΟ

Ι 1 ) pour les fonctions fer m ionique* correspondantes du modè le mic roscop ique de départ 

(11.20). 
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