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1. Introduction

On a cru pendant longtemps que l'existence de la
symétrie BRST, découverte dans le cadre des théories de
Yang—Millsl},Z] , était intimement liée a la structure de

groupe des transformations de jauge.

En effet, dans le cas d'un groupe de jauge, la
nilpotence de la symétrie BRST est équivalente a 1'identité

de Jacobi pour les constantes de structure,.

Le but de ces notes est d'indiquer comment la construction
BRST repose en fait sur une structure plus primitive, et ne
nécessite pas une action de groupe des transformations de
jauge. Cette structure plus primitive est celle des surfaces
de "premiére classe" [3} ("coisotropes") en géométrie

symplectique.

2. Symétrie BRST dans 1l'espace des phases

Afin de décrire la structure intrinséque de la
symétrie BRST, il est nécessaire de travailler dans
l'espace des phases. Dans 1'espace des configurations, il
s'avére en général impossible de construire une transformation
BRST qui soit nilpotente indépendamment des équations du
mouvement [4]. En outre, la symétrie BRST est complétement

débarrassée des conditions de jauge en formalisme

hamiltonien [5].
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2.1 Invariance de jauge et contraintes

Les transformations de jauge sont des transformations

canoniques dont les générateurs sont notés Ga(q,p).

Dirac a montré que les états classiques permis du
systémes de jauge appartiennent & la surface des contraintes,
ol les générateurs Ga sont nuls [3],

G, (q,p) =0 1,2,...,m. (1)

[\V]
]

Les fonctions Ga jouent donc un rdle double: d'une part elles
engendrent les transformations de jauge, d'autre part, elles

limitent les états possibles du systéme par (1).

Si 1'on part d'un point de la surface des contraintes (1)
et qu'on applique une transformation de jauge, on doit
rester sur (1) (la jauge n'est pas fixée et toute transforma-
tion de jauge est donc permise). Il en résulte que les
fonctions Ga sont de "premiére classe' [3], c.-a-d.,que

l'on a
o
16,. 6,1 = ¢ (a.p) G (2)

Les fonctions C° _(q,p) sont appelées "fonctions de
ap 9P

structure”.

Les champs de vecteurs Xa associés aux fonctions Ga’

x £ = [£,6,] (3)



possédent pour crochet de Lie
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Par conséquent, sur la surface des contraintes, les
champs de vecteurs Xa engendrent des sous-surfaces a m
dimensions, que nous appellerons orbites de jauge. La
surface des contraintes est donc partitionnée en sous-
variétés disjointes, une sous-variété passant par chaque

point de la surface des contraintes.

Hors de la surface Ga = 0, par contre, les champs de
vecteurs Xa n'engendrent en général pas de sous-variétés a
m dimensions. Une exception notable est fournie par le cas

d'une action de groupe, Cabc = constantes ( =y ch = 0).
ab

On dit alors, en jargon des physiciens, que l'algébre
est "fermée". Dans le cas contraire, on dit que l'algébre

est "ouverte" ("off-shell").

(*)

Pour la simplicité, nous prenons toutes les contraintes

"bosoniques". Le cas général est traité en [5].
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2.2 FantOmes

On élargit 1l'espace des phases de départ en introduisant
m paires (q a2, ?a) de "fantdmes", appartenant & la partie
impaire d'une algebre de Grassmann. Ces nouvelles variables

possedent les propriétés:

[3,.9°7 - -5 (6)
EC® = el -1 (7)
gh( %) = -gn(3) = 1 (8)
En (6), [ , ] est le crochet de Poisson gradué. g(qa)

est la parité grassmanienne de Va, qui est telle que
- aa b
72 b - (o ™ £ ,7b e

- -7" 978 (9)

Le symbole gh(F) denote le "nombre de fantdmes" de F et

satisfait a

gh(FG) = ghF + ghG (10)



- 60 -

2.3 Existence de la symétrie BRST

Dans 1'espace des phases étendu, 1'invariance de

jauge est décrite de la maniére suivante:

Théoréme: 4 tout systeéme de premiére classe, on peut

— —— e —

associer un générateur impair "BRST", noté {L et possédant les

propriétés suivantes:

(i) gh =1 , E£(a) = 1 (11)
G lva + termes contenant au
a

moins un moment S)a

(ii) L

(12)

]
o

(iii) [(l, Q_I ("nilpotence'") (13)

(iv)y = OF (14)

La construction de () a été donnée pour la premiére
fois en L6}. La démonstration explicite du théoreme peut
se trouver dans la référence [5], a laquelle nous renvoyons

pour tous les détails.

Au premier ordre en les fantOmes, la fonction L
engendre d'aprés (12) une transformation de jauge dans
laquelle les "paramétres infinitésimaux" &2 sont remplacés
par les fantdmes va. C'est pour cette raison qu'on

appelle cette transformation la "transformation BRST".

Les caractéristiques importantes de fL sont: (a) la

nilpotence (13), qui est vérifiée identiquement, c.-a-d.



partout dans l'espace des phases; et (b) 1'indépendance de (L

des conditions de jauge.

Enfin, on notera que dans le cas d'un groupe de jauge,

0. se réduit a

et la transformation BRST est donnée par 1l'expression connue

Xh

[qi’ Ga],.ya

)
o
]

a
i [pi’ Ga] n
a 1 .a c pb
Sn - 7 C e q} %
Mais dans le cas général d'une algébre ouverte, des termes
d'ordre supérieur en les moments conjugués Sa sont

nécessaires pour assurer la nilpotence de la transformation

BRST.

2.4 Unicité de la symétrie BRST

surface de premieére classe sont reliés par une transformation
canonique dans l'espace des phases étendus.
En ce sens, la symétrie BRST associée a un systeme

de jauge est unigque.

Démonstration: voir [5, 7].
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3. Cohomologie BRST en mécanique classique

3.1 Définitions

La propriété de nilpotence implique, en vertu de
1'identité de Jacobi pour les crochets de Poisson

gradués, que

[[Afﬂ]’ al- o (15)

pour toute fonction de l'espace des phases étendu.

On définit les fonctions "BRST-fermées" comme étant les

fonctions invariantes sous la symétrie BRST,
.2l = o (5> 4 € Xer ). (16)
Les fonctions BRST exactes sont les fonctions données par

B - [k, ol (E> Be Im Q). (17)

D'aprés (15), Im S est inclus dans Ker £L , et on
peut définir les classes de cohomologie des fonctions
BRST-fermées modulo les fonctions BRST-exactes. Comme
gh @ =1, on peut en fait considérer les classes de

cohomologie a nombre de fantOmes p fixé,ce qui conduit a

Ker {1 \P
Im L (18)
- ~"/classique
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3.2 Interprétation géométrique de la cohomologie BRST classique

Theoreme:
. 0 p<O0
Ker L | P _ (19)
Im QO . - :
classique Ker d 3\ P »
(Im d ) P %0

ou d est l'opérateur de différentiation extérieure le long des
orbites de jauge (sur la surface des contraintes). L'opérateur
d mesure uniquement les variations des p-formes le long des

orbites de jauge, et pas dans les directions transverses L5,7].

Pour la démonstration du théoréme, nous renvoyons a la
référence [7]. Notons simplement que pour p = O, 1l'ensemble
Ker d - et donc aussi (Kerfl/Imll)o - est simplement donné
par les fonctions invariantes de jauge. D'autre part,
l1'équivalence exprimée par le théoréme repose sur l'identification
des fantomes 178 avec les l-formes duales w? des vecteurs

Xa tangents aux orbites.

4., Mécanique quantique

L'utilisation des méthodes BRST s'est avérée particuliérement
fructueuse en mécanique quantique, surtout en théorie des

cordes.
Nous mentionnons les références suivantes
Théorie générale LS, 5, 9}

Formalisme BRST et _théorie_des cordes flO, 11, 12, 13, 1%@ et

références citées
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