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CALCUL MICRODIFFERENTIEL COMPLEXE ET

METHODE SEMI-CLASSIQUE (%)
[

F.PHAM

La méthode semi-classique, qui vise 3 ramener 1'étude d'un systéme
quantique 3 celle du systéme classique correspondant, est ici abordée
dans 1'esprit du programme de Voros[8] avec 1'aide des techniques du
calcul microdifférentiel complexe. Aprés quelques considérations géné-
rales 3 n dimensions on aborde quelques exemples 3 une dimension :
effet tunnel 3 travers une barriére de potentiel; &valuation du spectre

des états 1i8s au fond d'un simple puits, avec une erreur exponentielle-

ment petite comme exp(-c/h).

The semi-classical method, aiming at reducing the study of a quantum
system to the study of the corresponding classical system, is studied
here in the spirit of Voros'programgl8], but using the tools of complex
microdifferential calculus. After some general considerations in n dimen-
sions one starts studying some one dimensional examples : tunnelling
through a potential barrier; bound-state spectrum near the bottom of a

simple well, with exponentially small exp(-c/h) error.

*) Exposé & la 36° rencontre entre physiciens théoriciens et mathémati-
ciens (R.C.P. n°25, I.R.M.A. Strasbourg, mai 1983).
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0. Idées générales

e n n . .
Considérons, dans 1'espace de phase IRp><IRq, 1'hamiltonien

2
) S 2_ 2 2
{0) H(”(p,q)= J‘Z + V{(q) (ol p =p1+...+pn) .
qui décrit le mouvement classique d'une particule de masse | dans un
potentiel V qui sera suppos¢ analytique.

Par le principe de correspondance p<v~>'ihfh on en d&duit 1'hamilto-

nien quantique

r2
(1) W= =33+ V().

.'équation de Schrdidinger stationnaire d'énergie E s'écrit :
(2) (n- E)‘b(q,h) =0.

-

La méthode semi—classique «BKW» consiste traditionnellement 3 essayer

de résoudre (2) sous la forme

1
- L5
(3) ®(q,M)=ae M ‘w

ot 1'amplitude a==k§;zn$q)(?)k est une série formelle en h (le dénomi-
nateur i = /-1 a 6té introduit pour la commodit&). En 8crivant que (2)
s'annule & 1'ordre O en h on voit que la fonction S(q) doit vérifier
1'équation

(4) (949)? = 2(E-V (q))
ol 1'on reconnafit avec &merveillement 7'équation de Hamilton—Jacobi de

la mécanique classique.

. . . e . er
I1 s'agit d'une &quation aux dérivées partielles du 1 ordre, et sa
solution dépend donc localement d'une fonction arbitraire de n-1 varia-
bles ( "donnée de Cauchy"). La donnée d'une solution locale S détermine

toires classiques qui forment une variété lagrangienne

(5) L={(p,q)[p=9,5},

que 1'action du flot hamiltonien permet de prolonger globalement comme
variété immergée (en général lisse; de plus 1'immersion est injective).
Inversement, étant donné une variété lagrangienne L, invariante par le
flot hamiltonien, 1'intégration sur L. de la forme différentielle fermée
p*dq détermine (sans autre ambignité® qu'une constante additive) une fonc-

tion S sur le revé@tement universel de 1.. En projetant L sur 1'espacedes q



on peut considérer cette fonction comme fonction ramifiée de q, solu-
tion de 1'@quation de Hamilton-Jacobi. Ses points de ramification
( «potnts Tournants» ou Coaun/Zgues») sont les valeurs critiques de

la projection de 1. sur 1'espace des q.

Supposons donc choisice une solution analytique globale (éventuelle-
ment ramifiée et multiforme S(q) de I'@quation de Hamilton~Jacobi, ce
qui nous permet de considfrer le vecteur p=:aqS comme une fonction de q
(elle aussi ramifife). Fn écrivant que (2) s'annule formellement i
1'ordre 1,2, ... en i, on trouve les éqguations de transport
poaqao+%(aq~p)aoﬂ()

(o]

(6) pedga +5(qp)a Hdja, =

qui forment un systéme récurrent d'équations différentielles linfaires

er . . . .
ordre, non singnlidres on deliors des points tournants, et dont

du 1
les solutions se propagent donc localement l1e long du flot du champ de

vecteurs p (projection sur |'espace des q du flot hamiltonien).

Tel est, briévement esquissé, !'essentiel de la méthode BKW, dont les
difficultés sont évidentes.

Premidre difficultd : les séries BKW de puissances de h vont s'avérer
non convergentes, ce qui pose le probléme de leur resommation; il n'y a
peut—étre pas 13 de quoi trop Inquiéter les physiciens, que le caracté-
re divergent d'une série n'a jamais empdchdés d'en tirer des résultats
numériques d'une précision souvent impressionnante.

La seconde difficulté est apparemment plus inquiétante : puisque les
développements BKW sont multiformes et se ramifient aux points tournants,
comment faut-il choisir les branches locales qui vont donner '"la solu-
tion physique'”, et comment se fait Te 'raccordement” de ces branches
aux points tournants 7

11 a fallu aux physiciens e Jonpues apnées pour mettre au point des
régles empiriques permettant (au moins dapns le cas n=1) de résoudre
cotte difitculté, Mais ces réples ont toujours gardé un caractére mys-—

térieux (en tout cas pour moi} ijusqu'd 1'article de VYoros[8](1981), le
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premier 3 ma connaissance A en suggérer une voie d'accés A la fois
rigoureuse et géndérale.

S'inspirant d'une idée de Balian et Bloch[1], Voros postule que la
fonction d'onde P peut s'écrire exactement sous la forme d'une trans-—
formée de Laplace A une variable s (variable conjugue de 1/h) :

(7) P(q,0)= [ RARTERS PR

ot ¥ est une fonction multiforme dont il montre qu'on peut espérer des

propriétés d'analycité tout A fait remarquables.

Avant de chercher 3 préciser la signification de (7) (propriétés
d'analycité de V¥, choix de détermination, choix du contour d'intégra-
tion Y, ..) commencons par écrire la traduction formelle (pour ¥) des
gquations (1) (2) (3). Comme la transformation de Fourier-Laplace
change 1la multiplication par i/h en la dérivation as’ 1'8quation (3)
devient

(8) Uiq,s) =alq,.) 8(s-5(q)

et 1'équation de Schradinger (2) devient

(H-E) y=o0, oil

(9) 5 o~y
H =% aq as +V(q) .

A ce stade de 1'exposé le lecteur est invité 3 ne pas chercher de signi-
fication autre que formelle aux dquations (8)(9).

La notation 6(s-S(q)) (qui est &videmment censée évoquer la fonction &
de Dirac) désigne «n'importe quoi vérifiant les &quations (s-S(q)) 6=o0,
(8q+(qls)as)5=<)»; 1a notation 3;' désigne un "inverse' formel de 1'opé-

P

rateur ag. Le lecteaur est alors invité A faire les exercices suivants.

Exercice 0. A 1'aide des rdgles du jeu ci-dessus, et en notant
10 271 =% a K
( ) a(q)(s )—I(:() ']k(Q) (S b ]

- déduire de (8} (9) les dquations de transport (6).

Exercice 1. Montrer que loo solutions locales des équations de trans-
port (6) vérifient des majorations
P k
(1 la, | <kt

k
pour toutes conditions initiales verifiant des majorations analogues.



. . ' . e - A .
L'exercice 1 n'est pas trés facile, car la vécurrence fait intervenir
des dériviées des termes pricédents, 'ne mithode gue je trouve agréable

. . N - . . . . .
o O]y censtste 3 utiliser loe dntpalitds de Cavchy pour construire

.. - . i K "
par récurrence dee wajorations do “J,(ﬁp atr des polvdisques de rayonsp

1
K

variables, price & une technique mise au point par Malgrange dans [5].

Ayant fait cob exercice, lo lectenr aura démontrd que 1'expressinn

{(10) peut &tre considitrée comme un « opdratony miovodifférentiel» , de

-

corte que lexpression (8) peut 8tre considdér®e comme un générateur

Crerendlol r L Ce modale microdifférentiel est

A PRURRA 4 . 7
dTun weocil e o mie e

holonome, c¢'est-ii-dire que son support dans 17eepace cotangent & 1'es-
pace des (q,s5) est une vartétd lagrangienne {(cenique) :
A= ensemble des covecteurs d'erigine (q,s=5(q)),

-~

proportionnels 3 ds-pdq, oi p'=0qS (c.a.d. (p,q)EL).

Nous avens ainsi démontré le résultat sulvant :

Théoréme 1 Au voisinage dc tout point simple de

e L g, a]e cR{q)= 0} il existe un générateur de module microdifféren-
tiel holonome « simple» (¢ esi-i-dire de la forme (8)) qui est annulé
par L opérateur (9). Ce générateur « se propage par le flot hamiltonien»
c'est-a-dire qu'il est entiérement déterminé, localement, par la donnée

de sa restriction a une hypersurface transverse au flot. Son support est

la variété lagrangienne A,

Dans cet &nencd, nous avons appeld  "point simple” de % un point au
voisinage duquel la projection de I, sur 1'espace des q est un isomor-—
phisme (de sorte que L peut s'écrire sous la forme (5), avec S fonction

analytique de q). Mais il est facile de voir qu'au voisinage de tout
ytiq q 1 g

point lisse de I. on peut se¢ ramener A cette situation simple par une

transformation canonique linéaire de 1'espace (p,q). Aprés avoir fait
subir A 1'hamiltonien quantique la transformation correspondante, on en
tive des fquations Jde transport un peu plus compliquées que (6) mais de

structure analosue, ce qui permet de démentrer le



Y

Théoréme 1bis : Les conclusions du théoréme 1 sont vraies plus

généralement au voisinace de tout point lisse de A ou le champ hamilto-

nien est non singulier (c'est-d-dire p,aqV non tous nuls),

(Les spécialistes auront &videmment reconnu dans ce qui précéde les
principales idées de la démonstration des résultats généraux de Sato-
Kawai-Kashiwara sur la structure des systimes d'équations microdiffé-

rentielles & caractéristique simple).

Remarquons que los énonceéds ci-dessus sont valables aussi bien dans

le domaine complexe que dans le domaine réel.

Exemple : le «simple puits», pour une &nergie E supérieure au minimum
du potentiel (Fig.1.0)

Les figures 1.1, 1.2, 1.3 repriésentent respectivement L, A, et . dans
le domaine réel. La courbe /¥ est périodique par rapport & la coordon-

née s, de période w =% pdq. La situation dans le domaine complexe est

beaucoup moins simple, mdme pour un poteutiel polynomial : la courbe ¥

pourra admettre plusieurs périodes en s (les périodes de la forme

différentielle pdq sur la courbe algébrique L); si ces périodes sont

incommensurables / pourra étre de trace dense dans chacune des droites

complexes q=cte! Il est donc important de comprendre que le théoréme
Ibis nous permet seulement de construire un pénérateur de systéme holo-
nome & immergé» (et non plong#) dans 1'espace des (q,s), dans la mesu-

v p

p
\

Figure 1.0 Figure 1.1
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Nous pouvons maintenant exposer notre stratégie pour remplir le

programme de Voros.

11 s'agira dans une premiére étape de choisir convenablement, selon le
type de probléme &étudié (probléme de diffusion, probléme d'états 1ids...)
les données initiales de 1'é&quation de Hamilton-Jacobi d'une part, des
équations de transport d'autre part, pour déterminer une variété lagran-
gienne immergée A adaptée au probléme, et un générateur de module
holonome porté par A. La donnée de ce générateur pourra &tre considérée

comme une description du type de singularité que l'on attend pour la

fonction ¥ de (7), en ce sens qu'on demandera @ ¥ d'8tre localement
microsolution (au sens de [7]) du méme systéme d'équations microdiffé-

rentielles que ce générateur.

La deuxiéme étape consistera 3 préciser la définition de ® (formule(7))
comme transformée de Laplace d'une microsolution convenable du systéme
d'8quations microdifférentielles ainsi construit. Cette derniére &tape
comporte une partie locale, entidérement résolue dans [7], et une partie

globale dont nous allons &baucher la discussion sur un exemple (dans le

cas n=1).
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1. Exemple : Transmission et réflexion par une barriére de potentiel
simple (pour une #nergie F inférieure au maximum du
potentiel, cf. Fig.2.0).

La géométrie est analogue d celle du "simple puits'" mentionné précédem-

ment : ici aussi on a deux points tournants q_ , q, de type Airy , mais

la période w = ¢ pdq est maintenant imaginaire pure.

Les figures 2.1, 2.2, 2.3 représentent, dans le plan complexe de s, les

valeurs de la fonction multiforme S(q) pour les trois types de valeurs

de q. Les fléches symbolisent les valeurs correspondantes de p==aqS.

Le générateur de module holonome peut &tre déterminéd par la condition

1
asymptotique d'8tre Gquivalent A p ? 6(s-S(q) quand q>+%°, le long de
la branche S représentée par la flache épaisse de la figure 2.3; ce choix

correspond 4 un choix de normalisation de 1'onde transmise : en effet on

va définir P, dans la zone q3>q+, comme transformée de Laplace (7) d'une
microsolution locale correspondant i cette branche.

Par passage a travers le point tournant q,, on en déduit par les méthodes
de [7] que P est donnée dans la zone q_<q<q, par une transformée de
Laplace de microsolution semi—lggg}f) somme de 2 contributions (fléches
épaisses de la Fig.2.2) dont le poids relatif se calcule gréce 3 la
matrice de passage du point tournant q . De méme, aprés passage du point
tournant q_, ces deux contributions en donnent quatre dans la zone q<gq_
(fig.2.1); le sens des fléches indique s'il s'agit de contributions &
1'onde incidente (flé&ches vers la droite) ou 3 1'onde réfléchie (fléches
vers la gauche); les deux contributions situées sur 1'axe réel permet-
tent de calculer la partie dominante du coefficient de réflexion
(réflexion sur la parol de gauche de la barriére de potentiel); les deux
contributions situées dans le demi-plan ITms < o en fournissent une cor-
rection par effet tummel (avec r8flexion sur la paroi de droite). Pour
avoir la valeur exacte du coefficient de réflexion (ainsi que de celui

de transmission) 1l faudrait prolonger jusqu'd 1'infini les contours des
intfégrales de Laplace, mais cela nécessiterait une connaissance globale
de 1a gfométrie de tous les points tournants (y compris les points tour-

nants complexes) de facon A bien tenir compte de toutes les éventuelles

traversées de lignes de Stokes.


http://Stok.es
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Figure 2.0 : Allure de V pour la «barriére de potentiel simple»
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Fig. 2.1: q<q Fig. 2.2 : Fig.2.3: q>q+

Remarque : Un travail analogue d celui que nous venons de faire pour

la barriére de potentiel pourrait &tre fait pour le simple puits
(Fig.1.0). On pourrait par exemple imposer une condition asymptotique
"d'onde évanescente 3 1'infini" d'un cdté (par exemple du cdté q<q_),

et calculer comme précédemment ce qui se passe de 1'autre coté (q3>q+),
oli au lieu de contributions '"entrantes'" et 'sortantes'" on devra
parler de contributions évanescentes & 1'infini et explosives & 1'infini.
Mais cette fois on ne saurait se contenter comme précédemment d'un calcul
approché par '"transformation de Laplace tronquée"”, car le probléme physi-
que qul se pose est celui de savoir si on a affaire 3 un état 1ié, c'est-
d-dire si la partie "explosive 3 1'infini" est rigoureusement nulle.
C'est ainsi que Voros étudie dans [8] le cas de 1'oscillateur quartique:
pour une énergie F fixée, il applique les méthodes précédentes (dans

leur version globale) & 1'étude exacte de la 'fonction de Jost" aE(h),

coefficient de la partie "explosive A 1'infini" de 1'onde.

Dans la mesure ofi 1'on pent mener le programme jusqu'au calcul effectif
de aF(h) (dont il s'agit de chercher les z8ros), on peut ainsi dire pour
quelles valeurs de ' une énergie F donnée A 1'avance sera une énergie

d'état 110,


file:///onde

e . . . .
Notre 2= exemple va maintenant introduire un point de vue un peu
différent, plus souple parce qu'il ne cherche pas 3 &tre mieux

qu'approximatif.

2. Energies des états liés prés du fond d'un «simple puits»

a une dimension

Nous nous proposons de déterminer de fagon approchée, avec erreur
exponentiellement petite comme exp(-c¢/h), les N premiers &tats exci-
tés (N quelconque) au voisinage d'un minimum quadratique du potentiel,

disons pour fixer les idées

2
V(q) =% + 0(q*).

Pour un tel potentiel nous allons construire des fonctions d'ondes
concentrées au voisinage du minimum q=o, solutions approchées de 1'équa-

tion de Schrddinger (2) pour des énergies E=E(h) qui seront maintenant

fonctions de N et admettront des développements asymptotiques de la

forme

12 ] ,
(12) E(h) « k§] S h.

En fait les fonctions FE(h) seront définies comme transformées de Laplace

tronquées
(13) E(h)= %

de <«microfonctions» de la forme F(s)=IE 6(s), ol 5(s)=[-—lr—] est la
2nis

gls/h E(s)ds

«microfonction de Dirac”» , tandis que les IE sont des opérateurs micro-

différentiels 3 coefficients constants

. Ko a7k

T k=1 ks

dont les coefficients e (les mémes que dans (12)) seront construits par

(14) IE

récurrence, Le chemin d'intépration v dans (13) aura la forme indiquée
par la Fig.3, avec ses extrémités aussi bas que possible dans le demi-

plan Tms <o, tout en restant dans le disque de convergence de la série

A

1 - 0
ko y

o
(15) varE=2mi ¥ 1
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Cette prescription donne & la formule (13) un sens bien précis

mod. exp(~r/N), oli v est n'importe quel nombre positif inférieur au
P P 1 I

rayon de convergence de la série (15).

Compte tenu du fait que 1'énergie E n'est plus une constante mais
une fonction de T de la forme (13), 1'équation de Schrodinger (2) sera
approximativement vérifiée par P si la fonction Y de (7) est microsolu-

tion de l'équation microdifférentielle

(16) (H-TE) Y=o,
que 1'on peut essayer d'étudier par les méthodes évoquées au §0. Mais
comme la limite classique (N->0) de 1'énergie E(h) est nulle, on aura

o

cette fois affaire i des varicté lagrangiennes singuliéres. Les deux

déterminations de 1'"impulsion p(q)=€'i\/2v(q) ~ % iq seront imaginaires

2
pures, et il en sera donc de méme de S(q)~ * 1 1 , de sorte que la courbe % aura

deux branches 5:,,Z’encontactquadratique(cf.Fig.&).Pourque‘ﬁsoitnégli-
geable en dehors d'unvoisinage de q=o il faudra demander & Y de o' étre singulia-

re que sur la branche & de 4, T1 est donc naturel

I'ms

Figure &4 P
* /

de chercher la singularité de ¥ sous la forme (8), en désignant par

S(q) celle des deux branches de la fonction S(q) qui est équivalente a
2

-1 4,

2

tion p(q), on déduit de (16) les Equations de traumsport

En désignant par p==aqS la branche correspondante de la fonc-

p ast(3p'+ie)=a,
a7y ] e . ) K
paltGip'riena=%ay - X

¢

L+1
L% %k

singuliéres 3 1'ori-

Comme p ~ - iq, ces équations différentielles sont
gine. Pour que la premidre d'entre clles admette une solution a, holo-

morphe A1l'origine il faut et il suffit que 1~ constante e; soit de la forme

(18) oy = ,,.% R
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ce qui correspond A la condition de quantification de 1'oscillateur

. . . . n
harmonique. T.a fonction a, est alors &quivalente & q quand q—>0.
Pour e; de la forme (18), la solution générale de 1'équation différen-

tielle pour ay s'éerit

(19) a

(K )
k—ac prim v

- P d - . e e .
ot bk désigne le 2 membre de 1'équation différentielle, et «prim»
désigne une primitive. Cette fonction a, sera holomorphe 3 1l'origine

si et seulement si le résidu @ 1'origine de la fonction & intégrer est

nul :
bk
Res oA =0 ce qui s'écrit encore
_ b

(20) e, = L Res k R

k+1  ;k pao
~ k=l e+t
~ =1 " - E 4 :
O D =F AT 05t G Y

Les &quations (19)(20) permettent de déterminer par récurrence les

fonctions a, et les constantes S , 4 1'arbitraire prés du choix des
primitives, arbitraire que 1'on pourra lever en convenant de choisir a
chaque fois celle des primitives dont le développement de Laurent n'a

pas de terme constant. Il est facile de vérifier (par les mémes métho-

des qu'au §0, exercice 1) que les e say ainsi construits satisfont aux
majorations requises pour &tre les coefficients dopérateurs microdifférentiels,
bien définis dans un voisinage de {(q=0 , s=0). Par transformation de

Laplace tronquée (13) (7) nous en déduisons une fonction E(h) (analyti-

que dans un intervalle o<h<e€) et une fonction P(q,h) (analytique dans

un ouvert J|ql<8§ , o<h<e), vérifiant une majoration du type

(21) | (H-E(h)) ®(q,h) | < exp(-r/h), (r>o0)

De plus la fonction ® elle-méme sera majorée par une exponentielle ana-

logue en dehors d'un voisinage de q=o (par exemple dans %} <|ql <6 ,
o<h<e), En multipliant ® par une fonction X{(q) de classe %’ ,égale

d 1 dans |ql< %} et d support dans [q|< 8, on obtient donc une fonction
a support compact vérifiant encore une majoration du type (21).

De plus i1 n'est pas difficile de montrer que la norme 1, de cette fonc-

tion n'est pas trop petite, of plus précisément qu'elle est de la forme :



n+1
(22) || P "L2~ hZ oo,

Les relations (21)(22) montrent que Lles fonctions E(h) sont des
approximations de vraies valeurs propres du hamiltonien avec erreur
exponentiel lement petite comme exp(-r'/h).

Bien entendu les erreurs auront tendance 3 augmenter avec le '"mombre
quantique' n de (18), qu'il faudra donc majorer arbitrairement (n<N)

si 1'on veut des évaluations uniformes.

Remarque : Voros m'a signalé que la série (12) pour les &nergies
d'état 1iés du simple puits a &été 8tudide notamment par Zinn-Justinf9]
d'un point de vue numérique et par J.M.Combes, P.Duclos, R.Seiler[3]

du point de vue des séries asymptotiques. Mais la resommation (13) avec

majoration exponentiellement petite de 1'erreur semble &tre un résultat

nouveau. (*)

3. ... A suivre !

I1 est clair que je n'ai fait ici qu'effleurer un sujet sur lequel
il reste beaucoup a faire. En guise de conclusion provisoire je voudrais
insister sur les idées suivantes :
le programme de Voros peut se subdiviser en une partie locale (descrip-
tion des singularités de la fonction ¥ de (7), et de 1la fagon dont les
singularités se propagent) et une partie globale (phénoménes de
"résurgence' constatés dans [8], dont nous n'avons pas parlé ici).
Le calcul microdifférentiel complexe de Sato-Kashiwara-Kawai dans sa
version la plus standard {(caractéristique simple) est suffisant pour
réaliser la partie locale du programme de Voros en dimension quelconque
pour tous les problémes dont la limite classique est décrite par une
immersion lagrangienne lisse (problémes de diffusion pour presque toutes
les valeurs de 1'énergie, problémes d'états 1iés dans les cas compléte-
ment intégrables, pour presque toutes les valeurs des constantes du

(*) Aprés avoir rédigé cet exposé, j'ai appris que C.HELLFER et J.SJOSTRAND
venaient d'obtenir un résultat équivalent, par une méthodedifférente.
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mouvement). Par contre le probléme global ouvre un champ d'investiga-
tion trés neuf, dans lequel 11 semble &vident que les concepts forgés
par Ecalle[] auront un rble important a jouer. En outre j'ai 1'impres-—
sion que méme l'étude du probléme local, dans des situations 3 variétés

lagrangiennes singulilres, va nous réserver des surprises : par exemple

dans une situation oii la géométrie locale est celle du §2 mais of
1'énergie ne vérifie pas les conditions de quantification (18)(20)
(par exemple pour E=0) on peut voir apparaitre des phénoménes de non

holonomie curieusement analogues A ceux découverts par Bros et Pesenti
dans un autre contexte [2]. Je soupgonne que ces phénoménes sont le
reflet local, dans une situation singuliére, des ph&noménes de résurgen-

ce constatés dans la situation globale non singuliére.

+  Remerciements. De stimilantes discussions avee J.C.Nosmas
m'ont beauconp aidd 4 dégager les idées exposées ot
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