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Résumé 

On expose la démonstration de Enss de la complétude 

asymptotique dans le problème à deux corps avec interaction à 

courte portée, par la méthode "dépendant du temps", en essayant 

de faire une synthèse des différentes améliorations apportées à 

cette méthode depuis son apparition. En préliminaire, on dis

cute la notion de subordination de deux opérateurs autoadjoints, 

et on montre son intérêt dans les problèmes de localisation du 

spectre essentiel (théorème de Weyl) et d'existence des opérateurs 

d'onde (généralisation du critère de Cook). L'exposé est à voca

tion didactique et ne prétend pas à l'originalité. 
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(1) Introduction 

Depuis sa formulation mathématique précise à la fin 

des années cinquante, la théorie de la diffusion a connu un déve

loppement considérable. Le cadre en est typiquement le suivant: 

soit un espace de Hubert sêparable et U (b ) un groupe 

unitaire fortement continu à un paramètre, supposé décrire l'évo

lution d'un système physique, et engendré par un opérateur auto

adjoint H : 

H est le hamiltonien du système. On se propose d'étudier, simul

tanément car ces deux classes de propriétés sont étroitement liées, 

les propriétés spectrales de H et le comportement asymptotique 

quand >fc ±: ao des solutions 

+ ( t ) = U ( b ) ψ (ο) 

de l'équation d'évolution 

>û ψ = H Ψ . 

Dans un grand nombre de cas d'intérêt physique, il existe 
dans un second groupe unitaire fortement continu à un paramètre 

U (b) plus simple que U ( b ) , dont on peut espérer qu'il est 

asymptotiquement équivalent à U ( b) en un sens convenable. U Q ( b) 

est appelé l'évolution libre, et est engendré par un opérateur 

autoadjoint H , le hamiltonien libre : 

U 0 ( b ) = « ^ ( - - u b H Q ) . 

Les propriétés spectrales de H c sont en général simples et connues. 
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Le but de la théorie de la diffusion est alors d'étudier les 

propriétés spectrales de H et les comportements asymptotiques 

engendrés par U ( b) en les comparant aux propriétés correspon

dantes de H 0 et ^ 0 ( ^ ) . Il est commode et traditionnel d'orga

niser cette étude autour de la liste de questions suivante : 

(1) Détermination du spectre essentiel H ) de H et 

comparaison avec CJ^ ( H Q ) (Pour la définition des différentes 

composantes du spectre, voir £l2^ p. 231-236). 

(2) Existence des opérateurs d'onde 

_ Ω _ ± = ^ - « ^ ~ U ( - b ) U c l b ) E o a c 

où ^ O C U C f

 e s t I e projecteur sur le sous-espace d'absolue continuité 

de H Q . 

(3) Absence de spectre continu singulier pour H 0 

(4) Contrôle du spectre ponctuel plongé dans le spectre es

sentiel , QT^ ( H ) Π C ̂  ) · Dans les meilleurs cas, on espère 
qu'il est absent, c.-à-d. ÇT^ ( H ) Π C J ^ ( H ) r ^ 6 . 

On voit facilement que si les + existent, alors 
leurs espaces images sont contenus dans le sous-espace 
^cK^O-C d'absolue continuité de H . La question naturelle est 
alors : 

(5) Complétude asymptotique : déterminer si en fait 

( R ( _ a ± ) = . 

En général, les questions (1) et (2) sont assez faciles, tandis 
que les questions (3), (4) et (5) sont difficiles. Dans le cadre 
de la Mécanique Quantique, on prend typiquement 
Η 0 η — Δ où Δ est le Laplacien dans TR , et H := M Q +· V où V 
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est par exemple l'opérateur de multiplication par une fonction 

réelle. Dans ce cas, les problèmes (1) à (5) ont été étudiés et ré

solus de façon satisfaisante pour une classe très générale de 

potentiels V (Voir par exemple [_13̂ ) . Cependant jusqu'à une 

date récente et à l'exception notable du théorème de Kato-Birman 

( [il] , p. 23-27), les méthodes les plus efficaces utilisées pour 

traiter les problèmes (3) , (4) et (5) étaient des méthodes sta-

tionnaires, c'est-à-dire des méthodes où on élimine du problème 

le groupe unitaire par une transformée de Fourier et où 

on étudie à la place la résolvante R (o^) rz ( H — ^ ) de H , 

en particulier pour ^ au voisinage du spectre essentiel. Ce 

n'est qu'en 1977 que l'équilibre entre la méthode directe, dite 

"dépendant du temps" et la méthode stationnaire a été rétabli 

au profit de la première grâce aux travaux de Enss {̂ 4,5,6̂ , qui 

a proposé une méthode dépendant du temps pour traiter les pro

blèmes (3) et (5) , absence de spectre continu singulier et com-

plétude asymptotique. Cette méthode a suscité un grand intérêt 

et a été rapidement améliorée et généralisée par de nombreux 

auteurs ^1,3,9,11,17,18^]. Elle est maintenant bien au point, au 

moins dans le cas d'interactions à courte portée. Le but du pré

sent exposé est de présenter cette méthode dans une version qui 

incorpore les améliorations successives apportées par les auteurs 

précédents. Il ne contient donc pas de résultats nouveaux. Le 

spécialiste reconnaîtra facilement la structure générale de la 

méthode calquée sur [̂ 4,17̂ , l'utilisation systématique de la con

vergence faible et de la compacité empruntée à \^^\t et l'utili

sation de la subordination mutuelle pour le traitement des sin

gularités locales et des états cohérents pour la localisation 
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dans l'espace de phase, empruntée à £3]. Cet exposé fait l'objet 

de la section 3, où on ramène le problème à la construction de 

deux opérateurs + satisfaisant des propriétés convenables, et 

de la section 4, où on construit explicitement ces opérateurs et 

où on démontre les propriétés requises. La section 2 est consa

crée à quelques préliminaires, en particulier la définition et 

une brève discussion de la notion de subordination (£ΐθ]],[ΐ3] 
p. 28, ^3^) / une démonstration élémentaire d'un critère de compa
raison des spectres essentiels de deux opérateurs autoadjoints, 

voisin d'un résultat de Weyl, et une généralisation du critère de 

Cook plus simple et aussi efficace que celles proposées par 

d'autres auteurs [8,15,16]. 
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(2) Préliminaires. Subordination, spectre essentiel et critère de Cook, 

Dans toute cette section, H D et sont deux opéra

teurs autoadjoints dans un espace de Hubert . On note ( fc) 

= Q/yOp, {ç- JU b ) ; °4 — 0} 4 ; l
e s groupes unitaires engendrés, 

^ot =0^ ο < ~~ ̂  -)"" ^ l e S r ^ s o l v a n t e s ' ^ C I ) l e s projecteurs 
spectraux associés à un intervalle I d les pro
jecteurs sur les sous-espaces οίο , Λ ^ d'absolue continuité 
de H . . Tous les résultats de cette section sont formulés avec 

un seul espace de Hubert , mais de façon à avoir une exten

sion évidente à une théorie à deux espaces #£>0 et % d où 

opèrent respectivement les groupes unitaires 

et reliés entre eux par un opérateur borné J " (respectivement J ^ ) 

de %o0 dans (respectivement de ^ 4 > dans ) · On note 

, éventuellement avec un indice cC, un intervalle borné de 

TR , et 1 ° = 1R \ I le complément de I dans TR . Si Ι = [ α . , ^ 1 , 
on dira que I tend vers l'infini si CX ->· — 00 et > --f-00 . 

On note ^β>0 (ΤΗ) l'espace des fonctions complexes continues d'une 
variable réelle, tendant vers zéro à l'infini, et ^A,(TR) le 
sous-espace des fonctions continues à support compact. Enfin, 
pour tout opérateur A dans , borné ou non, on note 
l'espace image de A . 

Avant de définir la notion de subordination, on donne 
un lemme préparatoire. 

Lemme 2.1. Soient H 0 et H . autoadjoints et J borné. Les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) Il existe deux fonctions localement bornées ^ et 
définies dans TR , telles que j ^ ( λ ) | ^ .1. pour tout 
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T R , o( = Ο, Λ. } | Ç. ( λ ) | —?• οο quand \ λ | — ο ο , et telles 
que l'opérateur 

soit borné. 
(2) Pour tout intervalle borné Γ , il existe une fonction 

localement bornée définie dans TR telle quej|j-^(\)j ^ d. 

pour tout X £ TR } ĵ - ( X ) ) w quand | Λ | —> oo y et telle 
que l'opérateur 

soit borné. 
(3) Pour tout intervalle borné JL , 

quand l'intervalle (borné) 1^ tend vers l'infini. 

Remarque 2.1. Dans la condition (1), on n'a pas précisé de condi
tions de régularité locale sur . Il suffit qu'on puisse définir 
les opérateurs ( H ^ ) * Par exemple, il suffit que les 
soient boréliennes. Cependant il est clair que si on a un couple 

' satisfaisant la condition (1), on peut trouver un couple 
Ρ 0 satisfaisant la même condition, et qui soit, à volonté, 
continu ou ̂  .11 suffit de prendre | § ± | < | \ et | Ç-D | ^ | Ç- 0 I 

pour que l'opérateur ^ ( \-\^ ^ J ^ ( H G j soit borné. 

Une remarque analogue s'applique à la condition (2). 

Preuve du lemme 2.1. On montre que ( 1 ) ( 2 ) = ^ ( 3 ) ( 1 ) . 

( ι ) ( 2 ) . On a pour tout intervalle borné 
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^ ( H J Τ Ε 0 ( Ι ) 4 & ± ( Η 4 ) Τ & 0 ( Η 0 ) - 1 } { ^ " β ) Ε ο Ι Ι ) } . 

Le premier facteur du second membre est borné d'après (1) et le 

second est borné pour ! fixé car ^ est localement bornée. 

Ceci prouve (2). De plus, on peut prendre ^ — indépendante 

de I . 

( 2 ) — > ( 3 ) . Pour tout couple d'intervalles bornés X 0 ^ I ^ , 

on a 

ο ο 

Le second facteur du second membre est borné d'après (2) pour X Q 

fixé, et le premier facteur tend vers zéro en norme quand 1^ tend 

vers 1 ' infini à I fixé , car j ^ ( X ) | —> oo quand | Λ 1 — o O . 
Ceci prouve (3) . 

( 3 ) — > ( 1 ). Il suffit de considérer le cas particulier où 
H D >/0 et H ^ O . Le cas général s'en déduira en appliquant le 

cas particulier à I H 0 | et I H^| #On note 9( ( I ) la fonction 

caractéristique d'un intervalle I , et on cherche ^ Q et fy± sous 

la forme 

oo 

OO 

où | ̂ /yv > { ̂ >yv^ e t { ^ / w ^ s o n t ^ e s s u : i- t e s croissantes de nombres 

réels positifs avec <XQ — bQ — >L ; λ 0 η Ο , et tendant vers 
l'infini quand m, oo , Les { Û^/yv^^^/yv} et ̂  X^J- seront choisis 

plus loin. On a alors 
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oo 

Pour chaque /w on sépare la somme sur φ. en A ^ 4- avec 

A ^ = Z _ A / , E C ( t t - , - f * - ^ ) ) = B.Q ( L / w ; o o ) ) . 

Il est clair que II A ^ Il - £L 0 = ± et || || - . 
On a donc 

^ H J T M H 0 f = Σ Ζ ^ Ε ^ , λ ^ Χ Ε , α ο , ^ Α ^ 

et par suite 

Σ - < ^ { i l E ^ L X ^ o c ) ) J E 0 ( C o ^ ) ) | | + a ^ Il Τ II} 

pourvu que la série au second membre converge. Par la condition 
(3) , on peut choisir la suite | de façon que 

» ^ ( ί λ ^ ο ο ) ) J E o ( [ 0 ^ ) ) il é s, . 

Pour ce choix de et par exemple pour CL r £ et £r z: At 4-d. . 

la série précédente converge et j ^ - ^ ( Λ ) ) ~> oo quand Λ —> oo , ce 
qui prouve (1) . 

Q.E.D. 
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Le lemme 2.1 appelle la définition suivante. 

Définition 2.1. Soient W D et H , autoadjoints et JT borné. On 
dira que est J -subordonné à H si l'une des trois condi
tions équivalentes du lemme 2.1 est satisfaite. Si J ~ Ί1 , on 
dira simplement que est subordonné à Η 0 · Si est subor
donné à H Q et H Q subordonné à on dira que 
sont mutuellement subordonnés. 

On donne maintenant quelques exemples. 

Exemple 2.1. Soit semi-borné et H ~ H 4- V défini ν 1 Ο 
comme somme au sens des formes quadratiques avec H . semi-borné 

a. 

et Q ( H ^ ) d Q ( H 0 ) ,où Q ( H ) est le domaine de forme de 

H si H est semi-borné, c.-à-d. pour 

un C réel assez grand. Alors H Q est subordonné à par la 

condition (1) du lemme 2.1 avec ( λ ) η ( λ ) — ( Λ + Ju)^^ . 

Exemple 2.2. Soit <2)Q — U (JL ( ( I ) ) où la réunion 

est prise sur les intervalles bornés I . Supposons que est 

semi-borné, C et que — H Q ~+~ V comme forme quadra

tique sur obQ X <2)Q } où V est une forme quadratique sur 0)ο X odG 

et où E c ( I ) V E c ( X ) définit un opérateur borné pour tout 

intervalle borné I . Alors est subordonné à r i c , par la 

condition (2) du lemme 2.1 avec ^ ( X ) ~(^\ — C 4- 4-)^ 

Exemple 2.3. C'est un cas particulier des exemples 2.1 et 2.2. 

soit h 0 r P ( - ^ v ) où p(fej = P ( f e ) e ^ C Ï R ^ ) 

et P ( f e ) - * oo quand \ | oo . soit 

V = F ( - > V ) * W F ( ~ x V ) 
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ou F(- ) € ^ ( T R ) et W est l'opérateur de multiplication 
par une fonction réelle positive 
Soit H Q ·+· V au sens des formes quadratiques. Alors H c et 
\-L sont mutuellement subordonnés, α 

La subordination se combine commodément à certaines pro
priétés de compacité |̂ 3j[. 

Proposition 2.1, Soit H 0 et V\± autoadjoints et J " borné. Alors 
les conditions ( 1 ), ( 2 ) et ( 3 ) ci-dessous sont équivalentes. 

(1) Pour un (ou pour tout) ^ ^ <C \ IR 

R ^ ( ^ ) S— J K o ( est compact. 

(2) Pour un (ou pour tout) ^ é C \ TR et pour tout intervalle 
borné I , 

(a) T - J R c ( & ) ) E D C I ) est compact 
(b) J R 0 ( ^ ) ) est compact. 

(3) (a) H „ est J-subordonné à Η Λ , 

(b) H 0 est J^-subordonné à , 

(c) Pour un (ou pour tout) ^ £ (C \ ÎR et pour tout inter

valle borné I , 

^ ( D ( R d ( ^ ) J - Τ R 0 ( ^ ) ) E 0 ( I ) est compact. 

De plus, on a les équivalences suivantes : 

(2a) est équivalent à (3, a + c) 
(2b) est équivalent à (3, b + c) 

Preuve. Il est évident que (1) =φ· (2). Il suffit donc de montrer 
que (2) = ^ (1) et que (2a)<#=^(3, a + c) . En échangeant H o et H.^ , 
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J et J , on en déduira que (2b) 4 ^ (3, b + c) , ce qui entraînera 
que (2)< > (3). On omet partout la variable ^ · 

(2) —>»( 1) . Pour tout couple d'intervalles bornés I Q , 1 ^ , on a 

^ J - J f ^ o = Έ ± ( * ± -T - J R o ) 

+ E ± C x d C H R d - ^ R » ) E 0 ( i 0 ) 

+ ( l £ )(?U J - Τ Ro) B0 C X 0 ° ) 

Le premier terme du second membre est compact d'après (2b), le 

second terme est c o m p a c t d'après (2a) , et le troisième 

est la différence de deux opérateurs qui tendent vers zéro en 

norme de façon indépendante quand 1 ^ et T Q tendent vers l'infini. 

Le premier membre est donc limite en norme d'opérateurs compacts, 

donc est lui-même compact. 

(2a) —ρ (3, a + c) . Il est évident que (2a) (3c) . Pour prouver 
(3a) , on note que ) e s t a u t o a c * joint e t tend fortement 
vers zéro quand 1 ^ tend vers l'infini, et que l'opérateur 

C = ( R 4 Τ - 0 " R . ) ( H e - % ) E 0 ( I „ ) 

est compact d'après (2a). Donc ) C tend vers zéro en 

norme quand 1 ^ tend vers l'infini. Mais 

B i ( r f ) C = { E d ( I f ) R d l } { J ( . H Q - è ) E Q ( I 0 ) } 

- E 1 ( l f ) J Ε ο α ο λ 
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Dans le second membre, le premier terme tend vers zéro en norme 

quand tend vers l'infini à I Q fixé, car il en est ainsi pour 

le facteur E ^ ( 1 ^ ) R ^ tandis que le second facteur est 

borné. Donc le second terme tend aussi vers zéro en norme quand 

1 ^ tend vers l'infini à I fixé, ce qui prouve (3a). 

(3, a + c) = ^ (2a). Pour tout couple d'intervalles bornés I 0 

on a 

(Ri J - J R „ ) E 0 t l 0 ) = E i U d . ) ( R d . T - T R o ) E o 0 C o ) 

+ E 4 ( l f ) R 4 J E 0 C l 0 ) - { E d ( I ^ ) 7 E c ( I „ ) } R . . 

Dans le second membre, le premier terme est compact par (3c), et 

quand 1 ^ tend vers l'infini à I c fixé, le second terme tend 

vers zéro en norme de façon évidente et le troisième tend vers 

zéro en norme par (3a). Donc le premier membre est limite en 

norme d'opérateurs compacts, donc compact, ce qui prouve (2a). 

Q.E.D. 

Remarque 2.2. Dans toutes les conditions de la proposition 2.1, 

on peut remplacer 

(oi ) pour tout intervalle borné, E ^ C X ) M est compact, 

par une des conditions suivantes : 

( p ) pour tout ^ β ^>Q O R ) > % t H ^ ) H est compact, 
( 7f ) pour un (ou pour tout) ^ G. C \ I R et un 0t>0, R ( ^ ) M 

est compact, 
(S) pour un |. C ^>Q (TR ) tel que ^ T * soit localement 

borné, ^ ( H ^ ) M est compact. 

La raison est que d'une part si ^. €£ *β 0 (TR) et .̂ est locale

ment borné, alors 
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Ε Λ ( I ) = £ ( K I ) \ f \ η . ) Ε , ( Ι ) } 
où le second facteur du second membre est borné, et d'autre part 

toute -̂ ̂  CfR) est limite uniforme de fonctions du type 

Z L α 9< ( I ) 

d. έ ̂  4 Ni à * 

où /Κ ( Γ } est la fonction caractéristique de l'intervalle I , si 

bien que (β ) 0 0 ( S ) (<*) =*(p>) . 

D'autre part dans toutes les conditions de la proposition 2.2, il 
est équivalent d'écrire "pour un ^ €L <C \TF» "ou "pour tout 

^ £ < C \ Ï R "· En effet, on a 

et les facteurs extrêmes du second membre sont bornés pour ^ et 

E c \ΐκ. 

Remarque 2.3. La condition (3c) de la proposition 2.2 est évidem
ment équivalente à la condition 

(3c') Pour tout intervalle borné X , 

E d ( I ) ( j H d J ~ J Ho) E 0 ( I ) est compact . 

Une façon commode de la vérifier est de mettre la forme 
quadratique H 4 J " — J * H Q sous la forme d'une somme de termes 
de la forme A Β , OÙ A et Β sont deux opérateurs tels que pour 
tout intervalle borné Ι , A E l ( X ) soit borné et E> E D (JH) 

soit compact. 
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Exemple 2.4. C'est un cas particulier de l'exemple 2.3. Sous les 

mêmes hypothèses, on factorise V = A B avec 

A = B = W 4 ^ F ( - ^ V ) . 

On a alors 

0 ^ A * A = V έ H . 

Donc A Ε C X ) est borné pour tout I . Si on renforce l'hypothèse 

sur W en supposant de plus que 

où L 0 est le sous-espace (fermé) de L formé des fonctions qui 

tendent vers zéro à l'infini, il est facile de voir que Ê> BQ ( Τ ) 
est compact pour tout intervalle borné I . 

On donne maintenant un critère de comparaison des spectres 

essentiels de deux opérateurs autoadjoints qui confère un intérêt 

pratique à la proposition précédente. Ce critère est apparenté à 

un théorème de Weyl (cf. [l4J, p. 112). On désigne par CT ( H ) 

le spectre essentiel d'un opérateur autoadjoint H . 

Proposition 2.2. Soit autoadjoints et J borné. On 

considère les conditions suivantes : 

(1) Pour un (ou pour tout) ^ 6 C \ Î R ; 

R ^ ( ^ ) J — J R Q L^) est compact. 

(2) Pour toute $ £ <Ô0 ( I R ) , (S - T * J ~ ) £ C H 0 ) est 

compact. 

(3) Pour toute Ç. € (β 0ίίΚ) / ^ ( Η ± ) ( ϋ - J J ^ j est 
compact. 
Alors on a les implications suivantes 

(1) et (2) = ^ ^ ( H 0 ) C ^ ( H J , 

( i ) et (3) > ( H ± ) c c r ^ ( H 0 ) . 
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En particulier 
(1), (2) et (3) σι ( H A ) = cr e ( H 0 ) . 

Preuve. Il suffit de prouver la première assertion ; la seconde 
s'en déduit en échangeant H d e t U0 , J " e t J * , e t la troisième 

en combinant les deux premières. 

On montre d'abord que l'hypothèse (1) entraîne que 

^ ( H d ) C T - J " ^ C H 0 ) est compact pour toute £ £ ^ ( ΐ ^ Ο -
Soit en effet l'ensemble des j> G ^ 0 ( 1 R ) telles que 

Ç C K J Z T - σ | > ( Η ο ) e t Ç Î H J J * - T * fcCI-U) s o i e n t 

compacts. Alors est une -X-algèbre fermée pour la norme uni

forme : le seul point non évident est le fait que ^ et g CF 

^ ^ <^ GF , et résulte de l'identité 

et d'une identité analogue avec J . D'autre part. Or contient 

les fonctions (λ ± Λ>) ^ par l'hypothèse (1). Donc C F ^ ^ C î R ) 

par le théorème de Stone-Weierstrass. 

On montre ensuite que si ^ €. QQ O R ) et si ^ ( H ^ ) 

est compact, alors sous les hypothèses (1) et (2), ̂ ( H 0 ) e s t 

compact : en effet 

Le premier terme du second membre est compact par l'hypothèse (2) , 

et le second par la première partie de la preuve. 
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Enfin, on caractérise ( H ) comme le complément du 
plus grand ouvert Ο C ÎR tel que ^ ( H ) soit compact pour toute 
^ ^ ( T R ) à support contenu dans Ο ([l4j,p. 259). Par l'argu
ment précédent, si ^ £ (β < : (ÎR) } ^ ( M 4 ) compact entraîne 

£ ( H o ) compact, donc ( H 0 ) C ( H j . 

Q.E.D. 

Remarque 2.4. Les hypothèses (2) et (3) de la proposition 2.2 

peuvent être remplacées respectivement par 

(2') Pour tout interva lie borné i , (fl - J j j E 0 ( l ) est 

compact. 

(3') Pour tout intervalle borné 1 , ( I )(jd3 — J J ) est 

compact. La raison est la même que dans la remarque 2.2. 

La proposition 2.2 généralise le résultat de Weyl selon 

lequel CTe ( H ^ ) - C T e ( H 0 )
 s i ^ ) e s t c o m P a c t - S e s 

hypothèses sont très maniables grâce à la proposition 2.1. En 

particulier, la condition (1) de la proposition 2.2 est identique 

à la condition (1) de la proposition 2.1. Les conditions (2) et 

(3) sont triviales pour J = <i . Souvent, pour traiter des pro

blèmes avec potentiels très singuliers localement, on prend pour 

J l'opérateur de multiplication par une fonction réelle 

Λ <£ ( T R ^ ) telle que ^ ^ 0 sur un certain compact, Λ i 

en dehors d'un compact plus grand. Dans ce cas, Τ = J et la 
condition (2) est trivialement satisfaite pour le H G de l'exemple 
2.3. Dans ce même cas, la condition (3) est satisfaite si de plus 

est subordonné à H d (et pas seulement J -subordonné à ) 

car alors, pour tout intervalle borné I 
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E d(i)(-di- τ ^ ) •= Β±{τ ) E 0 ( i 0 ) ( d i - σ 2 ) 

Le premier terme du second membre est compact par la condition (2) f 

et le second terme tend vers zéro quand I —> oo par la subor

dination de H c à , donc le premier membre est compact. 

On termine cette section en donnant une généralisation 

du critère de Cook (c f. [8,15,16]) . 

Proposition 2.3. Soit H Q et VA± autoadjoints et J borné. On 

suppose qu'il existe un sous-espace oD de Oô> tel que 

(1) oD est un sous-espace dense de ^ o a c ) * 

(2) Pour tout é c2) pour tous intervalles bornés I I 

(3) est X -subordonné à \r\Q . 

Alors les opérateurs d'ondes généralisés existent : 

- a - ± ( H d , H 0 ; J ) = u>- ^ U ( - b ) J U c ( b ) E o c u t . 

Jb ± oo 

Si de plus : 

(4) λ~ W ( < f l - ^ T ) U 0 ( b ) E o a t = 0 , 
yt -> ± 0 0 

alors les X L + ( > H Q · X) sont isométriques. 

Si de plus : 
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(5) λ- susv- (β - τ ) υ 0 c b) e o c l c = ο . 
^t-^ ± oo 

alors les opérateurs d'onde usuels ^ j n L ^ C H ^ , H 0 ) existent et 

Preuve. Il suffit de montrer la convergence forte sur un sous-

espace dense de (K C £ Q C L C ) j pour lequel on prend 

I 

où la réunion est prise sur les intervalles bornés. Pour *f £ oZ)̂  ; 

<f β <ft ( E Q ( I )) ; on écrit 

U ( - b ) j u o c k ) H» = Ε Α ( χ ί ) υ ± ί - ^ J u o ( b ) E o ( i ) 4 > 

+ E J I J U ^ - b) J u 0 ( b ) E O ( M . 

La norme du premier terme est majorée par || ) 3" ^-^) M 

et tend vers zéro quand JL̂  tend vers l'infini par l'hypothèse (3). 

Le second terme se traite par dérivation et intégration 

et converge fortement pour 1 ^ fixé par l'hypothèse (2), de la 

même façon que dans la preuve usuelle du critère de Cook. Ceci 

montre l'existence des ~£L 4- ( H c ' T ) . 

La deuxième assertion de la proposition résulte de 

1'identité 

il 14 (- b) J u o (b) e o c l c <f H a - Il Ε ο α ο 4> 

et la troisième assertion est évidente. 
Q.E.D. 
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Remarque 2.5. Dans les applications, oJJ sera souvent un sous-

espace dense de 

c3) - U ( R , ( E ( X ) E _ ) 

I 

et on aura alors 

Une façon commode de vérifier l'hypothèse (2) est de 

mettre la forme quadratique Τ - -J H 0 sous la forme d'une 
somme de termes de la forme A* Β , où A et Β sont deux opéra
teurs tels que pour tout intervalle borne Γ , A EL ( I ) soit 
borné, que c3) ( 6>)3 <2) et que pour tout ^ € ^ 

±oo 
1 d)c II Β u c (t) φ u < oo 

(cf. la remarque 2.3 où on avait recours a une factorisation du 
même type). 

L'hypothèse (3) a été discutée plus haut. 

L'hypothèse (4) est satisfaite en particulier si 

( 4 3 - Χ * Τ) E 0 ( I ) est compact pour tout intervalle borné 1 , 
c'est-à-dire sous l'hypothèse (2') ou (2) de la proposition 2.2. 

Voir la remarque 2.4 et la discussion qui suit pour un exemple ty

pique. 

De la même façon, l'hypothèse (5) est satisfaite si 

(«dl — ^Γ) E 0 ( X ) e s t compact pour tout intervalle borné I , et en 
particulier dans l'exemple mentionné ci-dessus. 

On conclut cette section avec un exemple d'application 
qui est un cas particulier de l'exemple 2.3. On a Xzr <H dans 
ce cas. 

Exemple 2.5. On prend H Q et V comme dans l'exemple 2.3, mais 
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on suppose de plus que P ( . ) éL % ( T R ^ J et que àsX ^ P ( f e ) 

φ 0 pour tout . (Cette condition pourrait être affaiblie). 
Sans hypothèse supplémentaire sur F , on utilise la factorisation 

V = A B de l'exemple 2.4, qui assure déjà que A ( I ) est 

borné. Il suffit alors que w satisfasse la condition 

d'Hôrmander 

j dk J ( W ( b x ) d i x j < oo 
4- 1 4.·̂  |x| 

pour assurer 11intégrabilité de I! B U<7 ( b ) ^ || pour *f dans 

un c2) convenable [/7 J et par ;nH:e ε a ci s faire toutes les hypothèses 
de la proposition 2.3. 

Cet exemple nécessite cependant que W ait une décrois

sance à l'infini plus rapides que \ dc \ } ce qui n'est pas satis

faisant. Avec des hypothèses supplémentaires sur F et Ρ , on 
peut affaiblir cette condition. *~>']îv · ; '> par exemple qu'il 
existe une constante C telle que 

I F C F T ) ) 5 1 < c (PC h) + c ) 

pour tout . Alors on peut utiliser une factorisation 
B avec 

A - Ma* (d, W ^ ) F ( - x V j , 

Β ^ K u w ( W ^ W ^ 4 ) F ( - χ V ) . 

On a alors 

A * A <: F ( ~ , i V ) * ( d i +- W ) F ( - ^ V ) 

Ο x 

ce qui assure que A Ε ( I ) est borné pour tout I . et i l s u f f i t 
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d'imposer la condition d'Hôrmander à M̂ vv- (̂ W Yv/ ) ; cette 
condition est satisfaite avec une décroissance de W à l'infini 

ι ι - 4 

un peu meilleure que |X| y comme on s'y attend. 
Un autre exemple où on peut obtenir une amélioration 

analogue est le cas F λ , \7) ~ P ( - t V ^ ) ~ ~ / l^où on peut utili

ser des propriétés de positivitê ponctuelle. On renvoie à [β] 
pour ce point. 
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(3) Principe de la méthode et réduction du problème 

Dans cette section, on commence l'exposé proprement dit 

de la méthode de Enss et on ramène le problème à la construction 

de deux opérateurs R +· satisfaisant certaines propriétés et en 

particulier une estimation fondamentale. La construction de ces 

opérateurs sera faite par un découpage approprié de l'espace de 

phase et l'estimation sera démontrée par une méthode de phase sta-

tionnaire dans la section 4. 

On étudie}dans l'évolution décrite 

par le groupe unitaire engendré par le Hamiltonien 

où H Q — P ( — ^ V ) et V est un opérateur d'interaction à courte 

portée, c'est-à-dire localisé en un sens convenable, et on compare 

cette évolution à l'évolution libre U 0 (b ) engendrée par H 0 , 

en vue de répondre aux questions (2) à (5) de la section 1. 

Le principe de la méthode est le suivant. On considère 

l'évolution au cours du temps d'un état de diffusion, typiquement 

d'un état du spectre absolument continu de H . soif-.<PU)= U(b)<f> 

le vecteur d'état au temps b . Pour lb | grand, par exemple b grand 

et positif, ce vecteur est concentré loin du centre diffuseur (au 

sens de la norme) et évolue donc à peu près selon l'évolution 

libre U c ( b) . Dans ces conditions, le vecteur d'état reste con

centré au voisinage des trajectoires classiques engendrées par le 

Hamiltonien libre \r\Q , en un sens exprimé quantitativement par des 

estimations de phase stationnaire. On peut décomposer approximati-

vement f (b) ru <f + ( b) •+- <f _ ( b) , 

O Ù %_(^) e t C f _ ( b ) sont les parties 

sortante et entrante de ( b) y c'est-à-dire les parties pour 
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lesquelles OC . λτ(& ) ̂  Ο et oc. < 0 , où t^(fe) Ξ V P ( I ^ ) 

est la vitesse classique. Cette séparation s'effectue de façon 
approchée par un découpage de l'espace de phase : on s'efforce 
d'assurer que oc. /u-(ft) ^ Ο (resp. o c v a t ( & . ) < 0 ) pour ce 
dans le support de ^χ ( b) (resp, ^ f _ ( b ) ) et -fè, dans le support 

de sa transformée de Fourrer M^Cb) (resp. 4* ( b) ) · Dans 

ces conditions l'évolution de 4 \ (b) dans le futur et de 4 L (b) 

dans le passé est régie par l'évolution libre : 

U ( A) 4 L C b) rJ U ( ^ ) f̂, ( b) Pour ^ ̂  Ο et X grand , 

U ( ^ ) ( f _ ( b ] U 0 ( 4 ) ( f _ ( b) Pour et >t grand. 

Par suite, on a approximativement 

ce qui montre que pour )c grand, 4*(b) est presque dans 
<R , ( j C L + ) + (K ( J f L _ ) et par suite que ^ <Ξ <fc (-Ω-+ ) + 0 K - d _ ) . 
Pour montrer qu'en fait *f est dans chacun des deux, par exemple 
dans (P* , on a recours à l'argument suivant : par définition 

<f= u c - t m t ) u ( - b ) γ + ( t ) +- u ( - t ) ? _ c b ) , 

où U (—b) 4 ^ C b) est approximativement dans ( R ^ j f L . ^ ) . D'après 

ce qui précède U(— b) 4L C t ) ru U c ( ~ b ) 4 L ( b ) - P o u r ^ 9 r a n d > 

4L ( b) est loin du centre diffuseur, et a fortiori \Jo (~~ b) 4L ( b) 

en est encore plus loin, et en particulier est presque orthogonal 

à 4> · P a r suite 4> ( b) ne peut pas être orthogonal à 4V (b) . On 

en déduit que le complément orthogonal de ( R ( X 7 _ | J dans 

est réduit à zéro, ce qui termine la preuve 
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de la complétude asymptotique. En fait, si le découpage *f ( b) OJ 
4 \ (b) Y _ (b) est bien fait, on trouve que ^ (b)—>· Ο quand 

T* 

Jc ~> oo . On va maintenant garnir ce squelette d'énoncés pré
cis et de démonstrations appropriées. Dans cette section, on ra

mène le problème à la construction, pour chaque intervalle borné 

d'énergie, de deux opérateurs R ± destinés à effectuer la dé

composition ^.-^(fc)— R ^ 4* ( b) et satisfaisant un certain 

nombre de conditions. Dans la section suivante, on construira 

effectivement de tels opérateurs et on montrera que les conditions 

requises sont satisfaites. 

Les notations sont les mêmes que dans la section précé

dente, à la différence près qu'on omet partout l'indice 1 dans les 

quantités liées à l'évolution totale \r\ U ( b ) , E ( X ) ; ^cuc ) 

^ & a c ) R ( ^) . On se limite au cas où Τ = ^ et J n'apparaî
tra plus désormais (voir [l,17] pour le cas J φ 4 L ) . On note & 
indifféremment la variable impulsion, conjuguée de Fourier de Oc , 

et l'opérateur — x V dans la variable oc . Si B est un ensemble 

Borélien de I R ^ , on note F (oc G 6 ) (resp. F ( & ^ B ) ) l'opé

rateur de multiplication par la fonction caractéristique de B dans 

l'espace des positions (resp. des impulsions). Tous ces F ( · ) 

sont des projecteurs orthogonaux. 

Les hypothèses sur H sont les suivantes. 

(Hl) Le hamiltonien libre est de la forme H Q ~ P ( — x V ) où 

P ( f c ) = PC ^ ^ C i R ^ ) et P ( f c ) quand Ift I 00 . 

De plus r est ο pour un £ assez grand (il suffit que 

e > m, 4- 2 j et V P ( & ) φ ο sauf sur un ensemble assez petit. 
Plus précisément, soit 
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5 = < fe. : Ρ n'est ̂  dans aucun voisinage de , ou 

Il est évident que S est fermé. De plus Ρ ( S) est fermé : en 
effet pour tout intervalle compact I , PC S) Π X ^ P(5fl Ρ ( X ) ) 

est compact, car Ρ est continu, S es t fermé et Ρ ( X } est 
fermé ( P continu) et borné (Ρ ~> oo à l'infini), donc compact. 

On fait l'hypothèse : 

Ρ ( S , ) est dénombrable. 

(H2) Le hamiltonien total H est un operateur autoadjoint tel 
que pour un (ou pour tout) ̂  € C \ 1R ; R ( ^ ) ~ ~ R 0 ( ̂ ) est 
compact. 

Il résulte des propositions 2.1 et 2.2 que H et H Q 

sont mutuellement subordonnés et que ( H ) ~ C H C ^ ) - De 
plus, V ·~ H H 0 est bien défini comme forme sesquilinéaire sur 
c2)(H) X c 2 ) ( H Q ) . (On ne suppose pas que V est défini comme 
opérateur) . 

oo /γ\ 
(H3) Il existe une fonction G T? ( IR ) ^ d. , telle 
que pour tout intervalle borné X , la fonction 

Ces hypothèses appellent quelques remarques : La pre

mière partie de l'hypothèse (Hl) est la même que dans l'exemple 

2.3. La deuxième partie â P é ^ (JK^ \ S ) et V P ^ O ; 

est destinée à permettre l'application des méthodes de phase sta-

tionnaire (voir les lemmes 4.2 et 4.3 ci-dessous), pour lesquelles 

il importe que la vitesse classique V P ( A . ) soit bien définie 

et non nulle. La théorie qu'on va développer ne donnera pas d'in-
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formation sur la partie du spectre de H contenue dans P C S ^ . 

L'hypothèse Ρ ( S ) dénombrable assure que Ρ ( S ) est trop petit 
pour porter du spectre continu. Elle entraîne en particulier 
que H c n'a pas de spectre continu singulier. Par contre H Q 

peut avoir des valeurs propres de multiplicité infinie : si 
=. |uu pour -R dans un ouvert 0 C TR alors 0 d S 

et H Q admet ju> comme valeur propre avec un sous-espace propre 
de dimension infinie qui contient au moins L (^O}. Dans les ap
plications, on aura souvent Ρ analytique et S et P ( S ) seront 
localement finis. 

L'hypothèse (H3) est la version adaptée à la présente 

théorie de la condition de décroissance de V à l'infini plus 

rapide que I OC I . Elle est satisfaite en particulier pour 

V = ( ± - H o o | ) avec Cj h 4. . Noter que la fonction & T ( / u ) 

est fonction décroissante de , et donc, à cause de (H3) , tend 

vers zéro quand Λ, —¥- oO . 

En ce qui concerne les singularités locales du potentiel, 
il est difficile d'éviter de supposer que tz ίΧ) V Ε α ( I ) est 
borné pour tout X et que H est subordonné à H Q , car on va uti

liser de façon essentielle le critère de Cook (proposition 2.3). 

Ceci entraîne que b ( I ) V <£\&) est borné pour un ^ croissant 

assez vite, et par suite, au besoin en augmentant la croissance de 
.1 

φ , que b ( I ) V <-^(&) Γ" ( l OC J A.) est compact pour 
tout I . Il résulte alors de (H3) que E ( I ) V g.^) est limite 
en norme de compacts, donc compact. Λ fortiori E ( X ) V E 0 ( J ) 
est compact pour tout; i . Comme d'autre part on utilisera presque 
explicitement la subordination de H Q à H , on est conduit natu

rellement, par la proposition 2.1, à imposer l'hypothèse (H2). Le 



29 

choix de ^(^) e s t dans une large mesure arbitraire. On prendra 
^ croissant assez vite pour que b ( X ) V ^(J^) soit compact, 
ce qui sera réalisé si|^,(fc)j ^ \ Ji + Ρ ( $ 0 l par la pro
position 2.1, et d'autre part assez régulier pour ne pas détério-
rer la décroissance en oc contenue dans V , par exemple 0̂  (^) 

Dans tout ce qui suit, on suppose les hypothèses (Hl) , 

(H2) et (H3) satisfaites. On peut alors énoncer le résultat fon

damental . 

Théorème 3.1. Sous les hypothèses (Hl), (H2) et (H3), 

(1) Les opérateurs d ' onde - j fL 4. existent. 

(3) Le spectre ponctuel de H dans TR \ Ρ ( S) est formé de 
valeurs propres isolées de multiplicité finie, ne pouvant s'accu

muler que sur PC S,). 

(4) La complétude asymptotique est vérifiée : 

Dans toute la suite de cette section, on supposera sans 

le répéter explicitement l'existence des Elle sera prouvée 

dans la section suivante au moyen des estimations de phase sta-

tionnaire et du critère de Cook, sans recourir à la décomposition 

de ^(b) en parties entrante et sortante. Dans le reste de la 

présente section, on va ramener la preuve des assertions (2) à (4) 

du théorème 3.1 à des propriétés de cette décomposition. La pre

mière étape de cette réduction est le lemme suivant. 
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Lemme 3.1. Soit I un intervalle compact. On suppose qu'il 
existe deux opérateure bornés R 4- tels que 

(a) les opérateurs 4. sont compacts. 

(b) l'opérateur R Q Ε ( X ) est compact, où R Q est défini par 

R 0 = 4 - R + - R _ . 

Alors 

^ < ^ ( H ) n 1 = Φ, 

(2) CT^ ( H ) Π I consiste en valeurs propres isolées de 
multiplicité finie, 

o ) E ( i ) ^ C =: E c i ) ( ( a t a + ) + o i t - n . - ) ) . 

où le signe désigne l'enveloppe linéaire. 

On suppose en outre 

(c) U v R * U ( b) Ε - Ο . 
Λ : 00 

Alors 
(4) E ( I ) O K A + J = E ( T ) ^ a c = B ( T ) < F U - f L _ ) , 

c'est-à-dire, la complétude asymptotique est vérifiée localement 
dans I . 

Preuve. Tout admet une décomposition ψ = ^f-f •+ *f _ 4*0 

avec <f ± - R ± <f ^ <-Ρο — R Q <-p . Soit { ̂ ^ } une famille de 
vecteurs ^ ^ ( -E ( X ) ) ; normée ( 1(4^ li — 4-) et convergeant 
faiblement vers zéro. Il résulte alors de (a) et (b) que 
( J L ± - < n ) f 0 < ± - » ο e t q u e < ς „ H R ^ C D ^ ^ O . 

En utilisant cette propriété, on prouve d'abord (1), (2) et (3). 
Pour prouver (1) et (2), il suffit de prouver que le 

complément orthogonal 01 ( Ε ( I )) Π %>qc Ξ Ε ( Χ ) de 
E U ) 4 & dans O U Ε C D ) e s t de dimension finie. On raisonne 
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par l'absurde. Supposons que Ε ( I ) soit de dimension 
infinie. Alors il contient une suite orthonormée infinie ^T/v^l* 
En particulier —^ Ο quand /w oo . On a alors 

avec 

Il résulte alors de (a) et (b), par la remarque précédente, que 
il Il - > 0 tandis que < f „ - £ (R ( + (R. ( J L _ ) C ^ , 

en contradiction avec le fait que |j 4 ^ || — -L et ^-f^ > ^ > 0 L O · 

Ceci prouve (1) et (2) . 

Pour prouver (3) , on considère un vecteur £ Ε ( I ^ ) ^ ^ 

Alors ^f (b) - U ( b) tend faiblement vers zéro quand >b —>- r t ΟΘ ̂  
par une application classique du lemme de Riemann-Lebesgue. On 
décompose <f ( b) ·= ^ + ( b ) + ( b) -f ^ ( b ) . On a alors 

4 > = U ( - b ) E ( I ) ( . _ n _ + ^ ( b ) + . i X _ ( f . _ ( b ) + - + ( b ) ) 

avec 

+ ( b ) = ( < f l - - a + ) 4 > i . C b ) - + - ( ^ - J a - . ) H >
- _ ( b ) + S > 0 ( f c ) , 

donc, par 1 1 entrelacement/ 

<f = E ( I > { _ f L + L J o ( ~ b ) t f + C b ) + _ 0 - _ U 0 ( - t ) H L C b ) } 

Mais 

l l E ( l ) U ( . - b ) ^ ( b ) l l = ii E C I ) + Cb) i l 4 ll + Cb)!! - > o 

quand Je oo 
f donc τ est limite en norme de vecteurs 
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appartenant a .ce qui prouve (3). 

Pour prouver (4) en supposant en outre (c) , on raisonne 
par 1 1 absurde . Supposons qu1 il existe ^ <£ h. ( X ) >/3&n r || 4* (I Ί . 

<f J - <&(-Ω_4.] . On écrit alors 

< F ( B ) = _ Q _ 4 < f + i b ) -+- < F _ ( B ) · + ( 4 - - Ω - + ) ¥ + < > ) + < F 0 ( B ) 

et par suite 

IL4>LI A = IL H 1 C T ) II2" = < C F ( B ) , - a 4 S J
4 C B ) > + < < P ( T ) , < F - ( B ) > 

+ < T ( B ) , ( 4 - I L - 4 ) % _ T B ) + H > 0 ( B ) > . 

Dans le dernier membre, le premier terme est nul par hypothèse, 
le second est égal à < R _ U ( t) 4> U ( b) <f > et tend vers 

zéro quand >t —> 4~OO par l'hypothèse (c) , et le troisième tend 

vers zéro par le même argument que précédemment ; donc le second 

membre tend vers zéro quand k> —> -4-OO^en contradiction avec 

l'hypothèse 11 M* Il = <L · Ceci prouve que Ε ( X ) ( R ( ~ Q - ^ ) — 

E ( X ) > ^ C L O . La seconde partie de (4) est prouvée de la même 
façon en faisant tendre >B vers — O O . 

Remarque 3.1. Si on remplaçait l'hypothèse (c) par 

(c*) a - R ± D ( B ) E A C = 0 

Je —> Z£oo 

on obtiendrait immédiatement ( B ) —>• Ο pour —>· ip 00 et 
£ Ε C X ) ce qui entraînerait (4) de façon directe sans 

utiliser l'argument d'orthogonalité précédent. La raison pour 
utiliser (c) est que les majorations qui permettent de prouver (a) 
et (b) conduisent naturellement à (c) et non à (c'). Cependant (c') 
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est une conséquence immédiate de (c) et de la condition supplé

mentaire 

(c M) ( K + — R±) E ( I ) est compact, 

qui sera réalisée en pratique par la construction de la section 

suivante, où on aura en fait R + — φ 

Corollaire 3.1. On suppose que pour tout intervalle compact I 

ne rencontrant pas Ρ ( S ) ; ( I Π Ρ ( S ) — φ ) } il existe deux 
opérateurs bornés R -4. (dépendant de 1 en général) , satisfaisant 

les hypothèses (a),(b) et (c) du lemme 3.1. Alors les assertions 

(2), (3) et (4) du théorème 3.1 sont vérifiées. 

Preuve. Résulte immédiatement du lemme 3.1 et du fait que P ( S ^ ) 

est fermé et dénombrable. 

Q.E.D. 

On continue maintenant la réduction du problème en don

nant des conditions suffisantes pour que les conditions (a) et (c) 

soient satisfaites. Dans toute la fin de cette section, I est 

un intervalle compact fixé. On ne le suppose pas explicitement 

disjoint de P C S ^ pour le moment. 

On remarque tout d'abord que sous la seule hypothèse 

(H2), l'opérateur ( U (— t) \J Q ( b) - S) E Q ( I 0 ) est compact 

pour tout intervalle borné J.0 et tout Je & . En effet, pour 

tout intervalle borné 1^ , on a 

(Ut-b)U 0tfc)-dl) E o ( r o ) = E ( X ^ ) ( U ( - b ) u o C t ) - < D ) E 0 c r 0 ) 

ffc 

Ο 
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Le premier terme du second membre tend vers zéro en norme quand 

I 4 tend vers l'infini car H est subordonné à H 0 . Le second 

terme a un intégrand compact d'après (H2) et continu en norme à 

cause des projecteurs, donc est compact-. 

Pour assurer la condition (a), il suffit donc d'assurer 

que, si on multiplie l'intégrand par R , l'intégrale converge 

en norme quand )c —> rfc co . Ceci conduit naturellement au lemme 

ci-dessous. 

Lemme 3.2. Soit 1 un intervalle compact et R -μ deux opérateurs 
bornés. On suppose que 

(d) Il existe un intervalle borné I Q tel que E Q ( I Q ) R4-zr 

(e) Il existe un > Û tel que les fonctions (positives conti

nues) /)r/^^rJt ( définies par 

^ ± ( b ) = Il F ( | x | ^ M f c l ) U o ( b ) < j ( M R ± Il 

satisfassent /ννυΛ . 

Alors Ç i X ^ - - <fl) Κ 4- est compact, c.-à-d. (a) est vérifiée. 

On suppose en outre que 

(f) / W v ^ (k) > 0 quand h —> ± OO . 

Alors (c) est vérifiée. 

Preuve. D'après la remarque précédente et la condition (d) , pour 

prouver la condition (a), il suffit de prouver que pour tout inter

valle borné X . , les intégrales 

1 
. ioo 

J db £ ( I d ) U ( - b ) V U o ( b ) R ± 

convergent en norme à l'infini. On majore en norme par 
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±οο ^ 

11-11 4 J o d b II E C I J V g C f t ) " F ( | x | > * | b | ) | | l | ? ( ( O R ± Il 

+ J ^ d L b II Ε ( I J V j ( H F ( l o c U ^ l b l ) U 0 ( b ) ^ ) R ± Il 
i oo 

4 II g ( - f e ) E 0 C I 0 ) R ± Il J o d b & ( & l b | ) 

f ±00 

où est défini dans l'hypothèse (H3). L'intégrabilité résulte 
±± 

alors de (H3) et de (e). 

Pour prouver (c) on écrit pour Ê 

R * U ( b)4> = R + ( 4 - J l * ) H > ( b ) •+ R * U 0 ( b ) J L * γ . 

Le premier terme du second membre tend vers zéro par (a) et la 
convergence faible — ^ 0 . On décompose le second terme en 

R± U 0 ( b ) J l ± <f = R ± U o ( b ) kf F ( latl > £- l b | ) + 

où 

Par suite 

| | . Il £ l l ^ ( f c ) R ± H II F(l9o|^ M b | ) 4 M I + ' w ^ ( - b ) Il Ψ II , 

et ceci tend vers zéro quand —> oO par (d) et (f) . 

Q.E.D. 
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Remarque 3.2. Pour prouver (c), il suffirait de supposer au lieu 
de (f) que pour tout rc > Ο , 

Il F ( l x l 4 a ) U o ( b ) R ± H ο 

quand —> :± oo . La démonstration serait obtenue en décomposant 

si bien que 

| | . Il £ Il R ± Il II R l x | > O j T L * φ ϋ 

+ Il F t l x U / t ) 0 o ( - b) R ± H II 4> U i 

et en faisant tendre b vers nf oo et / u vers l'infini dans 
cet ordre. On a préféré l'hypothèse sous la forme (f) car elle 
fait intervenir les fonctions Α ^ ^ + (^0 qu'on doit de toute façon 
contrôler dans (e) . 

La dernière étape de la réduction du problème consiste 

à ramener la construction des opérateurs Ρ à celle de deux 
opérateurs P+ tels que 4- P_ =. 41 . On prendra alors 

~ ( Η 0 ) ΐ ^ Ç > ( H C ) pour une ^ convenable dans 

( I R ) , 

ce qui permettra de satisfaire facilement les conditions (b) et (d) 

et ramènera la vérification de (e) et (f) à celle d'une estimation 

fondamentale (g): 
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Lemme 3.3. Soit X un intervalle compact. Soit T4- deux opé
rateurs bornés tels que P^. Ρ - XI . Soit ^ €1 ̂ 0 (1R ) 
réelle à support compact X 0 ; |. Ξ 1 sur Χ , Ο jj- -4- · 
Soit R ± = β ( Η 0 ) P ± % ( H 0 ) . Mors 

(1) Les conditions (b) du le mine 3,1 et (d) du lemme 3.2 sont 
satisfaites (avec I 0 ~ Supp ̂  ) . Si en outre les R j - sont 
autoadjoints, alors les R 4. sont autoadjoints et la condition (c") 
de la remarque 3.1 est satisfaite. 

(2) On suppose en outre vérifiée la condition suivante 

(g) Il existe & > 0 , C > 0 et > 1 tels que 

Il F ( | x U « r | b l ) U 0 ( b ) 3 ( f t ) & ( M 0 ) P ± Il « C l b l ~ * 

pour 

Alors les conditions (e) et (f) du lemme 3.2 sont satisfaites. 

Preuve. Pour prouver (b) , on remarque que 

R „ E C I ) = ( £ ( H ) a - £ i H 0 ) a ) Ε ( I ) 

est compact par l'hypothèse (H2) et le même argument que dans la 

preuve de la proposition 2.2. Les autres assertions du lemme 

sont évidentes. 

Q.E.D. 
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Ceci termine la réduction du problème. Dans la section 

suivante, on construira des opérateurs Ρ satisfaisant la condi
tion (g) pour un ^ convenable. 

On conclut cette section en indiquant brièvement quelques 
variantes de la réduction précédente, de façon à permettre sa com

paraison avec les versions antérieures de la théorie. Dans £3"] et 

£lt\ t on utilise une forme différente du lemme 3.1, où la décompo

sition *f —> 4*·+ e s t effectuée individuellement pour chaque suite 

^ ^ / w } ^ n o n ^ e f aÇ° n systématique au moyen d'opérateurs ^ + n e 

dépendant que de I . 

Une des formes possibles de ce lemme est la suivante. 

Lemme 3.1'. Soit I un intervalle compact. On suppose que toute 

suite dans ( R ( E ( X ) ) ; normée ( 114^ || = Ί pour tout m-) 

et faiblement convergente ( 4 ^ — a d m e t u n e sous-suite \ 4*/w 1 
pour laquelle il existe une décomposition 

telle que (SL ± - ^ ± - > Ο et 4 > / ^ o _ * D quand / w 00 · 

Alors les conclusions (1), (2) et (3) du lemme 3.2 sont vérifiées. 

On suppose en outre que < 4 * ^ j *~Ρ/νν :p — ^ ^ 

quand /Vu -> 0 0 lorsque { 4 ^ } est la sous-suite extraite d'une 
suite 4 ^ ~ U (t/O ^ pour un ^ é ^ > a c et une suite > t / y v — * ^± 00 . 

Alors la conclusion (4) du lemme 3.1 est vérifiée. 

La preuve du lemme 3.11 est pratiquement identique à 
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celle du lemme 3.1. Pour prouver (1) et (2), on opère avec la 

sous-suite ^ ^ l u l extraite de la suite initiale { } e t pour 

prouver (3) et (4), avec la sous-suite \ extraite de ^(k/w) 

= U ( b / K ) i-P ; au lieu de garder *f (t) pour tout €: TR . 

D'autre part, il est évident que les hypothèses du lemme 3.1 en

traînent celles du lemme 3.1', sans même qu'il soit besoin de 

passer à une sous-suite. 

La convergence faible vers zéro d'une suite { 4 ^ ^ dans 

(K(E(X)) est une façon commode d'exprimer que H^^, s'éloigne 

indéfiniment du centre diffuseur. La relation entre ces deux 

propriétés est exprimée par le lemme suivant (qui ne sera pas uti

lisé dans le présent exposé). 

Lemme 3.3. Soit {^f/w} une suite dans ( R i E ( I ) ) f normée 

(H^/yv II — 4-) e t tendant faiblement vers zéro ( — θ ) . Alors 
pour toute suite ^ j* croissante de réels positifs tendant vers 
l'infini, pour toute suite { ^rvJ\ décroissante de réels stricte

ment positifs tendant vers zéro, il existe une sous-suite { 4 ^ ^ 

de { 4 ^ } telle que 

Il F ( M H £ pour tout /vu. 

Réciproquement si une suite ^T/y^ } } il Il — d-y satisfait 

H F t i x i * ^ ) ^ Il * 

pour une suite et une suite £ ̂ >vu j" comme ci-dessus, alors 

^H/Y^} tend faiblement vers zéro. 

Preuve. Pour tout Λ. > Ο et tout intervalle T Q borné, 

F ( | X K ^ ) E ( T ) = F C I A C L < ^ ) E O ( Γ 0 ) Ε ( I ) 

•4- F i l * . ) < 0 E D ( T 0 ° ) E ( I ) . 
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Le premier terme du second membre est compact et le second tend 
vers zéro en norme quand Τ — ^ oo car H est subordonné à 

ο 

H 0 . Donc le premier membre est compact. Donc si ^ cf(/yv ̂  est 
une suite dans ( R , ( E ( X ) ) normée ( j | || — -d) et tendant faible
ment vers zéro, la suite 

F Î I x U a . ) ^ == F ( U | 4 λ.) Ε ( Τ ) 4 ^ 

tend vers zéro quand /yt —> oo pour ̂  fixé. La première asser

tion du lemme en résulte immédiatement. La seconde est évidente. 

Q.E.D. 

Grâce au lemme 3.3, on peut utiliser indifférement la 

convergence faible ou 11éloignement à l'infini (au sens de ce 

lemme) pour formuler le lemme 3.1 1. (Comparer [3] et £ΐ7^). 
L'idée d'utiliser une décomposition opératorielle Ά rO 

+ R _ pour obtenir la décomposition de ( b) en partie 

entrante et sortante et d'utiliser en association la convergence 

faible et la compacité pour obtenir les convergences fortes re

quises est due à Mourre . Cette méthode permet une économie 

importante de majorations explicites. 

Dans des versions antérieures de la théorie, l'absence 

de spectre continu singulier était prouvée en appliquant le 

lemme 3 .1 ou 3 .1 ' à une suite ~ U ( b/YV) ̂  pour un 

le sous-espace continu singulier de H . Pour obtenir une suite 

de ce type tendant faiblement vers zéro (ou s'éloignant à l'infini), 

on recourait à un théorème ergodique ( (l3^ p. 343). L'inutilité de 

ce théorème a été remarquée par Davies ^3^. La preuve est mainte

nant basée sur le fait élémentaire qu'il n'y a pas de spectre 

continu singulier en dimension finie. 
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(4) Estimations de phase stationnaire et construction des opérateurs Ρ 4- . 

Dans cette section on commence par rappeler les estima
tions de phase stationnaire qui serviront à démontrer la condition 
(g) du lemme 3.3 . On les applique ensuite à la démonstration 
de l'existence des opérateurs d'onde, qui avait été laissée en 
suspens. On construit ensuite explicitement, pour tout intervalle 
compact I disjoint de P ( S ) , les opérateurs Ρ associés, et 

on montre que la condition (g) du lemme 3.3 est 

satisfaite . On donne, dans le cas général, une première construc

tion qui est à un détail près (voir remarque 4.2) celle de [3]]. 

On donne ensuite, en ne traitant explicitement que le cas où Ρ 
est à symétrie sphérique, une deuxième construction qui généralise 
simultanément celles de {̂ 9,11,18̂ ]. La section s'achève avec di

verses remarques. 

On commence par rappeler une estimation de phase station

naire (ou plutôt non stationnaire) due à Hôrmander ( , [ l 3 3 Ρ· 37). 
Pour tout compact . on note <β ( κ ) l'ensemble des 
fonctions de ^ ( Î R ^ ) à support compact contenu dans K . 

Lemme 4.1. Soit Κ C T R , k compact, un voisinage de Κ , 
K* entier ^ 0 ; g. €L fe^CU), \. réelle, telle que V £ (&)φ Ο 

pour tout & ^ k , Soit CO réel, O) et ψ £ 'β^ί Κ ) . 
Alors on a la majoration suivante 

f , - S 

] a . f e ^ ( > t u u g . ( ^ ) ) t ( ^ ) ^ c e ( d . 4 - t o ) il Ψ i i € o o 

avec 

Il ψ lle _ = 2 1 i D r t ^ ( f t ) | 



42 

où o< e s t un m u l t i - i n d i c e o< - ( CX ± } ... ; o(^) t \c< \ - ol +... + c < ^ } 

et = T T ^ avec V = * / b •; . 

La constante Cç> dépend de Κ mais peut ê t re p r i s e uniforme 

en s i l V ^ - ( & . ) ) ^ C L > 0 pour tout •h. € Κ e t , s i 9 ^ ± , 

I) B- il/ < M <οσ pour eu e t M f i x é s , avec 

Preuve. Pour chaque é: Κ ^ il existe un >̂ £ { 4-,-*> ^ j" tel 
que 7>Μ ( k.) φ: D , et un voisinage de & dans lequel jj* ne 
s'annule pas. Par la compacité, on peut recouvrir Κ par un 
nombre fini de tels voisinages, tous contenus dansât . Soit { ^ 
une partition de l'unité adaptée à ce recouvrement^ Θ Λ é 

Σ Ofc ~ 4~ sur Κ . On décompose et on traite 
chaque terme séparément. En intégrant (î. fois par parties 

= i L j a * ^ *< κ»{1ς. ( | 1 ) " * } V » ) e A c *> 

où chaque s'applique à tout ce qui est à sa droite. Par suite 

I . ! έ c ω-*- Ι Ι 4 Ί Ι ε 

d'où l'estimation annoncée en sommant sur ru. 

Pour montrer l'uniformité en ^ , on note que contient une 

somme sur Κ , et pour chaque /l, , une somme de termes contenant 
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des dérivées de jusqu'à l'ordre , et des facteurs contenant 

^ ^ qu'on peut mettre sous la forme G( ( ) j ^ j où 

Q est un polynôme de dérivées d'ordre c< > £ < \ o( | <- Ç-V-4. ; 

donc contrôle par il Ε IL, < M , Pour assurer l'uniformité 
annoncée, il suffit donc qu'on pui sse choisir un recouvrement ̂  Uy^ | 

fixe, dans chaque ouvert duquel la dérivée sélectionnée 7)^ ̂- soit 
minorée uniformément» Avec j V7^. j > CL > Ο > il existe pour 
chaque & un tel que \ c) t ̂ . ( ) 1 ^ et /n7~ ̂ "^, car 
| V £ ] r JEL ! ^ | ' , Avec fi CL U 9 ^ uniformément borné, il 
existe un S > Ο uniforme en ^ tel que j 5^ ^ j ^ C L ^ â / n - } 

dans la boule de centre & et de rayon S , et pour le <x sélec
tionné au point "fe . Il suffit alors de prendre un recouvrement 
fixe | U ; l J - par des boules ouvertes de rayon S , et pour chaque 
boule de choisir JU comme ci-dessus pour & au centre de la boule. 
Ceci prouve l'uniformité pour Ç ^ .1 _ Le cas Ç z O est trivial. 

Q.E.D. 

On applique maintenant ce résultat à l'évolution libre 
U 0 ( b) . Pour tout compact Î 3 C . T R et tout Jz> φ. Ο on note 

Je B = : ^ e 6 } 

et (XÎoc, B ) la distance euclidienne de X à β ( cL( 6>) η Ο 

s i X é B ) . On note ( F la tra nsformation de Fourier et 

la transformée de Fourier d'une fonction -p . 

Lemme 4.2. On suppose que H satisfait l'hypothèse (Hl). Soit 

Κ C ÎR un compact disjoint de S . Soit cf é telle que 

9 £ ^ ( K j . S o i t Cf f c = U c (b)<f , Λ / : 0 . Soit 

Β Ξ V P ( K ) Ξ { V : 3 h € Κ tel que V P ( & ) = a t } . . 

Alors pour tout oc φ t H / ^ satisfait la majoration 
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La constante dépend de Κ , mais est uniforme en oc} b et 

pourvu que d l ( c c / b ; l 3 ) ^ > Ο . 

Preuve. On note d'abord que B est compact (et ne contient pas 
l'origine car Κ est compact et disjoint de S ) . P e u t être 

représenté comme l'intégrale 

On applique alors le lemme 4.1 pour OC φ b B avec OJ η d ( x , b B ) 

et Co g-(-fe) - ft. oc - ^ P(-fe-) . On a alors 

donc 1V^- | ̂  <i pour tout D ' autre part, pour -9 ̂  d 

et cette quantité est majorée uniformément en OC et b pour 
d l ( x / Β ) ^ > Ο . Le résultat est alors une conséquence immé
diate du lemme 4.1. 

Q.E.D. 

En utilisant le lemme 4.2, on démontre maintenant l'exis

tence des opérateurs d'onde, qui avait été laissée en suspens dans 

la section 3. La méthode est une variante du critère de Cook (pro

position 2.3) et est logiquement indépendante de la décomposition 

de 4 }(b) en parties entrante et sortante (Lemme 3.1 et suivants). 



45 

Lemme 4.3. Sous les hypothèses (Hl), (H2) et (H3) , les opérateurs 

d'onde _XL 4- existent. 

Preuve. D'après la subordination de H à H 0 , il suffit de montrer 

que pour tout intervalle borné X ^ et tout dans un sous-espace 

dense ç2) de (R ( E 0 ^ ̂  les intégrales suivantes convergent : 

\ ± ά II Ε ( l ± ) ν υ ο ( t ) M> II a t < « . 

On prend 

c3) = U <ê e ( P ^ d ( Γ ) ) 
1 

où la réunion est prise sur les intervalles compacts I disjoints 

de P ( S ) . Il résulte de l'hypothèse (Hl) que Ρ ( X ) est un 
compact disjoint de Ο pour tout 1 de ce type, et que «3> est un 
sous-espace dense de (R, ( b- o 0 c ) ••= "^& 0 ̂ 0 > car il en est ainsi 
de 

U (R ( E o ( I ) ) / 

X 
et pour chaque I , CF *β ( Ρ ( X ) ) est dense dans C R , ( E 0 ( I ) ) 

- S ^ L ^ C P ^ C X ) J 

Soit alors 1 compact disjoint de P ( S ) , Κ ~ Ρ ~ * ( X ) 

et Β r V Ρ ( K ) . K est un compact disjoint de S et Β 

est un compact ne contenant pas l'origine. Soit à, { 0 } & ) — 

Il est clair que d ( x . / b , B ) ^ pour tout OC £ T R ^ 

et tout λ. ψ. Ο tels que j X j < 1 t 1 . 

soit ^ ^ σ 7 " 1 ^ ( κ ) , c.-à-d. $ e < e c C K ) . 
On décompose l'intégrale précédente comme suit : 
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^±oo 

II E ( I ± ) ν u o ( b ) < f II d t 4 

J ± i db I l E C I j V j ( f c ) F ( | x | ^ e r l b l ) ^ ( f t ) 0 o ( b ) Τ H 

+ j ^ f o l b II Ε ( I J V g ( F ( I x N &• 1 bl ) g, ( f t ) U 0 ( b ) <f Il 

± 0 0 
^ H g ( ^ ) V II ] + 4 & ( f c - l b l ) d b 

+ & T ( o ) j a jb II F ( i a . u 4 i b i ) u o ( b ) q ( ^ ) φ i t . 
"Si ± 4 

La première intégrale est convergente par l'hypothèse (H3). L'in-

tégrand de la deuxième est majoré pour tout )c par Il k ) y il < 

1|<^(&) E 0 ( . I )|( Il <f || et pour tout Je ̂  Ο , d'après le lemme 4.2, par 

W C e ( M t l ) Il ^ ( W « f l l e o o , 

où OT est le volume de la boule unité dans T R ^ , et on a utilisé 

le fait que d l ( x , b B ) > <H b I pour \oc\ ^ ^ \ b|. 

Par suite, avec Β ̂  [\/Vu/2j -f 3, ; la deuxième inté
grale est convergente, ce qui achève la preuve du lemme. 

Q.E.D. 
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On commence maintenant la construction des opérateurs 
R + , qu'on cherche sous la forme T\ ̂  η ^ ( H Q ) ^ C H D j . 
La fonction ^ sert à assurer une localisation dans l'espace des 
impulsions grâce à laquelle la vitesse classique Ar 

est bien définie et non nulle. Il reste à construire les opéra

teurs Pf. qui effectuent la séparation en partie entrante et 

sortante. Les différentes constructions existantes sont à des 

détails près, du type suivant : on introduit un espace de Hubert 

auxiliaire et une isometrie % de -3€> dans yc ( χ et *s 
peuvent dépendre de l'intervalle d'énergie I considéré) et on 

prend r%_ sont essentiellement deux 

projecteurs orthogonaux particulièrement simples dans 3 ^ tels 

que P_|_ +- P_ n Ί1 . Ceci entraîne que les P-+- sont autoad

joints positifs et que P_ -t P_ — f grâce à l'isometrie de °6 . 

On donne d'abord une première construction dans laquelle 

la séparation en parties entrante et sortante est effectuée selon 

la condition OC . ΛΤ ( ) „ Comme les opérateurs OC et & ne 

commutent pas dans , on doit se contenter d'une séparation ap

prochée, à une erreur finie près en impulsion et à une décroissance 

rapide près en position. Pour cela, on choisit comme espace 

auxiliaire 

où l l \ X M\ est considéré comme l'espace de phase classique. 

La construction de l'isometrie s'effectue commodément au 

moyen d'états cohérents généralisés ( jj2 ] p. 41). 

On note et respectivement les opérateurs de 
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translation par λλ̂  dans l'espace des positions et des impulsions Γ 

Y ) (3e-) - «· ^ ( O C ) , 

Soit £ ^ <J£> ; ii 1 II = 1 . Pour tout point (^><\ ) £ I R ^ X Î K ^ 

de l'espace de phase classique, on définit la double translatée 

de \ 

ou encore 

Intuitivement, on doit considérer \ comme localisée au voisi-

£ 4 

nage de ^ en position et au voisinage de cj en impulsion. Les 

\ Ï A t r y sont des états cohérents généralisés. On définit l'appli-

cation (dépendant de ^ ) de dans par 

( ^ ^ ( ^ ^ j = < ( f > . 

est une isométrie. En effet, pour tout *f dans 

= \ ά ^ ά ^ \ \ ^ - ^ ) \ % ^(oc)^ = l l f I I 2 -

par le théorème de Plancherel. Par contre, n'est évidemment 

pas unitaire. En particulier ^ V C ^ ^ ^ est composé de fonctions 

bornées continues, et on a pour tout ^ ^ 



49 

il V U έ l i 4 > 1 1 -

Pour tout ensemble borëlien , on note 

F ( ( ^ ) é M ) ou plus brièvement F C M ) l'opérateur de multi

plication dans par la fonction caractéristique de M . et on 

définit un opérateur autoadjoint positif ^ ( M ) dans par 

C M ) •= % * F ( M ) % K 

ou plus explicitement 

< % F ^ c M ) M > > = J m d ^ c U , Κ ΐ ^ , Ϋ > l * . 

L 1 application M F ^ ( M ) est une mesure sur les 

ensembles boréliens de ÎR X I K à valeurs dans les opérateurs 
positifs dans , absolument continue par rapport à la mesure de 
Lebesgue, et dénombrablement additive (au sens de la convergence 
faible monotone, qui entraîne la convergence forte). Il est ins
tructif de calculer les opérateurs Γ ^ ύ ^ Ο lorsque M est de la 
forme M ± χ TR ou TR χ M ^ . On a alors 

< ( f ) ^ ( H 4 x T R ° A ) 4 ? > = j d ^ l J d / x . Ï^-V)^ ^ 1 

Mi 

par le théorème de Plancherel. Par suite ( X TR ) est 

l'opérateur de multiplication par la fonction Χ ( Μ ^ ) · Χ j \ | 

dans l'espace des positions, où X- désigne la convolution et 

9( ( M ^ j désigne la fonction caractéristique de M ^ . De la même 

façon 

< Ϋ , Ε t î l C x M a ) U > 1 &0 dk \ \ ( & ~ <\ ) \ ^ \ Y ( & ) I ^ 
"2- ·*' ' 1 "' κ,ι > i 

2 
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et * ̂ si) e s t l f opérateur de multiplication par la fonction 
' X ( M j l ) * \\\^ d a n s l'espace des impulsions. ( X T R ^ ) 
et P ^ ( ÎR χ M A ) sont des projecteurs régularisés sur 
dans l'espace des positions et sur L (. M ;χ ) dans l'espace des 
impulsions. 

On définit alors les opérateurs par 

p ± = p ± ^ 

avec 

^ >~ 

P ± - F ( c | ^ S e t ^ . A r ( q ) ^ o ) + ~ F (<j 6 S ) , 

ou encore 

R - = ^ ( ^ S . t ^ . ^ q J ^ o ) +· ~ F ^ ( Cj £ S ) . 

Les P + sont autoadjoints positifs et P ^ 4~ P _ — 41 (Le second 

terme dans la définition a été inclus pour assurer cette propriété, 

mais ne jouera aucun rôle par la suite. De plus, il est nul si S 

est de mesure nulle). 

Pour achever la construction des opérateurs K. associés 

à un intervalle compact 1 disjoint de 

ne reste plus qu'à choisir la fonction jj- qui assure la localisa

tion en impulsion par la définition R ^ ^ C H 0 ) P^. ^ ( H 0 ) Y 

et la fonction \ qui figure dans la définition des P ^ . On 

choisit d'abord un intervalle compact I 0 contenant un voisinage 

de I ( Γ C C Γ 0 ) et disjoint de Ρ ( S ) J lQ f\ Ρ C S) = φ . 

On prend support compact contenu dans 1 , réelle. 
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0 ^ ^ < 1·/ ^ H. Ί - sur I . On choisit ensuite ° l de façon 
à maintenir une localisation stricte en impulsion et aussi bonne 
que possible en position. On prend pour cela c 

telle que \ soit à support compact : 

SAJJ^ C { & : | & | < a, } 

pour un α > 0 qu'on choisira plus bas. 

On peut maintenant démontrer la majoration fondamentale 
(g) du lemme 3.3. 

Lemme 4.4. On suppose satisfaites les hypothèses (Hl), (H2) et (H3). 

Soit X un intervalle compact disjoint de P ( S ) . Alors il existe 

(X>0 dépendant seulement de J tel que, et P ^ étant choi

sis comme ci-dessus, la majoration (g) du lemme 3.3 soit satisfaite. 

Preuve. On commence par choisir la constante £U qui limite le 

support de \ et la constante qui figure dans la condition 

(g). Soit k Q - P ~ A ( I 0 ) et 

( K 0 ) = { / * : a k € κ 0 tel que Λ/* 

Κ σ est un compact disjoint de S et B Q est un compact ne con
tenant pas l'origine. On choisit 

θ- = ±- à ( 0 } B 0 ) , 

Soit maintenant 

α . β = d . ( k 0 , s ) = ι^ξ. I fe-ei. 

On note B ( , la boule fermée de centre tj et de rayon 
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dans lK . Pour cj β K 0 et Ο. < <Χϋ , on définit 

D ^ o . ) Ξ λ τ ( Β ( < ^ ο , ) ) Ξ. | λ / ; 3 & £ B ( c j ; ο.) tel que Ar(^) --vj. 

X>(cj^O.) est un compact contenant 'V-(oj) et peut être rendu ar
bitrairement petit en prenant CL assez petit uniformément pour 

C| € K 0 , En effet 

où 

Κ Λ = U B ( k,cc) = { a r d ( fc, K n } < a } . 

En particulier, il existe tel que le premier membre de l'iné
galité précédente soit majoré par pour tout CL ̂  > c'est-

à-dire 

pour tout C] £ Κ σ . 

On prend (X < 0-0 et °~ ir ̂ 4. par exemple Cl — ΜΚ/νν/ίΧ^ , CL 0 . 

Avec ce choix de α et , et j^. et T~"V étant définis 

comme précédemment, on démontre maintenant la majoration fondamen

tale. On se limite au cas de , avec ^t>0 „ On majore 

Il F ( U U ^ b ) U 0 ( b ) <j.(fc) & ( H 0 ) p^ <f II 4 

o£*($r b f ^ S.^ ψ ϋ (Lj ) § ( M 0 ) P + ) (oc) j . 

Le support de ^ ( H Q ) Έ |~ ( P(&)) en impulsion est contenu dans K 0 , 

et puisque ά. < d 0 , on a j ^ ( H 0 ) ( cj € S) — Ο * Si on pose 
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on a donc 

4 ί ^ « i ^ | ( U e t b ) g ( f t ) | ( H 0 j ^ ( χ . ) ! * - } " " * Il 4» Il 

par l'inégalité de Schwarz et 1'isométrie de 

car la translation "C^ commute avec U o ( t ) ; < ^ ( ^ ) et ^ ( H 0 ) . 

On majore maintenant l'intégrand dans la dernière intégrale en 

appliquant le lemme 4.2. Dans la variable impulsion fe. , le 

support de la fonction |^(Ho) \, est contenu dans 

K 0 D B> (c j^ (x ) . En particulier cette fonction est identiquement 

nulle si C| φ · Pour <̂  fixé, Cj <~ K G , l'ensemble des 

vitesses permises est contenu dans JB>o f\ B(a>~(<^)^ ^ ) , par la 

définition de B Q et le choix de cl . D'autre part, pour Cj 

fixé, quand OC balaie la boule \oc j è &-b et le demi-espace 

^ #A>-(^) ^ Ο , le vecteur Xt ~ (oc / b balaie le demi-
espace j ( j | . Par suite 

pour tout cj é H s ^ > tout > ^ ) é M et tout X avec j;x j < Or b , 

(voir figure 1). On peut donc appliquer le lemme 4.2 et on obtient, 
avec une constante C indépendante de Oc, Λ£ } \l> et : 
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l ( f 0 C b ) ^ ( ^ ) £ ( Η „ ) ^^)(oc)\ < C II 4> Il 

Pour cj fixé, <̂  é ; on majore l'intégrale sur /νμ en remar
quant que dans la variable xt ζ: (X - λ^) / b , le domaine d'inté
gration est contenu dans la région j m, — A>~(.C\) j ^ «£ et que 

dans toute cette région, 

Par suite, avec <v- — (.U- - 'V'C^)), 

Si & 

/ w - s e , . . s e , 

^ d v - ( Ι/υ-Ι - ± ) 

|at| 

uniformément pour Cj Rassemblant toutes 
les estimations précédentes, on obtient donc 
Il F ( | * , l έ t - b ) U 0 ( b ) g ( f c ) £ ί Η „ ) P + H <: 

c ^ t r _ e { J K eu, il i ^ T ^ ^ H g 

où la dernière intégrale est trivialement convergente. Ceci 

prouve la condition (g) avec ï r ί - /W , qui satisfait ^ > 4. 
si £ ^ · 

Q.E.D. 

Remarque 4,1. Il existe évidemment une certaine part d'arbitraire 
dans le choix de Ou et &~ et dans la façon de conduire les majo
rations. Par exemple, pour simplifier l'exposé, on a pris §r assez 
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petit pour pouvoir remplacer c l ( . 9 L — b ( B Q Π β ( Ar(q )J -Çr))) 

par d t ( o c - . ^ ; b e t n e 9 A R F L E R c l e i a première forme que 

l'information que B c Π B (/ir{ q ) } (S) doit être non vide. D'autre 

part, dans le cadre de la présente méthode, il n'est pas indispen

sable de prendre R f sous la forme ^ ( H 0 ) P+. ̂ (H o).0n pourrait 

aussi bien prendre 

R ± - - f ^ ( ^ K a et y..<wCq) θ). 

Ce choix serait plus proche de ^3^. La démonstration du lemme 3.3 
serait un peu plus compliquée et celle du lemme 4.4 se transpose
rait avec des changements minimes. 

Remarque 4.2. Dans des versions précédentes de la méthode ^3,17^, 
on effectue la décomposition en partie entrante et sortante pour 
chaque suite "{ ̂ Ρ/κ. | , —^ Ο > e t dans la définition de ̂ f̂ -t-
on élimine la contribution d'une région | 3c \ ̂  ^/y^ pour une 
suite 00 ; la suite ^ dépend de la suite ^ ̂ f^^ considé
rée, ce qui interdit d'effectuer la décomposition de façon opéra-
torielle avec deux opérateurs R ± ne dépendant que de I . Dans 
la version présente, on ne fait pas ce découpage supplémentaire. 
La raison est qu'on ne cherche pas à montrer que ̂ jfL — Ή) ( t) 
tend vers zéro par une estimation directe, mais seulement que 
(-fL -f — lH) Κ 4- est compact, car représenté par une intégrale 
qui converge en norme. La convergence forte vers zéro résulte 
ensuite de la compacité et de 1'éloignement à l'infini sans estima
tion explicite (voir la preuve du lemme 3.1). 

Il existe des méthodes différentes pour effectuer le 
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découpage au moyen d'opérateurs R 4. η ^ ( H 0 ) P~f- ^ ( H 0 ) . Dans 
les sont les projecteurs spectraux associés aux par

ties positive ou négative du spectre de l'opérateur 

qui est le générateur infinitésimal des dilatations. Dans £l8^ , on 

effectue une transformation de Fourier à une dimension dans la va

riable énergie cinétique, et les T% sont les restrictions aux 

demi-axes positif et négatif de la variable conjuguée. Les choix 

des opérateurs Έ4, faits dans [9 ,11,18^ sont des cas particuliers 
d'une même construction, qu'on va décrire brièvement dans la fin 

de cette section. Cette construction utilise comme la précédente 

un espace auxiliaire 3"{ , qu 'on précisera plus loin. On se limite 

au cas particulier où on suppose, en plus des hypothèses (Hl), (H2) 

et (H3), que Ρ est à symétrie sphérique, Ρ ( & ) ~ ( | & 1 ) 
p^ £ avec p = j \ . Dans ce cas, 1 1 image de S par 

la transformation & —> ρ — j ft. | est un sous-ensemble fermé de 
TR^~ qui contient l'origine, car si Ρ est *ê en (^r=0 ; alors 

V P ( O ) ~ 0 p a r symétrie. On définit 

Il est clair que i> Hr sont des ouverts et que 1K — U U S_ 

est une partition de ÎR^~ . On suppose également que la fonction 

de 1 ' hypothèse (H3) est à symétrie sphérique, ̂  ( fe)zz ̂ ^ ( I & IJ -

Un point §K C~ Î R \ ^ Ο j" peut être représenté par un 
couple ( ρ > <T ) où )̂ η j t<l é I R et cr é zL - , la sphère 

unité dans . On note ctcr~ la mesure invariante sur 
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x- 4- m. - ± 
2_ , si bien que il R r |) ctp diCT. 

On introduit l'espace auxiliaire 

ainsi que les deux sous espaces 
X ± = L T ( i R ~ , d p ) ® L C Z . , a < r ) . 

Il est clair que . Soit 2 l e s projecteurs 
orthogonaux de 04. sur . L'application Û, : *-f IJL'f définie 
par 

est un isomorphisme de sur Î H . ^ 

On définit maintenant une famille d'isométries de ι 

dans OC de la façon suivante. Soit réelle, 
strictement croissante ( ̂ ( p ) ^ ° pour tout ρ > 0 ) et tendant 
vers 4-oo quand ρ —^ t oo , si bien que R, est un difféomor-
phisme de l'intervalle ouvert (0,oo ) sur un autre intervalle 
ouvert ( s ,<») ( ε peut être — oo ). On définit la transformation 

% ^ : φ —^ ^ Φ par 

φ)(λ ;<τ; =(5.TT) J d l p fc,'(p) **iv(-xλ&.((>)) 4>(p,cr; 

est donc la transformation de Fourier à une dimension dans 
la variable £v (p) à cr fixé. Il résulte du théorème de Plan-

cherel que e s t une isométrie de dans : 
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J a.X àcr |(^φ)(;νι-)ί = J 0 <ip J d<r | ψ ( p ; < r ) | , 

c'est à dire • Ρ a r c ο η t r e , ^ C n'est par uni
taire si 6 > — -x> , i,e. (R ( ί·>£ ) ̂ fc iVi . 

Ayant choisi un tel ^ et défini î̂ >̂  f on définit 
maintenant les opérateurs , Soit .Y ^ les opérateurs de 
multiplication dans par les fonctions X l +. ( ρ j définies par 

( d s i ρ € S ^ S , , 
tf+(P) = ι --a = 

( 0 si p € S _ 

(Le choix de X ( p ) pour ρ (~ est sans importance. Le 
choix ci-dessus est commode, car il entraine si est 

4. -
vide) . On définit P j - par 

Il est clair que est autoadjoint, et que P + + Ρ = 4L . car 
est isométrique, et . Intui-

tivement, P+- assure que X a le signe opposé à celui de ;ir T ^ ( p ) . 

On peut alors démontrer la majoration fondamentale. 
Lemme 4.4*. On suppose satisfaites (H1),(H2) et (H3), et de plus 
Ρ(·') et ̂ (') à symétrie sphérique. Soit .1 un intervalle compact 
disjoint de Ρ(S), ί un intervalle compact disjoint de Ρ ( S) et 
contenant un voisinage de I ; ^ €. OR) à support compact 
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contenu dans 1Q ; 0 <l 4 <L/ ^ Ξ dL sur I, et définis 
comme ci-dessus. Alors la condition (g) du lemme 3.3 est satis
faite . 
Preuve. On se limite au cas Jzyo . Soit ^ comme dans 
l'énoncé et 

Soit é: ̂ r^> . On veut estimer pour un & Ο convenable 

IL F ( I X | < u c ( b ) ^ k ) G - C H O ) P + <F IL 

Pour oc et t fixés, on définit é %o par 

Alors 

i ( U 0 e t ) ê ^ i f e i ) p + f)(çc>| = i < } p + <f > | 

$ I I P 4 ^ Il II « f i l . 

D'après la définition de Ρ , on peut estimer la dernière norme 
+ 

par 

11 p

+ 4>* b »
é Ι κ % v - u «frxt » + 1 1 \ Y

+
 u 4>*t H 

avec 



60 

* e^-fv ( - χ ρ (σ\ χ ) + ^ b P ± ( 9 ) - λ Η ( ρ ) ) . 

Puisque j ^ . ̂  ^ (. ̂  ) et que ^ est à support compact 
contenu dans l'ouvert (J 5_ , les fonctions ^ 9( 4. sont 
également dans ^& ^ + ( Î R ^ ) , à support compact contenu dans S + . 

On majore la quantité précédente en module pour 
j χ| ^ & b avec un -β- convenable par une application du lemme 
4.1. On choisit 

2 k = Lwfc I P ± ' ( p ) | , 

et on pose 

On applique le lemme 4.1 avec Lo ~ avec la 
fonction ^ du lemme 4.1 définie par 

60 {>((>) = - p ( c r . λ . ; 4- ^ P ± ( p ) - λ ^ ( p j , 

si bien que 

(>'((>) = ( i t + c I X I R ^ T P ^ t p j _ « Γ . * ; _ λ Λ . ' ( ρ ) ) • 

Il résulte de la définition de , que pour >b>0 et ρ £ Stvfvfv } 

les termes ( p j et —λ &/(p^)ont le même signe. Par suite 
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j ^ ' ^ p j j ^ ± pour j OC/ < Qrt . D'autre part, pour 
oC ^ 2. f \ D ° * ̂ | est indépendant de CT , χ , et majoré 

uniformément en Λ et b pour ρ dans un compact. On 
obtient donc, par le lemme 4.1, 

i - I ^ C Ο b + c I λ I J 

avec une constante C uniforme en λ , (Γ , OC et t pour 
19C j < b . Par suite, pour |ocj < b , on obtient en 
intégrant sur ( X , CT ) 

_ e ι- î /.j 

ϋ Ρ + Φ ^ Il * c ( e - b ) 

et par conséquent, 

ce qui prouve la majoration (g) du corollaire 3.2 avec X — 

Q.E.D. 

On conclut cette section par quelques remarques per
mettant en particulier de faire le lien avec [9,11,18] 

Remarque 4.3 Les opérateurs FV utilisés dans [^9,11,18] , 
dans le cas particulier (̂ p) ~ ρ , correspondent respecti-
vement à & ( f ) - = L e ^ p et & ( p ) - = F ^ ( p ) - = . p . Cependant il 
est clair, d'une part que la méthode n'est pas limitée à ce choix 
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particulier de , comme on le voit dans l'énoncé du lemme 4.41 

et dans la remarque 4.6 ci-dessous, et d'autre part que ces choix 

de Y^> ne présentent pas d'avantage particulier du point de vue 

de la présente théorie. En outre, le choix pv.(p) — F j_(p) e s t 

mal adapté au cas où n'est pas monotone, par exemple ^tÇ*) — 

( ρ 2 - * ) 1 · 

Remarque 4.4. Dans [9,11] , avec tt ( p) •= ^-0<^f Ρ ' l e s 

opérateurs Fif- sont les projecteurs spectraux associés aux 

demi-axes positif et négatif de l'opérateur 

Cette propriété s'étend au cas général, dans le cas où est 

monotone (i.e. S _ ~ φ ). 

Dans ce cas, P+- se réduit à 

et P4- sont alors les projecteurs spectraux associés aux 

demi-axes positif et négatif de l'opérateur 

A ^ = - ' U X S * M Ç R U , 

où M est l'opérateur dans derim par 

M Φ ( A,<r) = \ φ ί λ , σ - λ 

Un calcul élémentaire montre que 

A = f l ( p ) ρ .χ Ι . fe(P) ρ 
^ 1 ύ ρ 
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ou encore 

A p = £ ( χ . I _ R - ' D F E L J " 1 +• R . ' ( L F T I R A ^ - • ~ ) , 

qui se réduit à A pour I I ( ρ ) ~ V~oc^ p , 

Remarque 4.5. On a vu que la théorie présentée dans cet exposé 
requiert seulement la construction d'un couple d'opérateurs 
pour chaque intervalle compact I disjoint de P(S). En particulier, 
dans la construction précédente, on peut prendre IL dépendant 
de X de façon arbitraire. Par exemple, si n'est pas monotone, 
on peut néanmoins choisir pour chaque Γ un "R. relié à par 
la condition que &'(pj - ! ( p) | s u r l e support de ^ . Il 
suffit de prendre K> ( p) - C 1: ( ρ} sur chaque composante 
connexe de S ^ . Π SxAyjxjv jŷ  , avec une constante C dépendant de 

la composante choisie, de façon à pouvoir interpoler ces choix 

partiels par une fonction strictement monotone. 

Remarque 4.6. Il est clair que la méthode précédente s'étend au 

cas où P ( & ) n'est pas à symétrie sphérique. Dans ce cas, on 

peut par exemple se ramener d'abord à un problème local en 

énergie. Ensuite, pour un petit intervalle Γ ne rencontrant pas 
P(S) et dans chaque composante connexe de P (I)^on peut prendre 
comme variable radiale :± P( et comme variable angulaire 
un point CT de P ( [x0 ) pour un p . c € I . Les courbes 
intégrales du champ de vecteur V7 P ( & ) définissent pour 
p~ é I ? jix φ pc c , un dif f éomorphisme de P (p-o) sur 

P ( p-) qui permet d1 utiliser rr pour paramétrer P (p^) 
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On fait ensuite une transformation de Fourier dans la variable 
radiale (ou dans une fonction strictement monotone de celle-ci), 
et on définit des R f locaux comme précédemment par la res
triction aux demi axes positif et négatif de la variable con
juguée. Le détail de la construction est laissé au lecteur. 
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Figure 1. Localisation dans l'espace des vitesses. 


